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O PEWNYM TWIERDZENIU POLOWYM

S treazo zen ie . Rozważa s ię  rodzinę C jaj fun k c j i  f ( z )  regularnyoh 1 Jed -  
no lls tnyoh  w |z| < 1 , f ( o )  » o, k tó re  s p e łn ia ją  ponadto warunek f  (z^ ) . 
. f(-z2 ) /  a ,  dla każdej pary z.,, z2 , |«1f < 1 , |z2 | < 1 , gdzie a j e s t  de-  
wolną l lozbą  zespoloną. Otrzymane zos ta ło  oszaoowanlespoohodnej Schwarza.

dla rodziny C j a j  1 zos ta ły  zbadane funkoje ekstremalne dla tego oszaoO- 
wania. W dowodzie posłużono s ię  uogólnionym twierdzeniem jpolowym Blebe*— 
baoha, otrzymanym przez Pran Nath Chlohra.

1. Wprowadzenie

Pran Nath Chlohra w swojej praoy: "An area theorem fo r  bounded u o I to -  
le n t  funk tlons"  [2] podał pewną nową wersję twierdzenia palowego Gronwal— 
la  dla fu n k c j i  meronorfloznyoh z biegunem w dowolnym punkole p , a miano­
wicie :

Nleoh f ( z )  będzie funkoją meronorflozną, i jedno lls taą  w ko£s |z | <  1, •. 
z jednym biegunem w punkole z«p, ¡p| < 1 , 1  ozęśolą główną ‘- ¡ j l  , t a k ą ,  
że f ( z )  może byó rozszerzona na |z| < 1 Jako

w ówo zas mamy

(1 )

a w szczególności

<t)
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Równość w (21 zaohodzi wtedy i  ty lko wtedy, gdy

f U )  ’  3-1 ^  1 - | p | ż '

przy p /  O oraz gdy

+ a .

f ( z1  « a_1 ( i  + z ł  + aQ (3 1

przy p = 0 .
Prań Nath Chiohra z powyższego twierdzenia wyprowadził dla funkoj i  j e -  

dool i s tnyoh  » kole |z|  < 1 pos tao i

f ( z 1  = b^z + b2z + . . .  ,

d la  któryoh zaohodzi | f ( z l |  < 1, nas tępującą  nierówność

(41

f  (B1 lf ' (z2 1 1 f'(z1 1f'(z2 1

(1 - |Z 1| 2 1(1- |z2 | 2 1 ( 1 - f ( z 1 1f(z2 112
(51

K  < u  < i*

Nierówność (51 wynika również z nierówności  podanej przez Singha [3]
Po p r z e j ś c i u  do granloy przy z2—- z 1, z (5 1 można otrzymać oszacowanie 

szwarojanu w t e j  r o d z i n i e ,  a mianowioie

f  , z 6 6 l f  (z l l 2
*  7 ^ F 7  ‘  5 L i i  W  •

(6 1

gdzie

f » E1 = H f ł  ~ I  (r 4 FT' • (71

Okazuj - s i ę , że twierdzenie  Pran Nath Chichra ma zas ięg  szerszy i  moż­
na przy U, o pomocy wyprowadzić nierówności  analoglozne do (51 dla innych 
k l as  fu n k c j i  j e d n o l i s tn y c h .
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2 .  Niech C j a j  oznacza k lasę  funkc ji  jedno lls tnyoh  w koli  |z | < 1 po- 
s t a c l  (41 oraz ta k ic h ,  że

f i z .,1 f ( z 2 ) /  a ,  |e1| < 1 , |z2| < 1 ,

gdzie a j e s t  dowolną l ic z b ą  zespoloną.
Widać odrazu, że C | l  j oznacza dobrze znaną klasę  fun k c j i  Bieberbaoha- 

E ilen b e rg a .
Zajmijmy s ię  najpierw oszacowaniem funkcjonału stojącego po lewej s t ro ­

nie nierówności (5 )  d la  fu nkc ji  k l a s ;  c {l}»
Nleoh f  e C |l  j  ma rozw inięcie  p o s tac i  (41, nieoh Z1 fZ2 będą dwoma do­

wolnymi punktami koła  K(0 , 1 l 1 niech

2 + 2
z « h . ( Z l  * ......... .1 , (81

1 1+ZŻ1

w -  f ( Z , l
W -  h„(w 1 -  ----------- 6—  . (91

Z 1 -  wf(Z2 l

{Tomografia (81 p rzeksz ta łoa  koło K(0 ,1 1  aa koło K(0 , 1 ) , tak im h^ io l « Z  ̂
natomiast homografla (91 nie  przyjmuje w kole Jednostkowy* Jednocześnie 
n a r to śb l  W 1 ijf, ponieważ

■ s f r r  •

Z ło żen ie :

Z+Z.
f i — 4 - i  -  f ( z , i

1+ZZ. z
W -  F(Z 1 -  h2( f ( h 1(Z 111 *   (101

1 -  f  (— JL yr(Z , i 
nzi1 2

j e s t  zatem funkcją  Jed n o l ls tn ą  p rzek sz ta łca jącą  koło K(0 , 1 l ,  na obszar w~ 
płaszczyźnie  (Wl, k tó ry  a le  zawiera jednocześnie punktów W 1 $■.

J e ż e l i  t e r a z  złożymy funkoję Koebego

KIWI « ---- 2—  , (111
( 1+W12



0 .  B ereśn lew loz—R a jo a , J .ś ladkow ska

k tó r a ,  Jak wiadomo, przyjmuje wartości  równe Jedynie w punlctaoh W 1 ^  5 z 
funkc ją  (10),  to  otrzymana w ten sposób funkoją

$ ( Z )  = K ( F ( Z ) )  a  ------E t ? ) , , ( 1 2 )
( i + F ( z > r

J e s t  funkoją Je d n o l i s t n ą  w kole K ( 0 , 1 )  oraz

$ (V) « O ,

gdz ie

Z2 ~  Z 1 P a Jk L_ .
1 r  Z1Z2

Funkojas

f T b  *  Z = p  +  +  fil z * z¿ +  • • •  i 1 3 >

J « t  funkoją  meromorflozną, Je d n o l is tn ą  w kole |z| < 1 ,  z  biegunem w punk­
c ie  Zap, spełn iona  J e s t  więo, zgodnie z oytowanym na poozątku tw ierdze­
niem, nierówność (2 ) o ż y l i

N  < ” 1 ' ż • (14)
11 1- l P l 2

Ponieważ

oraz

Ą  -  Urn
1 Z— O

m b -  -  * _$'(o )t [ i (o ł ]

otrzymamy
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gdzie

f ( Z . . ) - f ( Z  )
$l0) m T i= m ^ ru m ^  • <16>

Obl iozając kolejno

1 - f 2 (Z . )  f Z+Z 1-  |ZJ 2
F(Z ) -----------  2--------  f  1 . )   2L—

( 1 _ f )  l _ ) f ( z . ) ) 2 ?- iZzi  i 1+ZŻi ł ‘:
1+ZZ1 2

1+f2 (Z ,)
F(o) ---

V fS
   i -  -  f ( Z , ) ( l - | Z j  )2 ,
(1-f(Z„ W i z - ) ) 2 1 1

f(z,)(i-2.z.)
F(p ) = ------ 5- ź -------- U l . . , .

(1 - f2{Z2 )>(1- |Z 1 |2

$ ' ( Z )  = .  F' ( Z)
(1+F(Z))

Otrzymujemy

( i - f { z , m i + f ( z 9) H i - f 2 i z , m ( z , H i - i z . , r )
£ ( 0 ) = ----------i------------- fe--------------s-------- 1- -------- j----  (17)

d  -  t i z z ) r  d  + f ( z 1 n 3

f(z, K1-Z.Z, )2
¿ ( p )  »  T  ■ .  (18)

( i - f 2 (z2 ) ) ( i - i z 1 r )

Podstawiając (16 1,(17)1(131 do (15), otrzymamy nierówność

f ( Z 1 ) i ' (Z2 ) 1 f ( Z 1 )f(Z2 )

( f ( z 1 V i ( z 2 ))2 (z2- z 1 )2 ( 1^TiZ1 )f(Z2 ))J
   A ------— W— s (19)
d - | z 1j ) ( 1— |z2| 2 )

która Je s t  odpowladnlkiem nierówności (5) dla funk c j i  klaay c j l j .
Nierówność(19) wynika także z nierówności podanej przez Alenioyna [i]
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3 . J e ż e l i  t e r a s  f  e c j a ) ,  to  funkoja

-  i
g i s )  * a Ł f ( z )  (20 )

j e s t  funkc ją  k lasy  C | l | , zachodzi więc d la  n ie j  nierówność (19 ) .  Uwzględ­
n ia jąc  (20) otrzymamy dla fu n k c j i  k l a s ;  c | a j  następująoą  nierówność

f ( Z 4 f (Z 9 ) 4 f (Z 4 )f(Z9 )
(* tż } ) - f tZ 2 ^) (22~1Zi f i  ( a - f i Z ^ f i Z g ))2 | ^  ( 1- |Z1| ^ ) ( 1 - |Z 2| 2 ) (21 )

ą .  Oaaaozmy z k o le i  przez C k lasę  funko jl  f ( z )  Jednolls tnyoh  w kole
|z| < 1, spełn la jąoyoh  warunek f ( o )  •  1 oraz warunek

f iz ,)  + f(z2 ) i  o, Iz,! < 1 , |z2| < 1.
9

Zauważmy, że funkoja

<22)

j e s t  k l a s ;  C j l j  , a więc zachodzi d la  n ie j  nierówność (1 9 ) .  Podstawiająo 
(22 ) do (19 ) ,  otrzymam; po prostych p rzek sz ta łcen iach  nierówność

f'(Z4)f'(Z9 ) 4 f '(Z.Vf'(Z.) I 4
J — L II—   2— 7  -  --------- 1 - - — 2— y  < — ;— r j? -------- ;— 7 7 -  * <23)

( f i z ^ f i Z j ))2 (z2-z .,)2 ( f (  z.,)+t(z2 ))2 | ( i - | z 1| 2 ) ( i - | z2 | 2 )

k tć ra  j e s t  odposlećtnlklem olerówcośol (19) d la  funko jl  k l a s ;  ę .

5 . Przechodząo nas tępn ie  do g ra n lo ;  przy Z2—-Z., « z c w nlerćwnośolaoh 
(1 9 ) , (2 1 )  1 (2 3 ) ,  otrzymamy analogiczne do (6 ) oszaoowanie sz.warojanu 
| f , z 0| kolejno dla k la s  C |l} , C jaj , 8:
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6 f ' 2 (z0 ) 6
[r *zo ( a - f 2 (zo ))2 ( 2 5 )

,  1 l i l i i 2}
,B° |  ~ 2 ( f ( z  ) ) 2 (2 6 )

6 .  Przejdźmy obeonie do odnalez ienia  funkc j i  ekstranałajroh dla oszaoo- 
wań (24),  (25)  1 (26 ).

Łatwo zauważyć, że równość w (24) zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy

a to  z k o le i  ha mooy tw ierdzenia  Pran Nath Chiohra ma miejsoe wtedy i  ty l­
ko wtedy, gdy

V £ + Z) + ^ q » f27>

gdzie 1  f3_  ̂ są dowolne.

Ze względu na ( 1 2 ) oznacza t o ,  że

( lt fffrP2 ■ P- A + z) •

ozy 11

+ 2 + F(Z) -  * 2 ) + fi9 .

Kładąc w szozegćlhośol

^  ■ b » *0 ■ 2 » 0 < b s 1 *

otrzymany

Z 1 3 1 - .  J S L  ,
+r (Z ) 1+Zz

(28 )



o ż y l i  przyjmując

Liw ) -  J L _
1+Ŵ

aa oj

L(F(Z)) -  bL(Z ) .

A więo Jedną z funko jl  ekstremalnyoh dla  oszaoowacla (24 i Je s t

f 1 ( e )  -  h“ 1 (F1 (h“ 1 ( B n )  , (29)

gdale F1 (Z) J e s t  t ą  g a lę s lą  funko ji  uwikłanej (28),  któ ra  d la  Z»0 p rzy j­
muje wartość O, h” 1(*) J e s t  funkoją  odwrotną do ( e )  przy Z1 -  z Q, a

,  W+ co *

gdzie -  to0 •  ? 1( - e Q)t  skąd * <o#»

Zdefiniowana w ten  sposób funkoja f ^ i e )  J e s t  funkoją Bleberbaoha-Ellen- 
berga . I s t o t n i e ,

f ^ i o ) ■ O .

Przypuśóoy ponadto, że

f ^ » ^  ^ ( B g )  -  1 d la  |B l| < 1 , |b2 | < i  .

Kładąo

Z1 -  h” 1 (B1 ), Z2 ■ b“ 1 (B2 ) ,

W1 -  f ^ B ^  , W2 -  f ^ B g )  ,

otrzymamy z (291

J.3.4_____________________________  0 .  B e re śn le w lo z -R a jca .  J .  Śladkowska

h2 (*1 ) -  P1(21 l i  h2(w2 ) -  P1(Z2) •
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Ale

h2 (W.,) -  -  g ^ l - y  ,

ozy 11

F1 (Z2 ) ’  7 7^ 77  *

00 daje da le j

bL(Z2 ) » LCF^Zg)) -  M p -l g .., ) .  L(F1 (Z1 )> -  bMZ.,) ,

a s tąd  1 z |Z1| < 1  1  |z2| < 1 wnioskujemy, że Z1 -  Z2 , o zy ll  F . , ^ ) «

■ i  1,  00 Je s t  niemożliwe, bo Jf^( 2 < 1 dla  |z|  < 1.
ZbadajHy t e r a s ,  Jak wygląda obraz koła |e | < 1 po odwzorowaniu przy

poaooy funko jl  (29).
W tym oelu wykonamy oztery  odwzorowania.

Funkoja:

odwzorowuje koło |z | < 1  na koło |Z| < 1.

Funkoja:

£ -  bL(Z) -  -&2_
1+Z*

odwzorowuje koło | z |  < 1  na obszar , będąoy płaszozyzną r o z c i ę t ą  
wzdłuż pó łprostyoh:

Ho S < -  |  , Ib ? -  O 1 Re £ > |  , Ib ? - 0

( r y s .  1 V
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Rys. 1

Funkoja

W » L"1( n

odwzorowuje obszar ^  'aa obszar G, który powstaje przez usunięcie  z koła 
|wj < 1 dwóch o do loków o s i  r z e c z y w is te j :  [ - 1 , ą j  1  Ją ,  1] ( ry s .  2 ) ,  
przy ozyn punkty: —1 , ą ł#  i 2 » 1 odpowiednio obrazami punktów:

h  * *1?° a (l2 m

Funkcja

. W+ o j

’  “ h2 C W> "

odwzorowuje obszar 0 na obszar D, k tóry  powstaje z koła

2 l a  co 2 In co
w + r r y 9» • * <  ♦ <------ r 4 '  >

K I  -  1 1 K I  - i
( X )

przez  u sun ięc ie  dwóch łuków, k tó re  są  obrazami odolnków [ - 1 , o1] 1  [ i *<ł2] 
1  le ż ą  na okręgu

1- | c a | 2 | 1-  U  I2 2 £
I* + r Ą  l| ■ H  ♦ (n E T J ł ł »

przy ozya obrażani punktów - 1 ,  ą2 , 1 są  odpowiednio punkty - 1 ,  s 1,
s2, 1 ( r y s .  3)«
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Pupkty s^ i. Sg dane są  przy pomocy związków
( w)

1 -  ^ il-b2 ♦ b w
a2 .   J — J l

b + cood  -  -  b2 )
Rys. 3

V/ szozególoya przypadku, gdy coQ Jest. l io sb ą  rzeczyw is tą  koło (30 ) przej­
dzie oa koło

l"l <  1

a odoinki  [“ ‘• t l j  1 [ łg»1] ca odolnki  os i  r zeczy w is te j .
W r e z u l t a c i e  widzimy, że funkoja (29)  odwzorowuje koło j z |  < 1 na ob­

sz a r  D.
Z zależnośol (27) można znaleźć inną funkoję ekstrem alną . Kładąo miano- 

wiole w (27) ^  i  “ F  ’ O < b < 1 , otrzymamy

o ż y l i  przyjmująo

many

K(F(Z))  -  bK(Z) ,

a więc inną funkcją  ekstremalną d la  oszacowania (24) Je s t

f 2 ( z )  -  ł»"1 (F2(łi"1 (E ) ) )  ,

O
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gdzie ? 2 ( Z )  J e s t  t ą  g a ł ę z i ą  funkc j i  uwikłanej (33) ,  k tóra  dla Z=0 przejmu­
je wartość O, h“ 1(z)  j e s t  funkoją odwrotną do (8) przy Z1=Z(), a

. w+tL>' 
h2 (’,n  = »

gdzie -  u/ = F2 ( - z o ), skąd t 2 ( z o ) = “ ó* Fuolco3a f 2 i z ) > PodobDie 3ak funk-  
o ja  f  ̂  (z ),  J e s t  funkc ją Bieberbaoha-Eilenberga.

Poszukajmy t e r a z  obrazu koła |e | <  1 przy pomocy fun kc j i  (34) .
Funkcja

.  z -z .
Z = h7 (z )  = -----—

1-ż0z

odwzorowuje koło |e|  < 1  na koło |z| < 1 .
Funkoja

bK(Z ) -  —S?.. ■
(1+z r

Odwzorowuje koło | z |  < 1 na o b s z a r b ę d ą c y  płaszczyzną r o z c i ę t ą  wzdłuż 
p ó ł p r o s t e j  Re £ >  &■, Im ? = O ( ry s .  4 ) .

Funkoja

W = K- 1 (£)

odwzorowuje obszar  ̂ na obszar 5^, któ­
ry  powstaje przez usunlęole z ko ła |w |  < 1 
odcinka o s i  rzeozywis tej  [ą, 1] , gdzie

, - d e f c f E

j e s t  obrazem punktu j ,  a 1 obrazem ( ry s .  
5 ) .

Funkoja
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Rys. 5 Rys. 6

odwzorowuje obszar 8  ̂ na obszar D^, który powstaje z koła

•' 2 £2 IB Ca/
•  + . . . .  9 i

K r - i

2 i«  o>:

i^ói - i

przez  usunięole  łuku, k tóry  j e s t  obrazem odolnkafą,-! )1 leży na okręgu

w +
1— I Oj' I2 I i  r j2  2  z
Firn  ¿ r  1 | "  (1 + ) ’ (36)

-b+2- 2^1 -b+oj b
przy ozym obrazem punktu i  J e s t  punkt S »  r  (rya. 6 )

b+u/ i-b+2- 2̂ 1-b ’)

zatem funkoja (34) odwzorowuje koło fz| <  1 na obszar D1 z ilustrowany na 
r y s .  6.

Przejdźmy z k o le i  do odnalez ien ia  funko jl  ekstremalnyoh dla  oszacowa­
n ia  (25).

Analogloznle do poprzedniego przypadku podamy dwie funkoje ekstremalne

- if®(z) « a z t 1(e)  ,

- Ł

(37)

(38)

Funkoje (37) 1 (38) odwzorowują koło |z| <  1 na obszary odpowiednio Da 1 
Da , które  powstają z obszarów D względnie D. po dokonaniu d y la ta o j l  o

■ - I
współczynniku | a |  c i  obrotu o kąole arg . - i
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Poz os ta ją  do omówienia funkoje ekstremalne dla oszacowania (26).  Będą 
nimi w szczególnośoi  funkoje

Choąo zbadać obraz koła |e| <  ^ przy pomocy fu n k c j i  (39) zauważymy, że ho- 
mograf ia

odwzorowuje obszar D na obszar D ( ry s .  7 ) .

Brzeg tego obszaru składa s ię  z p r os t e j  1 . ,  k t ć ra  j e s t  obrazem okręgu 
(30) oraz dwćoh odoinkćw [o, s ^  i  [sg»00]» l8Żąoyoh na p ros te j  12 , k tć ra
j»8 t  obrazem okręgu (31).  Punkty s 1 i  s2 są odpowiednio obrazami punktćw 
s 1 i  s 2 z r y s .  3 .

Analogioznie j e s t  dla funkoj i  (40).  Homografia (4 1 ) odwzorowuje obszar 
D1 aa obszar D1 ( r y s .  8 ) .  Brzeg tego obszaru składa s ię  z p ro s t e j  l[ ,  ktć-  
ya j e s t  obrazem okręgu (35) oraz odoinka [o,  9 ] ,  leżącego na p ro s t e j  l ' , 
k tć ra  J e s t  obrałem okręgu (36) .  Punkt s j e s t  obrazem punktu s z r y s ,  6 , 2

1 - f . ( z )
f i (z)  = n r f r r r » (39)

(40 )

Bys. 7 Rys. 8
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CB OÄHOM IICAEBOii TEOPEME 

P e 3 B u e

P accyx^aeica cenefiCTBO c ^aj qiyKKmiH f ( z )  perynapHux h oxhojjhctkídc, b

|z | < 1 ,  f ( o )  = 0 KOTOpwe, KpOMe Toro, HCnoanamT yCJIOBKe f ( z ^ )  f(Zg) a
jjia  bchkoB nupu z ^ , z2 , jz^| <  1, |zg| <  1, rxe a npoK3BoflBHoe KOMnjiesc-
Hoe uhcjio.  Buna noJiyueHa oneHxa npOH3BO*HOH liBapua.

I f ,  z( = £ _k>  .  £  (£< j lL >2
f  (z) ?  f ' ( z )

j z a  ceiíeücTBa c ja j  h HCcnesoBaHu SKCTpeaajihHtie (pyHKmw äjih sTofi ouenxji. 
floKasaTeajiCTBo npoBejjeHo c noMombsj ododmbHHof! Teopeuu naomasefi Ewdepdaxa, 
noayveHHoä Pran Nath Chichra,

ABOUT SOME AREA THEOREM 

S u m m a r y

The paper i s  dea l ing  with the family c f a j  cons is t ing  of  funot lons  f ( z )  
r e g u la r  and univa lent  in |z |  <  1 , w ith  f  fo ) » 0 , whioh s a t i s f y  the condi­
t i o n  f ( z 1 ) f ( z 2 ) a fo r  a l l  p a i r s  of  points  z^,  e2 , . jz^ < 1 , jz2| < 1 ,
where a i s  an a r b i t r a r y  oomplex number. The bound of the Sohwarzlan d e r i ­
va t ive

has bseu obtained fo r  the c la ss  C j a j  and the extremum funot lons for  th i s  
bound have been c h a ra c te r i s e d .


