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O PBANYM TWIERDZENIU POLOAYM

Streazozenie. Rozwaza sie rodzine Cjaj funkcji f(z) regularnyoh 1 Jed-
nollstnyoh w |z] < 1, f(o) » o, ktére spetniajg ponadto warunek f(z) .
f(-z2) / a, dla kazdej pary z.,, z2, |«If < 1, |z2] < 1, gdzie a jest de-
wolng llozbg zespolong. Otrzymane zostato oszaoowanlespoohodnej Schwarza.

dla rodziny C jaj 1 zostaty zbadane funkoje ekstremalne dla tego 0szaoO-
wania. Wdowodzie postuzono sie uogélnionym twierdzeniem jpolonym Blebe*—
baoha, otrzymanym przez Pran Nath Chlohra.

1. Wprowadzenie

Pran Nath Chlohra w swojej praoy: "An area theorem for bounded uolto-
lent funktlons" [2] podat pewng nowg wersje twierdzenia palowego Gronwal—
la dla funkcji meronorfloznyoh z biegunem w dowolnym punkole p, a miano-
wicie :

Nleoh f(z) bedzie funkojg meronorflozng, ijednollstag w kofs |z| < 1,
z jednym biegunem w punkole z«p, ipl < 1,1 ozesolg gtéwng *jjl , taka,
ze f(z) moze by6 rozszerzona na |z| < 1 Jako

wonwozas manmy
@

a w szczegdblnosci

)
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Réwno$¢ w (21 zaohodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

. + a.
fu) * 3-1 A l-lplz

przy p / O oraz gdy

f(z1 «a_1 (i +zt + aQ 31

przy p =0.
Prain Nath Chiohra z powyzszego twierdzenia wyprowadzit dla funkoji je-
doolistnyoh » kole |z| < 1 postaoi

f(z1 =b”z + b2z + ... |, (41
dla ktéryoh zaohodzi [f(zI| < 1, nastepujacg nieréwnosé

f (BLIf'(z21 1 f'(z1 1f' (22 1
(1-1Z1]22(1- 22|21 (1-f(z11f(z2112

K < u < i*

Nieréwnos$¢ (51 wynika réwniez z nieréwnos$ci podanej przez Singha [3]
Po przejsciu do granloy przy z2—-z1, z (51 mozna otrzyma¢ oszacowanie
szwarojanu w tej rodzinie, a mianowioie

6 61f(z 112
f, 61
N 7" F 7 * 5 Lii W (
gdzie
f»El=Hft ~1 (r4dFT" = (711

Okazuj - sie, ze twierdzenie Pran Nath Chichra ma zasieg szerszy i moz-
na przy U, o pomocy wyprowadzi¢ nieréwnosci analoglozne do (51 dla innych
klas funkcji jednolistnych.
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2. Niech ¢ jaj oznacza klase funkcji jednollstnyoh w koli |z] <1 po-
stacl (41 oraz takich, ze

fiz.,l f(z2)/ a, lel] < 1, |z2| < 1,

gdzie a jest dowolng liczbg zespolona.

Wida¢ odrazu, ze C |l j oznacza dobrze znang klase funkcji Bieberbaoha-
Eilenberga.

Zajmijmy sie najpierw oszacowaniem funkcjonatu stojgcego po lewej stro-
nie nierownosci (5) dla funkcji klas; c {I}»

Nleoh f e C|lj ma rozwiniecie postaci (41, nieoh Z1fZ2 beda dwoma do-
wolnymi punktami kota K(O,11 1 niech

2+ 2

z « h, (ZI o, , (81
1+ ZZl
w- f(Z

w- h,,(wl - (6_ _ 01
1- wf(Z21

{Tomografia (81 przeksztatoa koto K(0,11 aa koto K(0,1), tak im h”iol « 2
natomiast homografla (91 nie przyjmuje w kole Jednostkowy*  Jednocze$nie
narto$bl W1 ijf, poniewaz

msfrr e

Ztozenie:

7Z+7Z.
fi—4-i - f(z,i
1+77. z
W- F(Z1- h2(f(hi(z111 * (101

1- f(=JLyr(Z,i
i %!

jest zatem funkcjg Jednollstng przeksztatcajagcg koto K(O,11, na obszar w
ptaszczyznie (WI, ktéry ale zawiera jednocze$nie punktow W1 $m
Jezeli teraz ztozymy funkoje Koebego

KIWI « _(T\ZNl_Z , (111
+
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ktora, Jak wiadomo, przyjmuje warto$ci réwne Jedynie w punictaoh W1~ 5 z
funkcjg (10), to otrzymana w ten sposéb funkoja

$(Z) = K(F(Z)) a - Et?),, (12)
(i+F(z>r

Jest funkojg Jednolistng w kole k(0,1) oraz

$(V) «O,
gdzie
PaijR- 2L .
1r 2122
Funkojas
fTh * z=p + «filz* zi+ ... i13>

J«tfunkojameromorflozng, Jednolistng w kole |z| <1, zbiegunem w punk-
cie Zap,spetniona Jest wieo, zgodnie z oytowanym na poozgtkutwierdze-
niem, nieréwnos$¢ (2) ozyli

N 71'7 e 14
TRREERT-IY (14)

Poniewaz

oraz

A - Un Mmb- - _$()
1 z-0 [i(oH]

otrzymamy



O pewnym twierdzeniu polowym
gdzie

f(Z2..)-f(Z )
$I0) mTi=m ~rum » <16>

Obliozajgc kolejno

1-f2(Z) 242, ) 1-12) 2

F(Z) - 2
(1_f) I_)f(z.))2 2iZzi i 14220 ¥
1+771 2
1+f2(Z )
F(o) —— Z 1-1Z2j )2 ,
et w2 "0 1)
F(p) = 532G
(1-f2{z2)>(1-|z1]|2
$'(2) = . F(z
(1+F(2))
Otrzymujemy
£(0) = (i- f{z m|+f(z9)_H_| f2|zsm (lel |zJ__r_)_ (17)

d - tlzz)r d +f(zln3

f(z, K1-2.Z, ®

() iviztry (18)

Podstawiajgc (16 1,(17)1(131 do (15), otrzymamy nierownos¢

f(z1)i'(z2) 1 f(z1)f(z2)
) o A — W~ s (19)
(f(z1Vi(z2))2 (z2-z1)2 (17TiZ1)f(Z22))d d-|z1ij )(1—}22|2)

ktéra Jest odpowladnlkiem nieréwnosci (5) dla funkcji klaay cjlj.
Nieréwnos$é(19) wynika takze z nieréwnosci podanej przez Alenioyna [i]
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3. Jezeli teras f e cja), to funkoja

gis) *a ’ir_f(z) (20)

jest funkcjag klasy C|I|, zachodzi wiec dla niej nierownos$¢ (19). Uwzgled-
niajac (20) otrzymamy dla funkcji klas; claj nastepujgog nieréwnosc

f(z4 £(29) 4 f(24)f(29)
(*t2})-ftz2n)  (2zifi  (a-fizAfizg))2 | A (1 1z2] ) (1-1z2)2) @YD

3. Oaaaozmy z kolei przez Cklase funkojl f(z) Jednollstnyoh w kole
|z] < 1, spetnlajgoyoh warunekf(o) « 1 oraz warunek

fiz,) + f(z2) i o, lz;'<1,z2| < 1.

Zauwazmy, ze funkoja

<22)

jest klas; C jlj, a wiec zachodzi dla niej nieréwno$¢ (19). Podstawiajgo
(22) do (19), otrzymam; po prostych przeksztatceniach nieréwnosé

f(24)F(29) 4 f(ZVF(Z) | 4
T O R——

(FiZ~Fi2 2 @@z.)8 " GEYHNC G-l T

ktéra jest odposlectnlklem oleréwcos$ol (19) dla funkojl klas; e.

5. Przechodzao nastepnie do granlo; przy Z2—Z., « zc w nleréwno$olaoh
(19),(21) 1 (23), otrzymamy analogiczne do (6) oszaoowanie sz.warojanu
|f,z0| kolejno dla klas C|lI}, Cjaj, 8:



O pewnym twierdzeniu polowym m

6 f'2(z0) 6
[r*z0  (a-f2(z0))2 (25)
, 1 iy
B~ 2(f(z ))2 @0
6. Przejdzmy obeonie do odnalezienia funkcji ekstranatajroh dla oszaoo-

wan (24), (25) 1 (26).
tatwo zauwazyé, ze réwnos$¢ w (24) zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy

a to z kolei ha mooy twierdzenia Pran Nath Chiohra ma miejsoe wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy

V £ +2Z)+7q» f27>

gdzie 1 37 sg dowolne.

Ze wzgledu na (12) oznacza to, ze

(ItfffrP2 e PR A +2) =

ozyll
+2+ F(2) - *2) + fi9 .
Ktadac w szozegélhosol
AN mb» *Om2» 0O<bs 1*

otrzymany

Z131-.JSL , (28)
+r (Z2) 1+zZz
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ozyli przyjmujac

Liw) - JL_
1AW

aaoj
L(F(Z)) - bL(Z) .
A wieo Jedng z funkojl ekstremalnyoh dla oszaoowacla (24i Jest
fl(e) - h“1(F1(h“1(Bn) , (29)

gdale Fl(Z)Jest ta galesla funkoji uwiktanej (28), ktéradla 2»0 przyj-
muje warto$¢ O, h”1(*) Jest funkoja odwrotng do (e) przyZl - zQ a

, WA 0 *

gdzie - td0 ¢ ?1(-eQ)t skad * t»
Zdefiniowana w ten spos6b funkoja f~ie) Jest funkojg Bleberbaoha-Ellen-
berga. Istotnie,
frio) mO .
Przypuséoy ponadto, ze
fA»n~ ~NBg) -1 dla BI| <1, [b2| < i

Ktadgo

Z1 - h”1(Bl1), Z2 mb“l1(B2) ,

W - fAB~ , W - fABg) |,
otrzymamy z (291

h2(*1) - PL(211 i h2w2) - P1(R) -
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Ale
h2 (W.,) - -ghl-y
ozyll
FL(22) > 77~77 *
00 daje dalej

bL(Z2) » LCFAZg)) - Mp-lg..,). L(F1(Z1)> - bMZ.)) ,

a stadl z |Z71] <1 1 |z2|< 1 wnioskujemy, ze Z1 - Z2, ozyll F. M)«
m i 1,00 Jest niemozliwe, bo JM( 2 < 1dla |z] < 1.

ZbadajHy teras, Jak wyglada obraz kota |e| < 1 poodwzorowaniu  przy
poaooy funkojl (29).
Wtym oelu wykonamy oztery odwzorowania.

Funkoja:

odwzorowuje koto |z|] <1 na koto |Z] < 1.
Funkoja:

£- bL(Z) - -&2

HzF
odwzorowuje koto |z| <1 na obszar , bedgoy ptaszozyzng rozcieta
wzdtuz potprostyoh:
Ho S<-], Ib?-0 1 R£ >, 1b?2-0

(rys. 1V
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Rys. 1
Funkoja
W» L"1(n
odwzorowuje obszar  'aa obszar G, ktory powstaje przez usuniecie z kota

lwj < 1 dwoéch odolokéw osi rzeczywistej: [-1, aj 1 Ja , 11 (rys. 2),
przy ozyn punkty: —1, gt# i2» 1 odpowiednio obrazami punktow:

h % *19° a  (2m

Funkcja

- W+ 0oj

LT h2 G/\b"

odwzorowuje obszar 0 na obszar D, ktdry powstaje z kota

2 la o 2 Inco
WHrry e* < [ — ra4' > (X)
Ki -1 1 K1 -i

przez usuniecie dwodch tukéw, ktore sga obrazami odolnkéw [-1, ol] 1 [i*<¥]
1 lezg na okregu

l-|cal2 | 1-U122¢
F+r A I|mwH ¢ (nETJt »

przy ozya obrazani punktéow -1, 32, 1 sg odpowiednio punkty -1, s1,
s2, 1 (rys. 3)«
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Pupkty s™ i. Sg dane sg przy pomocy zwigzkow
(W

- Njl-
o 1 J|I_b20bV\J/I

b+ aod - - b2)
Rys. 3

V szozeg6loya przypadku, gdy ooQ Jest. liosbg rzeczywistg koto (30) przej-
dzie oa koto

"l < 1

a odoinki [“*%tl] 1 [ig»]] ca odolnki osi rzeczywistej.

Wrezultacie widzimy, ze funkoja (29) odwzorowuje koto jz| < 1 na ob-
szar D.

Z zalezno$ol (27) mozna znalez¢ inng funkoje ekstremalng. Kladgo miano-
wiole w (27) A “F * 0O< b<l1, otrzymamy

ozyli przyjmujgo

many
K(F(Z)) - bK(Z) ,

a wiec inng funkcjg ekstremalng dla oszacowania (24) Jest

f2(z) - b "L(F23i"1(E))) ,
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gdzie 22 (z)Jest tagatezig funkcji uwiktanej (33),ktora dla Z=0 przejmu-
jewartos¢ 0O,h“1(z) jest funkoja odwrotng do (8)przy Z1=Z(), a

. Wil
h2 (b’n = »

gdzie - u/ = F2(-zo), skad t2(zo) = “6* Fuolco3a f2iz)> PodobDie 3ak funk-
oja f~(z), Jest funkcjg Bieberbaoha-Eilenberga.

Poszukajmy teraz obrazu kota |e|] < 1 przy pomocy funkcji (34).
Funkcja

. z-Z.
Z =h7 (z2) = - —
(2) 1-20z

odwzorowuje koto |e|] <1 na koto |z] <1.
Funkoja

bK(Z) - —S?. m
(I+zr

Odwzorowuje koto |z| <1 na obszarbedgcy ptaszczyzng rozcietg wzdiuz
pOtprostej Re £ > & Im? =0 (rys. 4).
Funkoja

W= K-1(£)

odwzorowuje obszar A na obszar 57, kto-
ry powstaje przez usunleole z kotajw| <1
odcinka osi rzeozywistej [a, 1], gdzie

, -defcfE
jest obrazem punktu j, a 1 obrazem  (rys.

5).
Funkoja
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Rys. 5 Rys. 6

odwzorowuje obszar 8" na obszar D?, ktéry powstaje z kota

2 1B @G . 2 i« o 2E
+ ... 9i
Kr-i in0i -i

przez usunieole tuku, ktory jest obrazem odolnkafg,-! )l lezy na okregu

1oy 12 i 2 2 Z
WH Eirnor 1] " @+ y (36)

b KU i Jest Kt S -b+2-2"1-b+oj b ( 6)
rzy ozym obrazem punktu i Jest pun » r (rya.
prey ozy P P b+u/ i-b+2- 2" 1-b?) Y
zatem funkoja (34) odwzorowuje koto fz|] < 1 na obszar Dl zilustrowany na
rys. 6.

Przejdzmy z kolei do odnalezienia funkojl ekstremalnyoh dla oszacowa-
nia (25).

Analogloznle do poprzedniego przypadku podamy dwie funkoje ekstremalne

f@(z) « a~ lzti(e) | (37)

-t (38)

Funkoje (37) 1 (38) odwzorowujg koto |z] < 1 na obszary odpowiednio Da 1
Da, ktore powstajg z obszarow D wzglednie D. po dokonaniu dylataojl o

.- .
wspoétczynniku |a] ¢ i obrotu o kaole arg - !
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Pozostaja do omowienia funkoje ekstremalne dla oszacowania (26). Beda
nimi w szczegélno$oi funkoje

1-f.(2)
fi(z) =nrfrrr» (39)

(40)

Choao zbada¢ obraz kota |e] < ~ przy pomocy funkcji (39) zauwazymy, ze ho-
mografia

odwzorowuje obszar D na obszar D (rys. 7).

Bys. 7 Rys. 8

Brzeg tego obszaru skitada sie z prostej 1., ktéra jest obrazem okregu
(30) oraz dwéoh odoinkéw [0, s i [sg»00]» 18Zgoyoh na prostej 12, ktéra
j»8t obrazem okregu (31). Punkty sl i s2 sa odpowiednio obrazami punktéw
sli s2 zrys. 3.

Analogioznie jest dla funkoji (40). Homografia (41) odwzorowuje obszar
Dl aa obszar D1 (rys. 8). Brzeg tego obszaru sktada sie z prostej I[ , kté-
ya jest obrazem okregu (35) oraz odoinka [o, 9], lezagcego na prostej |,
ktéra Jest obratem okregu (36). Punkt s jest obrazem punktu s z rys, 6,2
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CB QMOM |ICAEBOII  TEOPEME
Pe3Bue

Paccyx”aeica cenefiCTBO ¢ “aj qiyKKmiH f(z) perynapHux hoxhojjhctkide, b
|z| <1, f(o) = 0 KOTOpwe, KpOMe Toro, HCnoanamT yCJIOBKe f(z”") f(Zg) a
jjia bchkoB nupu z”, z2, jz| < 1, |zg| < 1, rxe a npoK3BofIBHoe KOMnjiesc-
Hoe uhcjio. Buna nolJiyueHa oneHxa npOH3BO*HOH liBapua.

If, z( =£_k> . £ (E<jIL>?
f(z)y ? f'(z2)

jza ceiieicTBa ¢ jaj h HCcnesoBaHu SKCTpeaajihHtie (pyHKmw a&jih sTofi ouenxji.
floKasaTeajiCTBo npoBejjeHo ¢ noMombsj ododmbHHof! Teopeuu naomasefi Ewdepdaxa,
noayveHHoa Pran Nath Chichra,

ABOUT SOME AREA THEOREM

Summary

The paper is dealing with the family cfaj consisting of funotlons f(z)
regular and univalent in |z] < 1, with ffo) » O, whioh satisfy the condi-
tion f(z1) f(z2) a for all pairs of points z#, e2, .jz» < 1, jz2| < 1,
where a is an arbitrary oomplex number. The bound of the Sohwarzlan deri-
vative

has bseu obtained for the class Cjaj and the extremum funotlons for this
bound have been characterised.



