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BIEGUNOWA ODPOWIEDNIOŚĆ WZGLĄDEM DWÓCH STOŻKOWYCH

Strsszo zen ie .  W praoy rozpatrywane j e s t  przekształcenie * płaszczyźnie 
rzutowej, w którym dowolne bu nblerewl punktów przyporządkowany j e s t  zbiór 
biegunów względem dwóch cleadegenerewanyoh etoźkowyoh. Wykazano w ogólnym 
przypadku, te  dowolnej krzywej a lg ebra icznej rzędu n-tego odpowiada w tym 
przekształceniu algebraiczna krzywa rzędu 2n.

1. Deflnlo.le 1 własności przekształcenia

Zdefiniujmy następujące przekształcenie f :

Deflnlo.ia 1

Na płaszczyźnie rzutowej przyjmiemy dwie nlezdegeeerowane stożkoweik^ i  
k2 oraz dowolnie względem nloh położony punkt A. Wyznaczamy proste biegu
nowe i  a2 punktu A względem stożkowych k^ 1 kg.
Punktowi A odpowiada punkt A *  x a2 Jako ozęść wspólna odpowiednich 
prostych biegunowych « 1 i  a? względem stożkowych i  k2 .

Punkt Ar nazwiemy biegunem punktu A względem rozważanyoh stożkowyoh

a' = f(A)

Stożkowe k 1 i  kg nazwiemy stożkowymi podstawowymi tego przekszta łcen ia .
Bezpośrednio z d e f i n i c j i  wynika, ża biegunem punktu względem dwóoh 

stożkowych k^ i  k2 może być zarówno punkt jak 1 prosta .
Wykażemy, ża na rzutowej płaszczyźnie I s t n i e ją  tylko trzy tak ie  punk

t y ,  dla któryoh biegunem względem stożkowych k i  i  k2 będBie prosta ( t z n . ,  
dla któryoh biegunowe względem stożkowyoh k^ 1 k\, jednoozą s i ę ) .  Punkty 
te będą podwójnymi punktami następującej kolineaży jnej odpowlednloóol.

Nieoh na p ro ste j  a dane będą dwie nie fceedBielaJąoe s ię  pary punktów 
PQ  1  R S .

O kreśla ją  one hiperkoliozną inwoluoję z podwójnymi punktami M I N ,  harmo- 
nlozole ro zd z ie la jące  zarówno punkty PO, jak 1 RS* Weźmy teraz dowolny 
punkt A nie leżący aa p roste j  a 1 połąozay gs z_ punktami P, 0 ,  R, S .  Skon
struujmy stożkową k ,  styozną do prostych AP 1 A0 w punktaoh P 1 0 1 stoż
kową kg styczną de prostyoh AR 1 As w punktaoh H I S .
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Punlct A będzie miał względem stożkowyoh k1 1 k2 wspólną biegunową a .  
Wspólną biegunową punktu N będzie prosta przeohodząoa z Jednej strony 
przez punkt A (bo biegunowa a przeohodzl przez N), a z drugiej strony 
przez M (bo N I M  rozdziela  harmonicznie pary punktów PQ i  RS), t j .p r o b ta  
MA. Analogloznle wspólną biegunową punktu M względem stożkowyoh k1 1 k2 
będzie prosta NA.

Punkty AMN będą jedynymi punktami podwójnymi tak określonej przez stoż
kowe k^ i  k2 odpowiednlośol.

I s t n i e ją  więo na płaszozyźnle rzutowej tylko trzy tak ie  punkty, k tó -  
ryoh proste biegunowe względem stożkowyoh k 1 1 k2 Jednoozą s i ę .

Biegunem punktu A' względem stożkowyoh k^ 1 k2 J e s t  punkt A. Oznaoza to 
że przekształoenle f  posiada przekształcenie odwrotne.

f _ i (A') -  A .

D e f in ic ja  2

Na rzutowej płaszozyźnle przyjmujemy dwie stożkowe k 1 k2 oraz usta
lony zbiór punktów Z.
Obrazem Z zbioru Z względem stożkowyoh k^ 1 k2 nazwiemy zbiór biegunów po- 
szozególnyoh punktów zbioru Z.

2 .  Obraz proste j  względem stożkowych

Nleoh zbiór Z przedstawia ustaloną prostą .

Twierdzenie 1

Obrazem ustalone j proste j  względem dwóoh stożkowyoh k1 1 k2 J e s t  stożkowa.

Nleoh dana będzie prosta "a" Jako podstawa szeregu punktów POR . . . . .  Wj- 
znaezymy proste p ^  r^  . . . . .  biegunowe punktów p roste j  a względem 
stożkowej fc^. Proste te przeolnają s ię  w punkoie tworząc pęk prostych 
rzutowyoh do szeregu punktów p roste j  a

a ( P ,Q ,R « . . )  A S^(p^, ę ^ , r ^ . . . )  (1 )

Następnie wyznaczamy proste p2 , q.2 , r 2 . . .  biegunowe punktów p ro ste j  a 
względem stożkowej kg. Proste te przeolnają s ię  w punkcie Sg tworząo pęk 
prostyoh rzutowy do szeregu punktów proste j  a

a ( ? , Q , R . . .  )  l\  S g ( p 2 , , r 2 . . .  )
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Z zależnośoi (13 1 (21 wynika, że tak otrzymana pęki prostyoh są rzutowe

(S^l A (s2 ) (33

a więc ioh utworem Je s t  krzywa stopnia drugiego. Punkty przeoięola odpo
wiednich promieni tych dwóoh rzutowych pęków zgodnie z d e f in io ją  1 są 
obrazami punktów p roste j  a ,

3 .  Obraz stożkowej wg&lśdem etożkowyoh k.. 1 k2 

Twierdzenie 2

Obrazem u sta lone j stożkowej c| względem dwóoh stożkowyoh k1 i  kg J e s t  
krzywa rzędu czwartego.

Dowód

Nieoh dana będzie stożkowa określona przez dwa rzutowe pęki prostyoh jo 
wierzohołkaoh P^ i  P2

(P.,1 *  (P2 ) (11

Zbiorem biegunów pęku (P ^ 1 względem stożkowej k1 J e s t  szereg (p^l:  pę
ku (P2 3 -  szereg i ą 1 1

(P.,1 X (P l ) (23

(P2 > X (qi > (3 )

z zależności ( 1 1 ,  (21 1  (31 wynika, że

(p .,1 x ( p ^  a (p2 ) a  ( ^ 3  (41

(p.,1 x (<^3 (51

Zależność (51 przedstawia pęk promieni drugiej k lasy .  Zbiorem biegunów pę
ku (P^l i  pęku (Pgl wzgXędem stożkowyoh k.j i  k2 będą odpowiednio szereg i 
(?2 1 i  (q2 1

(P.,1 x (p? 3 (6 3

(? 2 1 X (q? 3 (71



z  asalsż&sśoi. ( 1 ) ,  ( 6 ) 1  ( ? )  «ynlks,  t a

( P 2 ) A  ( p ^  A  ( P 2 ) A ( l 2 ) ( 8 )

<»2 * *  i ^2 >

aalećn aśd  ( 9 )  preod& tasia pyk p ro E iea i d ru g iej k lan y .
Z aalaanodo1 ( 1 ) -  (3 >  e y n lk a , te  tak  etzsynafie pfki proatyoh d ru giej b la 
ty  są z eu t  o*e

( p ,)  *  ( 4 ^  *  <p2 > *  (4 2 i (10 >

a a l« a  la b  utw<w#a j e s t  krayoa raądu o tw arteg o . Punkty p reeo ląo la  odpo- 
«lo d o lek  p ro a le a l syoh dwdoh Pfkdo egodole a d a fln lo ją  1 tą  o b raza*! panb- 
td *  sto tfcoaaj c | .

4. Ł te Ł J srŁ m J alsabyalaaatJ jreadn JH»«ladoe tta ik tiil_ t1, l  kg 

a i t i ł w ł U  3

Obzaeoa « s ta lo a o j  a lg g b zalaaaa j kzayaaj C3  r a f i a  tra a o lo g o  asglfd oit a t o t -  
keayoh k 1 1 k2 j e s t  a lg a b ra le sa a  krayoa r t f d *  sad ato g o .

noadd

Nlaoh Aaaa bą d ala  a lg eb ra  la  saa fcrayaa y r a f  da jak o a t  m ig  dadoh rto to a y a k  
Pfka p zo aleo l p lorosR aj 1 d ro g ie j k la ty

(?) x [(a) x fb)] ( i )

Obraza» pąka ( ? )  aaglfd aR  stad k a*ej k^ je a t  m r t g  poaktda a  podstawia 
(p ł ) r s a ts a y  do Pfka ( ? )

( ? , )  x  ( ? )  (2 )

O brasta pąku ( a )  A (b )  dru gi o j k la ty  a ogląd ** a ta tk o a a j k1 J e s t  to a ra g
poaktda draglago ro fd a  (poUataaą togb soaragu J e s t  s ta tk o a a )

( a )  a Cb) A a  ( a 1 ł ( 3 )

a tt ltd B o d o l ( 1 ) ,  ( 2 )  1 ( 3 )  wynika, ta

(p 1 ) A ( ? )  A { f a )  A (b )] A [ t ł ) A ( B , ) }
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skąd

*P1 > *  [ U 1 ) A {B l )] ( 5 )

sależaośó (5 )  przedstawia pąk proniem klasy t r z a a l s j .
2bleren biegunów pąku (F )  względen stożkowej k2 J e s t  szereg ip2 ) rzutowy 
do pąku (Pi

(P> A Cp2 ) CS;

Cteaw « pęku ( a ) & (b > saględ«» stożkowej kg Jswt sswrag punktów drugisgo
z sądu Jako utwóz rzutowyoh pąków prosienl i  *itrzoh.c2ksah W , )  1 (b2 )

[ ( a  i  *  ( b ) ]  a  [ U 2 )  A d 2 > J  ( n

z zeieżeoóoi ( 1 i ,  ( 6 )  1 (7 i wynika, 4«

Cp2 ł A Cr i a  [ (a )  *  d i ]  A [ d 2 > A (B? i] ( 8)

skąd

<P2 > A [U 2 i A (B2 )] ( 9 )

zależnoóó (9 )  przedstawia pąk pzoBlewl tzwwwisj k lasy .
Z zależnośol (1 )  -  (9 )  wynika, de tak atzByuane pąki pzostysk t r z s s i o j  
klasy są rzutowe

( p ^  A [ u ^  A (B l )] J a  f(p2 ) A [ u 2 i CB2  >] ( 1 0 )

a wlęo lob utworem J e s t  krzywa rzędu szóstego.
Punkty przeoląola odpowledaloh pzoBlenl tyob dwóch rzutowych pęków zgod
nie z d e f in ic ją  1 są obrażani punktów krzywej rzędu trzeolego .

9 .  Obraz krzrwej a laebzaloznej rzędu a względem stożkowej >1 1 t  

Klech zbiór Z przedstawia ustalaną krzywą algebraiczną rzędu'n,

Twierdzenie 4
Obrażeń krzywej algebralozoej rzędu n względem dwóch stożkowych k.f 1 k£ 
J e s t  krwywa algebraiczna rzędu 2 n
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Dowód

Oznaczamy "w" Jako własność p rzekszta łcen ia ,  która dowolnej l i c z b ie  natu
r a l n e j  n przyporządkowuje l iczb ę  2u. J e ś l i  "w" J e s t  własnośolą w zbiorze 
llozb  naturalnyoh tak ą ,  że

A) l iczb a  1 ma własność "w" - w ( 1 )
B) J e ś l i  przy założeniu, że n ma własność "w" wynika, że n + 1 na włas

ność "w" to każda l iczb a  naturalna na własność "w".

Na podstawie twierdzenia 1 p ro ste j  odpowiada w danym przekształceniu -
stożkowa, a wlęo warunek (A) J e s t  spełniony.

ZakładaJąo, że krzywej rzędu n odpowiada w przekształceniu krzywa rzę
du 2n, sprawdzany ozy {n+11 spełnia własność "w". Na rzutowej płaszozyź- 
nle obierany krzywą rzędu n 1  prostą .

Na podstawie założenia oraz twierdzenia 1 obrazem krzywej rzędu n bę
dzie krzywa rzędu 2n 1  obrazem p roste j  -  stożkową.

Tak wlęo obrazem układu n + 1 będzie układ 2n + 2 -  2 (n + 1 ) .  Wniosku
jemy stąd ,  że l lozba n + 1 ma własność "w" oo dowodzi (B ) .  Ponieważ speł
nione są warunki (A) 1 ( B ) wnioskujemy, że każda llozba naturalna ma włas
ność "w", a to  oznaoza, że dowolnej krzywej algebraioznej rzędu n odpowia
da w przekształoenlu f  krzywa rzędu 2n.
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P e  3  d  m e

B H a c T o u m e t i  p o d o T e  p a c c i i a T p a B a n o c b  T a K o e  o T o d p a x e H a e  a a  n p o e x T W B H o h  

n a o c K o c T M ,  b  K O T o p o a  n p o a s B o a b H o u y  M H o x e c T B y  T o u e x  c o o T B e T C T B y e T  u H c x e -  

C T B O  MX n o B D C O B  0 TH 0 C H T 6 JIB H 0  f lB y X  KpHBiDC B T o p o r o  n o p a j x a .

J o x a 3 a n o ,  u t o  b  o d m e a  c a y u a e  n p o H 3 B O Jib H o fl x p a s o i l  " n "  »  p a n a  o o o t b c t -  

O T B y e r  a a r e d p a a u e c x a a  x p a B a a  p a j t a  "2n " .

POLAR CERRESPONDENCE WITH RESPECT TO TWO CONICS 

S u b b a r  y

The paper d eals with a transform ation In the p ro jeo tly e  plane In whloh 
to an a rb itra ry  se t o f points there Is  a ttr ib u ted  a se t o f polar points 
with respeot to  two oonlos. I t  has been shown th a t to  any alg ébralo  our to 
o f the order "a " there oorresponds an alg ébralo  ourve o f the order B2na.


