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JEDNOZNACZNOŚĆ I  STABILNOŚĆ ROZWIAZAN DRUGIEGO ZADANIA BRZEGOWEĆO 
DLA RÓWNAŃ PARABOLICZNYCH RZĘDU DRUGIEGO 
O STOCHASTYCZNYCH WSPÓŁCZYNNIKACH

S t r e s z o z e n l e . Celem p ra o y  J e s t  p o d an ie  pewnej w ła s n o ś o l  r o z w ią z a n i a  I I  
z a d a n ia  b rzegow ego d la  równań p a ra b o l lo z n y o h  1 na j e j  pod s taw ie  udowod
n i e n i e  J e d n o z n a o z n o ś o i  i  s t a b i l n o ś c i  r o z w ią z a ń .

R ozpatrzm y ró w n an ie

a i j ,  b Ł , e ,  f  s ą  o z a so w o p rz e s t rz e n n y m i p rooesam i losowymi o o i ą g ł y o h  r e a -  
l i z a o j a o h ,  ( x , t ) J « s t  elem entem o b sz a ru  o y l in d ry o z n e g o  D z a w a r te g o  w(n+1) 
wymiarowej p r z e s t r z e n i  e u k l id e so w o  J , D0 podstawa z b io r u  D t z n .  DQ J e s t  
o bszarem  leżąoym  w p ł a s z o z y ś n l e  t  * 0 r  J e s t  b rzeg iem  o b s z a r u ,  D, a S 
b rz e g ie m  o b s z a r u  D z w y ją tk iem  punktów Do, w J e s t  elementem p r z e s t r z e n i  
p r o b a b i l i s t y c z n e j  I i ł , 6 , p |

f  -  pew ien  k i e r u n e k  n ie  ró w n o le g ły  do o s i  t  i  tw orząoy  k ą t  o s t r y  z n o r 
m alną  w ew nę trzną  do S .

L ( u )  ■

( 1 )

+ o ( x , t , w )  u -

z warunkami

u I t  * 0 ■ W x ) ( 2 )

( 3 )

g d z ie



158 S . Boguoka, A. Czech,  3 .  ■Tanleo

Warunek ( 3 )  można n a p i s a ć  w I n n e j  fo rm ie

n__
( /  a 1 ;J( x , t , o j )  o o s ( n , x . j )  + a ( x , t  ,a>)u ) | g = >if( x , t , c o )  .  ( 3 )
¿77=1 1

Rozwiązaniem  z a d a n ia  ( 1 ) - ( 3 )  lu b  ( 1 ) - ( 3 )  nazywamy p ro o e s  s t o c h a s ty c z n y  o 
o l ą g ł y o h  r e a l l z a o j a o h  w D i  s p e ł n l a j ą o y  w D / r  ró w nan ie  ( 1 )  z warunkiem 
(2 3—( 3 )  na r
T w ie rd z e n ie  1

N ie c h :

1 )  p ro o e s  u (x , t ,* -o )  ma r e a l i z a c j e  e C1 CD) a w o b s z a r z e  D /F  s p e ł n i a  rów
n a n ie  ( 1 )

2 ) w s p ó łc z y n n i k i  ró w n a n ia  ( 1 ) s ą  p ro oesam l o g ra n ic z o n y m i z p raw dopodobień- 
stwem 1

3 )  o ( x , t , w )  <  O z praw dopodobieństw em 1
n i n

4 )  /  a . .  cę 3  ^  u \  ¡oj2 d l a  każdego o> 1  w s z y s tk io h  r z e o z y w ls ty o h
0 ^ 1  3 3 ń r 1
et, [i -  s t a ł a

5 )  Dla każd ego  p u n k tu  P p o w le rz o h n l  S i s t n i e j e  k u la  Op z a w ie ra J ą o a  punkt 
P ,  a w s z y s t k i e  pu nk ty  t e j  k u l i  l e ż ą o e  w o b s z a r z e  O t  ¿S T opróoz  
p u nk tu  P n a l e ż ą  do D/r ,  p rzy  ozym prom ień  t e j  k u l i  poprowadzony do 
p u nk tu  P n i e  j e s t  r ó w n o le g ły  do o s i  t

6 ) p ro o e s  u ( x , t , w )  p rz y jm u je  z praw dopodobieństw em 1 n a jw ię k s z ą  w a r to ś ć  
d o d a t n i ą  w P 1 ( x 1 , t 1 ) na leżąoym do S

Wtedy

Albo p r o c e s  u C x .t .o o )  J e s t  z prawdopodobieństwem 1 s t a ł y  w o to c z e n iu  p u n k -  
1 ^ u ( P .

t u  P^ p rz y  t  <  t  a lb o  < O, g d z i e  f  dowolny k i e r u n e k  tw o rzący
k ą t  o s t r y  z k ie r u n k ie m  k u l i  Op od punk tu  P^ do ś ro d k a  k u l i .

Dowód

N ieoh  t 1 < T .  J e ś l i  u ( x , t , c o )  n ie  J e s t  s t a ł a  w o to o z e n lu  pu nk tu  P 1 p rzy  
t  <  t 1 , t o  z s i l n e j  z a sa d y  max d l a  równań p a r a b o l i c z n y c h  [ p a t r z  1] p rzy 
padek  d e t e r m i n i s t y c z n y  lu b  [2] p rzy p ad ek  s t o c h a s ty c z n y  w y n ik a ,  że z praw
dopodobieństw em  1 z a c h o d z i  14) <u ( P 1 ) d l a  w s z y s t k i c h  punktów w ew nętrznyoh
k u l i  0 _ z a w a r t e j  w d o s t a t e o z n l e  małym o to o z e n lu  p u nk tu  P . .P 1 1
Bez z m n i e j s z e n ia  o g ó ln o ś c i  dowodu za łó żm y , że  p o o z ą te k  u k ła d u  z n a jd u j e
s i ę  w ś ro d k u  k u l i  Op , a p rom ień  R t e j  k u l i  j e s t  t a k  m a ły ,  że n ie ró w n o ść
( 4 )  J e s t  s p e ł n io n a  w sz ę d z ie  w Op 1 Op C D .
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R o z p a t r z ą ;  fu n k o ję  w o b s z a r z e  D daną  wzorem

v ( x , t )  -  - e " 4® 2 ,

gdzie

* -  ( >  X ,2 )

Łatwo w ld a ó ,  że

( 5 )  L(v)  >  O z prawdopodobieństwem 1 przy r >  5 i  d o sta teo z n le  dużym
c t>  O

R ozpatrzm y o b s z a r  K o g ra o lo z o n y  t ą  o z ę ś o l ą  p o w ie r z c h n i  k u l i  O , k t ó r a  za-
P1

wiera punkt P1 i  p łaszo  zyzną przeohodząoą prostopadle do OP., na t y l e  b l i 
sko punktu P1t aby w E spełniona była nierówność (5)*

Prooes losowy

w(x ,t ,co)  » u (x 1 , t 1u>) -  u (x , t  fu>) -  fr ( x , t )  ,

gdzie  h  -  s t a ła  dodatnia , Jes t  nleujemny na powlerzohnl 0 p a także na
oałym brzegu obszaru E* 1
Poniew aż

Ł(w) -  o u(P1 ) -  ¿>L(v) <  0 ,

t o  na p o d s ta w ie  tw i e r d z e n i a  1 w [3] ,  w (P )  >  0 z  p raw dopodob . 1 w o b sz a 
r z e  E .
Także ła tw o  w ld a ó ,  że  w (P 1 ) » 0 .  Zatem z praw dopodobieństw em  1 za o b o d z i

9 w (p ,  i

a f  > 0  *

ozy 11

d (P . ) 9 ( P . )  .  2 .  ,.2» -  ,  _
~ d j  ^  — 3 :f  “  2;&ot •  r  + t  o o s ( 0 P 1 ( f )  <  0

o . n . d .

z praw dopodobieństw em 1 .
Na p o d s ta w ie  t e g o  t w i e r d z e n i a  ła tw o  wynika Jed no zn ao zn o śó  z a d a n ia  ( 1 W 3 )
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T w ie rd ze  a l e  2

J e ż e l i  w s p ó ło z y n a i k l  r ó w n a n ia  ( 1 ) 1  p o w ie rz c h n ia  S s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i e  tw 
1 1 a { x , t , w )  «  O, t o  pjcosu -  v -  o |  » 1 ,  g d z ie  u ,  v  r o z w ią z a n i e  
z a g a d n i e n i a  ( 1 ) - ( 3 ) .

Dowód

Na p o d s ta w ie  z a ło ż e ń  dowolny punk t o b s z a r u  D nożna p o łą o z y ó  o l ą g ł ą  krzywą 
x  » x ( t  ) l e ż ą o ą  w D z dowolnym punktem ( x , o )  s Do
R ó ż n ic ę  dwóoh ro z w ią z a ń  u ( x , t ,  co) i  v ( x , t , c o )  oznaczmy p r z e z  z ( x , t , c o ) .  S p e ł 
n io n a  on w D/ r  ró w n a n ie  L ( z )  = 0 z warunkami

+ a ( x , t , w ) z | s  .  o .

P ro o ea  z ( x , t , c o )  n i e  może przyjmowań n a jw ię k s z e j  d o d a t n i e j  w a r t o ś o i  1 n a j 
m n i e j s z e j  u jem ne j  na D /  r  Cna p o d s ta w ie  zaaady  m ax) . Gdyby o s i ą g a ł  n a jw ię 
k s z ą  d o d a t n i ą  w a r t o ś ć ,  w k tó ry m ś  z punktów Po e S ,  t o  na p o d s ta w ie  t w i e r 
d z e n i a  1 z i x , t , c o )  » m d l a  p raw ie  każd ego  co w o to o z e n l u  p u nk tu  P o ,  o ż y l i  
z | t  0 « m, o trzy m an a  s p r z e o z n o ś ó  dowodzi t e g o ,  że z ( x , t , c o )  •  o d l a  p r a 
wie w s z y s t k i c h  u> .

T w ie rd z e n ie  3

R o zw iąza n ie  t r y w i a l n e  z a d a n ia  ( l ) - ( 3 )  j e s t  s t a b i l n e  w s e n s i e  n a s t ę p u j ą o e j  
d e f i n i c j i

Dowód

N ieoh  p ro o e s  u ( x , t , c o )  s p e ł n i a  ró w n ie  ( 1 )  w D/ T  z warunkami ( 2 ) , ( 3 )  n a r  
N leoh

o ( x , t ,  co) <  -C 0 <  -  1 d l a  każd eg o  ur

a ( x , t , c o )  < o  z p raw dopodobieństw em  1 ,

Zbudujmy p r o o e s  r o ( x , t , ^ ) ,  k tó r e g o  r e a l l z a e j e  s ą  e l ą g ł e  w raz  z d ru g ą  po
chodną  i  t a k i e ,  że
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N iech  | |L(vo )|| <  Ml 1 | | v o ll <

P rzy jm ijm y  6 ■ lf (x » t ,co ) |< ó  ; ||.p(y,io)||<<5 f  | ¥ ( x , t , co>|<6

R ozpatrzmy p ro o esy

w 1  SH“ * T T o *  u *

P ro o e s  w+ o l e  może o s i ą g a d  d o d a tn ie g o  aaxlmuo na p o w ie rz c h n i  S ,  poniew aż

^  + " + ■ at^T 1 Tf  + S J-T T  a v o + {% + auł > Ż B ^ T  + V > 0

d la  p raw ie  w s z y s t k i c h  tu na p o w ia rz o h n l  S .
J e ś l i  w+ o s i ą g a  maximum d o d a tn i e  w PQ e D/r ,  t o

max|L(w ) < (M ,+1)
* + ( p o )  <  — r —  <  a r ^ r .  •

o 1 0

Dla t  » O mamy

, ¿(M.+11
' +  < a r ^ r  f V 1 '  Z aU B  "+  < ~ a r J r r  "  o b sza rB e  D*

A n a lo g ic z n ie  o trzym ujem y , żc

£(M ,+1) „ .
< ~a r ^ r ' " D 01,711
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In  t h e  p a p e r  we i n v e a t l g a t e  some p r o p e r t i e s  o f  th e  s o l o t i o a  o f  th e  s e 
cond b o u nd ary  p rob lem  f o r  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s  w i th  th e  random p a r a m e t e r s .


