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F rano iszek  PRZYBYLAK

ZASTOSOWANIE JEDNOPUNKTOWYCH METOD ITERACYJNYCH 
DO KONSTRUKCJI PRZYBLIŻEŃ WYMIERNYCH FUNKCJI MONOTONICZNYCH

Celem n i n i e j s z e j  praoy J e s t  zwróoenle uwagi na p e n isa  p ro s ty  sposób 
znajdowania p rz y b l i ż e ń  wymlernyoh fu n k o j l  ś o ió l e  monotonloznyoh, p o le g a -  
Jąoy na tym, że odwracanie fu n k o j l  trak tu jem y jako rozwiązywanie równa
n ia  przy pomooy dane j  Jednopunktowej metody l t e r a o y j n e j .  Powyższy sposób 
n a b ie ra  znaozenla  w związku z p rac ą  [2] ,  w k tó r e j  podana j e s t  a l g e b r a lo z -  
na o h a ra k te ry z a o ja  Jednopunktowyoh wymlernyob metod l t e r a o y jn y o h .

S to su ją o  Jednopunktowe metody l t e r a s y j n e ,  d la  k tó ryoh  z o s ta ły  podane 
wzory w [2] ,  można w J e d n o l i t y  sposób uzysklwaó wieloparametrowe rodz iny  
p r z y b l i ż e ń  wymlernyoh d la  dane j  fu n k o j l  monotonloenej.  P o d s ta a ia ją o  za pa
ra m e t ry  pewne w artości uzyskujemy w eeozególooóol w ie le  moanyoh p r z y b l i 
żeń wymiernych d la  konkretnych  fu n k o j l  (p o r .  [1]  ) j a k  n p .  r e d u k ty  r o z w l -  
n lęć  f u n k c j i  na ułamki łańcuchowe, p r z y b l i ż e n i a  P a d a n o .

W p raey  dowodzi s i ę ,  źe p r z y b l i ż e n i a  wymierne f u n k c j i  Y ’,+x otrzymane 
a k o le jn y o h  reduktów ro z w ln lę o la  t e j  fu n k o j l  w ułamek łańouehowy.

nożna rów nież  uzyskaó podaną wyżej metodą.
I .  Do k o n s t r u k e j i  p rz y b l iż e ń  będziemy stoacmaó pewną k l a s ę  jednopunktowyoh 

wymiernych metod l t e r a e y j o y o h ,  k tó r e  podany za [2] ( p o r .  [2 ] ,  tw .  6 . 3 ) .  
Nleeh funko ja  h i t )  Je&t k la sy  c ^ n+1  ̂ w p rz e d z ia le  I  (n -  u s ta lo n a  l lo z b a  
n a t u r a l n a )  o ra z  równanie

( o

h i t ) -  0 i ł )

posiada w p r z e d z ia le  I  dokładnie  jeden  p ie rw ia s te k  £ t a k i ,  że h' ( £) i< O
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gdzie  « o ,c(1 , ł . . , c ( n -  l lo z b y  r z e c z y w is t e j  u0 i t )  -  1 , u ^ t )  -  h i t ) ,  

h ' l t )  h ( t  )

j h - h » i t )  h ' ( t )

uk ( t )

h i t  )

• # • f 0

• • • y 0

TF TTT b ( ( t V ,  tc4 i T  h i k "‘2 ) ( t ł » T E=51T  h<k~ 3 > ( t ) f • • • »

p f h ( k ' ( t )  r E = f r r  h (k" 1 1 ( t ) » te 4 tt h ( b ~2 ) ( t ) ,  . . . ,  h 7 t )

d la  k * 2 , 3 ,  . . . ,  n .

J e ż e l i  przy pewnyoh u s ta lo n y o h  l lo z b a o h  ćć0 , . . . ,  5 0 funko ja
•Ppit) -  ^ n i t ,  «0 ,  5 ^ ,  . . . ,  5 q } h i t ) )  J e s t  o k reś lo n a  w p r z e d z i a l e  I ,  to  

o lą g  p r z y b l i ż e ń

(4 )

t o* *1 m *n( t o ł » *•*» Łk+1 “ ^ ‘ ‘ k 1* *** (5 )

J e s t  zb ieżny  do p ie rw ia s tk a  £ równania i 2 ) ,  J e ż e l i  p r z y b l i ż e n i e  poozątko- 
wa t Q e I  J e s t  d o s ta te o z n ie  b l i s k i e  £ , przy  ozym rz ą d  z b le ż n o śo i  o iągu 
i5 )  J e s t  równy oo na jm nie j  n+1, t z n .

i i i , <  +oo ,

I I .  Załóżmy, że funko ja  g i t )  J e s t  ś o l ś l e  monotonlozną fu n k o ją  k la sy
n+1)'w  pewnym c

do f u n k c j i  g i t ) .
C(n+1> w pewnym o to o z en lu  punktu t Q.  P rzez  f i x )  oznaozmy funko ję  odwrotną
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Przy usta lonym x równanie

g ( t  )-x = 0  (6 )

pos iada  dok ładn ie  jedno rozw iązan ie  t  -■ f ( x ) ,  J e ż e l i  x należy do p rzeo iw -  
d z led z ln y  f u n k c j i  g ( t ) .

S to s u ją c  do równania (6 )  metodę i t e r a o y jn ą  okreś loną  wzorem (3 )  (przy 
p r z y b l i ż e n iu  początkowym t Q) otrzymujemy, pierwsze p rz y b l i ż e n ie  p ie rw ia s t 
ka f ( x )  równania (6 )  k tó r e  wyraża s i ę  wzorem

V * 0 ,  ^1 ’ • ••»  “  x *̂

S tąd  ju ż  wynika, że d la  dowolnego układu l io z b  c<o , ciQ w pewnym
o to c ze n iu  punktu x Q * g ( t )  mamy

f (X )  *  % t  . . . .  g ( t ) - X )  . 17)

Z (7 )  na podstawie (3 )  i  (k)  otrzymujemy

n-1

y > i w * ^ o  -  x ) i+ i

:) *  t  --------------------------------------  ( 8 )

rti vn - l {x) (iflo ‘  X)1

w pewnym o toozen lu  punktu x 0 = gózie

a>0 = g(t0n = r f  s(1)(to' dla 1 “ 1.........   i9)

v Q(x)  = 1, v 1 (x )  -  /b0 -  x ,

*1 />o -  * 0 0

*2

I X 0

V i V 2
/>k-3 . . .  -*0 “  x

\ - 1 ^k-2 « « <t

d la  k * 2 j |  d*
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I I I .  Zastosujemy obeonie wzdr (8 )  do z n a le z ie n ia  a parametrowej r o d z i 
ny p rz y b l i ż e ń  wymiernych f u n k o j i  w o to o z an iu  punktu x » 0 .
W tym o e lu  przyjmujemy

g ( t )  -  t*  -  1 ,  t 0 -  1 .

Z (9 )  wynika, że

^  "  2 ,  />2 -  1 ,  -  O d la  k >  3 .

Na podatawie (8 )  mamy więo

l / I i x  * RQ(x , «ł0 , cę1t oęn ) -  1 -

i+1

( 1 1 )

d la  dowolnyoh l io z b  <i0 , cfQ w pewnym o toozan iu  punktu x Q ■ O,
gdz ie  (na podatawie ( 1 0 ) )  * 0 (x )  ■ 1 ,  w1 (x )  » -ot,

■ k (x )

2 ,  —x  , O ,  . .  •

1 > 2 , - x  ,  . . .

(12)

O , O , O , . . .

O ,  O |  O ,  . .4

d la  k •  2 , 3 ,
Pk ( x )   ,

P rz ez  oznaezmy k - ty  r e d u k t  ro z w in ię c ia  f u n k o j i  - \ l+ x  na ułamek

łańeuehowy ( 1 ) .  Redukty t e  aą p rz y b l i ż e n ia m i  wymiernymi f u n k o j i  s]l+ x.
Podamy obeonle tw ie rd z e n ie  z k tó reg o  wynika, że d la  u a t a lo n e j  l lo z b y  

n a t u r a ln e j  n red u k ty

Pn (x )  p n+1( x '  P2 n ( x ł
C i ^ 7   C r n
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T w ierdzenie, J e ż e l i

f <Jp)  -  ( - 1 ) 1 (p ) Z»"1

d is  l^O f  • • • f  P | to

v * .  * ? ' •  t ! P>. — » f i P ).  0  °>  -  ¡5^ T 5T

d la  p ■ O| t* « i u .
Dowód tw ierd zen ia  poprzedzimy dwoma prostymi lematami.

Lemat 1 . Dla wielomiaadw »^ -  w ^ix) określonyoh wzorem (1 2 )  
tożsam ośel:

• k -  2 + *  "k-2*  ^ “  2»!» . . . )

dla l io e b  oalkow itych  p i  m ta k io h , że 0 < 2 p $  m

< « V
k-P

d la  l io e b  oalkow ityoh n i p  ta k io h , że O < p <  n

"n-t-p ' n - l (H l)1 '

gd zie  o k reśla  (1 3 ) .

Dowód lomatm 1 . Rozwijająo wyznacznik (12 ) według o s ta tn ie j  
trz y  mu Jeny (1 3 ) .

Tożsamość (1 6 )  wykażemy sto su jąc  lndukoj? wzglądem zmiennej 
Dla p •  0 otrzymujemy łatw o *0 •  wB.

(1 3 )

(1 4 )

zachodzą

(13 )

(1 6 )

(1 7 )

kolumny o -  

P#
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Załóżmy, że zaohodzi tożsamość (16 )  o raz  2 (p+1)  <  ro. S to su ją o  do t o ż -  
samośoi (1 6 )  tożsam ość (15 )  otrzymujemy

, ' \ P ’ 22p-k+l /  P > „ xk“ P + 'sS ^  ?2p-k .  p v Yk-p+1 ,
m T ,  k -p  m-k- 1  2 _ j  k -p  ’ "m-k-2x "

k=p k^p

Zp+1 2p+2

i =p +ż

skąd Już  ła tw o wynika t e z a  p r z e j ś c i a  indukoy jnego .  
Przyjmująo we wzorze (16 )  m ■» n+p otrzymujemy

"n+p . f n 22 p 4 ( 5 )W Xk” P -  ' 'S -1 sP“ 1 ^ )  w T1/  . ł k -p  n+p-k /  , ‘ i ’ " n - i  x  *
k«p T=TTc-p

skąd na podstaw ie  (13 )  wynika ( 1 7 ) .
P - ( x )   ,

Lemat 2 .  Dla ko le jn y o h  reduktćw ro z w in lę o la  f u n k o j l  ~vl+x na u ła 

mek łańouchowy ( 1 )  zachodzą tożsam ości

Pd "  "n  + x "n -1  » Qu “ * B (18)

d la  n * 't f 2 ,  . . .  .

Dowćd lem atu  2 prowadzimy metodą ln d u k o j l  ze względu na zmienną n .
Dla n » 1, 2 odpowiednie r e d u k ty  są równe

P1 ( x  ]  m S+2 P2 ° °  _ 3x+4
^ T x T  x * 02 ( x ) x+2 *

Na podstaw ie  (17 )  łatwo sprawdzamy, że wzory (17) są  s łu szn e  d la  n » 1,2 
Załóżmy, że tożsam ośo i (18 )  zachodzą d la  n - 1 ,  . . . ,  k - 1 .

Ponieważ d la  rediuktćw ułamka łańouohowego zaohodzą wzory

Pk “ 2 Pk-1 + x Pk-2  * Qk “  2 °k-1 + x °k-2

( p o r .  [ i ]  , s t r .  8 ) ,  wlęo na podstawie z a ło ż e n ia  Indukoyjnego 1 (15 )  o trzy 
mujemy k o le jn o
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= 2 wj£_ 1 + x wk_2 + x (2 wk_2 + x wk_3 ) = wk + x ■k_ 1 ,

Qk “ 2 "k -1  + * "k -2  "  "k  *

oo dowodzi te z y  p r z e j ś o i a  lndukoyjnego .

Dowód tw ie r d z e n i a .  S to su ją o  wzory ( 1 1 ) ,  (17 )  o raz  lemat 2 otrzymujemy 
k o le jn o

S i 1 ’ " . . i - i ' - ' 1* '

i  + x —   -  = i  ♦ . . . . » T i t p .  j j t k ,
n+p n+p n+p

oo końozy dowód tw ie r d z e n ia ,

17* Przyjmująo we wzorze (8 )

g i t ) -  ln t, tQ * 1

o raz  k o le jn o  n » 1 ,2  otrzymujemy

(cL-oę ) x -  c(

■i x -  «o

x2 (<*,-«.) + x(-oc * i CC-) + <t.
® *  R2 C x » < W «2 '  "  — T — -:—  T i   •*  O 1  ^  x ^  c t2  +  x ( - q ,  -  c(0 )  +  c(o

, M (x)
O s t a t n i e  wzory z a w ie r a j ą  p r z y b l i ż e n i a  Pade’go w«>-+ f u n k c j i  e ob liczone  

w punkcie x 0 ■ O d la  p <  2 ,  <ł <  2*
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Związki między p rz y b l i ż e n la m l  Padego i  funkojam i H1 i  R2 podaje  t a b e l a .

0 1 2

0

1

2

R1 ( x ,0 ,1 >  = 1

V X»1*1 ł  ”

R^ ( z , 1 ,0 ) ■ 1+x

^ ( * » 2 , 1 )  -  § ± f

_2
R2 ( x , - 2 , - 1 , 0  )=1+x+ j — 

R2 ( x , 6 , - 1 , 0 > - S g f i f i

“ 2 !* ,* - ,! ,1 1  “ p
1-X + f -

u , i z , 0 ,1 ,1  l" “ 5 
2 6—4x+x 2 12-6x+xz

P r z y b l i ż e n i a  Padego d la  innyoh f a n k o j i  nożna także  uzyakaó a to a u ją e  meto
dę podaną w n i n i e j s z e j  p raoy .
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THE APPLICATION OF ONE-STEP ITERATIVE METHODS TO THE CONSTRUCTION 
OF RATIONAL APPROXIMATIONS OF MONOTONIC FUNCTIONS

S u m m a r y

The paper pxesou ts  a aiBple method o f  f in d in g  the r a t i o n a l  approxim a-  
t lo n a  o f  a t r i o t l y  monotonio f u n o t io n a .  In  t h i a  method the  e v a lu a t io n  o f  
the  in v e ra e  fu n o t io n  l a  t r e a t e d  aa the  a o lu t io n  o f  the  eguatlon e i t h  the 
a id  o f  one -  s te p  i t e r a t i v e  methods. For t h i s  purpose the formulae of  one 
p o in t  I t e r a t i v e  f u n c t io n s  [2] have been u se d .  The r a t i o n a l  ap p ro x in a t io n s  
o b ta in ed  in  t h i s  way c o n ta in  many well-known r a t i o n a l  approxim ations f o r  
o onere te  f u n o t io n a .


