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OGRANICZONOŚĆ.ROZWIĄZAŃ STOCHASTYCZNYCH ZADAŃ BRZEGOWYCH 
ORAZ ZAGADNIEŃ POCZĄTKOWYCH

S t r e s z o z e n i e .  W pracy t e j  rozważa s i ę  ogran iczoność  rozwiązań zadań 
brzegowych przy małych wymuszenlaoh s toohaatyoznyoh .  Wyniki otrzymane za 
s t a ł y  zarówno metodą funkcjonałów Lapunowa, Jak 1 przy pomocy e p e r a t o r a  
półgrupowegs.

1.  Wstęp

Rozważmy równanie p o s t a c i

(L + B( t  ) u ( x , t )  = f ( t , x ,u , o > )  x e D c RN (1 )

A
(L1 + C( t ,u) ) )  u ( x , t )  » 0  x e 9 D, (2 )

g dz ie  L J e a t  operatorem różniczkowym zawierającym poohodne czasowe Jak 1
względem zmiennej p r z e s t r z e n n e j  x j  B(t ,w> J e s t  mao le rzą ,  k tó r e j  nlezerowe 
elementy aą procesami  s toohas tyoznyml,  j e s t  operatorem różniczkowym 
względem zmiennej p r z e s t r z e n n e j  x j  C(t,u>) J e s t  maolerzą ,  k t ó r e j  nlezerowe 
elementy są procesami  s toohas tyoznyml .
Równanie (2 )  » kr eś lą  warunki  brzegowe d la  równania ( 1 ) .  Przyjmijmy,  że 
r o zw ią zan ia  równania (1 )  z warunkami (2 )  są okreś lone  aa zb ie r ze  Dx(t>oj  . 
Podamy ogólne tw ie rd z en ia  do tycząca układu (1> -  (2 )  oraz  szereg  t w i e r 
dzeń detyoząoyoh pewnych speo ja lnyoh  k l a s  równań ( 1 ) .

2 .  Podstawowe d e f i n i c j e  1 p».1e o l a
*

Padamy najpierw podstawowe d e f i n i c j e .

D e f in i c j a  1 .  Mów1e.t. że r amwiąsanle zadania brzegowego (1 V—<2 ) J e s t  »g ra
n ic zo n e ,  J e ż e l i  norma |u  (x,  t M | |  j e s t  «gran iczona w p r z e d z ia le  czasowym
jp , o o ) .

De, nl o j a  2 .  Mówimy.» żs rozw ią zan i e  zadan ia  brzegowego (1 V-(2) J e s t  egsa
nie?,one z prawdop»debleńatwem 1, J e ż e l i
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D e f i n i d a  3 .  Mówimy, że równanie d ) - ( 2 )  na własność konwergenoj l  lub 
J e s t  kenwergentne, j e ż e l i  I s t n i e j e  rozwią zan ie  u ( x , t , o j )  og raniczone w 
p r z e d z i a l e  ozasu [o ,°°) i  t a k i e ,  że d la  dowolnego rozw ią zan i e  u(x, tco)  za
chodz i

l im [ u ( x , t , o j )  -  u ( x , t , c o ) J  = O .
t —oo

Łatwo zauważyć,  że uCx , t ,oj )  j e s t  stanem granloznym uk ła du .

D e f i n i ó l a  A.  Mówimy, że równanie d ) - ( 2 )  j e s t  konwergentne według ś r e d 
n i e j ,  J e ż e l i  i s t n i e j e  rozwią zan i e  ü í x , t , o ) )  ograniczone w p r z e d z ia le  czasu 
[o ,  °o ) i  t a k i e ,  że

l im E[u(x , t , co )  -  ü ( x , t , u j ) l  = o .t —oo J

3# Podstawowe t w ie rd z en ia

Wykażemy obeonle  dwa tw ie rd z en ia  d la  układu ( 1 )  -  (2 )  o raz  jedno twie r 
dzen ie  przy za ło ż en iu  zerowyoh warunków brzegowych d la  pewnej k l a s y  rów
nań ( 1 ) .

Twierdzenie  1.  J e ż e l i  i s t n i e j e  funko ja  V ( t , u )  t a k a ,  że

( 1 )  V ( t , u )  >- W(u),  gdzie W(u)— -oo przy | u  ||—-oo

(11)  d la  każdego rozw ią zan i a  u ( x , t , co )  funkoja V ( t , u )  J e s t  n i e r o s n ą -
oa względem zmiennej t

( i i i )  sup_ V(0 , u (x ,0  ,co) ) <  oo 
x e D

to  r oz w ią zan ie  równania (1 )  J e s t  og ran i czo ne .

Dowód: Przypuśćmy, że norma | |u(x, t , co) ) | |  n i e  j e s t  ogran iozona d la  pewnego
t .  Można wtedy wybrać pewien o l ą g  t ^  - t  i  t a k i ,  że | | u ( x , t k ,co) | |—-oo .
Ale zaohodzi  wtedy o lą g  n le równośol

WÍUÍXjt^jCj)) <  Ví t j ^UÍX. t^jOj) )  <  V(0 , u (x , 0  ,to) ) <  OO

oo da je  s p r ze cz no ść .  Rozwiązanie j e s t  więc ogran iczone d la  t  e [ 0 , ° ° ) .

Twierdzenie  2 .  J e ż e l i  s ą  spe łn ione  z a ło ż en ia  tw ie rd z e n ia  1 o raz  I s t n i e j e
EV(t , u ( » , t  ,o>)) o raz  sup sup_ EV(t , u ( x , t  ,oo)) <  oo i

t  » O x e D
i n f  V ( t , u ) >  O, to  rozwiązan ie  równania (1 )  j e s t  ograniczone z

u e  | u :  | | t t (x , t , u ) f  >MJ
prawdopodobieństwem 1»
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Dowód: Ko rzy s ta j ąc  z n ie równośc i  Czebyszewa mamy

sup sup_ EV(t fu{ x , t , a ) ) )

Przeohodząo do g r an ic y  przy M— -  00 i  wykorzystująo założenia o f u n k c j i  
s twie rdz imy,  że są spe łn i on e  warunki  d e f i n i c j i  2 .  Rozwiązanie j e s t  więc 
ogran iczone z prawdopodobieństwem 1.
Rozpatrzmy obeonie k l a s ę  układów p o s ta o i

z zerowymi warunkami brzegowymi.
Lo j e s t  operatorem różniczkowym zawierająoym poohodne względem zmiennej  
p r z e s t r z e n n e j }  B i t , “ ) J e s t  mao ierzą ,  k t ó r e j  niezerowe elementy s ą  p roce 
sami s toohas tyoznymi .  J e ż e l i  $ ( t ^ t ^  ) j e s t  operatorem półgrupowym gece— 
ratorowanym p rze z  L0 , k t ó r y  zawiera poobodne ty lk o  względem zmiennej  prze^ 
s t r z e n n e j ,  t o  równanie (4 )  można za p i s ać  w po s t a o i

( 4 ł

t
u ( x , t  i » $ ( t , 0  > u(x,0 i + J  $ ( t , s  i B(s ,coi u (x, s ) ds .  (5>

0

Otrzymujemy wtedy nas tępu jąo e  t w i e r d z e n i e .  

Twierdzenie 3 .  J e ż e l i

( i i  sup | | $ ( t , s ) | |  <  C C -  s t a ł a  doda tn ia
t , s  e [0 , 00)

( i i )  sup_ | | u ( x ,0 ) | |  <  C.
■w a  T\X e D

C1 -  s t a ł a  dodatn ia

t
( i i i )  l im l | |B(s,u>i|  d s < o o

wtedy rozwiązan ie  równania ( 5 ) J e s t  og ran iozone.



Don6(1! Przeohodząo do Dorny i  wykorzystując za łożenia  ( i ) ,  ( i i )  otrzymu
jemy z ( 5 )

t
| | u ( x , t ) |  <  CC1 + C ^  ¡B(s , gj)|| || u ( x , s  )|| ds (6)

5 6 ___________________________________________________ A. Cze oh,  E. S zoolćska

1
| | u ( x , t ) | |  <  CC1 exp[^C j  ||b ( s , u )II d s j  (7 )

k o r z y s t a j ą o  z n ie równośo i  Gronwalla-Bellmana otrzymujemy

t

i
O

z ( l i i )  otrzymujemy t e z ę  t w i e r d z e n i a .

4 .  Twie rdzen ia  o koDwergeno.1l 1 s t a naoh  g ranloznyoh 

Rozpatrzmy za g ad n i en ia  brzegowe p o s ta o i

? !  "  Lo u + 3F (8 )

u ( x ,0  ) * u 0 ( x )  (8r)

u ( x , t ) |  = £ ( t ) .  (9 )
lxe 9 D

Dla uk ładu typu  ( 8 W 9 )  można otrzymać t w i e r d z e n i e :

Twierdzen ie  4 .  J e ż e l i  r o zw ią zan ie  równania Jednorodnego J e s t  a sympto tyoz-  
n ie  s t a b i l n e  o raz  l im <!(t) ■ O, to  wtedy rozw ią zan i e  zerowe ( 8 )  przy

fc—*<x>
s t a l e  dz i a ł a j ą oym  zaburze n iu  J e s t  stanem granicznym układu ( 8 ) - ( 9 ) .

Dowód: Rozwiązanie ( 8 ) - ( 9 )  można p r ze ds ta w ić  w p o s t a o i  u ( x , t , w ) « u o ( x , t  ) + 
+ £ ( t ) ,  oo można sprawdzić  p rze z  p od s t a w ie n i e .  Przy z a ł o ż e n i u ,  że prooes 
£ ( t ) J e s t  ś r edn io -kwadratowo różnlozkowalny mamy

lim [  u ( x , t ) + £ ( t ) l  « O ,t-«30 L 0 J

oo d a j e  t e z ę .
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Rozważaj n a s t ę p n i e  zagadn ien ie  poozątkowe p o s t a o l

-  [ l 0 + B ( t , oj)]  u ( x , t )  + | |  ( 1 0 )

u ( x , 0  ) ■ p ( c j , x )  , (11 )

gdz ie  t? J e s t  polem losowym ę  (cjfo ) « 0 .

Twierdzenie 5 .  J e ż e l i  r o zw ią zan ie  zerowe zadan ia  ( 1 0 ) - ( 1 1 )  Jednorodnego
J e s t  a s jm p t o t j o z n l e  s t a b i l n e  o ra z

(1 )  

d i )

d i i )

w te d j  r ó w n a n ie  ( 1 0 )  J e s t  k o n w e rg e n tn e .

Dowód: R o z w ią zan ia  ró w n a n ia  ( 1 0 )  możemy szukać  p o s t a o l

n ( x , t )  * u 0 ( x , t )  + C ( t , w )  + £ ( t )  , ( 1 2 )

g d z ie  fu n k o j a  C (t,u>) s p e ł n i a  ró w n a n ie  ( 1 3 ) ,  a  u Q J e s t  rozw iązan iem  z a d a 
n ia

-  [ l q + B ( t , w ) ]  n ( x , t )  z  warunkami (1 1 )

-  B ( t ,cu )  C(t,u>) + B(t,u>) Ut)  ( 1 3 )

p rz y  zerowym warunku poozątkowym C(0,cu) « o .

l im  £ ( t )  -  0 £(0 ) - 0  ) -  o
t —oo , V  *

l im  I B ( t ,c o )  d t  <  OO
fc-*-<X> tf

t
J B (t,u>) | ( t )  d t  J e s t  o g ra n lo z o ń e  d l a  każdego  t  1

t
l im  (‘ B(t,u>) £ ( t )  d t  -  0

t ~co ^
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Rozwiązanie ( 1 3 ) nożem? fo rmaln ie  za p i sa ć  jako

j B( t , .u)  d t  t  -  | B(t,u>) d t

C(t ,co) = eu |  B ( t , u )  { ( t )  e 0 d t j
O

na mocy za łożeń  (11)  o raz  (111)  mamy

l im C(t .co) = o ,

a więc

l im [u ( x , t )  + C( t , w )  + f ( t ) ]  = O
t —- oo L U j

oo da je  t e z ę .
Łatwo pokazać n as tęp u ją o e  t w i e r d z e n i e :

Twie rdzen ie  6 .  J e ż e l i  rozwiązan ie  u0 zagadn ien ia  brzegowego

§ f  “ [ Lo + B(t ,<o)] u ( x , t )  x e D

Du ( x , t ) » O x e 3 D
(14)

j e s t  a sympto tyczn ie  s t a b i l n e ,  a rozw ią zan ie  u zagadn ien ia  brzegowego ze
rowego

| f  = [L0 + B(t ,u>)j  u ( x , t )  + F ( t  ,x,u>) x e D

(15)
u ( x , t  ,co) = 0 X e 9 D

J e s t  o g r a n ic z o n e ,  to  rćwnanle 

3t| f  = [ ł q + B(t,co)J u + F ( t  , x , uj) x e D 

D u ( x , t ) = O x e 3 D

j e s t  konwergentne.

Natychmiastowy dowćd t ego  tw ie r d z e n i a  pomijamy.
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Wniosek 1 .  Przy z a ł o ż e n i u ,  że rozwiązan ie  (11.) spełnia warunek 

l i s i  E u (x,t,<*>) * 0 otrzymujemy wynik,  że równanie to  j e s t  konwergentne
t  — oo
według ś r e d n i e j .

Wniosek 2 .  Z tw ie rd z e n ia  6 wynika,  że rozwiązan ie  u i s t n i e j e  oo najwyżej  
Jedno*

Uwaga: Rozwiązanie zerowe wszys tk ioh problemów zanie szozonyoh powyżej 
t r ak t u je my  w sposób formalny 1 rozumiemy przez  t o ,  że uk ła d  przy t —  °° 
dąży do u s t a lo ne g o  s t anu zerowego.

5 .  Przykład

Podamy obeonie p rzyk ład  zas tosowania  tw ie rd ze n ia  4.

P rzyk ład  1 

Rozważmy równanie

z warunkiem początkowym

u ( x , 0 )  «• f ( x )  ( a )

i  s tochas tycznymi  warunkami brzegowymi

u ( 0 , t )  = u ( l , t )  = £(t ,co) .  (b )

Prooes  <i(t,oo) J e s t  ś redniokwadratowo różnlozkowalny t a k i ,  że

\  l im U t  » O o raz  spe łn ione  są warunki  zgodności  nałożone na warunki
oo

Ca) i  ( b ) .
Przez  pods tawienie  u ( x , t )  » v ( x , t )  + £(t,co)sprowadzamy zagadn ien ie  ( 1 )  do 
p o s ta o i

z warunkami

v ( x , 0  1 -  u ( x , 0  ) -  £(0 ,w )  -  f ( x )

T (0 , fc )  -  u ( 0 , t )  -  b £ ( t ,co )  -  ^(t ,co) -  O

▼ ( l , t ) « 0
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Widać, że v ( x , t )  J e s t  rozwiązaniem równania Jednorodnego

z w arunkam i

▼ix,0 ) -  f ( x )

▼ ( 0 ,t ) ■ r ( l , t ) ■ C .

R ozw iązuJąo  to  ró w n a n ie  k l a s y c z n ą  metodą F o u r i e r a  mamy

y (x ,

gdB le

I , -  §■ J  tlx) a la  £ |Ł  dx .

R ozw iąza n ie  r ( x , t ) j e s t  aeym p to ty oB o le  s t a b i l n e ,  gdyż l i m  T ( x , t ) •  O
t— 00

00
I s t o t n i e  pon iew aż  s z e r e g  ^  An •  s i n  x  j s s t  j e d n o s t a j 

n i? 1
n i e  n b l e ż n y ,  t o

- <£ł > 2 *2'  ...a,l i m  r ( x , t ) « l i n  >  An 0 1 s i n  3Ą  x  -t — 00 W—oo Z __I n 1t-OC

. ‘ t
- ^ T  An s i n  ^  x  Um e "  -  o .

S p e łn io n e  s ą  w lęo w s z y s t k i e  n a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  4 .
R o zw iąza n ie  zerowe j e s t  e l ą o  s tanem  g ran lozn ym  ró w n a n ia  ( 1 ) .  I s t o t n i e

l i m  u ( x , t ) ■ 0 .
t — 00
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