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ZAGADNIENIE BROWKINA O CIAŁACH KWADRATOWYCH

J« Bronki o postawił następujące zagadn ien ie* ' s

Czy i s t n i e j e  oląg  nieskończony: a^ ,  a2 , . . . ,  elementów RA» spe ł­
n iających warunek

\ / j  C R A f 1 < J < N < J ) j  i , J  e Nj | a t  $ a^modfJ) , (A)

gdzie
K/Q -  ro z sze rzen ie  algebraiozne o la ła  l iozb  wymiernych. Q,
RA -  p ie rśo ień  l ic z b  oałkowityoh tego ro zsze rzen ia ,
J  -  id e a ł  w RA 
N(J> -  norma tego id e a łu .
D. Barsky podał nieelementarny dowód negatywnej odpowiedzi na posta­

wione zagadnienie [1] .
W praoy t e j  podany Je s t  dowód oałkowioie elementarny zagadnienia 3row- 

klna w przypadku c i a ł  kwadratowych różnych od o l a ł :  OCY^T), Qb[S)t
0 ( ^ 3 ) ,  Q<V=5\

J e ś l i  ogranlozyó s ię  do zbioru Ideałów pierwszych, to  odpowiedź dla 
pewnej klasy rozszerzeń  Je s t  również negatywna -  dowód podano w p rzedsta ­
wionej praoy. Ograniczenie s ię  do Ideałów pierwszyoh o normie p ierw szej, 
implikuje natychmiastową odpowiedź zmodyfikowany warunek (A) spełniony 
J e s t  w każdym rozszerzen iu  przez c iąg :  1 , 2 , 3 . . .

Lemat 1

J e ś l i  dla ro z sze rzen ia  K/Q i s t n i e j e  c iąg :  a ^ ,  a2 , a ^ . . ,  elementów RA 
spełniaJąoy warunek (A), to

\ / l  <  J ,  i , J  6 N,- |  a i  a j

* ^Informacje o tym zagadnieniu uzyskałem od p ro f .  dr hab. W. Narkiewiaaa*



Dowód
W przeolwnym wypadku mamy

3  n <  Q} m,n e Nj j a B -  a Qj .

Wystarozy wziąó J  C RA t a k i ,  że N(J1 > n, wtedy zaohodzi

a„ = a Q mod(J) .

Id e a ł  sp e łn ia jąey  ten warunek zawsze będzie można znaleźó, ponieważ w RA 
i s t n i e j ą  idea ły  o dowolnie dużej normie.

Lemat 2

Przy za łożen iu , że a^ /  a^ warunek (A) J e s t  równoważny warunkom:

V k ^  0 » 1 ;  •! <  J <  1 ,  J , k  e N: j / N i a j - a ^ /  <  k |  (B)
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V k i ' 0 »1 ! i  <  J <  k j  l , J , k  e N:  ( * £ > . > / <
 ̂ m»l

(C)

gdzie

r l  '  a i + 1 *  a i  *

Dowód

J e ś l i  warunek (Bi nie Je s t  spełn iony , wtedy

^  k J 0 ¡ 1}  i  <  J «  k; i , J , k e V  : |  A i a ^ ^ ) /  > k j  .

ponieważ:

N[ia J~a i ł*R/K] -  A ia j - a j ^ ) /  > k >  J > i ,  oraz a^ = a.  ̂ mod ^ ( a ^ - a ^  .

. RA] ,

wlęo warunek (A) nie j e s t  spełn iony .
J e ę l i  natomiast warunek (Al n ie  J e s t  spe łn iony , to

3  I *  R A }  i  <  J «  N ( I 1  -  k  i j a a Ł mod ( I )
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1 mamy:

i  <  J < k “ N ( I ) < N  [ ( a j - S i )  .  RA] -  / N f a j - a ,

a matem ««runek (B ) nie Je s t  spe łn iony . Równoważność warunków (B) 1 (C) 
J e s t  oczywista .

Z lematu 2 wynika natychmiast wniosek: J e ś l i  eląg: a 1 , a , a ^ . . .  e l e ­
mentów RA spe łn ia  warunek (A),  to  A ( r AV  « i ,  1 -  1 , 2 , 3 , . . . ,  w szoze-
gólnośol r 1 « a ? -  a^ musi byó Jednostką.

Uwaga; J e ś l i  a e RA oram A ( a ) /  •  k , to  będziemy p i s a l i  a « a (k )  n p . :  
b (5 )  -  oznaozaó będzie element R A , którego norma oo do w artośc i bez­
względnej Je s t  równa 5 .

Lemat 3

Dla dowolnego ro zsze rzen ia  K/O zaohodzą równoważnośol:

[ ] s ( 1 ) , t ( l ) ,  u (k ) :  S d H t f l )  -  U(k) j j  = [ ] t ( i ) ,  u (k ) :  | i + t ( l )  » u(lc>}] 

Dowód

J e ś l i  S(1) + t ( l )  ■ u (k ) ,  to  mnożąo obie strony równania przez s d )"1 
otrzymamy:

1 + t e n  . s c i r 1 -  u t k ) s d r 1.

Impllkaoja w drugą s tronę Je s t  oozywista.

Lemat 4

Jedynymi c ia łam i kwadratowymi, w któryoh I s t n i e j ą  elementy s ,  t e  RA 
spe łn ia jąoe  następująoe związki:

1 ) 1 + t m  -  s ( d ,
2)  1 + t ( 1 )  -  S (2 ),
3 )  1 + t  (2 ) « 3 (2 )

są odpowiednie o l a ła :

ad 1 ) OfY^J), Q tyj),
ad 2 ) Q(-\F), Q(-VJ), OCipT),
ad 3)  0(-ypT),
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Bocdd

Siech  K -  Qf\ f ^ ) ,  gdzie D Je s t  wolne od kwadratu 1 różne od 1. 
całkow ite  są  p o s ta o l :

a .  Ł Ł g - s-Tff ,

gdz ie  x t j  e Z, x = y mod ( 2 ) 1  dodatkowo x = y = 0 ffiod (2 ) ,  gdy D 
i O j

-2 n
N (a) = * - "%-£  .

J e ś l i

t ( k^  * f

t o :  1 + t i k )  ■ S { i ) zapiSBe s ię  w p o s tac i

s . t .j . t g .a . t - i  „ s ( n

1 o t r  ej ea ny:

N d  + t ( k ) )  -  Ł. t . t t . p f . T. *?!? » ;  i  ,

s tą d

a )  x  = ~ i - 1 - k ,  gdy N( t ( k ) )  » k

b )  x  = “  i  — 1 + k,  gdy N( t ( k ) )  » - k .

» przypadku a ) mamy:

x - “ l - 1 - k i  4N (t  ( k ))  = (~ l - - l -k ) 2- y 2D -  4k 

W przypadku b )  mamy:

x - “ i  — 1 + k i  4N(t (k ))  = (“  i-1+k )2—y2D -  -4k

Liozby

z 2,3 mod
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Podstawiająo za l,lc odpowiednie w artośc i i  uwzględniająo, że D J e s t  wolne 
od kwadratu i  różne od 1 oraz f a k t ,  że: x s y mod (2), gdy D = 1 mod (4) 
i  x 3 y = O mod (2 ) ,  gdy D s  2,3 mod (4) wyznaozamy D 1 y z równości:

a )  -  Dy2 -  4k -  ( “ 1 - 1  -  k i 2

b )  -  Dy2 » -4k  -  ( “  1 -  1 + k i2 -  oo daje  t e z ę  lematu.

Twierdzenie 1

W ola łaoh  kwadratowyoh różnyoh od o l a ł  Q f ^ ? ) ,  Q(\C3), Q (/3 ) ,
QfV?i, Qt\p? ) , OtfiT)  -  nie i s t n i e j e  oląg nieskończony: a 1f a2 , a ^ » . .  e le ­
mentów R/K spe łn ia jąoy  warunek (A i .

Dowód
Zwróómy uwagę, że Jedynymi o la łam i, w któryoh zaohodzą związki:

1) S(1) + t ( D  -  U(1){ 2) S (1 )  + t ( D  -  U(2)

3) S(1 ) + t (2)  « D(1 )j 4)  S(1) + t ( 2 )  « U(2),

są o la ła  wykluczone przez nas z rozważań [związek 2) J e s t  równoważny 
związkowi 3 i] -  oo wynika z lematu 4 1 lematu 3.

J e ś l i  w R/K i s t n i e j e  o iąg :  a ^ ,  a2 , a^ . . .  spe łn ia jąoy  warunek (A), to  
musi byó -  zgodnie z warunkiem (C):

a ) / f t ( r . | ) / * l }  b ) / U(r2 ) /  * 1»2|  o ) /H(r1 + r 2 ) /  = 1»2|

— Jednakże J e ś l i  zaohodzi a )  i  b ) , t o  w rozważanyoh o la łao h  nie może z a jść
o i ,  gdyż zgodnie z 1 ) , 2 ) ,  3 ) ,  4 i suma Jednostki z Jednostką lub Jednost­
k i  z elementem o normie dwa nie może mleć normy m niejsze j n iż  t rz y  [oo^r— 
w iśc ie  + r 2 musi byó różne od ze ra ,  gdyż wtedy « a^ -  oo nie może
za jśó  w olągu spełniającym warunek (A i -  lemat 1] .

Twierdzenie

J e ś l i  w R/K nie ma ideałów o normie dwa oraz S(1 ) + t ( 1 1 jt U(1) ,  to  w
R/K nie i s t n i e j e  o ląg :  a ^ ,  a 2 , a^ . . .  spełniająoy warunek (A) dla ideałów
pierwszych.

Dowód
Zauważmy, że J e ś l i  o ląg : a ^ ,  a 2 , . . .  spełn ia  warunek (A) d la  idea­

łów plerwszyoh, to  r^  « a 2 -  a^ mu3l  byó Jednostką — gdyby bowiem było 
/N ( r1 ) /  > 1, t o :  r.j.R/K -  p1B, p2n , p^3 . . .  (rozkład na ozynnikl Idealne 
p ierw sze) l r 1 e a ponieważ N(PŁ) >  3 wlęo warunek (A) nie byłby sp e ł ­
n iony. Zgodnie z założeniami twierdzenia musi byó: > 3  albo
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/N (x ^ ) /  >  3 .  W obu przypadkaoh można stosować to  samo rozumowanie -  zasto­
sujemy j e ,  gdy / t t ( r 2 V > 3 :

r 2«R/)C * « 2̂ 1^3 • • • i N(P^) ^  3 oraz a^ = a^ mod (P^)

-  zatem warunek (A) nie Je s t  spe łn iony .
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nPOpJIEM A EPOBMriHA flJ lii KBAflPATKHHUX liO JIB i 

P * 8 D M e

ił. EpoBKHHy npHHaaae*HT. cjiesyrm aa npofiJieuas IlycTb K amreCpamuecKoe
pccmapeHwe noma panaoHajibHux uiicem, a xoropou cyqecTByer nocmegoBaTemb-
EoCTb a ^ , Bg, Bg . . .  uemax UHcem Taxaa, u to  mma scec  HgeamoB I  a Kombue 
ueaux uwcem noma K Bee Kjiaccti BHUeTos (mod I )  npKHajmexaT nocmegoBaTemb- 
b o c t h : a 1 , a^ , . . . ,  a j j ( j ) '  floxasaTb u to  K nome pamioHambHHX uwoem.
A. Eapcwifl npoBbm HeameueHTapHoe goKaaaTembCTBO BToft npodmeuu [i]  . B Ha- 
CToamefl padore  npoHSBegeHo uemaaou smeaeHTapHoe goxaaaTembCTBo, uto K He 
HBmaeTca KBampaTHUHuu pacoHpeHMea noma

browkin’s problem in  the case of square fields

S u m m a r y

The fo llow ing  problem has been se t  up by J .Browkin: Let K be a f i e l d  
of  a lgéb ra lo  numbers so t h a t  one nay f in d  a sequence i f  In te g e rs  In K,say 
a ^ j a g j a ^ . . .  so th a t  for  every ld'eal I  In the r i n g  o f  In te g e rs  o f  K a l l  
the remaining o la sse s  (mod I )  are rep resen ted  by the sequence a ^ a ^ a ^ . . .  
aN(I)* To pT0" 8 th a t  K 13 tb® f i e l d  of  r a t i o n a l  numbers D. Barsky has 
put forward the non- elementary proof of  t h i s  problem [1]. (This paper 
eo n ta ln s  the elementary proof th a t  E i s  not a square f i e l d .


