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Bolestaw WANTUEA

ZAGADNIENIE BROAKINA O CIALACH KWACRATOAYCH

J« Bronkio postawit nastepujace zagadnienie*'s

Czy istnieje olag nieskofAczony: a”, a2,
niajacych warunek

., elementéw RA» spet-

\/j CRAf 1<J<N<IJ)j i,J eN |at $ a™modfl) (A)
gdzie
KIQ - rozszerzenie algebraiozne olata liozb wymiernych. Q
RA - piersoien liczb oatkowityoh tego rozszerzenia,
J - ideat wRA

N(J> - norma tego ideatu.

D. Barsky podat nieelementarny dowdd negatywnej odpowiedzi na  posta-
wione zagadnienie [1].

Wpraoy tej podany Jest dowod oatkowioie elementarny zagadnienia 3row-
kina w przypadku ciat kwadratowych réznych od olat: OCYAT), Qb[S)t
0("3), Q<Vv=5\

Jesli ogranlozy6 sie do zbioru ldeatéw pierwszych, to odpowiedz dla
pewnej klasy rozszerzen Jest roéwniez negatywna - dowdd podano w przedsta-
wionej praoy. Ograniczenie sie do ldeatdw pierwszyoh o normie pierwszej,
implikuje natychmiastowg odpowiedz zmodyfikowany warunek (A) spetniony
Jest w kazdym rozszerzeniu przez cigg: 1,2,3...

Lemat 1

Jes$li dla rozszerzenia K/Q istnieje cigg: a®, a2, a”.., elementéw RA
spetniaJgoy warunek (A), to

\/1 < ], i,J 6 N- | ai aj

*NInformacje o tym zagadnieniu uzyskatem od prof. dr hab. W. Narkiewiaaa*
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Dowod
W przeolwnym wypadku mamy

3n<Q mneNj jaB- aQ
Wystarozy wzigd J CRA taki, ze NJ1 > n, wtedy zaohodzi
a,, = aQ mod(J) .

Ideat spetniajgey ten warunek zawsze bedzie mozna znalezdé, poniewaz w RA
istniejg ideaty o dowolnie duzej normie.

Lemat 2

Przy zatozeniu, ze a™ / a" warunek (A) Jest réwnowazny warunkom:

V k A 0»l; o< )< 1,k e N0 j/Niaj-an/ < k| (B)
V ok i'0»1! i < J < Kj ILJ,k eN:  (*£>.> /< (©
Al
gdzie
rl " ai+l * ai *
Dowod

Jeséli warunek (Bi nie Jest spetniony, wtedy

ANk J0iy i o<« k; i,J,kev @ JAia™ M) >Kkj .
poniewaz:
N[iaJ~ai +*R/K] - Aiaj-aj®)/ >k >J > i, oraz a* = a” mod M(an-an
. RA] ,

wleo warunek (A) nie jest speiniony.
Jeeli natomiast warunek (Al nie Jest spetniony, to

3 1* RA} i <J« N(UL -k ijaa tmod(I)
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1 mamy:
i <J<k“N(lI)<N [(aj-Si) . RA] -/Nfaj-a,

a matem ««runek (B) nie Jest spetniony. Réwnowazno$¢ warunkéw (B) 1 (C)
Jest oczywista.
Z lematu 2 wynika natychmiast wniosek: Je$li elagg: al, a , a”... ele-

mentow RA speinia warunek (A), to A (rAV « i, 1-1,2,3,..., W szoze-
golnosol r1 « a? - a® musi byéd Jednostka.

Uwaga; Jes$li a e RA oram A(a)/ - k, to bedziemy pisali a « a(k) np.:
b(5) - oznaozad bedzie element RA, ktérego norma oo do wartos$ci bez-
wzglednej Jest réwna 5.

Lemat 3
Dla dowolnego rozszerzenia K/O zaohodzg réwnowaznosol:

[1s(1).t(1), u(k): SAHtfl) - UK) jj = [1t(i), u(k): [i+t(l) » u(lc>}]

Dowad
JesSli S(1) + t(1) mu(k), to mnozgo obie strony réwnania przez sd )"1
otrzymamy:

1+ten .scirl- utk)sdr1l.
Impllkaoja w drugg strone Jest oozywista.

Lemat 4
Jedynymi ciatami kwadratowymi, w ktéryoh Istniejg elementy s, te RA
spetniajgoe nastepujgoe zwigzki:
1) 1 +tm -s(d,
2) 1 +(1) -S(2),
3) 1 +H((2) «3(2)
sg odpowiednie olata:
ad 1) OfyN), Qtyj),
ad 2) Q(-\F), Q(-VJ), OCipT),
ad 3) 0(-ypT),
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Bocdd

Siech K - QAf*), gdzie D Jest wolne od kwadratu 1 rézne od 1. Liozby
catkowite sg postaol:

a . bt g-sTff,

gdzie xtj e Z, x =y mod (2)1 dodatkowo x =y =0 ffiod (2), gdy Dz 2,3 mod
i0]j

N(a) = v
Jesli

t(kr * f
to: 1+ tik) m S{i) zapiSBe sie w postaci

s.tj.tg.a.t-i ,, s(n
1 otrejeany:

Nd + t(k)) - t.tt.p f.T.*?202»; i ,

stad
a) X =~ 1i-1-k, gdy  N(t(k)) » k
b) X =“i—1+Kk, gdy N(t(k)) » -k.

» przypadku a) mamy:

X - “1-1-ki 4N(t(k)) = (~ I--1-k)2-y2D - 4k
W przypadku b) mamy:

X - “ 0 —1+ki 4N(t(k)) = (* i-1+k )2—y2D - -4k
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Podstawiajgo za l,Ic odpowiednie wartos$ci i uwzgledniajgo, ze D Jest wolne
od kwadratu i rézne od 1 oraz fakt, ze: x sy mod (2), gdy D=1 mod (4)
i x3y=0md (2),gdy Ds 2,3 mod (4) wyznaozamy D1 y z réwnosci:

a) - Dy2 - 4k - (“1-1 - Kki2

b) - Dy2 » -4k - (“ 1 - 1+ ki2 - oo daje teze lematu.

Twierdzenie 1

Wolataoh kwadratowyoh réznyoh od olat Qf"?), Q(\C3), Q(/3),
QfVv?i, Qt\p?), OtfiT) - nie istnieje olag nieskoficzony: alf a2, a*».. ele-
mentéw R/K spetniajgoy warunek (Ai.

Dowadd

Zwrdomy uwage, ze Jedynymi olatami, w ktéryoh zaohodza zwiazki:
1) S(1) + (D -u{ 2 S(1) +t(D - U(2)
3) S(1) +t(2) «D1)j 4) S(1) +t(2) « U(2),
sg olata wykluczone przez nas z rozwazan [zwigzek 2) Jest rownowazny
zwigzkowi 3i] - oo wynika z lematu 4 1 lematu 3.

Jesli wR/K istnieje oiag: a”, a2, a" ... speiniajgoy warunek (A), to
musi byé - zgodnie z  warunkiem (C):
a)y/ft(r.|)/*1} b) /U(r2)/ *1»2] o) /H(r1+r2)/ = 1»2|
—Jednakze Jesli zaohodzia) i b),to wrozwazanyoh olataohnie moze zaj$¢
oi, gdyz zgodnie z1), 2), 3), 4i sumalJednostki zJednostkg lubJednost-
ki z elementem o normie dwa nie moze mle¢ normy mniejszej niz trzy [00"r—
wiscie + r2 musi byé rézne od zera, gdyz wtedy «a™ - 00 nie moze
zaj$6 w olagu speiniajgcym warunek (Ai - lemat 1] .

Twierdzenie
Jes$li wR/K nie ma ideatdw o0 normie dwa oraz S(1) +t(11jt U(l), to w

R/K nie istnieje olag: an, a2, a® ... spetniajgoy warunek (A) dla ideatow
pierwszych.
Dowdd

Zauwazmy, ze Je$li olag: a”, a2, ... spetnia warunek (A) dla idea-

téw plerwszyoh, to r® « a2 - a® mu3l by6 Jednostkga — gdyby bowiem byto
IN(r1)/ > 1, to: r.j.R/IK - p1B, p2n, p~3 ... (rozktad na ozynnikl Idealne
pierwsze) I r 1 e a poniewaz N(PL)> 3 wleo warunek (A) nie bytby spet-
niony. Zgodnie z zatozeniami twierdzenia musi byd: >3 albo
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IN(x™)! > 3. Wobu przypadkaoch mozna stosowaé to samo rozumowanie - zasto-
sujemy je, gdy /tt(r2V >3:

r2«RNC * «2 I3 eeei N(PM) A~ 3 oraz at = a* mod (P")

- zatem warunek (A) nie Jest spetniony.
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nPOPJIEMA EPOBMriHA flilii KBAFIPATKHHUX 1iOJIBi
P * 8 D Me

it. EpoBKHHy npHHaaae*HT. cjiesyrmaa npofiJieuas IlycTb K amreCpamuecKoe
pccmapeHwe noma panaoHajibHux uiicem, a xoropou cygecTByer nocmegoBaTemb-

EoCTb a”, Bg, Bg ... uemax UHcem Taxaa, uto mma scec HgeamoB | a Kombue
ueaux uwcem noma K Bee Kjiaccti BHUeTos (mod |) npKHajmexaT nocmegoBaTemb-
bocth: al, a®, ..., ajj(j)' floxasaTh uto K nome pamioHambHHX uwoem.

A. Eapcwifl npoBbm HeameueHTapHoe goKaaaTembCTBO BToft npodmeuu [i] . B Ha-
CToamefl padore npoHSBegeHo uemaaou smeaeHTapHoe goxaaaTembCTBo, uto K He
HBmaeTca KBampaTHUHuu pacoHpeHMea noma

browkin’s problem in the case of square fields
Summary

The following problem has been set up by J.Browkin: Let Kbe a field
of algébralo numbers so that one nay find a sequence if Integers In K,say
a“jagja”™... so that for every Id'eal I In the ring of Integers of K all
the remaining olasses (mod 1) are represented by the sequence a“~a”a”...
aN(l)* To pT0"8 that K 13 tb® field of rational numbers D. Barsky has
put forward the non- elementary proof of this problem [1]. (This paper
eontalns the elementary proof that E is not a square field.



