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STRESZCZENIA

Przedmiotem niniejszej pracy sa uktady stochastyczne liniowe ze wzgle-
du na wektor stanu i nieliniowe ze wzgledu na sterowanie nazywane dalej
stochastycznymi uk#tadami quasi-lirtiowymi. Ukdtady te sa uogdélnieniem ukta-
déw biliniowych, ktére =z kolei stanowie Jedna z podstawowych klas modeli
matematycznych, analizowanych w ostatnich latach. Uk#ady biliniowe znala-
z4y zastosowanie przy opisie zjawisk dynamicznych w dziedzinach pozornie
bardzo odlegtych od siebie, takich jak: mechanika, ekonomia, immunologia,
dyfuzja neutronéw, problemy komunikacji, inzynieria chemiczna. Przyktady
zastosowan mozna znalez¢é w ksigzce Mohlera [32], Jak réwniez w wielu
pracach, ktérych np. czes¢ zostata zebrana w pracy [57}. W niniejszej
pracy zajmiemy sie badaniem stabilno$ci stochastycznej oraz wyznatzaniem
sterowania otwartego optymalnego. Pokazemy réwniez zastosowanie otrzyma-
nych wynikéw do wyznaczania optymalnych profili temperatur w reaktorach
periodycznych lub wielorurowych.

Problem badania stabilnosci jest jednym z podstawowych w analizie uk#a-
déw dynamicznych. Do najbardziej znanych prac dotyczacych badania stabil-
noéci deterministycznych uk#adéw biliniowych zaliczy¢ nalezy [181 , [42]-
W pierwszej z nich korzysta sie z metody hiperstabilnosci Popova, w dru-
giej natomiast z metod algebry Liego. W niniejszej pracy bedziemy korzys-
tali gtoéwnie z kryteridéw stabilnosci deterministycznych uk#adéw nielinio-
wych, podanych przez Oakubowicza [19] , i podobnie jak w (48], [49] zasto-
sujemy je do badania stabilnosci stochastycznej ukdtadéw quasi-liniowych.
W dalszej czesci pracy zajmiemy sie gidéwnie zagadnieniem sterowania opty-
malnego w stochastycznych uk#adach quasi-liniowych 2z catkowym quasi-li-
niowym wskaznikiem jakosci. W odréznieniu od deterministycznej teorii w
przypadku stochastycznych uk#adéw istnieja roéznice miedzy sterowaniem ot-
wartym i zamknietym. W przypadku uktadéw liniowych ze Sredniokwadratowym
wskaznikiem jakosci, przy praktycznym wyznaczaniu sterowania zamknietego,
konieczne jest rozwiazywanie roéwnania Riccatiego. Duzo wieksze problemy
pojawiaja sie w przypadku sterowania stochastycznymi ukdadami nieliniowy-
mi. W ogélnym przypadku zachodzi konieczno$¢ rozwigzywania nieliniowego
parabolicznego réwnania czastkowego Bellmana, co z kolei prowadzi do skom-
plikowanych obliczen numerycznych [27] , [37] - Z uwagi na te trudnosci nie-
ktérzy autorzy zajeli sie badaniem sterpwania otwartego. Do najbardziej
znanych prac naleza prace Kushnera [25], Hollanda [15, 16], Parajewa [36]-
Kushner 1 Parajew podaja stochastyczne wersje zasady maksimum, ktére jed-
nak w praktycznych obliczeniach sg mato uzyteczne. W zasadzie maksimum
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Kushnera zachodzi koniecznos¢ rozwiagzywania stochastyczrych roéwnan roéz-
niczkowych dla zmiennych sprzezonych, co poza trywialnymi przypadkami Jest
niemozliwe. Zasada ta Jednak Jest uzyteczna w dowodach szczegdélnie egzys-
tencje Inych i1 zostata wykorzystana miedzy innymi przez Hollanda [15], kt6-
ry w oparciu o wyniki Fleminga [8) podat przyblizony wersje wyznaczania
otwartego stochastycznego sterowania optymalnego. Przy stosowaniu zasady
maksimum Parajewa zachodzi konieczno$¢ roagwiezanie uktadu roéwnan roéznicz-
kowych z réwnoczesny minimalizacje pewnego funkcjonatu catkowego. Oako
rozwiezanie problemu otrzymuje sie wéwczas gesto$¢ rozktadu prawdopodo-
bienstwa rozwiezania réwnania stanu i dopiero na tej podstawie wyznacza
sie momenty réznych rzedéw. Metoda ta. Jakkolwiek bardzo ogélna, dla na-
szych celéw nie bedzie przydatna. Praca Parajewa [36] zawiera jednak sze-
reg innych ciekawych wynikéw dotyczacych sterowania otwartego, z ktérych
bedziemy korzysta¢. Wiekszos¢ autorow analizowato 0Otylko uktady opisane
stochastycznymi réwnaniami Ito, natomiast w niniejszej pracy bedziemy roéw-
niez rozwaza¢ uktady, w ktérych zakidécenia maje charakter proceséow gaus-
sowskich drugiego rzedu o znanej wartosci Sredniej i funkcji korelacji.
W dowodach twierdzen o istnieniu sterowania optymalnego bedziemy korzys-
ta¢ z wynikéw Fleminga i Richela [9] oraz Boyarekiego [I]- Otrzymane w
pracy wyniki teoretyczne, zwlaszcza dotyczece sterowania optymalnego, za-
stosujemy do wyznaczania optymalnych profili temperatur w reaktorach che-
micznych typu rurowego lub periodycznych. Ujecie deterministyczne tej pro-
blematyki, zarowno dla prostych, jak i1 ztozonych reakcji chemicznych, by-
4o przedmiotem wielu prac, miedzy innymi [17, 40, 41], Z uwagi na to, ze
w rzeczywistych uktadach fizycznych wystepuje przypadkowe zak#écenia, w
ostatnich latach wzrosto zainteresowanie zastosowaniami modeli stochas-
tycznych w inzynierii reaktoréw chemicznych [29], [30]- Problem zastoso-
wania sterowania otwartego do okreslenia optymalnych profili temperatur w
stochastycznym modelu reakcji roéwnolegtych i odwracalnych by4 przedsta-
wiony w [45], [44]. Podobnie Jak w tych pracach bedziemy zaktada¢, ze sta-
te szybkosci reakcji podlegaje pewnym przypadkowym zaburzeniom, o ktérych
z kolei bedziemy zaktada¢, ze se bedz biatymi szumami, bedz procesami gaus-
sowskimi drugiego rzedu o znanych wartosciach S$rednich i funkcjach kore-
lacji. Rozpatrywaé¢ przy tym bedziemy te klase procesédw stochastycznych,
ktére najczesciej wystepuje w problemach fizycznych. Ich interpretacje moz-
na znalez¢ w wielu opracowaniach, np. : [36], [61] -

Prezentowana praca sktada sie ze wstepu, trzech rozdziatéw, zakoricze-
nia oraz dwoch dodatkéw. W rozdziale pierwszym podano kryteria stabilnos-
ci stochastycznej dla uktadéw za sterowaniem zamknietym oraz ze sterowa-
niem otwartym. Otrzymane kryteria dotycze silnej i stabej stabilnosci sto-
chastycznej oraz asymptotycznej p-stabilnosci. Zostaty one zilustrowane
kilkoma przyktadami. Rozdziat ten stanowi pewne zamkniety catos$¢, przy czym
niektére wyniki uzyskane w nim se uzyteczne w dalszej analizie stochas-
tycznych uktadéw quasi-liniowych.

W rozdziele drugim podano og6lne metode wyznaczania otwartego sterowa-
nia optymalnego w stochastycznych uk#adach quasi-liniowych z catkowym
quasi-liniowym wskaznikiem Jakosci. Pokazano, ze przeksztakcajec stochas-
tyczny problem sterowania do réwnowaznego deterministycznego otrzymuje sie
nowy nieliniowy problem sterowania®™ optymalnego. Nastepnie podano twier-
dzenia o istnieniu sterowania optymalnego dla otrzymanego problemu.

Rozdziat trzeci jest poswiecony zastosowaniom otrzymanych wynikéw, g4ow-
nie z rozdziatu drugiego, do wyznaczania optymalnych profili temperatur.
Na poczetku oméwiono model stochastyczny reakcji roéwnolegtych pierwszego
rzedu, zachodzecych w reaktorze wielorurowym, a nastepnie podano pewne u-
wagi og6lne dotyczece wyznaczania optymalnych profili we wszystkich przy-
padkach wystepujecych w dalszej czesSci pracy. Szczego6towo przedstawiony
zostat przypadek uktadu dwéch reakcji roéwnolegtych, na ktéore dziataje za-
k+6cenia gaussowskie stacjonarne i niestacjonarne. Ukd#ad n-reakcji roéwno-
legtych zostat oméwiony dla zak#6cen o charakterze biatego szumu. Dokdad-
ne wyznaczanie profilu temperatury zostato pokazane na przyktadzie ukta-
du dwéch 1 trzech reakcji réwnolegtych. W ostatnim punkcie tego rozdziatu
oméwiono inne reakcje ze szczegélnym uwzglednieniem reakcji odwracalnej.
Rozwazono réwniez mozliwo$¢ zastosowania innych rodzajow Kkryteriow, np.
uwzgledniatecych wariancje wektora stanu. Przeprowadzono poréwnanie wyni-
kéw na przyktadzie ukdtadu dwéch reakcji roéwnolegtych. Rozwazono takze pro-
blem wyznaczania optymalnego profilu temperatury w reaktorze wieloruro-
wym, w ktérym przeptyw produktéw jest nierdwnomierny (przypadkowy).

W zakonczeniu dokonano podsumowania otrzymanych wynikéw oraz nakreslo-
ny perspektywiczne kierugki badan w dziedzinie stochastycznych ukkadéw qu-
asi-liniowych.

Dodatek 1 zawiera twierdzenie, lemat oraz wnioski wraz z dowodami do-
tyczece ogollniejszego problemu sterowania optymalnego, ktoérego szczegol-
nymi przypadkami se problemy rozwazane w rozdziale drugim.

W Dodatku 2 zacytowano podane przez Kushnera [24, 26]oraz Chasminskie-
go [5] definicje stabilnosci stochastycznej i praw wielkich liczb.



I. STABILNOSC STOCHASTYCZNYCH UKLADOW OUASI-LINIOWYCH

1. Sformudtowanie problemu

W niniejszym rozdziale bedziemy zajmowali si” badaniem stabilnos$ci sto-
chastycznej rozwigzania, trywialnego Xx s O nastepujacych uktadédw quesi-

-liniowych
i
g;( » [, +7 (£t ,w)JIX + Al (ui)x + $(t .0 [bx + Bi (ui)x , 6= cT
i=1 L i=1 *
(1.0
I

dx  joAx + YU AL(ui)xjdt o+ jBx + N Bi (ui)xjdw, 6= cTx, (1.2)
gdzie :

A, A. 13, 3"-se macierzami rzeczywistymi o wymiarach n*n 1 p*n.

c - macierz o wymiarach nxm,

X - wektor startu n wymiarowy,

6 - wektor m wymiarowy,

uA - sterowania skalarne i =1 ...Y,

© - macierz stochastyczna o wymiarach n* n,

5 " - macierz stochastyczna o wymiarach n*p,

w - proces Wienera.

Przy badaniu stabilnosci stochastycznej korzysta¢ bedziemy 2z kilkunastu
definicji podanych przez Chasminskiego [5]_ Kushnera [24, 26], ktére za-
mieszczono w Dodatku 2.

Rozwazymy oddzielnie *uktady ze sterowaniem zamknietym i ze sterowaniem
otwartym. W przypadku uktadéw ze sterowaniem zamknietym bedzie zachodzita
relacja

“io= oA (6 ) (1.3)
gdzie ~ sg pewnymi nieliniowymi funkcjami T : Rm— R1.

W przypadku uktadow ze sterowaniem otwartym sterowania u” bede funk-
cjami czasu

U, = uzx(b).



2. Uktady ze sterowanienm zamknietynm

Na poczetku wprowadzimy kilka oznaczen, ktére pozwole uproscié¢ zapis
uktadow (.1 i (1.2). -

Niech M(6) i N() bede macierzami n*n i pi n zdefiniowanymi w

sposbéb nastepujacy:

M(6) = ®)) (1-5)
i=1
N(6) = ®), (1.6)
i=1
MI(6)
mJ(6)
aa.n
Nj (6)
Np(6) x
gdzie i oznaczaje k-ty wiersz macierzy M i N.

Niech b i D bede macierzami o wymiarach n*(ri+p), px(n+p) zdefi-
niowanymi w sposéb nastepujacy

10 ... 00 ... O 0O ... 010 ... 0

01 ... 00 ... 0 0 001 ... 0
n, D (1.8)
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Woéwczas ukdady (i.1) i (1.2) mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

iy = + ?2C,WJIX + bej+ Dpx + DI, 6= CTx, @a.1>

dx = £ax + Cipjdt + [bx + Dejjdw, 6= cTx. (1.2

Korzystajac z wynikéw zamieszczonych w pracach [48] , [49] < podamy dla
uktadow (i-1*) i (1.27) kryteria stabilnosci stochastycznej, przy czym w
przypadku uktadu (i.17) zakt6cenia bede procesami stochastycznymi, sped-
niajacymi prawo wielkich liczb lub gaussowskimi procesami stochastyczny-
mi, natomiast w przypadku uk#adu (1.2%) beda miaty charakter biatego szu-
mu. W dalszym ciegu bedziemy korzystali z oznaczehn przyjetych w pracach
[48] i [49] ., tzn.

K(s) = CT(A - sO)-1b. (i.9

Deterministyczng czes¢ ukdtadow (1.1°X i (1.2*>) mozemy zapisa¢ w pos-

taci

6 = -K(s)<p (s =9gy) (1.10)
lub w postaci skalarnej
%
6. + K.h(s)iph =0, J-=1 m. ae=n+p (i.n)
J h=1 J
Bedziemy zaktadali, ze mozna zbudowacd jednorodne formy kwadratowe Q..

wzgledem ¢j i <py ktére bede spedniaty warunki

CK =0 . dla j » 1,... .Kj, CK >0 dla j = kj+1l...k (i.12)

Okreslajac nowe forme kwadratowg

Q(f.6) =
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gdzie

dowolne dla Jj = 1,...,k.

Lj =

2% >0 dla J = kj™+l

mozna je przedstawié¢ w postaci
de
Kr.g) - Re( 2 2 2
j.h»l j=1 h»l j.h=1

gdzie gwiazdke oznaczono zespolone sprzezenie.
Wprowadzimy jeszcze jedno oznaczenie

Q7 (s <f) =0, -K(s

Uktad (i.1) bedziemy zapisywa¢ w postaci

§% = Ax + by + 90LP) It 1O .
gdzie :
f(t,w)
0« [MXx,<f>) ,yCd1 - ~(t.co)
t.u)
S pp— . o0 o, 0, o
o, 0, ...0 ~_ & 0 0
0(x-<P)
0, 0, 0,... O, ) \

4 =Bx+w ml-1 p

3™ - i-ty wiersz macierzy 8.

(1.13)

(1.14)

a.1o

(1.15)

(1. 16)

1.17)

13 -

11
1IP
$21 : }
$ (£ = (i. 18), ent.<j) =
hp
> p_
x1( xn, C, o, 0
b ,__ 0, Xj, xn, 0,.
V() = e
o, 0, 0 - o, O,

Zauwazmy, ze norme w przestrzeni euklidesowej

cowa¢ przy zatozeniu, ze

kil < ftl*l
n+p

Jox-Hl < #@®] * NI < ., i6ii -+

i=n+l
\ + D x| < «=23~0

gdzie:
V = XTHx, H = HT >
n+p

~Vn~

*21

?2n

?nn

(1.19)
1
0~
. (1.20)
-Xn

Jo(x,f)|] mozna *atwo osza-

ix D

0,

Ist + 2 A D

i=n+l
“33

hl - najmniejsza warto$¢ wkasna macierz”™ H.

a.2n

vA (Cibi  + 2 * 0«

a.22)

(1.23)

(T ?2A1

Korzystajac z wynikéw PH8] podamy twierdzenie dotyczece asymptotycznej zu-

pednie stabej stabilnosci wedtug prawdopodobienstwa.
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- - dzie :
Twierdzenie 1 g
Jezelil spednione sa nastepujace zatozenia: k(u.s) = cov(~(u,co) A(s,U>)) (i -29)
) wartosci wkasne macierzy A wystepujacej w uktadzie (i.If) spet-
niaja warunek Re < -ofy < 0, ago = const ~O, cl - state dodatnie.
(i) spedniony Jest warunek (12). Wtedy trywialne rozwigzanie uktadu (i.l) Jest asymptotycznie p-stabilne
- przy
Dla pewnych dopuszczalnych T§:
(ii) 0@.,» >0 dla wszystkich*»
o _ B
(iv) Q(f, -K(-ofo + i1JfOF) < O dla wszystkich f i1 (-oo< jf<+o00), p < & (c (i.30)
() Vi IS5l < Ix1-
jeslhi
b Istnieje 1 Jest ograniczona = const > O,
(vii) proces I™ (t 40)J spednia prawo wielkich liczb oraz warunek, % >(c° + ]fcT). (1.31)
_ Dowéd powyzszego twierdzenia przebiega podobnie jak dowody twierdzen
Stli% E*I7(t.0)] < (i.25) 4a, 4b, 4c [48] i dlatego nie bedziemy go przytaczac.
gdzie H i ¢33 zostaty okreslone wzorami (1-23) i (1.24). Przejdzmy obecnie do analizy uktadu (1.2).
Weedy trywialne rozwigzanie ukkadu (i.1T) jest asymptotycznie zupeknie ska- W dowodach twierdzen Jakubowicza pokazuje sie istnienie macierzy H=HT
bo stabilne wedtug prawdopodobienstwa®. 3esli natomiast proces 1"(t, 1) takiej, ze dla dowolnego rozwigzania deterministycznej czesci ukdtadu (1.2)
spetnia silne prawo wielkichliczb, to rozwigzanie trywialne uktadu (i.1F) spetniony jest warunek

jest asymptotycznie zupedniestabostabilne z prawdopodobienristwem 1.

Dowdéd twierdzenia zostat pogany w [48] , natomiast problem wyznaczania V + 2ofoV = -[xTGx + 2xTg fl-ofijf] - Q(y.é) < o, .32
macierzy H oméwiono w [19, 20\ i w zwiazku z tym nie bedziemy sie nimi
zajmowac.

Podobnie jak w [48] podamy twierdzenie dotyczgce asymptotycznej p-sta-
bilnosci, w przypadku gdy ~ i £ sa macierzami gaussowskimi.

gdzie :

- G » H(@+oQJ) + (A + 0QO)TH + C3PCT, (1.33)
Twierdzenie 2
Niech beda spednione zatozenia  twierdzenia 1 () - (vi). Proces - g b + oAT, (1.34)
N p
oo . -
je,w) = pil- (B + n 1+ 121 bedzie gaussowskim procesem sto- ?L» /5. 3 zostaky okreslone we wzorze (X.i3).
1 L i=n+l1 V zostato okreslone wzorem (1.23). Jes$liponadto zatozymy, ze

chastycznym, ktérego parametry spedniaja nastepujace oszacowania:

SpJ(Bx + Dy?)(Bx + D<f) <d 2xTHx, (1.36)
IE~CE 4Dl <c®, (1.26) T
to korzystajac z wynikéw [48, 49] mozemy podaé¢ twierdzenie dotyczace asymp-
Eli(t,co) - E*.(t,<0)]2 < C1, .27 totycznej silnej stabilnosci wedtug prawdopodobienstwa.

J|k(u,s)| du < c2. (1.28)
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Twierdzenie 3

Oezeli spednione sg zatozenia tw. 1 () - (iv) i ponadto zachodzag wa-
runki :
w) warunek (1.36)
(vi) o0 > i d2, y

wéwczas rozwiagzanie trywialne réwnania (1.2) Jest asymptotycznie silnie
stabilne wedtug prawdopodobienstwa.

W dowodzie tego twierdzenia korzysta sie z nastepujacej nieréwnosci

LV = V + Sp|(Bx + D<F)(Bx + Oy)THj < - 2(<*o - i d2)V, (1.37)

gdzie L jest operatorem zdefiniowanym nastepujaco

L =Jt * (AX + b~ T \ Sp{(Bx + DF)(Bx + D<PAT -g~j. = (1.38)

-WNIOSEK

Twierdzenie 3 jest sduszne dla szerszej klasy uktadoéw, tzn.

dx = (Ax + b<p)dt + D(x,<fF)dw, (1.39)

Jesli warunek (1.36) zastapimy nastepujacym

) SpID(x,<F)DT (X, FHj- < d2xTHX. (1 .40)

Przyktad 1

Rozwazmy uk#ad opisany roéwnaniem skalarnym

dx = (ax + bfl)dt + (Bx + D<2)dw, G= cx, 1.4n
gdzie:
a, b, c, B, D sa statymi wspétczynnikami rzeczywistynmi,
a< -%.
nieliniowos$ci spetniaje warunki 0 < Gl < 2 J = 1,2.
\ (1.42)

Forma O bedzie postaci

Q = (i.43)

17 -

warunek (v?) spedniony bedzie dla

d2 = (B + ~2cD)2 . (1.44)

warunek (iii)jest tozsamosciowe spekniony,
z warunku (iv) wynika, ze musi by¢ sped#niona nastepujgca nieréwnosc

of0 * fabc < ~ am (1.45)

a zatem warunkiemwystarczajacym asymptotycznej silnej stabilnosci wedtug

prawdopodobienstwa jest spednienie nieréwnosci

J(B +7"cD)2 o < - a. (1.46)



3. Uk+ady ze sterowanienm otwartym

Podobnie jak w przypadku uktadéw ze sprzezeniem zwrotnym na poczatku
wprowadzimy kilka pomocniczych oznaczen.
Niech M(t) i N(©) bedg macierzami n»n i p»n, zdefiniowanymi w
spos6éb nastepujacy:

23
M(t) = ~ A”AuU”0). (1.47)
i=l
%
N(E) = 2 81(ui(t) (1.48)
i-1
y
oraz !
Mt = (t + A (o b+ N(E)], (1.49)-

woéwczas uktady (i-1) i (1.2) mozemy zapisa¢ w sposdb nastepujacy:

3Y = [a + ~(t.co) + M(D] x. G.1m.
dx = & + M(D] x dt * FB * N(t) x dw. cl.27%)

Przy badaniu stabilno$ci stochastycznej tych uktadéw mozna postuzy¢ sie
réoznymi kryteriami stabilnosci dla uktadédw liniowych rttestacjonarnych, ktoé-
re zamieszczonow pracach Chasminskiego, Kozina, Willemsa, Morozana i in-
nych B1, QZ] , 581 . [3BI] - hy podamy Jedynie te, ktére s” odpowiednikami
kryteriéw otrzymanych w przypadku uk#adéw ze sterowaniem zamknietym. Be-
dziemy przy tym korzystali z wynikéw Chasminskiego [5] -

Kryterium asymptotycznej zupednej stabilnosci weddug prawdopodobieristwa

Uk#8d (i.1"") mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej

gy = [A + MCED x + V (x) \* (t ,05) . (1.50)
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gdzie y(x) <zostato okreslone wzorem (1.20), za$

&In
i(tu) hi .51

Twierdzenie 1"

Oes$li istnieje funkcja v(x) = [XTHx]*, ktérej pochodna wzdduz trajek-

torii deterministycznej czes$ci ukdadu (i.-1"") O9pednia nieroéwnosé

1
V(X) < -[xTGx]? dla kazdego t>0 i X eX cRn (1.52)
T T
H i G sa macierzami dodatnio okreslonymi H =H , G =G

Ponadto Jesli dla macierzy przypadkowej ~~(t,<0) proces stochastyczny

|f(t,co)] spe#ni8 prawo wielkich liczb oraz

sup E |if(t,c3)| < - (1.53)
t>0 HIV7?

gdzie g i h”N sa najmniejszymi wartosciami whasnymi odpowiednio ma-
cierzy G i H,

wtedy trywialne rozwigzanie uktadu (1.1"") Jest asymptotycznie zupednie
stabo stabilne weddug prawdopodobienstwa. Jesli natomiast proces |™(t,00)|
spednia silne prawo wielkich liczb, to trywialne rozwigzanie jJest asymp-

totycznie zupednie stabo stabilne z prawdopodobienstwem 1.

Dow6éd tego twierdzenia jest podobny do dowodu twierdzenia 8.1 [5], ko-

rzysta sie przy tym z nastepujacego oszacowania.

sup E [I*(t, ] < Q ~. (1.54)
t>0 23

gdzie

HI Q@ 55)
fi1- K

23



- 20 -

Kryterium asymptotycznej p-stabilnosci

Oznaczmy przez X najwieksza z dodatnich liczb, dla ktoéorych dla do-
wolnego Xx 6 Rn spedniona jest nieréwnoscé

XT [ha + ATH]x -XXAMHX . " Cl. 56)
tatwo pokazac¢, ze
i T
X<-y —-Th?m 0 - HA + A H. (1.57)
N ) f
Twierdzenie 27

Niech A bedzie macierz? Hurwitza,a H dodatnio okreslong macierzag

spedniajaca warunek (1,56); j(t.,tv) * a*y * 1...%,n ) bedzie

gaussowskim procesem przypadkowym. Zaktézmy, ze spednione sa nastepujace

1 1
nieréwnosci dla orocesu |.(t,a)) = H ~.(t,io)H
> - - JEN(E W] < co, (1.58)
E |j(t,u) t E J(t,u)]2< c1, (1.59)
Jldu < c2, (i .60)
gdzieK(u,s) jest macierza kowariancji procesu 3[(t,co) o wymiarach
A2* n2
k(,s) = cov(l(u,u) , I(s.<1)), (i.61)

Macierz M(t) Jest ograniczona i spedniazaleznosc

- 1 _1
Ih? M(t) H 2 |<c3 (1.62)

cl - state dodatnie. _
Wtedy trywialne rozwiagzanie ukdadu (i.l1") Jest asymptotycznie p-stabilne
przy

p < cc + I3 -~ (1.63)
2¢c
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2\.>2(c® + c3 + )[<?). (1.64)
Dowéd tego twierdzenia wynika z dowodu twierdzenia 8.2 [5] .

Przyktad 2

Rozwazmy réwnanie skalarne

gy » Au(e)l x + Au(t)x ~ (t,w), x(@©) = xQ, (1.65)
gdzie: a(u) jestnieliniowag, ciagta ujemnie okreslonafunkcja, £(t,uj)
Jest gaussowskim procesem stochastycznym o wartoséci $redniej z(t) i funk-

\

cji korelacjir (s ,E).

Wéwczas rozwigzanie tego roéwnania dla realizacji ma nastepujaca postac
/ \

(O = xQ exp«j JA[u(M] I + 1wl dr}., (1.66)

Korzystajac z lematu 7.3 [6] mozemy napisac

Ex(t) = xQ exp-1 J A[u(?)] d?I | U AUE] a E@3 K(s,t)ds df +

+ j afu(aa z(e)dr], (1.67)

gdzie k(s ,?) - funkcja kowariancji procesu
AU, J<(,7) = R(s,?) - z(8)z(?). n
Rozpatrzmy przypodek, gdy funkcja kowariancji spednia warunek

K(s,#) = ~  fi(s)9i («r). (1.68)

1 gt sa pewnymi funkcjami nieliniowymi.
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woéwczas ( )1
EIXC p =,1x0]p expd J p AQuCE) Ji + 2(?) + ~ 2 J A e gis)ds+
10 i=i 0
+ 972)73 A [u©)] FL(s)ds]] drL , (1,69)

stad wynika, ze rozwigzanie trywialne roéwnanie (1.65) jest asymptotycznie
p-stabilne, jesli au(s)] < 0O oraz

p < ,inf- 4 j 2. mom2n A (1.70)

2 [Fi*™ J A[u@)]gi(s)ds + g+ F a [ (s)] Fi (s)ds]
i=1 0 0

przyzatozeniu, zewyrazenie w liczniku jest dodatnio okreslone, a w mia-
nowniku ujemnie.
W przypadku gdy

z(t) » O, k (s ,J) = ff2cosa(s2 - +2) a.7n

a2 afu(s)] < al < o0 (1.72)

zachodzi nastepujgace oszacowanie

E Ix(B)]p < [Ixolp exp~ p8l 5 & + Ps(cosj5?2pl (™) + sin(5r2p2 (?))ldrj,

(1.73)
gdzie:
e _V2X a-tfi»?
p () =S -— C(ft), p () = Sm2 S ~t) , @.74)
1 12 2
t | t
c(t) = -J», f cosr2d?, S(t) = f sin?2df , (1.75)
V2» g Va? J

przy czym zadamy, by wyrazenie w nawiasie kwadratowym by4o dodatnie.

( )* Uzasadnienie tego wzoru wynika z rozwazan przeprowadzonych w nastep-
nym rozdziale. "

23
C(t), S(t) sa catkami Fresnela i mozna je wyznaczy¢ korzystajgc z tablic
[33] lub obliczajac sumy szeregéw nieskonczonych.

Catkujac przez «czesci wyrazenie znajdujace sie w wyktadniku wyrazenia

(1.73) , otrzymamy

EXCP < IXQIP eypjpaj” [t + . 2(C2("t) + sz2(li*D)]I , (1.76)

a zatem warunkiem wystarczajacym asymptotycznej p-stabilnosci jest, by

0 <p< inf 1.77)
t>0 SRa23r
A s (MKIFFY)  + SZ (1/8TD)

Duzo prostszy wynik otrzymuje sie w przypadku, gdy zakddcenie ma charak-
ter procesu stacjonarnego o $redniej z(t) =0 i o funkcji korelacji

RFs.E™) » exp-£- of |1- s||- (1,78)

woéwczas

EX(OIp < IXQlp explpal(l + £ s2)t]. (1.79)

stad warunkiem wystarczajacym asymptotycznej p-stabilnosci Jest, by

0 <p< - (a2 < 0). (1.80)

Na koniec pozostat nam do rozwazenia ukdad (1.2*"). on postacé¢ li-
niowego niestacjonarnego rownania Ito, dla ktérego z kolei w literaturze
opracowano kilka réznych postaci kryteriéw stabilnosci. Sg to kryteria wy-
korzystujgce metody czestotliwosciowe [59] lub oparte na metodzie funkcji
Lapunowa 2] , [53] -

We wszystkich tych metodach korzysta 9ie z nastepujacej nieréwnosci

LV = XT[A() + (A + M(E))T H(E) + H(t)(A + M(t))] x + Sp][(B»+ N(t))x

xT(B + N(t))] H()] < 0, (1.81)
ktéra zapewnia whasnosci nadmartyngatowe Ffunkcji V(t,x) = XTH(E)x.
W szczeg6lnym przypadku, gdy sterowanie jest skalarne, to woéwcze9 mozna

skorzysts¢ z pewnej odmiany kryteridéw czestotliwosSciowych, z tzw. kryte-
riéw kotowych.
Podane w tymrozdziale kryteria stabilnosci stochastycznej mozna sto-

sowa¢ poprostych modyfikacjach do badania stabilnoscistochastycznej w
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skonczonym czasie (def. 11, 12 w Dodatku 2), korzystajac przy tym z pro-
cedury podanej przez Kushnera PB4] , jak rowniez Sunachare i in. [B5] . Fakt
ten zostet wykorzystany w nastepnych rozdziatach pracy.

1. ZAGADNIENIE STEROWANIA OPTYMALNEGO
W STOCHASTYCZNYCH UKLADACH QUASI-LINIOWYCH

1. Sformudtowanie problemu

W rozdziale tym bedziemy zajmowali sie pewnym szczeg6élnym ukdadem qu8-
si-liniowym, tzn. takim, w ktérym sterowanie otwarte u(t) Jest skalarne.

Bedzie on miat nastepujaca postac:

- Al O+ Ki2e 03 r/t <o, ar.n
d*B - = Bu(®)] {1 + KE E®,W3TA(TO). ar. 2
gdzie t
TA:R}_.“Q -* R1, TD:R}_.*SI—* R1, u 6 ft f,8 , P,

A <1, B[D - sa pewnymi TFfunkcjami nieliniowymi Kkl Cl

Az U—- V . B: U -*V2, (U, Vj, vgC R1).
A CO fo dla kazdego u CU, K - staty parametr,

£ (t ,10) - Jestprocesem stochastycznym gaussowskim 11 rzedu o znanej
wartosci $redniej z(t) oraz funkcji kowariancji «k(s,t), Kkto-
rego wszystkie realizacje sa catkowalne na skonczonym prze-
dzialel”, «J:R1*fi -» R1.

u(t) - jest jednowymiarowym sterowaniem otwartym, spedniajacym na-
stepujaca nieroéwnosc

umin < u(t)e< umax- (11*3)

Nie zmniejszajac ogoélnosci problemu bedziemy zaktadali, Ze chwila poczat-
kowa t * 0.
Warunki poczatkowe w powyzszym uktadzie przyjmiemy jako deterministyczne

rA(°) = x0, rB() = O. (1.4

~Interpretacje fizykalna rozpatrywanych w pracy zakt6cen mozna znalezé
.np. w ksigzce Sobczyka [43] .



Naszym celem jest znalezienie sterowania u(t) ciagtego maksymalizujacego
w chwili koncowej wielkos¢ 1

max E rR(‘f). (11.5)

umin < “<*> <  max ®

E(*) - wartos$¢ oczekiwana.

Rozwazany przez nas ukd#ad (il.1), (11.2), (11.4) posiada rozwiagzanie, Kkto-
re jest absolutnie ciagtym procesem stochastycznym dla kazdego t >0, wy-
nika to z twierdzenia 3.3 s. 28 [O] -

2. Przeksztatcenie problemu stochastycz-
nego do problemu deterministycznego

Rozwigzanie ukdadu (il.1), (11.2) dla realizacji me nastepujaca postac

J expj " au@E] [I+KM(Ew]] dtj-Blu(s)] [1+KA(s .w)] ds.  (11.6)

0 | o *

Korzystajac z tozsamosci

t , S
N L(s) exp<| J c(?)d?j-c(s)ds = L(t) [exp™ ™ c(s)dsj- - 1j

t , S n
~[expj | c(eddtl - 1jL"(s)ds, (1.7
0 0 J

gdzie L_(©), c(t) sa pewnymi TFTunkcjami kI C°, ponadto L(t) jest prze-
dziatami rézniczkowalna, otrzymujemy nastepujaca zaleznosé

E rOo(tf.@wm = xc

® ds (11.8)

gdzie

D(t,co) = expj FA u@E)] 0O + Kp(s,to)] ds (11.9)

W dalszej czesci bedziemy opuszczaé¢ argument a , co nie powinno prowadzié
do nieporozumien. W celu oszacowania E zachodzi konieczno$¢ ob-
liczenia E{fo(tf)}-. Skorzystamy przy tym z nastepujacego lematu.
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Lemat [5]

Proces gaussowski drugiego rzedu mierzalny, ktérego funkcja kowarian-

cji jest ciggta, spednia nastepujece oszacowanie

*1*1 *i
E exp' Y K(t)dt\ =exp j-—j 1 K(s,r)dsdf+ K 1 E ij(s)ds (11.10)
. *0 i *0 *0 *0 X

Korzystajec z powyzszego lematu otrzymuje nastepujece zaleznos$¢:

f

Eexp | afu<d] [i ¢ KtD] df = eﬂ/SA{u(?)JdTI

2 * * *

exp- - J J ALuC.)T A[UCPT k(s .Z)ésdz +J A[u(s)] K E~(s)ds QAi.1n

Oesli catka podwéjna z Ffunkcji korelacji spednia nastepujece zaleznoscé

2 * * * -
f"Ff A[u@] A Ju®] «(s ,?T)dsdE = FF1[a [u(s)]] ds, (11.12)
00 *b
gdzie ~[*3 jOst pewng funkcje zalezngjedynie od parametroéw procesu,

wtedy przyjmujac

FLUCE)I - -A-fu(t)]-—— (11.13)

oraz korzystajec ze wzoru (11.7), otrzymamy, ze odpowiadajecy temu pro-
blemowi stochastycznemu (il.l1) - (li.5) réwnowazny problem determinis-
tyczny bedzie miat postac:

d
3)% A [-()] [x+ PL[u(t)] + K Ep(t,w)Jx. x(0) = xgq, (11.14)
= afu(t)] [+ FLu(t)]l] + K E~(t,a))Ix, y(o) = 0. (11.15)
1 = max y(tf), 1.16)
Unin ~out) < max

gdzie :

x(t)-ErA(t), y(t) > E TB(L). (H.17)

Przyk*adem procesu stochastycznego, ktdérego funkcja kowariancji spednia

warunek (11.12), Jest gaussowski stacjonarny biaty szum, ktérego funkcja

korelacji ma postac *

R K(s,t) = <*(s-D, . (11.18)
wowczas TFTunkcja F(») ma® postac
FLu(t)] . £ a [u(O0].- (11.19)

Poniewaz biaty szum Jest abstrakcje a nie procesem fizycznym, wiec row-
nania (il.1), (11.2), w ktérych ~ (t,w) bytoby biatym szumem, nalezy ro-
zumieé¢ np. w spos6b opisany przez Wonga [62], Papanicolau [35], ktory wy-
gleua nastepujecol”. Rozwaza sige rodzine stochastycznych réwnan réznicz-
kowych (il.1) - (li.2) z ciegiem stacjonarnych proceséw gaussowskich sze-
rokopasmowych 7 n (t,£u) “zbieznych™ w pewnym odpowiednim sensie do biate-

go szumu gaussowskiego.

drA
“3F1 = A[u(t)] M ¢ K 2n(t.“)]IrA

drB
-ar2, m 8 (™] fr + K rA

ezbieznos¢” te nalezy rozumie¢ w spos6b nastepujacy

wo(t,*) * f V o (s,-)ds — [w(t..+ - W(a,o)J

prawie na pefono, gdzie W(t,=). astt”~"Tl Jest procesem ruchu braunow-

skiego.

1 Kilka innych aproksymacji (dyskretnych) stochastycznych réwnan réznicz-
kowych zostato podanych przez McShena [30].-
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Zatozymy ponadto, ze realizacja tych proceséw ¥ @Ct) oraz funkcje A( =)
i B(e*) spedniaja zatozenia poczynione na poczatku rozdziatul”. Wéwczas
jak udowodnili Wong i Zakai [63) [64] w przypadku jednowymiarowym oraz
McShane [30jJ , Papanicolau i1 Kohler [35] w przypadku wielowymiarowym,]” i

n
Tg sa zbiezne do rozwiazan odpowiadajacych im stochastycznych réwnan

r()%niczkowych w sensie Strstonowiczaz)', tzn. :
drA = Afu(t)] rAdt + K a [u(0] rAdJ, (11.20)

» -

drB = B [u(t)] rAdt + K B[u(t)] rAds5" (11.21)

d)j - jest robézniczke w sensie Stretonowicz8.
Przeksztatcajac ten uktad do ukdadu réwnan stochastycznych Ito i usred-

niajac otrzymany uk#ad (I11,14), (11.15), w ktérym Et(t,a>) = z(t) m0. Ob-
szernag i szczeg6towag analize probleméw aproksymacji mozna znalez¢ w [30,
35. 62, 65] .

Rozwazmy przypadek gdy funkcja kowariancji k(s ,7) spednia zaleznosé
2 tt Tt

S
J f arues)1 A[u(r1K(s.e)dsdf = | A [u)] ® fa [u(N1 Kgi (F)dfds
00 0 i=1 0

—

(1X.22)

gdzie f i1 g~ sa pewnymi TFfunkcjami kI C1.

Przyktadem takiego procesu stochastycznego jest proces stacjonarny o war-
tosci Sredniej z(t) =0 i o funkcji korelacji

R(s,r) =exp|- ®b -tlj (11.23)

W przypadku gdy spedniona Jest zaleznos$¢ '(11.22), problem stochastyczny
(il.1) (1i.5) przeksztatca sie do nastepujacego problemu deterministycz-

nego.
A t
gé s)]IKgi (s)ds + KEr>(t)]x, x(0) = xo
i=1 0
\ , (11.24)

~NOprécz tych zatozen czyni sie pewne dodatkowe zatozenia odnos$nie do pro-
cesébw Wn(t,o), zob. [30] [35] [62]-

22W tym przypadku Papanicolau i Kohler wykazali zbieznos¢ stabg, w innych
za$ zalezy ona od rodzaju aproksymacji réwnan stochastycznych.
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1
& * Bu(e)] [ + Ky ~ afu(s)] Kgi (s)ds + KEFf»(t)Jx, y() =0
i=1 0
(11.25)
1 = max y(tf) "(11.26)
Ynin £ u(o < Unax

Na koniec rozpatrzmy przypadek, gdy funkcja kowariancji kCs .T?) jest bar-

dziej ogélnej pfostaci

k(s ,T) = frs) gt(n) 1.27)
i=1
wéwczas
Elo(®)] = ep. J A[u(s)] I + KEy(s)lds +
f a [u(M] Fi(Fdr F A[u(s)] gi(s)ds| - (11.2P)
il 0 0 i

Korzystajac z tozsamos$ci

t .
exp’ fa[ru(’s>i- ds + 5—* n fa[u(D] fA(?)dt J Afu(s)] gi(s)ds -1 =
(o i-10 (0]

« 11 exp|( InA [u()ds + 2'"y1 f{’\[u(s)] fi (s)ds Jr afu(s)] gi(s)ds) i

o | O i=l O o J
r i i "t i
CALu(nl I ¢ 1- IV (1) J A [u(s)d gi(s)ds + g~?) J* afu(s)] (s )dsijdl
i-1 0 0
(1i.29)

po przeksztatceniach otrzymujemy, ze problem stochastyczny (l.1) — (11.5)

transformuje sie do nastepujacego problemu deterministycznego.
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" L + kerce) o 'y JEFCY) ( afu(s)] gi(s)ds +
3t A
i=1 0

+9H0 | AJUE)] fi (syasi x, x(0) * xa. (ii. 30y

\r 1 *
= BLu(t)j |1 + KE~(i) + FZH * 1()y afu(s)lgi(s)ds +

1 D v
¢ N0y A e fiesrasii x. y(0) =0, (11.31)
1 = »a* y(tf). (11.32)

Umin Jg u(t) u

Przyktademprocesu stochastycznego, ktérego funkcja kowariancji spetnia
warunek(l1.27) jest niestacjonarny proces stochastyczny ofunkcji kore-
lacji

k(s -t;) « 62cos™N(s2 - ?2), (<5= const). (11.33)

Wprowadzajac nowe zmienne:

/ /
Pt(t) »/ A [u(s)d Kfi(s)ds, (1.34)
o]
Po» 1 ..... 1
qx(*) .- / A [u(s)IJKgi(s)ds, (11.35)
0
zZ(t) - EnN(t). (11.36)

otrzymamy réwnowazne problemy deterministyczne dla ukdadu (11.24)-(11.26)

1 v yt
S A[UCE)] M + K A~ Fi(t)gl(D). + Kz(t)]x, x() = x*  (11.37)

i»l

= Blu(t)J [I + K
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fi(t)qi() + Kz(t)]x, y() =0 (11.38)

i-1
Afu(t)] Kgi (V) , qi() =0, i=1...... 1 (11.39)
y(tf) _ (11.40)

umin * u(t) * Umax

oraz dla uk#adu (11.30) - (11.32):

S AU O ¢ 2

&-BLuCt)][I1™*

*

AR (E) QI (D) + 9 (D)pi (D] + Kz(t)Ix. x () - xQ

ir1 11.41y

PELFL(E)qL() + qi(D)pi O]+ Kz(HJx,» y(@© =0

i*1 (11.42)
A [u(t)] Kf~(), p~(o) =0, i=1..... 1 (n.43)
A [u(t)dKgt(t) , qi() * O, i=1...... 1 (11.44)
1 > naxi y(tf). (n.45)
um'ir/1\u(t)5£umax
(



3. Twierdzenia o istnieniu sterowani

optymalnego

Pokazemy, ze w otrzymanych prz,ez nas réwnowaznych problemach determini-
stycznych sterowanie optymalne istnieje 1 jest ciagte. Na poczatku zaj-
miemy sie ukdadem (11.14) - (11.16) z zatozeniem, ze > EF(H) « 0. W przy-
padku gdy A[u]l @O + FW] i - 3 O+ FW] sa funkcjami wypukdymi do-
woéd wynika bezposrednio z tw. 4.1 [9]. W przypadku gdy A[u][l ¢ F(u)J jest
wklesta, wéwczas potrzebne jest przeprowadzenie dodatkowego dowodu. Pro-
blem (li.14) - (li.16) mozemy przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:

= G(u)x, x(0) = xq, (1i.46)

¥

1 = min I LQu)xdt,, (11.47)
0
U-.- <
gdzie :
G(W =A@ O+ FWJ , (11.48)
Lu) » - BUl [ + FQY - (11.49)

Traktujac G[u(t)]l jako nowe sterowanie v(t). bada sie przy Jakich zato-
zeniach funkcja L[v(t)d = t[u [v()]J Jest wypukta ze wzgledu na v. Praw-
dziwe jest wéwczas nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4
m\

Jesli funkcje G: U -V, L:U-V sg kl c2 (u.Vc R1) iG_1 istnie-
je dla umin «s u =sumax 1 na ty"™ cgraniczeniu spedniony jest Jeden z wa-
runkow :

a) G” < O, G" <0. 1" >0, . >0
u uu u uu

b4 G1 > O, G > G, U > 0. o> 0
u uu u uu
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=) G*">0, G»u >0 . L'u>0. L**u >0
d ~ <o, G"u >0, <o, L"u >0 |
Wéwczas w problemie (il.1) - (11.5) z funkcja kowariancji @hL.Ifi) lub w
réwnowaznym mu problemie (il.zZ0) = (11.21) sterowanie optymalne lotwarte

istnieje 1 Jest ciagte. ,
Otrzymane przez nas warunki wystarczajace nie zapewniaja jednak stero-

wania optymalnego przedziatami ciagtego

Rozwazymy teraz otrzymane przez nas nieliniowe problemy sterowania op-
tymalnego (11.37) - (11.40) i.(li.41) - (11.45). Mozna je sprowadzi¢ do

nastepujacej postaci.

X 11 + Kz(t) + | y 1[fi(t)qi(t) + gi(t)pi(®]Ix
i»l
Pl KFAt)
>(t).
dar pl a KTx (1) (11.50)
at Kgx (©)
ql Kgx (t)
min f L) [+ Kz(D) + | [Fi (£)qi*D+9i ()pI~OIIX dt -~
0 i-1
min «£ v(t) v
(11.51)
gdzie
v(t) = Afu(t)] - vmin = A[umin], vmflx = A”m]
Lv) = -bR_1()I], (11.52)

A-1 - funkcja odwrotna do A.

~NSzczegbtowag analize dotyczaca ciggtosci badz cigglosci przedziatami ste-
rowania optymalnego mozna znalezé w [9], s. 74.



Postepujac podpbnie jak w poprzednim przypadku, tzn. traktujgac v(t) jako
nowe sterowanie, mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie /5
Zat6zmy, ze dla problemu (il.1) - (11.5) w przedziale [0.tf] spednione

sa nastepujace warunki:

a) ~ (t,(0) - jest procesem gaussowskim drugiego rzedu o znanej wartosci
Sredniej i funkcji kowariancji k(s .£), ktérego wszystkie
trajektorie sa catkowalne w »konczonym przedziale,

(ii) A jest kI C1, A[u] f O, A-1 istnieje w [umin, umgxJ,
(ii) - ba_1(»)] jest wypukta funkcjg kI Cl1l w £vmin, vmaxJd ,

Tlv) uC U= [umln, uMX].

Ponadto, jesli funkcja kowariancji k(s ,E) Jjest ciagta i spednia warunki
(1i.22) lub (1i.27), woéwczas sterowanie optymalne otwarte istnieje i jest
ciagte. To sterowanie jest roéwniez optymalne w odpowiednio réwnowaznych
prpblemach deterministycznych (11.37) - (11.40) lub (11.41) - (11.45).

Dowody twierdzen 4 15 wynikaja z bardziej ogélnego twierdzenia o istr
nieniu sterowania optymalnego oraz lematu i wnioskéw zamieszczonych wr*z
z dowodami w Dodatku 1.

1. ZASTOSOWANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO
OTWARTEGO DO WYZNACZANIA OPTYMALNYCH PROFILI TEMPERATUR
W REAKTORACH W PRZYPADKU REAKCJI ROWNOLEGLYCH

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie zastosowaniem otrzymanych wcze$-
niej wynikéw do wyznaczania optymalnych profili temperatur w reakcjach
rownolegtych pierwszego rzedu, a ppd koniec rozdziatu réwniez w reakcjach
odwracalnych pierwszego rzedu. Ograniczenie to wynika z charakteru réwnan
quasi-liniowych. Podobnie jak w [45], [44" bedziemy zak#adac, ze state
szybkosci re8kcji (aktywnos¢ katalizatora) podlegaja pewnym przypadkowym
zaburzeniom. Wynika¢ to moze z nierdéwnomiernego roztozenia Kkatalizatora
wzd4uz rury badz z zanieczyszczen w surowcu.

Na og6+ w rozwazaniach teoretycznych dotyczacych optymalizacji reakto-
réw przy uzyciu temperatury jako zmiennej sterujacej zaktadana jest ide-
alna kontrola temperaturowa. Oznacza to, ze analizujgc problem optymali-
zacyjny nie wnika sie w mozliwo$¢ praktycznej realizacji okreslonego pro-
filu temperatury i dlatego nie zawsze wyznaczony na drodze rozwazan teo-
retycznych profil optymalny moze by¢é urzeczywistniony. Niemniej moze on
stanowi¢ wzorzec dla doboru konstrukcji reaktora ze wzgledu na wymiane
ci-epta. Poniewaz naszym celem nie jest sterowanie reaktorem, a znalezie-
nie optymalnego profilu, dlatego stosowac¢ bedziemy sterowanie otwarte.



1. Omoéwienie modelu stochastycznego r e

akciji row noleg#dtych pierwszego rzedu

Rozwazmy uktad n reakcji rownolegtych pierwszego rzedu zachodzagcych

w idealnym reaktorze rurowym.

Réwnania kinetyczne w modelu deterministycznym sa nastepujace:

war “ -<ki ¢ ee= + k;)cA,
dc.

" —arl- kUicA- (IH.1)
dc

" H T * KTcA®

gdzie :
w - predkos$¢ przeptywajacego gazu.
* A, cB - stezenia produktéw,
k~ - state szybkosci reakcji (funkcje temperatury),
z - wspo6drzedna ddugosci reaktora.
Réwnania te wyprowadza sie przy zatozeniach, ze cid$nienie oraz gestos$cé

gazu przeptywajacego przez reaktor sa state oraz, ze problem mpzna trak-

towa¢ Jako jednowymiarowy (radialne spadki temperatur sg pomijane).
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Wprowadzajac nastepujace wielkosci bezwymiarowe

A= v Bn t z .2
AV, :
cA - stezenie poczatkowe produktu A,
o
L - dtugos¢ catego reaktora,
te [o,I]
oraz oznaczenia
Wl’él » I’sl -------- V_VkTW Ikn 1r3)
uktad roéwnan kinetycznych (jIl.1) przyjmie postac:
Lo \
l
n = -(kj & ... + kn)In, rA(0) =1,
ST- m kirA rei(o =0, a4
drB . "
n - p -
~3t~ " naA r(?(O) 0.
State szybkosci K, kn sa funkcjami temperatury weddug wzoru Arrhe-
niusa
Ei
rjo &XP RV(L) (111.5)
- energie aktywacji, R - stata gazowa, wielko$¢ jj whaczono do sta-

+ych kiQ zwanych wspédczynnikami przedwyktadniczymi.

Wartos¢ tych wspoétczynnikéw zalezy nie tylko od predkosci przeptywaja-
cego gazu, lecz roéwniez od aktywnosci katalizatora roztozonego wzd4uz re-
aktora rurowego. W modelu deterministycznym zaktada sie, ze sa one wiel-
kosciami statymi kiQ = const, natomiast w modelu stochastycznym zaktada
sie, ze sa one losowe. Rozwazymy dwa przypadki, w ktérych fizykalna in-
terpretacja problemu wyglada w sposéb nastepujacy.

W pierwszym dany Jest reaktor wielorurowy, w ktérym katalizator Jest
roztozony nieréwnomiernie wzdduz ddugosci rury badz posiada zanieczysz-

czenia, przy czym wielkosci te sa losowe, zatem nieréwnomierne roztozenie
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badZz zanieczyszczenie katalizatora w pojedynczej rurze moze by¢ traktowa-
ne Jako realizacja procesu stochastycznego. Zaktadamy przy tym, ze upako-
wanie katalizatora oddziatuje w sposéb jednakowy na wszystkie state szyb-
kosci reakcji. W przypadku reaktora wielorurowego w spos6b naturalny wy-
nikajacy z konstrukcji (n rur) dany jest zesp6é+ N realizacji.

Wielko$s¢ wspotczynnika przedwykdadniczego w modelu stochastycznym w
oméwionym przez nss orzyoadku bedziemy zapisywa¢ nastepujaco

Ki Kio(l + ~(t-w)). (i.6)

*
0stcch

gdzie
K - j.est pewnym statym wspédczynnikiem liczbowym.

W przypadku drugim zaktadamy, ze aktywno$¢ ksteliZ8tora wzd¥uz diugos-
ci rury jest stata 1 jednakowa w kazdej z nich, natomiast predkos¢ prze-
ptywu w poszczegélnych rurach reaktora wielorurowego jest zmienne losowg
7 ©® o znanym rozktadzie. Zaktadamy przy tym, ze predkosé przeptywu nie
zmienia sie wzdduz ddugosci w kazdej rurze. Przypadek ten rozwazono od-
dzielnie w”punkcie 111.5c. Podobnie jak w modelu deterministycznym przyj-
mujemy, ze warunki poczatkowe sg deterministyczne

noy -1, Tg (0 =0 i -1, ,n

oraz temperatura sped#nia ograniczenia \

Tmi'n < T(E) « T

max
W modelu deterministycznym Jako kryterium przyjmuje sie maksymalizacje
stezenia E, na koncu reaktora. Naturalnym uogélnieniem tego kryterium

w modelu stochastycznym wynikajacym z bilansu masowego na konicu reaktora

jest maksymalizacja $redniego stezenia H, ne koncu reaktora. W przy-
31
padku pierwszym, gdy w reaktorze wielprurowym predkos¢ przeptywu gazu, po-

le przekroju oraz d#ugos$¢ ppszczegélnych rur sg takie same i ponadto mie-
szanie jest idealne, wowczas stezenie produktu 87 na kohcu reaktora wy-

raza sie wzorem

=

(L) = wNFc. i (DO"*

gdzie :
F - pole przekroju kazdej z rur".

(1) - stezenie bezwymiarowe w poszczeg6lnych rurach na koncu reak-

tors,
Q - natezenie przeptywu czynnika po zmieszaniu QR: WNF'

Stad wynika, ze $rednie bezwymiarowe stezenie produktu 87 na konhcu reak-
tora wielorurowego wyraza sie wzorem

\ ' 1

arn
Ib sr~ =N
/ i-1
0 z kolei uzasadnia przyjete przez nas kryterium
1 = max EEB(1): (Bi = B)- (111.8)

Tmin A Tmax

Podobnie w drugim przypadku, gdy pole przekroju, ddugosci rur oraz aktyw-
nos$¢ katalizatora sa state i jednakowe w poszczegdélnych rurach i ponadto
mieszanie Jest,idealne, wéwczas stezenie produktu B na koncu reaktora

wyraza sie wzorem

N
cb(l) - ca_Q_1 NF r wilt() = capgQ_1 NF"érrOSrr
i=1
gdzie: ,
N
Wér a Nt » 1
i-1
w* - predkosci w poszczegdélnych rurach,
= "SrNFl
sted
T w - -, (111.9
sz "1
i=1
co z kolei uzasadnia przyjecie innego kryterium niz w przypadku pierwszym

1 0* EwW EFf"(0) rB(l1)].- («1, 10)
min ~— . max n !



2. Uwagi ogo6lne dotyczagce Wy znaczania

optymalhego profilu temperatury

W oparciu o zasade maksimum podamy pewne uwagi dotyczace wyznaczania
optymalnego sterowania. Bedziemy sie przy tym postugiwaé najogdlniejszym
uktadem (I1.4i) - (11.45). Wystepujace w tym punkcie rozdziatu zmienna t
oraz wielkos¢ u(t) bedziemy traktowali jako czas i sterowanie, nato-
miast w pozostatych punktach tego rozdziatu Jako bezwymiarowg wspédrzedng
ddugosci oraz profil temperatury.

Hamiltonian oraz réwnania, ktére sped#niaja zmienne sprzezone, bedg mia-

+y postac:
H= (AL +AFDji +he) +1 ] R ® +9 O Ex+
i-1
1
+ A[ulKFfA (L) + A [ul Kgt(t)j , rrr.11)
di 1
3 = _Uaa[urt + =DBADALL + Kz(t) + | A [fL(t)qi (t) + gl(t)pi (1)]J ,
i=1
fA (tefF) = 0, rrr.12)
* Ok —_ *Q/N\ !
P < BYB=I*8" sl (11,13
1 «* "m
d”p 1
jti1 * «“ JMAa A[u] + B[ud)gi(t)x, Xxp (tf) =0, i -1,—,1, .14
dfcg
F1=*“Ff(A + wag (tf) - o, io=1.. ... 1, (111.15)
W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadali, ze z(t) - 0, co nie zmienia

og6lnosci problemu. Zatozymy réwniez, ze afu] i B[u] sa kl. C2, xn > O
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oraz B[u] > 0. Pozwoli to nam poda¢ warunki, jakie muszag by¢ spednione

aby hamiltonian osiggnat wartos¢ maksymalng.

IS m[lu Aa t fi] i +1 2 [fi(t)gi(® + Si(t>Pi(tl] x r

i«l

1
+1 KI[V fl(t) +AQ9l(D)] -°* K111' 16)

<A1 ?gl[fi (Hqi (t) +9i (tlpl (D]

ou2 Bu . Su

i
e2A
K X X ft(t) ¢ Ag gt(t)] <0.- QR IY))
i? i=1 1 X -
Jezeli A [u] Jest ujemnie okreslona, wéwczas z warunku wystarczajacego

stabilnosci stochpstycznej w skonczonym czasie wynika, ze
1
1+ \ A~ALFi(E)ql(y) + gi(p)pi()] =6(t)>0, V tt [0,tf],

i-1 (111.10)

Problem sprawdzalnos$cl tego warunku zosta% oméwiony w [51].

Znajdziemy teraz roéwnanie na pochodng sterowania wzgledem czasu”™ gy.

% =K S?HTXGE +& Z[\ Ki(t) +% K@) 1

- [G* XA * 8§8)* -~ x c2(t>"A am ¢ BM) o
* 1 i
1
+ K lu X1 p &7 ~ "Na + 8M) gl1(e)flL()x + % g (©)] +
i-1 1 i

. (111.19)
+ (xa 1?7 +fi)02/*) AM X*

. \
w d;lszej )Z:zeéci pracy bedziemy zaktada¢, ze mozna tak dobra¢ parametry
funkcji f~ i g”, zeby wyrazenie w drugim nawiasie kwadratowym by#o ujem-

nie okreslone, wéwczas
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gy >0 dla wszystkich t € [o, t . 11.20)

Zbadajmy roéwniez zachowanie hamiltonianu w chwili t = t.

HC(EF) = s[u(tf)) G(Ef) x(tf) . (1.21)
Ze wzgledu na zatozenie (111.18) G(t™) > 0. Jesli B£*] jest Tfunkcje ros-
naca, to hamiltonian osiagnie wartos¢ maksymalng dla u = umax-- 0zViacz8

to, ze w chwili koncowej sterowanie optymalne bedzie wynosito

u(t) = Umax -

Konstrukcje sterowania optymalnego mozna by prowadzi¢ od konhca do po-
czatku, tzn. od chwili t » 8 do chwili t - 0 tak Jak to <czyniono w
pracach [41] , [43], gdyby udato sie z warunku (111.16) wyznaczy¢ moment
t = tp "wejscia w krzywg". W ogdélnym przypadku jest to jednak niemozli-

we, bowiem wystepujace w nim wielkosci x(tp), G(tp), ~Nifnp) za-~
lezg od sterowania optymalnego, ktére Jest nieznane, (z wyjatkiem przy-
padku, gdy zak#6cenia maja charakter biatego szunu). Dlatego w praktycz-

nych obliczeniach konieczne jest zastosowanie metod numerycznychl”.W zwigz-
ku z tym, w og6lnym przypadku sterowanie optymalne otwarte bedzie sktada-
4o sie z trzech lub dwéch czesci.

UmsyY dla tp < t < tf

u(t) u(t) dla © t "tp- gdzie zostato okreslone n.22)

R w (111.19).
Unda dla O t ’\t,k

W przypadku gdy tk =0 sterowanie optymalne sk#ada sie z dwéch czesci.
Dla otrzymania®™ przedstawionego powyzej sterowania optymalnego wymagane by-
4o spednienie kilku silnych ograniczen, np. (111.16), (111.17), (111.18).
co w duzym stopniu ogranicza klase badanych uktadéw. W przypadku zastoso-
wania go do modeli.chemicznych ma jednak uzasadnienie Tfizykalne. Otrzyma-
ne w ten sposob sterowania (profile temperatury) nie réznig sie Jakoscio-
wo od profili otrzymywanych w modelach deterministycznych.

~"Obszerny przeglad zalecanych metod mozna znalezé w [io] -

3. Uk+ad dwoch reakciji w przypadKku dzia-
tania zak+todcenia o charakterze pro-
cesu gaussowskiego 11 rzedu

1
Zatézmy, ze w uktadzie (al.1) - (11.5) funkcje A[*]"i 8[*] maja naste-

pujaca postaclh: N > =
E2 -
1 E1 _ = -(k1l + k2), 111.23
i~ RTU) K20 exp- RT(D) ¢ .« )
1 J
111.24
8[t(t)] = kIO exp rtTTS ( )

gdzie E”, kiQ, R sa statymi parametrami okreslonymi w punkcie 1 tego

rozdziatu.

3a. Zakd#dcenie niestacjonarne

Niech bedzie dana funkcja korelacji procesu (t, )
R(s,r) =62c o s - a2), (111.25)
woéwczas TFTunkcja kowariancji przyjmie postac
k(s ,z) =62cosjW2cos/#s2 + 62sinjbt2sin]?s2 - z(s)z(£).- (111.26)

Nie zmniejszajac ogélnosci problemu bedziemy zaktadaé¢, ze wartos¢ Srednia

procesu

Ex(t,a>) = z(t) = 0 oraz tf = 1, xQ = 1. .27

Korzystajac z ukdadu (11.41) - (11.45) mozemy zapisac¢ réwnowazny dla ukta-

du (il.1) - (1i.5) problem deterministyczny:

1.v PFaey Rie bedgigmy Zajmewaé sig problemem identyfikacﬂi_ madelu reak-
Ji oraz zaktd6cen, problemy te sa rozpatrywane w pracac [13] , L34J.



37 = 1(t)ql(t) + g~ Pj/t)]1]1 X. *(0) » 1, (XX1.28)
L 1-1 ,

%% [r(t)IFI + g [f1(t)ql(t> + gl (t)pl O]l x, y(0)" o, (111.29)

L i-1 J

~ dp. _
gyi = A[T()I KF£(t) , p~0) -0. i = 1,2, (111.30)
“ A (E)lKgi(t), qi(). - 0, i - 1,2, an.sn
v

1 * max y(l). (111.32)

Tmin <T(t) < Tmax

gdzie :

fi(t) = gx(t) =<5cos/#t2, (Giii.33)

f2(t) = g2(t) -6slnjit2. (111.32)

W celu wyznaczenia optymalnego profilu temperatury wprowadzimy hamilto-
nian oraz réwnania na zmienne sprzezone. Nastepnie zbadamy warunki, jakie
musze spedniaé¢ parametry uktadu oraz zakto6cenia, aby hamiltonian osiagnat

wartos¢ maksymalnag.

2
H - -2~ (N + k2)G6(t)x + kje(t)x - &~ + k2)K ~i(), (1 .35
i=1 i
= HA (k1 + k2)G(t) - kl1iG(t), AA() =0, (111.36)
dAp
-gyi = KV kI ¢ k2)f1(t)x - Kklfju(t)x, Ap (1) =0, i=1,2, (11.37)
gdzie:
G(t) =1+ K@i(O)PI(®) + g2(t)p2 (D). (111.38)
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Dodatnio$¢ powyzszej funkcji G(t) moz«* by¢é sprawdzona ze pomoca naste-

pujacej nieroéwnosci

sty N1 ¢k (Dp ® *g2¢0p2 (@) >0 60 1].
1 max max
/
gdzie p, (t) sa okreslone wzorami (1.74) , dla
max
& -~ _SII(<I'(Tmax) * ké(Tmax))K' \

Zgodnie z wczes$niejszymi rozwazaniami zbadamy kiedy spednione sa nastepu-

jace warunki :

1l >0, - (.39
, w om °* (111.40)
<0. (1 .41)
z-r
Warunek (111.39) jest zawsze spedniony dla dodatnich parametréw ukdadu,

tzn. Ej, R, k10Q.

Warunek (I11.30) przyjmuje nastepujaca postac

R2 If " [*AHK +BI> + - Bk *BR) < X Afih) "

(.42
2 8%
Wyznaczajgc z niego K 2 %D f+(t) i wykorzystujac przy obliczeniu - o-
St
i-1 1
otrzymamy
RV . G(t)xEiE2kik2 (111.43)

Wyrazenie to bedzie zawsze ujemne dla E2 > E~.

Zgodnie z wynikami otrzymanymi wczes$niej optymalny profil temperatury dla
, (111.25) bedzie sktadat sie z trzech lub
postac¢ (I111.,22)

T dla t <t ~"~1
P
T(Y) T(t) dla tk 4 t <tp. (111 44)”

dla o<t <tk
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przy czym w, sSrodkowym przedziale temperatura bedzie spedniata nastepujace
réwnanie roézniczkowe.

da}‘ ?ij CCOXE E k k zjK; ¥ EZ{KZ N Coszj?\zz . Ikl + E2k2)
2 cos? t?
+ E2k2)Ip" + G2 (t)klk2 x (E2 - Ej) + K262 x kjk2(E2 - Ej)]- (111.45)
Trudno dokona¢ oszacowania w og6lnej postaci i dlatego wyznaczenie

optymalnego profilu temperatury moze odbywaé¢ sie jedynie na drodze nume-
rycznej, przy czym analityczna znajomos$¢ pochodnej znacznie utatwia obli-
czenia. Tak otrzymany optymalny profil temperatury ma nastepujaca inter-
pretacje Tfizyczng. Na poczatku reaktora, kiedy stezenie substratu A jest
najwieksze, nalezy da¢ niska temperature tak, aby state szybkosci reakcji
nie byty zbyt duze, bo w przeciwnym razie nastapi zbyt szybkie powstawa-
nie niekorzystnego produktu B2# Nastepnie, gdy stezanie substratu zaczy-
na male¢, mozna podwyzszaé¢ temperature, az do osiagniecia temperatury ma-
ksymalnej , ktéra nalezy utrzymywa¢ do konca reaktora.

1 <

Przyktad 3

Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz stezenie drugiego sktad-
nika (B) na koncu reaktora dla uktadu dwéch reakcji roéwnolegtych dla na-
stepujacych parametroéw:

k1Q = 1.008 « 105, TAQ@) =1
k2Q = 2.22 » 105, rg() = 0,
Ej = 41900 0/mol, - Tmax = 500 K,
E2 = 83800 0/mol, Tmin = 400 K.

R = 8.31 0/mol deg,

Proces stochastyczny o wartosci $redniej Ey = 0 posiada Tfunkcje korela-
cji o postaci

RjCs.f) = 9 pos 0.5(T2 - s2).

Wyznaczony numerycznie optymalny profil temperatury dla réznych wartosci
K zostat przedstawiony na rys. .1, natomiast zaleznos¢ Sredniego stezenia
drugiego sktadnika na koncu reaktora w funkcji parametru K zostata za-~
mieszczona na rys. 2.

%
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Y(i

0.2

0.9

0.2 04 K

Rys. 1. Optymalny profil tempera- Rys. 2. Stezenie koncowe drugiego
tury w ukdadzie dwoch reakcji roéw- sktadnika w uktadzie dwéch reakcji
nolegdych pierwszego rzedu w przy- rownolegtych pierwszego rzedu w
padku zakdbécenia niestacjonarnego przypadku zaktécenia niestacjonar-
o funkcji korelacji f?Is,Z2) = nego o TFTunkcji korelacji R(s.z0 =
= 6 2cos|?>(*2-s2) (wg przykdadu 3) = 6 2cos/*(-72-s2) (wg przyktadu 3)

3. Zaktoécenie staclonarne
Niech bedzie dana funkcja korelacji procesu p(t.a>)
R(s,t) «* exp (1ii.46)

Podobnie Jak poprzednio dla uproszczenia bedziemy zakdtada¢, ze wartosé

Srednia procesu

EACE,) = z(t) =0

tf - 1. < « 1, 6=1. (III-47)

Korzystajac z zaleznosci (11.22) mozemy napisac

o ‘i

r
J A[T(s)]A[T(I)]K(s,t)dsdr»J ALT(s)] KF(s) J ALT(n] Kg(*)d7ds.
0 o o (iii 4e)

gdzie :
ES) =e”s. oM (m-49)

Réwnowazny dla ukdadu (il_-1) - ((11.5) . (111.47) problem deterministyczny

ma nastepujaca postac:

Pt Afj(O)] 1 + Ki®)gIXN x0©) = =. (111.50)
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= B[T(t)] [ + KF(t)q(t)]x, y(0) = o, (111.51)
= KAF-(t)]g(b) , q() =0, (111.52)
1 = max y(). (111.53)
T SET(t) ST
min max
Oznaczmy
G(t) =1 + KF(t)q(t).- (111.54)
/
Hamiltonian oraz réwnania, ktére spedniajag zmiennesprzezone, bede wyra-
zaty siewzorami (111.35) - (111.37), przy czym i = 1
Warunsk optymalnosci (111.42) bedzie wygladat nastepujaco:
\
RT2 = ["~AMELKID * E2k2™ * ElkjG(t)x - KFEjkj + E2k2)jlgg(t) >= O.
(111.55)
2
Wyznaczajac stad KI g, otrzymamy, ze R2T4 podobnie Jak w przypadku

q ST
zaktb6cenia stacjonarnego spednia warunek (111.43).

Bedziemy roéwniez zaktada¢, ze G(t) > O, przy czym dodatnos¢ tej funkcji

moze by¢ sprawdzona tym razem za pomocg nierdéwnosci

G(t) > 1 + KF(t)gBax(t) >0 VvVt € [0, I], (111.56)

gdzie n

aqad) “ i<k @) +KATa)

Stad otrzymamy, ze optymalny profil temperatury ma posta¢ (111.44) pod

~warunkiem, ze state of i K sg tak dobrane, Zze spe#niaja nastepujace nie-

réwnosci :
1 + 2Kf(t)q(t) > O,
(111.57)
[k2Ff(t)g(t) + [I + KF(t)g(t)]2 k1lk2(E2 - E,)
° §8f< p_+ ZKF(t)q(t)JE1lkl-————mmoo *
Wynika to z faktu, ze wéwczas pochodna okreslona wzorem (m.58) jest
dodatnia.
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-1
dT EZ " E1 -
gt — 2 G(t)EL1E2k1lk2 Exkx ¢ E2k2 K2f(t)g(t)kik2 (E2 - Ej) +

k1k262 (£) (*2-E1) +ot[l + 2KF(t)q(t)] [V EIKI+E2k2) " ElkIjj
(111.58)

gdzie G(t) Jest okreslona wzorem (111.54).

Przyktad 4

Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz stezenie koncowe drugiego
sktadnika na koncu reaktora dla uktadu dwéch reakcji réwnolegtych pier-
wszego rzedu dla paramet/6w podanych w przyktadzie 3 oraz procesu stocha-
stycznego y (t ,8) o wartosci $redniej E~ » 0, ktéry posiada funkcje ko-

relacji o postaci
R2(s,r) » expj-0.001\t- si1

Wyznaczony numerycznie optymalny profil dla réznych wartosci K zostat
przedstawiony na rys. 3, natomiast zalezno$¢ $Sredniego stezenia drugiego
sktadnika (b) na konhcu reaktora w funkcji parametru K zostata pokazdna

na rys. 4.

T ym

it 0.02
500
09
460
sl 02 04
0.2 04 0.6 08 < xS600
Rys. 3. Optymalny profil tempera- Rys. 4. Stezenie koncowe drugiego
tury w uktadzie dwéch reakcji row- sktadnika w uktadzie dwéch reakcji
nolegtych pierwszego rzedu w przy- réwnolegtych pierwszego rzedu w
padku zakt6cenia stacjonarnego o przypadku zaktdécenia stacjonarnego

. o [¢] funkcji korelacji R(s, Z) =
funkcji Korelacji R(s,2") » e-O"
(wg przyk#adu 4) = (wg przyktadu 4)



4. Uk +ad n reakciji rownolegdych w prz
padku dziatanie zakt+ 6*c enia o chara
terze, biatego sSszumu (uwagi ogo6lne)

y -
k -

Z opisanego w punkcie pierwszym tego rozdziatu modelu stochastycznego

wynika, ze wystepujace w uktadzie (il.l) - (11.5) funkcje a[-] i b[-]

je nastepujaca postac

-~ kx,

[rol BLT(t)J = k1#

i»l
gdzie

i
ki m kiO 8XH RT (t)

a zaktécenia maja charakter biatego szumu.
Wéwczas korzystajac z ukdadu (11.14) - (11.16) mozemy
dla ukdadu (il.1) - (11.5) problem deterministyczny:

ar - - " éJX X 1x' x(Ojl'

i»l L i=1

& wki[1l-* X ki
L ]

1
-
w—

y(@i) >

N
T T < T

min
gdzie :

x(t) - EFA(Y) , y(t) = ETB (V)

- 2.

ma-
(11 7.59)
(m.60)

zapisa¢ roéwnowazny

IR

arnn.

(111.

(111.

61)

62)

i.63)

64)

65)
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%

W celu wyznaczenia optymalnego profilu temperatury wprowadzimy hamilto-

(111.67)

nian oraz réwnanie, ktére spednia zmienna sprzezona XA.
N
H=2% 1 <gix+ [l ot

d _
3t- - K Cn\L ~0(cn\ - kI[1 -*cn]c XAQ) " O.

gdzie
W

>

cn ki- (1i-e8)

Podamy teraz kilka uwag, ktére utatwia wyznaczenie optymalnego profilu.

UWAGA 1

Z warunku stabilnosci stochastycznej w skohczonym czasie (definicja 12)
wynika, zel)

1 - 20fcn > O. (111.69)
UWAGA 2
Hamiltonian wzd4uz drogi optymalnej dla O <1 Jest dodatni.
UWAGA 3
Oesli
E
————————— -, (111, 70).
EICn + S Eiki
™1
to w punkcie t * 1 optymalng temperaturg jest T « Tmax*
UWAGA 4
Hamiltonian osiaga maksimum lokalne, gdy < E2 En# Nie moze
natomiast osiagna¢ maksimum lokalnego gdy E~> E2 _... En#

1 Nieréwnos¢ ta Jest roéwniez warunkiem wystarczajacym eksponencjalnej p-
-stsbilnosci w sensie definicji 7. Moze by¢ ona speiniona Jedynie dla
T>0, co wynika z budowy i1 wkasnosci TFTunkcji k.(t).
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2 MH
W celu wykazania stusznos$ci tej uwagi obliczamy wyrazenie RT A/ i przy-

réwnajmy je do zera.

Rt2 fr = - *A X Eiki t _ 0eCn]X + XAcn A~ EikiX
i=1 i=1
+H
ElkI X ™ °*cn]x _c*kl 1 Exki x = 0, (rrr.71)
i=1
sted
n
EI[X *0fcn] - °f]L Eiki
*A = ki +=4 B (e .72)
X Eiki f - 2*cn]
i=1
2
Obliczajac nastepnie RAT4 — >. otrzymamy
m O-r
a
"J1 -°nrcnl £ - 2700l X (El - Ei)Eiki
r2t4 £» = x _ 1 x =2
oT 1 n
X Eiki[1l " 20fCn]
i=I
2 n
20 (X Eiki> X < Ei)ki
XKk x in . | o A — . (111.73)
X "o2v "]
1=1

Znak drugiej pochodnej zalezy od znaku wyrazenia w liczniku, poniewaz mia-

nownik jest dodatni ze wzgledu na (111.69). Stad jesli E Jest najmniej-
*0 H

szg spos$rod wartosci energii aktywacji E,_,Em,...,E , to zawsze E)T < 0.
i
Oesli Ej Jest najwiekszg wartosciag sposrod Ei,E2 En” tO0 zawsze
>0. -
oT
Jezeli natomiast E. nie Jest ani najwiekszg ani najmniejszag wielkoscia
sposrod Ej En, to znak drugiej pochodnej 32} zalezy od temperatury

cft
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oraz intensywnosci zak#6écen oe i okreslenie jego wymaga dodatkowej

“analizy. <
UWAGA 5
W przedziale Tmi‘n <T <T b a optymalny profil spednia roéwnanie réz-

niczkowe.

=]
=]

at .2 i=2 =
3t " RT S n 2 - S .

EL[-fen][1-20n 11 ] (ELEDKiEI+2r @ Eiki] X_ (Er Ei)ki
- 1= =

(111.74)

Réwnanie to otrzymuje sige z réwnania (111.71), dzielgc je przez x, a na-
stepnie rézniczkujac wzgledem zmiennej t i podstawiajgc wyrazenia
(arn.e7), (111.72), /"

Wyznaczanie optymalnego profilu temperatury.

Przypadek 1; gdy Ej < Eg, Ej < Ej Ej < En.
aolj HT
Jesli 7= m O, to <0 i -rr > 0, czyli profil Jest krzywa rosnaca
1
lub w szczegélnym przypadku izoterma T = Tmax_

Optymalny profil buduje 9ie od konca, tzn. od t =1 do t = 0. Jest to
mozliwe ze wzgledu na fakt, ze w warunku optymalnos$ci (1r.71) nie wyko-
rzystuje sie wielkosci, do obliczenia ktéorych konieczna jest znajomos$c¢
catego sterowania.

W najogdlniejszym przypadku profil sk#ada sie z trzech czeéci i opisa-
ny jest wzorem (111.44) , przy czym w $Srodkowym przedziale spednia réwna-
nie roézniczkowe (111.74). Punkt t wyznaczamy w sposéb nastepujacy; cat-
kujemy roéwnanie (111.67) w granicach od t do 1, podstawiajac za k. =

= kX = ki.(tn.O ?( a nastepnie poréwnujemy z
m3x
nania (111.72) dla kj.(Tma)<)" Otrzymamy wéwczas

a (Tmax) wyznaczonym z row-

n

YE =X naf < ey

tp = 1 + - - v (111.75)

SH ™



gdzie
\Y
D
cn =2 ki (T~ x }- 111-76
mE* i=1 ¢ ¥ ¢ )
Punkt t  wyznaczamy z warunku T(t,K)m:iTn
Przypadek 2; gdy Ej > E2 Ej > En<
Optymalnym profilem bedzie tutaj izoterma T = Tmax
Przypadek 3; gdy Ej nie jest ani najwieksza ani najmniejsze sposrad
wartosci EI’ En.

Przypadek ten wymaga szczeg6towej analizy, ktora w tej pracy przeprowa-
dzimy dla ukdadu trzech reakcji roéwnolegtych.

4a. Ukkad dwéch reakcji roéwnolegtych (n a 2)

NV tym szczeg6lnym przypadku réwnowazny problem deterministyczny” bedzie
nastepujacej postaci:

37 = -(ki o k2)[I -oefkj + k2)]x, x(0) = 1,
~N = kj[I -0jsCkj + k2)]x, y(0) =0, 11.77)n
1 = max yCh).
Tml"n < T < Tmax

Dla tego uktadu moge zajs¢ tylko dwa przypadki, tzn. E2 <E j lub Ej <E2.
W przypadku pierwszym optymalny profil jest staty = Tmax> nato-
miast w przypadku drugim, korzystajac z ogélnej metody wyznaczania opty-
malnego profilu opisanej w punkcie drugim tego rozdziatu mozna wykazac
[44], ze gdy E2 > E j, to profil ma posta¢ (111.44), przy czym tp wyraze
sie nastepujacym wzorem

*» = 1+ TKT TT“ Dril- cek rr 1
1

max max max max
(e2 - E )k2 [ - apk + k2 )11 N
maxll X X J LTTT
X Pl o SH - gl (78
max max | max max J
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temperatura T(t) w przedziale frmi'n’Tmax.I spednia nastepujace roéwna-

nie :
dt
Ht - F(T>
[1-ce(kj +k2)]Jt [1-2<~(Kkj +k2)] [Ejk3+E2k2]
F(T) = RT2 ————— Ir.-~-2"1 ITI-172:211 | Cin. 79)

Eiez [1-20T(Ki+k2)) M-of(k, +k23J, . 20T 1 p+E2K2]y - !

Mozna roéwniez wykaza¢ [44], ze w przypadku deterministycznym oe« 0, op-
tymalny profil temperatury przebiega "bardziej stromo” niz w przypadku
stochastycznym, tzn.

dT dT
37 Stoch det

Wynik ten jest zgodny z intuicjg, bowiem zwiekszenie dziatania szumu
powoduje zmniejszenie statych szybkosSci reakcji, a co zatem idzie koniecz-
nos¢ wczesniejszego zwiekszania temperatury w celu prowadzenia reakcji
optymalnej.

Bedziemy zaktadac¢, ze wspoétczynnik intensywnosci szumu o spednia osza-

cowanie
0< Og<min (@ , a,), (IH.80)
gdzie :
vV fi
k20E27E2 * EIl)kI
max
"7 fi E2"EIN\2 E2~2E1
\ 10 1 EI*RoE2 Kmax 1 / + 2k20E2 (E2-Ej)kjmax 1 (kljrexfk2max)
m (1.81)
.82
E1 + E2
2k + _ k2
max 1 max

Oszacowanie af wynika z twierdzenia o istnieniu sterowania optymalnego
i je91 pokazane w Dodatku 1, natomiast a® wynika ze wzoru og6lnego
(111.70) dla n = 2.

Korzystajac z analitycznej postaci optymalnego profilu mozna poda¢ anali-

tyczne formuty stuzace do wyliczenia stezenia koncowego obydwu produktow.
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x(1) = x(tp“exp 1 . K2 ATL - <*(k, + k,, nNA@-tH, (1ii.83)
max max L max max J p 1

Id 1

y(l) - VCO *- (o {.-expf-(k R T+
p p max

*1rax K2 ax a max L
—<*(k ¢ k na-t) . (111.84)
max max J
odzie :
E k + E k,!m >1.[I - 2c*(k + K )L x(tk)
x(tp) 1 max 2 ax max max - (111*85)
1 - Of (k, + k2 M2 M
KT nax K2max “max max J\ min
ciea [I - of(kj+k2)] [I-20e(k1+k2))| +20p2 (E1k 1+E2k2)2
tk)dT+y (tk).
-Y(V k2RT2[1 - oe(kj + k2)J|> i x(tk)dT+y (tk)
min 7 (111.86)
(E k  +Ek D[l -20ftk +k X
min min min min min J (111.87)
“inrkzna " <inin e <2nirg
1
x(t.) = exp -(k + k? OFfi - ok +k, Nt (111.88)
min min L irfin min J
i < ¢
K"
v<«k> m k, =" v - > - «n . (111.89)
nn N
k-Fﬂiﬁ = k'(Tm-i’n)’ kimax ? ki (tmax)'
Przyktad 5

Ola uktadu dwéch reakcji réwnolegtych pierwszego rzedu dla parametréw
podanych w przyktadzie 3 oraz procesu stochastycznego -(t.oJ) bedacego
biatym szumem, tzn. R(s,t) =<J(s -2) optymalny profil temperatury dla
réznych wartosci K =zostat przedstawiony na rys. 5, natomiast zalezno$¢
stezenia koncowego drugiego sktadnika w funkcji K zostata zamieszczona

na rys. 6.
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Rys. 5. Optymalny profil temperatury w uktadzie dwéch reakcji roéwnoleg-
tych pierwszego rzedu w przypadku zak#6cenia o charakterze biatego szumu
(wg przyktadu 5)

Rys. 6. Stezenie koncowe drugiigo sktadnika w uktadzie dwéch reakcji row-
nolegtych pierwszego rzedu w przypadku zakd#dcenia o charakterze biatego
szumu (wg przyktadu 5)

# 1
4b. Ukdad trzech reakcji roéwnolegtych (n = 3) )

W tym przypadku réwnowazny problem deterministyczny bedzie miat postac
g W] -gerR+iglx X0 =]
- kx[1 -oetkj + k2 + k3)]x, y(@© =0 (111.90)

I « max y(D).
Tmin N T(t) < Tmax

/ I™"Wyniki otrzymane&w tym punkcie sa uogélnienieg rezultatéw dotyczacych
modeli deterministycznych zawartych w pracy Pﬂ].
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Dla tego uktadu moge zajs$¢ wszystkie trzy wczeé$niej omawiane przypadki:
1)EI<E2. £, «£3 .
2) Ej > E2. Ej > E3.
3) E2 < Et < E3 lub ,E3 K Ej < E2.

Poniewaz pierwsze dwa przypadki zostaty juzpoprzednio szczegdétowo omé-
wione, dlatego zajmiemy sie teraz tylko ostatnim.
Wyrazenie znajdujace sie w liczniku wzoru (111.73) przyjmie postac

EI[1 -~ (k1+k2+k3)] [* * 2crtkl+k2+k3 El - E2)E2k2 ¢ (Ej - E~NEN .
I (k1+k2+k3)] [ ki+k2+k3P |( DE2k (Ej J

2cy2 (E1kl + E2k2 + E3k3)2 [(EJ - E2)k2 + (E1 "™ E3)k3]~” t1” -91)

Wyrazenie powyzsze potraktujemy Jako funkcje temperatury i oznaczymy jej
miejsce zerowe przez T
W podobny sposéb wyznaczamy miejsca zerowe nastepujacych wyrazen:

(Ej - E2)E2k2 + (Ej - E3)E3k3, (111.92)

oraz
(Ej - E2)k2 + (Ej - E3)k3 (111.93)

1 oznaczamy Je odpowiednio przez Tj i Tv, wéwczas:

Ti hf*x2 6 TPEB — HIVVERMKSAr (111794)
[(Ej - e2)E2k2QJ

E2 ” E3 i

A e IR SRS

[(Ej - E2,k20J

tatwo mozna wykazaé¢, ze gdy Tv > O, to stuszne sa nastepujace nieréw-
nosci

0 < Tj < Ts < Tv. (1r.96)

przy czym Tg z uwagi na przestepny charakter réwnania (I111.91) najle-
piej wyznaczy¢ na drodze numerycznej.
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Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze dla” Tg > O moga zaj$¢ nastepujace

przyoadki :
T>T &<O
BT

TS> 0O T<T 8 H >0, .97y

®2H
8T

T <0 T>0>T,
er

Jezeli temperatura T < O, to dla warunkéw procesu chemicznego (T > 0)

druga pochodna 52t bedzie dodatnia.

dT r n
Jezeli temperatura Tg > Oznajdziesie poza przedziatem [Tm<n«Tm8x m t
1 HH
Tmin®“ TmaxJ “ruga pochodna — " bedzie po-
siada¢ staty znak dodatni lub ujemny (w zalezno$ci czy Tg > Tmax, czy tez
Ts Tmin® © r
Jezeli temperatura Tg > Oznajdziesie wewnatrz przedziatu [Tmin.TmaxJ
to zgodnie ze wzorem (111.97) przedziat ten zostanie podzielony tempera-

turg T na dwie czesci o roéznych znakach drugiej pocfiodnej —OZF. Wyka-
8 8T

zerny dalej, ze podobnie jak w modelu deterministycznym okreslenie tempe-

ratury T , przy konstrukcji optymalnego profilu temperatury, nie bedzie

konieczne.
Zgodnie ze wzorem (111.74) temperatura T(t) w pewnym przedziale zawar-
tym .. [Tmin- Tmax] b’)dZie spetniata nastepujace roéwnanie
J
KT "[(E] - E2)k2 + (E4 “ ")k (1 _oeci) (I - 2cOj)) Ejk
dr 1=
dt 3 2
Ej(1rc?)( -2~ 3) [(E1-E2)E2k2t(E1-E3)E3k3] +20R ( N E iki) [(EJj-E~+Uj-E~kJ

i=1
, (111.98)

a zatem znak tej pochodnej bedzie zalezat od wyrazehn (111.92) 1 (111.93).
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Mozna wykaza¢ stusznosé¢ nastepujacego Itematu.
Y%

Lemat

0 charakterze optymalnego profilu temperatury dla trzech reakcji roéw-
nolegtych (EJ < < Ej lub Ej < EN < Eg) decyduje temperatura Ty be-
daca miejscem zerowym funkcji okreslonej wzorem (iu.93),

Oezeli :

Tv > Tmax - oPtymOlny profil temperatury jest izotermg T=Tmax .

Tmin < Tv <Tmax — *" optymalny profil temperatury jest krzywa rosnaca

ograniczong od dotu temperatura T ,

Tmin > Tv >0 " optymalny profil temperatury Jest krzywa rosnaca
ograniczong od dotu temperatura Tmfn’

Tv <0 ———— - optymalny profil temperatury Jest izoterme T=Tmax*
Temperatury Tg i1 T» nie’maje bezposredniego wpdywu na charakter pro-
filu.

Dowod

Zauwazmy, ze znak pochodnej zalezy od znakéw wyrazen 1n.92) i
(1ii1.93) , natomiast znak drugiej pochodnej zalezy jedynie od znaku

oT

wyrazenia (I111.91). W zwigzku z tym moge zajs¢ nastepujece przypadki.
Dla Ty > O:

2
Ti <TS < Tv< T~A>3T> 0 1 : F<O0-
t
Ti < Ts <T <TV=?»]1 <0 i -"N"<0, (1r.99)
ST
(.99
Ti < T < Ts< Tv~A37 >0 1 £~ >0
T<Ti<Ts<Tv~r37>0 1 /x >0.

Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy Tv < 0. Pokazemy, ta wartos¢ tem-
peratury Ts moze by¢ zaréwno dodatnia jak i ujemna oraz ze nie wptywa

to na profil temperatury. Mamy bowiem
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t2H
> 0 V T>o0
Ts <0 ST
Dla Tv< O 0 <T<T £-0 >0. (111.100)
eT
° a7 <0
rs > Ts< T 37
Wynika to ze wzoréow (111.97) oraz z faktu, ze dla Ty <0 < T wyrazenie
k2 (E1 - E2) ¢ k3(El1l - Ej) >0. (rr1.101)

Z przeprowadzonych rozwazan wynika teza lematu.

UWAGA 6

W dotychczasowych rozwazaniach intensywno$¢ szumu (Scislej wspoétczyn-
nik oe) byta ograniczona dwiema nieréwnosciami (111.69) i (I111,70). Ozna-
czajac podobnie Jak w przypadku dwéch reakcji przez a”™ oszacowanie wyni-
kajaca z warunku istnienia sterowania optymalnego mozemy poda¢ ogranicze-

nie na wspoétczynnik O€.
\ Im

0 oe<Smin | (111.102)
2cn 7 82)'

EICn,, z ElI \

Tak samo Jak w uktadzie dwéch reakcji roéwnolegtych mozna podaé¢ wzory ana-

lityczne, okres$lajace stezenia produktéw na koncu reaktora.

Przyktad 6

Znajdziemy optymalny profil temperatury w uktadzie trzech reakcji roéw-

nolegtych pierwszego rzedu dla przypadku < EN < Ej dla nastepujacych
parametrow.
(S
Kio -9 £E1 = 83800 0/mol
_ gl°
20 e go = 41900 0/mol
_ .32
k30 = © E3 122700 0/mol
R = 8.31 a/mol °K Tmax € 500 K
Tmin ~ 400 K

rA0) - 1. rBo) =o.
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Podobnie jak »».poprzednich przyktadach na rys.

71

R

zamieszczono opty-

malne profile temperatury i stezenie koncowe drugiego sktadoika w funkcji

wspodczynnika cA

Rys. 7. Optymalny profil temperatury w uktadzie

(wg przyktadu 6)

trzech reakcji roéwnoleg-
+ych pierwszego rzedu w przypadku zakkécenia o charakterze biatego szumu

Rys. 8. Stezenie koncowe drugiego sktadnika w uktadzie trzech reakcji row-

nolegtych pierwszego rzedu w przypadku zakdécenia
- szumu (wg przyktadu 6)

[0}

charakterze biatego

5. Uwagi na temat innych rodzajow reak-
c

\-.
-

oraz kryteriow optymalizaciji

Vie wszystkich poprzednich punktach tego rozdziatu zajmowalismy sie re-
akcjami roéwnolegtymi, ktérych modele matematyczne byty ukdadami quasi-li-
niowymi, W przypadku reakcji szeregowych mozna przeprowadzi¢ podobne roz-
wazania, bede one jednak bardziej z#ozone, natomiast w przypadku reakcji
szeregowo-réwnolegtych doktadna analiza mozliwa jest jedynie, gdy zaktéce-
nia maje charakter biatego szumu*~. Otrzymane wéwczas roéwnowazne problemy
optymalizacyjne se nieliniowe i bardzo rozbudowane, przez co wyznaczanie
optymalnego profilu temperatury mogtoby sie odbywa¢ jedynie na drodze nu-
merycznej. Reakcja, dla ktérej w oparciu o wyniki uzyskane w poprzednim
rozdziale mozna otrzyma¢ optymalny profil temperaturowy, jest reakcja od-
wracalna.

5e. Reakcja odwracalna '

Rozwazmy proste reakcje odwracalne pierwszego rzedu typu A 52 B. ROw-
naniekinetyczne opisujece zachodzece przemiane w modelu stochastycznym
jest nastepujece

gl - [-(ki+ k2)r,+ k2ro] i * Ki(t, 0], (111. 103)
gdzie:
P, - bezwymiarowe stezenia sktadnika A,
K. Kki®, k2 ,i?(t,co) - sa tak samo okreslone jak w uktadzie reakcji roéw-
nolegtych.

Warunek poczetkowy przyjmiemy jako deterministyczny
['®) = T = const. (1r1.104)
0

oraz ograniczenia na temperature Tmin < T(t) < Tmax.

Naszym celem jest znalezienie optymalnego profilu temperatury T(t), tzn.
takiego, ktéry minimalizuje $rednie stezenie skdadnika A w punkcie kon-
cowym

1 / “

*'"Uwaga te dotyczy roéwniez reakcji wyzszych rzedéw.



min ET(tf). (111.105)
Tmin < < T.

Uzasadnienie przyjetego modelu w przypadku reakcji odwracalnych jest iden-
tyczne jak w przypadku modelu reakcji réwnolegtych szczegétowo opisanego
w punkcie 1 tego rozdziatu, z te tylko réznice, ze Jako kryterium przyj-
muje sie minimalizacje stezenia sktadnika A na korncu reaktora, co jest

rownowazne maksymalizacji sktadnika B na kohcu reaktora.

Rozwiezanie roéwnania (ill.l10S) dla realizacji przyjmuje nastepujece pos-
tac

r(t) = 10 expi- I[K1[T()] + k2 [T O + K?(s,0.)1ds|] +

r0 \] K2[tGED] M e K e x p f tl [T + k2 [T¢sal O + Kij>(s,u)] dsj-di-

(111.106)

Korzystajec z tozsamos$ci

A L(E)c(t)explrc(s)ds|di =1(0) Eexp-|j ¢ (t)dN--1j +j” ~expljc(r)dt].- 1 L(s)ds,
o ~ 0 0
(111.107)

gdzie c(t) i LY se pewnymi funkcjami kl C°, a ponadto L(t) Jest
przedziatami rézniczkowalna,

otrzymujemy nastepujece zaleznos$¢

_ k2 [T(®)]
£r(t) =1, 50t + Eprory] - k2 [ror] LEa)y - 1 +

+JLEDEC, W) - (T[N + k2 [T(H] ~ ds (111.108)

gdzie

"Dt (s,i0) = ex S(k1[TW] + k2[TW1 OO + K/yU)] CM ,
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natomiast D(t,w) zostato okreslone wzorem (111.19) dla
AM = ~(k1(™) + k2(M), tzn. 0(t,u) = Dt(O,w).

Podobnie jak w przypadku uk#adu dwéch reakcji roéwnolegtych korzystajec
z réwnosci (1i.10) oraz przyjmujec, ze catka podwéjna z Ffunkcji kowarian-
cji spetnie zalezno$¢ (11.12) (przy czym w obu wzorach ca#kki se w grani-
cach od E do t dle 6 a nastepnie korzystajec ponownie ze
wzorow (iH.107). i (1ii.1l08) otrzymamy, ze odpowiadajecy temu uktadowi sto-

chastycznemu (1ii.103) uktad deterministyczny bedzie miat postac

= (k1 + k2)[1 + F[T(Y)] + KE? (t)Ix + k2ro [1 + F[T(t)] + KE? (©)]
(lii.109)

x(0) = r0.

gdzie x(t) « E]~-(t), a funkcja F [T(t)] zostata okreslona wzorem (11.13).

Réwnanie to mozna roéwniez otrzymaé¢, usSredniajac odpowiadajece réwnaniu
(lii.103) roéwnanie Stratonowicza. Uzasadnienie poprawno$ci otrzymanego
wyniku jest identyczne jak w przypadku reakcji roéwnolegtych i wynika z
, [64] -

Zaktadajac natomiast, ze catka podwéjna z FTunkcji kowariancji spe#nia

twierdzen Wonga i Zekaja [63]
zaleznos¢ (11,22) lub (11.28), (przy czym catkowanie jest w granicach od«

do t dla VvV te [0,tf]) otrzymsmy nastepujece réwnowazne uktady determi-

nistyczne:

1
x(tF) = Xx(tf) + x2 (tf)

dqi

(k1 + k2)Kgi(t), 9~°) = °°

i1¢i2 = 1..... 1 (111.111)

dqgi
ST = (kI + k2)KFi(t)" qi2(tf) ° °°
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Tub
dx
3t= = -(k1 + kg [ + | 2 [F1(t)qi (t) + ®] + KEND)]
1=1 1 1
*1<°> " TO
dx2
31- m C-(kl+k2(x2 & rok2] [ + | 2 [Fi(t)gi () + gi(t)pi ()] + KE?(@®]
i=1 |2
x2(@) =0
x(tF) = x1(tF) + x2 (tF) (1ii.15.2)
dpi dPi
-g” = -(k1+k2)KFi(t) , p~rCo) = 0. -g” = (kl+k2)KFf.(®) . Pi (tf) =0
(111.113)
dgt dg-
-gyi = -(k1-k2)Kg.(t), g. (@ = 0. = (k1+k2)Kg. (t) . q (tf) =0
l N
*i2 = 1..... 1 (111 .114)
jako kryterium przyjmiemy we wszystkich problemach
1 = min x (tf).
Tmin < T<") < Tmax
Zajmiemy sie nieco blizej przypadkiem pierwszym, gdy zak#é6cenie ma cha-
rakter biategoszumu. Dlauproszczenia bedzieirjyzaktada¢, zepunktkonco-
wy tf = 1.Wéwczasréwnowazny problem deterministycznybedzie miat pos-
tac :
37 = [-(kt + k2)x + k2xo] [1 - ae(kl + k2)], x(@) = xq, (1.iie)
1 * min x(D), 117y

Tmin < T~™* N Tmax

(111.118)
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Podobnie jak dla uktadu reakcji roéwnolegtych mozna wykazaé¢ istnienie op-
tymalnego profilu dla reakcji odwracalnej. W dowodzie korzystamy z twier-
dzenia zamieszczonego w Dodatku 1 oraz z faktu, ze dla temoeratury

T<min(Ji. 1M (111.119)

orana strona roéwnania (IH.116) jest funkcje wypukta na zbiorze Hmin.
1 . 1
maxj dla kazde%o ustalonego X c\R -

W celu wyznaczenia oDtymalnego profilu skorzystamy =z wynikéw zamieszczo-

nych w PM5] . Hamiltonian i roéwnanie dla zmiennej sprzezonej 1 maja oos-

tac :

H = aj-ﬂj + I@[I - oe(kl + k2)j X + kg [1 - orkj + kg)] xql. (H1.120)
g - 5Kkt & k2) [ -af(kl ¢ k2)].. 71(1) = 1. (rrr.121)

-Tak jak w uktadzie reakcji rownolegtych mozna wykazac, ze optymalny pro-

fil temperatury w przypadku gdy EBEY“> Eg jest izoterma, tzn. T = Thex-
natomiast w przypadku gdy E, > E przy wyznaczaniu profilu skorzystamy

z nastepujacych TfTaktow.

1° Z warunku stabilnosci wynika, ze [1 - 2<sfk. + k2 >0 (111.122)
max max

2° Hamiltonian wzd4uz drogi optymalnej jest ujemny.

3° Jesli spedniona jest nieréwnoscé

0<0%< —ommmmeee E % mE ——mee - (111-123)

to w punkcie t =\0 optymalng temperaturg jest T = Tmax-
4,° H osigga minimum lokalne , gdy E2 > E™ i zachodzi (HI.122)

5° Przy zatozeniach p. 4° optymalny profil temperatury jest krzywag male-
jaca i1 w przedziale Jjimin « Tmax] spednia nastepujace réwnanie roéz-

niczkowe
!Ijé = -F(T), (111.124)

gdzie f(t) Jest okreslone wzorem (IH.79).
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Z otrzymanych wynikéw wynika, ze w przypadku gdy E£ > E” optymalny pro- Wéwczas optymalne profile temperatury oraz stezenie koncowe w ze*leznoSci
fil bedzie o nastepujacej postaci od oe zostaty przedstawione na rys. 9 i rys. 10.
Tmax dla 0 < t< tp
T(t) =. Th) dla tp4 t < V gdzie zostato okreslone wzorem
R dla tk < t < i a-124y,
Tmin
(E2-El1)k2 [17kj +k2 1|
1 , ~max max max
Th) ) Fl-of(k #4<l T n (E k *BkZ ) [l-20ek +EJ 1
max max “m Imax max J max max nsx ma>f
(X11.125)
t~ - wyznaczymy z warunku T (tk) = Tmin*
Przyktad 7
Rys, 10. Stezenie kohcowe drugiego sktadnika w reakcji odwracalnej pier-
Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz stezenie sktadnika A na wszego rzedu w przypadku zak#décenia o charakterze biatego szumu (wg przy-

koncu reaktora dla reakcji odwracalnej dI8 nastepujgcych parametrow:
10 _
k10 = 45.79 e T = 1.
20 -
k20 - 0.4579 e Thax =500 K,
E = 41900 O/mol, Tml"n = 400 K,,
E2 = 83800 0O/mol, R = 8.31 J/mol K.

Wsp6é+czynnik 0? , bedacy miare intensywnos$ci

1
T5TT - «
max

123) , musi spe#nia¢ relacje 0 < °g <

max

al=0
2,38-f0'3
4,77 10-3

7,16-10
10,7-10-3

1 x5600

odwracalnej pierwszego
(wg przyktadu

0 0B 012 qQ 0667 CI6B

Rys. 9. Optymalny profil temperatury w reakcji
du w przypadku zaktécenia o charakterze biatego szumu

szumu zgodnie ze wzorem (lii.

ktadu 7)

5b. Kryterium uwzgledniajace wariancje wektora stanu

W dotychczasowych badaniach maksymalizowalismy warto$¢ oczekiwang jed-

nej ze zmiennych stanu w chwili koricowej, co w przypadku reaktoréw che-

micznych oznaczato maksymalizacje wartosci $redniej bezwymiarowego steze-

nia jednego z pdroduktéw reakcji na koncu reaktora. Z praktycznego piinktu

widzenia takie kryterium nie zawsze jest wystarczajace i czesto zachodzi

konieczno$¢ uwzglednienia rozrzutu woké64 wartosci Sredniej , tzh. warian-

cji, dlatego w tym punkcie zajmiemy sie nieco blizej sterowaniem optymal-
nym uktadéw quasi-liniowych ze wskaznikiem jakosci uwzgledniajacym warian-
cje.
rakterze biatego szumu.

Bedziemy rozwazac¢ uktady,
Jak i

na ktore dziataja zak#6cenia zaréwno o cha-

kolorowych szuméw, przy czym w przypadku
tych ostatnich korzysta¢ bedziemy z rezultatéw podanych przez Parajewa [36],
1.2, i?2(t,u>)

traktowany Jest jako sygnat wyjsciowy z ukdadu

Rozwazymy uk¥ad (il.l1) - w ktérym proces Jest pewnym,

szumem kolorowym, tzn. li-

niowego, ng“wejsciu ktérego dziata biaty szum.

37~ * a [u(t)] [ + Kp(t)] TA (L), rA (0) = xo
dr_ *
=B u®] O + KN1B)] TA(L), rg8 (@) =0 (1. 126)
rze- dy = DAdt + dn.
D)
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Dla uproszczenia rozwazan bedziemy zaktada¢, ze E y(@©) =0 i
E?"(0) - L, D = const. (o127

Naszym celem jest znalezienie sterowania u(t) maksymalizujgcego w ounk-
cie koncowym wielkos¢ 1/

32 E [a<ErQ (tf))2 - b Tg(tf" - (ErB(tF))2]j ., ((111.128)
uminsu(t)< ur \ \
gdzie a>0 i b>0 sa pewnymi wspédczynnikami wagowymi.

Podobnie Jak poprzednio bedziemy oznacza¢ x = ETA . y = ErQ oraz macie-
rze kowariancji ~ i korelacji X

T11 #12 1 *12
$ - X - (111.129)
n21 #22 N1 %22

Korzystajgc z formuty Ito mozna pokaza¢, ze drugi moment procesu bedzie
spedniat nastepujace roéwnanie

A =2DL+ (2. L) = Lo; (111.130)

gdzie Gf-gestos¢ widmowa biatego szumu.

W przypadku stacjonarnym rozwigzanie ma Dostac

L(t) = const = Lg = - (111.131)

Przy sprowadzaniu problemu stochastycznego do réwnowaznego deterministycz-
nego skorzystamy z metody zaproponowanej) przez Parajewa [36] - Metoda ta
Dolega na tym, ze buduje sie rownanie Fokkers-Plancka-Ko¥mogorowe F.P.K.

dla systemu (il.1), (11.2), (111.126). Nastepnie buduje sie funkcje two-
rzacg y(t,ft.,£i), gdzie % i ji sg traktowane jako pewne mate parametry.

Funkcja y spednia pewne réwnowazne rownaniu F_.P.K réwnanie czastkowe.

Nastepnie, korzystajac z faktu, ze ~ Jest procesem gaussowskim, rozwija

sieljag w szereg zespolony i wykorzystujac wczesniej otrzymane réownanie

czastkowe ze wzgledu na V otrzymuje sie nastepujacy uktad roéwnan dla

wartosci Sredniej i1 macierzy korelacji & :

73 -
X Al 0 X Au(e) 0 AT - UL
n = - K +
2 BIu(t)] 0 y BL(t) O - diyL()_
Q. 132)
Al *12 AUC 0 L «12 c«11n2 KRl B ()
3
Tt
M1 \z -
Au®l 0 gy 5ir *11 *12
— i L(B)
stupy o TR T <21 + 22
"X 3¥11  3*12-
X 5T x 4 ~TjiT~
+ DA (1ii_133)
3x 3/ 321 3722
? Til y tw .

Zaletg tego uktadu Jest to, ze w jego sktad nie wchodzg wyzsze momenty i
ze w zwiazku z tym mozna znalez¢ rozwigzanie explicite.

Postepujac za Parajewem przy rozwigazywaniu tych réwnan nalezy skorzystac
z metody rownan charakterystycznych [23] dla réwnah czastkowych pierwsze-
go rzedu, a nastepnie z metodyki rozwigzywania roéwnan przedstawionej w[2l]
Po dduzszych i zmudnych przeksztatceniach otrzymamy nastepujacy uktad row-

nan: *
x A[u] © EA pdn o X x(0) X
.g7 = 1+ K2 1 L(T)at . s
Y. Bu®] o 0 A[u(t)] o y. v 0
(111.134)
d-]]~ =3t (t,tQ)scae + ccO=(t) + J [jUut ,r) - H (t,tQ)] scQ "(£)dE , (m .135)
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gdzie
- —
“x11 /\2 ot N
*x21 B [u(ty] A [uct)]
scle= L, .SCO°(t) = -2 AuCIB L] . L(t)Kx (t) (111.136)
%22 B2 [u(D]
2A (L) O 0 0 2au(®d] 0 O 0O
Blu(t)] A[u(D)] 0 B [u(e)l A [ (41 0O
*(t,th). - L(r)d?
3[u(B)] 0 Afu(tdIo »"*l L@y o a (] 0
0 8 [u(®] 3 [um®] o 0 - B 1 B [u(?uo
ML)
(111.137)

Wobec tego roéwnowazny problem sterowania optymalnego bedzie miat nastepu-
jaca postac:

=a1 [I +xeeoix,  x(Q - xo (111.138)

A = Blu(l O + KP(D)] x, y(@© =0 (111.139)

N = A[u(D]  L(D)K, P(0) <111.140)

= M(t) [ + KR(t)] scX * scO“(t) - M(t) wW(t), K(0) m X (111.141)
drR

Ht KM(t)L(t), R() =0 (111.142)

= KR(t)scQ "(t). W() A0 (111.143)

12 = m2xv (ay2 (tf) - b(* (tF) - y2 (tF))). (111.14H)
Unin & UCt) S Uy

T~k postawione zagadnienie jest dosy¢ trudne do rozwigzania 2z uwagi na
swoja wymiarowos$c¢.

Podanife warunkoéw istnienia sterowania optymalnego prowadzi réwniez do bar-
dzo ztozonych oszacowan. Dlatego przy> rozwigzywaniu tego prgblemu mozna
wielokrotnie spotka¢ sige z trudnosciami natury numerycznej. Mozna nato-
miast skorzysta¢ z metod przyblizonych, takich jak np. metoda matego pa-

rametru w celu oszacowania wariancji rozwigzania optymalnego, w przypadku
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gdy kryterium ma posta¢ Jedynie wartosci $redniej rozwigzania w chwili
koncowej .
Na koniec odnotujemy, ze otrzymane roéwnania dla wartosci $rednich pokry-
waja sie w przypadku rozwigzania stacjonarnego z roéwnaniami otrzymanymi
w punkcie 3b tego rozdziatu.

W dalszej czesSci pracy zajmiemy sie przypadkiem, gdy zaktécenia maja
charakter biatego szumu. Korzystajgc z uk#adu stochastycznych réwnan Stra-
tonowicza (1i-20) i (11.21) oraz z kryterium 1~ okreslonego wzorem (lii.

128), otrzymamy, ze réwnowazny problem sterowania optymalnego bedzie mia#

postac :
= A[U(DT §1 + AT x.  x©0) = xq (lii. 145)
S BLu] O + 5-A[u()13 x, YO = o, (111, 146)
= 2A[M)] U+ 2K2A2 [U(D] + K2A2 [UCD)] X2, *A(0) =0
v (111.147)
v
dtf 2
= A [u(®] 22 + 8 [*(M)] + | k2A [u(®)] B [u(b)] * |- A [u(®] ai2 +
+ K2A [U(®] 3 [u(®] x2. S1Z(0) - o, (111.148)

= 2B [u(t)] g12 * K2B2 [u(t)] JX1 * K2A[u(tj] BLu(<)] JM2 + K2B2 [u(t)] x2

{220 = 0 (111 149)

1, = max [ay2(t.) + bjr_,(t,)I. (1H.140)
\ umin < “<*> < umax

Problem ten jest jednak problemem nieliniowym i dlatego czesto wygodniej

jest korzysta¢ z nieco przeksztatconej .postaci réwnan stanu.Jesli zamiast

ielkosci wprowadzimy drugie momenty zdefiniowane nastepujaco

-i! = eFa“ xx2 ~ *21 ~ ~“rArB” 122 = Er|- tO0 wéwczas réwnowazny problem
bedzie sktadat z réwnan (111.145), (H1.146) Oraz z nastepujacych roéwnan:

¥
da¢ S
= 2A[u(t3 all + K2A2 [u(t)] *13L. 3f1) - X2, (111.151)
-gii = 3[u(0] 31l + A[u(t)] X12, X12(0) = O, C111.152)
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= 282[u(t)}ei2 + K2B2 [u(®)] «11P  x22(0" = 0 (lii. 153)
Ip = max ay2 (tf) - b(K (tf) - y2(tF)). (111.154)

umin < < " umax

Otrzyiiiany problem w przypadku uk#adu dwéch reakcji roéwnolegtych pierwsze-
.go rzedu dlat® = 1 bedzie miat nastepujaca postac:

37 = (kI + k2)C "ap(kl + k2~ X"  x(°* =x0 (111.155)
ERF ° Kl + k2)Ix, y() =0 (111.156)

dx .

—jii = -2(k1 * k2)[1 - 20f(kl + k2fl%®il®  *11(0)= Xo* (111-157)

dje, ?
- - =kx[1 -ofU, ¢ k2)Jaell - (kt + k2)[I - °e<kl + k2)j"12. *12() =0

(111.158)

2 = o I -0efkj + R) «iz + RIRAIt o220 = o, (111.159)

1, = max ay (D - b(* M - yr(D)- (111.160)
Tmin< T(t>< Tmax

Podobnie jak w poprzednich punktach tego rozdziatu optymalny profil budu-
je sie korzystajac z zasady maksimum, przy czym warunkiem koniecznym Jego
istnienia jest spednienie nastepujacej nieréwnosci

0 < og< - —_——— L- r R
ii 22 bae., (i)
(S + k ) + max Efi + 2 11 Kk

max max 1 max
odzie

D=(CG+b) y( x(@) - baei2(1) > o.

\ *

3ak wida¢, zakres zmian wspédczynnika og w przypadku kryterium, ktoére

zawiera wariancje, jest mniejszy niz w przypadku kryterium nie zawieraja-
cego wariancji.
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Przyktad 8

Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz $rednie stezenie drugiego
sktadnika na koncu reaktora dla uktadu dwéch reakcji roéwnolegtych pier-
wszego rzedu, w przypadku gdy kryterium zawiera wariancje, przy czym pa-
rametry ukdtadu oraz funkcji korelacji procesu stochastycznego sa takie
same jak w przyktadzie 5. Wyznaczony numerycznie optymalny profil dla roéz-
nych wartosci K oraz a 1 b zostat przedstawiony na rys. 41, nato-
miast zaleznosci $Sredniego stezenia koncowego drugiego skdadnika w funk-
cji K oraz b zostaty pokazane na rys. 12. Dla pordéwnania zamieszczo-
no rowniez na tych samych rysunkach wykresy odpowiadajgace kryterium opty-
malizacyjnemu, nie zawierajacemu wariancji. To ostatnie oznaczono linie
przerywana.

Rys. 11. Optymalny profil temperatury w ukdadzie dwéch reakcji roéwnoleg-
tych pierwszego rzedu w przypadku zak#ocenia o charakterze biatego szumu
z kryterium zawierajacym wariancje”rozwigzania (wg przyktadu 8)

Z wynikoéw otrzymanych w pracy oraz przyktadéw wynika, ze dla realnych
fizykalnie wielkosci parametréw reakcji i ograniczonych co do intensywno-



Sci zakto6cen optymalne profile tem-

peratur wygladaja podobnie Jak w mo-

delach deterministycznych. W prac/

nie rozwazono przypadkéw, gdy oe prze-

kracza zadane ograniczenia. Zaist-

niataby wéwczas konieczno$¢ analizy

uktadoéw z ujemnymi szybkosciami re-

akcji, co z punktu widzenia fizykal-

nego nie ma sensu. Na koniec odno-

tujmy, ze Jakkolwiek wspédczynnik oe

Rys. 12. Stezenie koricowe w uk¥a- nie ma bezposSredniej interpretacji
dzie dwodch reakcji réownolegtych fizycznej z uwagi na to, ze biaty
pierwszego rzedu w przypadku za-
kt6cenia o charakterze biatego szu-
inu z kryterium zawierajacym wa-
riancje rozwigzania (wg przykta- noéci zaktb6cen (dotyczy to zwhaszcza
du 8)

szum jest abstrakcja, tym niemniej
jest on bardzo dobra miarg intensyw-

procesow szeroko pasmowych).

5c. Wyznaczanie optymalnych stezen w reaktorze w przypadku nierow-

nomiernego przeptywu produktow

Dotychczas w pracy zaktadano, ze zaktdéceniom podleg8 jedynie wptyw ka-
talizatora. W tym punkcie pokazemy,,ze podobne wyniki uzyskuje sie, gdy
przeptyw produktéw w reaktorze wielorurowym jest nieréwnomierny. Przed-
miotem naszych rozwazan bedzie reaktor wielorurowy, posiadajacy dosta-
tecznie duzg ilo$¢ rur (potrzebng do aproksymacji rozktadu dyskretnego roz-
ktadem ciagltytti). Zaktadac¢ bedziemy, ze produkty poruszajg sie w kazdej
rurze z ré6zng predkoscia w(u>) , przy czym znany jest ich rozktad prawdo-
podobienstwa, $cislej: znany Jest rozktad zmiennej ~(w) wystepujacej w

ponizszym réwnaniu.

1

W () (111.161)

*$r = BE'w(io)J- - predkos¢ $Srednia.

W zwigzku z tym, model probabilistyczny dla dwu reakcji rownolegtych be-

dzie miat nastepujaca postac:

df(t,c*)
3t "t w I (kl o+ k2} & + K?2(@©2 rA (t.<0), (rr.162)

drB (t,co) 1
3t ki @ + K (w)] rA (t,co). (111.163)

\%
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z warunkami poczgtkowymi deterministycznymi

TA ) = 1, rB(@©) =0, (111.164)
gdzie :
t - bezwymiarowa zmienna t s [0, [l (dtugos¢ reaktora) ,
@) - zmienna losowa o rozktadzie normalnym NCm,*»)#
ki = ki0O exp ~r\- o, (111.165)

przy czym KkiO rézni sie od k0 wystepujacych we wzorach (I11.5), tzn.

kio = wkio “ Pakos$¢ produktéw). Pozostate wielkosci maja te same

oznaczenia co w poprzednich punktach tego rozdziatu. Z opisanego w punk-
cie 1 tego rozdziatu modelu stochastycznego reakcji rownolegtych wynika,

ze ograniczenia temperaturowe oraz kryterium maja nastepujaca postac

max Eiw(@>) r,(1,«)l. (111.166)

Tmin < < Tmax >

Korzystajac z metodyki przedstawionej w rozdziatach 11 i 11l otrzymamy,

ze rownowazny problem deterministyczny bedzie miat nastepujaca postac:

d* ,, - jyMki + k2) [ + Km e p()] x, x(0) = 1, (111.167)
Sr

& = -i- k>, y(0o) =o, (111.168)

3t " - A - (ki o+ k2) P<°) - (111.169)
Sr

y(D), (111.170)
Tmin < T(t) < Tmax

gdzie

<(t) = EfA (t,u), y(t) - E|rB(t,co) w(u)]| -
sr

W rozpatrywanym przez nas reaktorze wielorurowym m = O.
Podobnie jak w poprzednich punktach tego rozdziatu mozne wykazaé¢, ze:

a) optymalng temperaturg dla tp 4 t < 1 Jest T = TBax,
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b) istnieje nietrywialny niemalejgcy optymalny profil temperatury dla
(2 > EN) w przedziale tp < t< tp , bedacy rozwigzaniem nastepuja-

cego roéwnania rézniczkowego

c& w przypadku gdy E1 > Ez, to optymalna temperatura bedzie T(t) = TﬂBw'

Przyjete w jtym punkcie zatozenie, 2zs zmienna ” (@) jest zmienng gaussow-
ska powoduje, ze réwnowazny ukdtad deterministyczny ma prosta Dostaé¢ nie-
trudna do rozwigzania. W przypadku gdy zatozymy, ze zmienna losowa A<>)
ma inny rozktad , np. staty lub tréojkatny, wéwczas réwnowazny problem de-
terministyczny jest bardziej z#ozony (zwieksza sie ilo$¢ réwnan stanu).

Przyktad 9

W ukdadzie dwéch”™-eakcji roéwnolegtych pierwszego rzedu,w przypadku gdy
przeptyw sktadnikéw w reaktorze wielorurowym jest przypadkowy, wyznaczono
wielkosci maksymalnego stezenie drugiego skdadnika na koncu reaktora w
przypadku zastosowania optymalnego profilu temperatury dla nastepujacych

danych :
k10 = 9-158 el0. Tmi.n 400 K,
K20 = 0.4579 e2° TmaX 500 K,
E1 = 41900 0O/mol, R - 8.31 0/mol °K.

£, = 83800 0/mol .

i obliczeh numerycznych zamieszczono w ponizszej tabelce

*
;'3 0 0.0025 0.01 0.07525
y(I) 0.9629 0.9626 0.9619 0.9527

W pracy [W4 przeprowadzono poréwnanie przedstawionej metody z metoda wy-
znaczania optymalnego profilu temperatury i stezen, w przypadku gdy roz-
ktad predkosci zadany jest histogramem.

Rozwazany w tym punkcie problem jest najczes$ciej spotykanym dotychczas
w praktycznych zastosowaniach z u”agi na +atwy pomiar predkosci w poszcze-
g6élnych rurach, natomiast w przypadku problemu wyznaczania nieréwnomier-
nej aktywnosci katalizatora w literaturze nie spotkano dotychczas wynikoéw
badan statystycznych dotyczacych rozktadéw prawdopodobienstw,czy tez cha-

rakterystyk probabilistycznych tych zaktécen, dlatego w pracy przeanali-

zowano stosunkowo szeroka klase zakdo6cen, a zwkaszcza tych,

puja najczesciej w mechanice,

wiajac tym samym problem

jako otv»arty.

identyfikacji

zakt6cen (aktywnosci

ktére wyste-

elektrotechnice, teorii regulacji, pozosta-

katalizatora)



ZAKONCZENIE

Podsumujemy otrzymane w pracy rezultaty oraz nakreslimy perspektywicz-
ne kierunki w dziedzinie stochastycznych uktadéw quasi-liniowych. W przy-
padku badania stabilnosci stochastycznej podano kryteria dla uktadéw ze
sprzezeniem zwrotnym oraz ze sterowaniem otwartym. Analizowano uk#tady, na
ktére dziatajag zaktoécenia o charakterze biatego szumu, gaussowskie pro-
cesy stochastyczne drugiego rzedu oraz procesy stochastyczne spedniajace
prawo wielkich liczb. Otrzymane kryteria dotyczg silnej i stabej stabil-
nosci stochastycznej oraz asymptotycznej p-stabilnosci. Przy ich wyprowa-
dzeniu korzystano z kryteridéw podanych przez Jakubowicza [195 , ktére do-
tyczyty uktadoéw deterministycznych z wieloma nieliniowo$ciami. Mozne by
jednak, jak sie wydaje, korzysta¢ roéwniez z metodyki opracowanej przez Mi-
chela i jego wspodpracownikoéw i przedstawionej np. w [3i] , dotyczacej ba-
dania stabilnosci stochastycznej z4ozonych systemoéw. Stanowi to jednak
problem otwarty i powinno by¢ przedmiotem dalszych badan. Na podkreslenie
zastuguje roéwniez fakt, ze w przypadku zsktbécen o charakterze biatego szu-
mu czesto mozliwe Jest wyznaczanie obszaru stabilnos$ci bez koniecznosci
wyznaczania macierzy H stuzgacej do okreslenia funkcji Lapunowa V =x THx.

Udowodnione w pracy twierdzenie (Dodatek) o istnieniu sterowania opty-
malnego stanowi uogélnienie twierdzenia otrzymanego przez Boyarskiego [I] -
Korzystajac z wnioskéw i uwag wynikajacych z niego wykazano, w przypadku
gdy E2 > E4, istnienie ciggtych optymalnych profili temperatur w reak-
cjach roéwnolegtych i odwracalnych. W przypadku gdy B, > E2, woéwczas nie
sa spetnione zatozenia twierdzenia i optymalny profil, moze by¢ wtedy funk-
cja przedziatami ciagta. Jakkolwiek w pracy zaktadano,ze zaktdéceniom pod-
lega jedynie aktywno$¢ katalizatora, to Jak pokazano w punlicie 5c podobne
wyniki uzyskuje sie w przypadku, gdy przeptyw produktéw w reaktorze wie-
lorurowym jest nieroéwnomierny (przypadkowy).

Z zamieszczonych w pracy przyktadéw oraz ,z analizy wrazliwosci prowa-
dzonej w pracach HE5], B4] wynika, ze nieuwzglednienie zak#d6écen nawet w
matym zakresie moze prowadzi¢ do btedéw rzedu Kkilku procent. Wskazuje to
z jednej strony na konieczno$¢ dalszych badan zwhaszcza doswiadczalnych w
zakresie pomiaréw nierownomiernej agktywnosci katalizatora oraz predkosci
przeptywu w poszczegélnych rurach reaktora, z drugiej za$ strony na po-
trzebe stosowania technicznych metod eliminacji tych zaktoécen.

W przypadku reakcji roéownolegtych ze wzrostem intensywnos$ci szumu opty-
malne profile ulegaja przesunieciu w lewo, tzn. punkt przekgczenia t~ jest

coraz mniejszy lub tempelratura poczatkowa Tp jest coraz wieksza dla co-
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raz to wiekszych wartosci wspédczynnika K. Mozna stad wyciggnaé¢, wnio-
sek, ze zwiekszenie dziatania szumu powoduje takie same zmiany optymal-

20
nych profili temperatur, jak zwiekszenie wspédtczynnika ilorazowego r— w
10

przypadku problemu deterministycznego. Zgodnie z oczekiwaniami zwieksze-
nie dziatania szumu powoduje zmniejszenie maksymalnej Sredniej wartosci
stezenia drugiego sktadnika, ktéra stanowi kryterium optymalizacji. Stwier-r
dzenia te odnosza sie do wszystkich rozwazanych w pracy zaktécen. Poczy-
nione w pracy zatozenie o deterministycznych warunkach poczgatkowych mozna
ostabi¢, zadajac, by byty one zmiennymi losowymi niezaleznymi od zaktdécen
wystepujacych w uktadzie ~(t,co).

Jakkolwiek dla otrzymanych w rozdziale pierwszym i drugim wynikéw po-
kazano zastosowanie jedynie w analizie reaktoréw chemicznych, to jak juz
byto wspomniane we wstegpie, istnieje mozliwos¢ ich wykorzystania w innych
dyscyplinach, takich jak: mechanika, ekonomia, immunologia. Mozliwos$¢ ta
istnieje wszedzie tam, gdzie w rozpatrywanych modelach sterowanie i za-
ktbécenia wystepuja parametrycznie, w szczeg6lnosci w stochastycznych ukta-
dach bili

W analizie uktadédw dynamicznych obok probleméw stabilnosci i sterowa-

iowych. Zachodzi wéwczas roéwnosé = = ui-

nia optymalnego do najwazniejszych zaliczy¢ nalezy zagadnienia sterowal-
nosci, obserwowalryos$ci, wrazliwosci, jak roéwniez Tfiltracji czy identyfi-
kacji. Nie byty one przedmiotem badan w niniejszej pracy i wydaja sie by¢
w przypadku stochastycznych uktadéw quasi-liniowych problemami otwartymi
wymagajacymi dalszych studiéw. W odniesieniu do zagadnien sterowalnosci
stochastycznej wygodnie bedzie postuzy¢ sie definicjg £ -sterowalnosci za-
proponowang przez badaczy japonskich [54, 55] . Badania mozna by wéwczas
rozszerzy¢ dla zaktdécen, ktére™ sg procesami Poissona, co byto pokazane w
B7] . Otrzymane tam wyniki dotyczyty jednak sterowania zamknigetego i dla-
tego nalezatoby poda¢ nieco inne definicje i kryteria dla uktadow ze ste-
rowaniem otwartym. Za pewng proébe rozwigzania tego problemu nalezy uznad
prace [46] . Do zupednie nowych dotychczas nierozwigzanych zagadnien doty-

czacych stochastycznych uktadéw quasi-liniowych zaliczy¢ nalezy:

1° Zagadnieniafiltracji i sterowania optymalnego zamknietego.

2° Wyznaczanie sterowania optymalnego otwartego, w przypadku gdy kryte-

rium zawiera czas Markowa, np. w nastepujacym przyktadzie:

dx = A [u(t$ xdt + KA [u(13 xdw, x(0) = xQ,
1
dy = s[u(t)]xdt + KB[u(t)]xdw, y(0) =0,
yOPta)) * a, 0 < a £ 1, a- stata rzeczywiste (wielko$c¢zadana),
c (o) - czas Markowa.



1 = min

umin < u(t) < umax

E(r((o))-

3° Analiza stochastycznych uktadéw quasi-liniowych z opé6zZnieniem.

4°

5e

W przypadku badania sterowania optymalnego otwartego bedzie mozna naj-

prawdopodobniej postuzy¢é¢ sie najnowszymi

wynikami

otrzymanymi przez

DODATEK 1

Szajcheta w pracy [56] i pozwalajacymi na znajdowanie réwnowaznych pro-

bleméw deterministycznych,

tzn. znajdowania roéwnan rézniczkowych, ja-

kie spedniaj? momenty rozwiagzan wyjsciowych réwnan stochastycznych.

Analiza stochastycznych uk#tadéw quasi-liniowych

czastkowymi. Pewne wyniki

opisanych roéwnaniami

dotyczace uktadéw biliniowych zwkaszcza tych,

ktére opisuj? modele matematyczne wystepujace
badacze wkoscy 2] ., B1 ., [ -

Analiza stochastycznych uktadéw quesi-liniowych

w immunologii uzyskali

opisanych réwnaniami

réznicowymi. W tej dziedzinie ukazato sie wiele prac dotyczacych ukta-

déw biliniowych.

Problemy stabilnosci stochastycznej zostaty przedsta-

wione miedzy innymi w ksigzce Morozana [33] . Zagadnienia sterowalnosci

i sterowania optymalnego dla uktadéw determini

wione w ksigzce Mohlera [32]

stycznych zostaty omé6-

oi?az w pracach [6] , [7] -

Zagadnienia estymacji, filtracji i identyfikacji. Podobnie Jak w przy-

padku uktadéw opisanych roéwnaniami czastkowymi

niki dla stochastycznych uk#adéw biliniowych

uzyskano juz pewne wy-

[y, [e0] , [B11. W pra-

cach tych znojduJd.e sie duzy przeglad literaturowy w zdecydowanej wigk-

szosci dotyczacej Jednak uktadoédw biliniowych.

nie zastuguje fakt, ze w rozpatrywanych przez

dach quasi-liniowych szumy dziatajg w sposéb multiplikatywny

zone przez wektor stanu).

Na szczegd6lne podkresle-
nas stochastycznych ukta-

(sa mno-

Identyfikacja takich uktadéw jest dopiero w poczatkowym stadium badan.

Pewng ciekawg koncepcje podali Soong i Dowdee

tym, ze uktad stochastyczny zmienia sie na pewien réwnowazny

Polega ona na

w [B2] -

determi -

nistyczny i nastepnie identyfikuje sie jego parametry metodami klasycz-

nymi .

liniowego [50]

z funkcjonatem jakosci

NiechU bedzie

Bedziemy traktowac

gdzie 1< p< 00

DEFINICJA 1

Niech h: Rm

Podamy twierdzenie o istnieniu sterowania optymalnego dla uktadu nie-
£ji - f(t.x(t),u(t)), x(0) « xQ [CH)]
T
I(u) =7 c(t ,x(t) ,u(t))dt. d.2)
zwartym i wypukdym podzbioremRm, U - bedzie rodzing
wszystkich ograniczonych i mierzalnych funkcji z[o ,t] w u.
U jako podzbidr
\%
Ap([0o. T, r*) -X".
i norma ma postacd
1
/T
11IG"p
m
Bkl = 2 Ikl * norma w rI"-
i=1
R. Méwimy, ze h jest monofonicznie rosnaca (maleja-
monotonicznie rosnie (monotonicznie maleje), gdy Y]]

wzrasta.

Lemat 1

Niech h: Rm~»-R.

Niech S : RI'-*-Rm

bedzie wypuk4a funkcja, ktéora

bedzie wypuk+a i spednia warunek,

monotonicznie rosnie.

ze «™(y) > O dla
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wszystkich 'y 6 Rm (G =1,...,m). Wéwczas TFfunkcja H: R1-=m R zdefinio-
h(£(y)) Jest wypukta.

wana nastepujaco R(y)

Lemat 2

Niech h: Rm—»= R bedzie funkcja wypukta, ktéra jest monotonicznie ma-
lejaca. Niech 8: Bm-» Pm bedzie wklesta i spednia warunek, ze ~(y) > O
dla wszystkich y 6 Bm a =1 . Bm i Pm sa zwartymi i wypukdymi
podzbiorami Rm. Wéwczas funkcja R: Rm-»-R zdefiniowana nastepujaco
R(y) = h(6(y)) Jjest wypukta.

t Dowdéd lematu 1 znajduje sie w [I] , natomiast lemat 2 dowodzi sie bar-

dzo podobnie.

Niech X c Rn bedzie przestrzenig stanéw i niech funkcja

1
f: [0, T] * X *U—-Rn v

bedzie funkcja ciggta ze wzcjledu na t i x dla kazdego u 6 U i spet-

niajaca nastepujace warunki.

(f i) Dla wszystkich t 6 [o, T] , u s U, XJ, X2 6 X

Ifi (t,x1>u) - Fi(t,x2,u) | <X3tx1l - x23t

gdzie % Jest stata dodatnia,

n
arsar = 2 |l
i=1
i f* jest i-tg sktadowg wektora f.
(f 2) Istnieje funkcja
F: [0, T] * X — Rn,m
i ograniczona mierzalna funkcje g¢g: U -mRn taka, ze dla kazdego i=1,.,,n

fi(t,x,ul) - Fi(t,x,u2)”™ FA(t,x) [gCuj) - g(u2)]

F1 - i-ty wiersz F.

g(u) jest zwartym i wypukdtym podzbiorem Rn i jeden z dwéch warunkow
Jest spedniony:
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a) g-1 istnieje na g(u) jest wypukfa i g~1 >0, j =1 m,

b) g-1 istnieje na g(u) jest wklesta i g~1 >0, IR G—
(F 3) Dla wszystkich u eU, i =1,...,n

Fi(., x“(.)Ve <£*.

gdzie xu jest rozwigzaniem (DI) ze sterowaniem u i (g jest sprzezonym

indeksem do p.

UWAGA 1

Warunek (F 1) zapewnia istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzani» roéwnania

o) .

UWAGA 2

Niech V « g(u) Rm i niech *T bedzie rodzing wszystkich ograniczo-
nych mierzalnych funkcji na [0, T] o warto$ciach w V. Niech ~“go u”
bedzie ciaggiem w T, ktéry jest zbiezny stabo w tC" doveT. Poniewaz

vET , stad

v(t) e g(u) p.w. te [0, i .

Poniewaz u jest zwarte, z lematu Filipowa [26] wynika istnienie uf£ll
takiego, ze v(t) = gQu(t)) prawie wszedzie na [0, T}.
Niech funkcjonat+ (D2) , gdziec: R * X & U R spednia nastepujace wa-

runki
n

CIl), c(t, =, =) Jest ciegtadla wszystkich te [0, t]

(C2) c(-,x%x,u) Jest mierzalna w sensie Lebeague’a dla wszystkich xe X

i uf£ U. [ I

(C3) istnieje funkcja V (=) £ [0, a1 ,r taka, ze c(t.x.u) > Y @®
dla wszystkich te [0. t], xe X 1 ue U

(C4) c(t,x,u) Jest wypukta wzgledem u dla kazdego ustalonego (t,x)e
[o, T * 1.

(C5a) Dlakazdego ustalonego (t,x)e [0, T1 « X, c(t,x,u): R*1 -m R jest

monotonicznie rosnagcag funkcja.

(C5b) Dlakazdego ustalonego (t,x) e [O, t] * X. c(t,x,u): RI' -» R Jest

monotonicznie malejaca funkcja.



Twierdzenie 1

Rozwazmy uktad (DI) z funkcjonatem (D2) , gdzie Ff(t,x,u) spetnia wa-
runki (F1), (F2a), (F3) 1lub (FI), (F2b), (F3) i c(t,x,u) speinia odpowie-
dnio warunki (CI) - (C4) , (C5a) Ilub (CI) - (C4) , (C5b). Niech U bedzie
zwartym podzbiorem Rm i niech U bedzie zbiorem ograniczonych i mie-
rzalnych funkcji odwzorowujacych ze zbioru [o, fj w U traktowany jako

podzbidér oCp, 1 < p< oo . Woéwczas istnieje u takie, ze

Iu®) = inf 1(u).
uel

Dowéd

W pierwszym przypadku, gdy sped#nione sa warunki (FI) (F2a),(F3),(CI)-
(C4) , (C5a) dowodd Jest podany w [I] .
W drugim przypadku, gdy spednione sg warunki (fi), (F2b), (F3), «n
(C4), (C5b) korzystajac z lematu 2 mozna wykazaé¢, ze

c(t.,x,v) = c(t,x,g”1(v))

jest wypukta wzgledem v dla kazdego (t,x) e [o, t] * X
Pozostata cze$¢ dowodu jest taka sama jak w [I] .
UWAGA 3

Te same wyniki mozna uzyska¢ jesli funkcje f i ¢ bedg miaty pos-

tac :

f(t,x ,u) f(t,x.w)),

c(t,x,u) = c(t,x,w(u)),

gdzie w: U-*- W, (w e Rm) Jest ciagta, roéznowartosciowg Ffunkcja u i po-
nadto f i c spetniaja warunki (FI) - (F3), (CI) - (C5), w ktérych u
jest zastgpione przez w i U przez W = w(u). Dowéd tego wynika z le-

matu Filipowa i uwagi 2.

Rozwazmy pewien szczegélny przypadek, gdy funkcje f i «c bedg o pos-
taci nastepujacej:

f(t ,x,u) » G(u)x = vx,

c(t,x,u) = L(u)<1(t,x),

gdzie: G:U—- VcR1, L: U-"-R1, 1:X * [0, T =-» Rl, x e X « Rn
UC R1.

Lemat 3

Jesli funkcje G, L sg kl. C2 i G-1 istnieje na zbiorze \

spedniony jest jeden z czterech warunkéw:

A "

a) GN < 0, Guu <0, Lu < O, L w > 0
N

b) G~ > o0, 6w > °- Lu <0. Lw > 0

c) Gu > 0, G'w < °> L'y >0, Luu >0

d) Gu < O, > 0,. Lu >0, [ >0

GUU uu

wéwczas Funkcja 1)) = L(V) Jest bvypuk

Dowéd

Bedziemy rozwaza¢ tylko przypadek (a) , poniewaz dla pozostatych przy-
padkéw dowéd jest bardzo podobny.
Z warunkéw Gy < O, G"u <0 i z faktu, ze G-1 istnieje na V wynika,

ze druga pochodna G_1(v) = u(v) istnieje i jest ujemna

¢e-1), = uy < 0.

a to oznacza, ze u(v) Jest funkcja wklesta. z faktu, ze L'u < 0 i
L"u > 0 wynika, ze LQu) jest funkcja malejaca i wypuk#g. Stad z lematu
2 otrzymujemy, ze 1 (()) = 1() Jest wypukta wzgledem v C V.

WNIOSEK 1

Twierdzenie Jest spednione dla uktadu (03), (D4) jesli funkcje G i L
spedniaja zatozenia lematu 3 i funkcja 1(t,x) spednia warunki (C1)-(C3).

WNIOSEK 2

Twierdzenie jest spednione dla uktadu (D3), (P4) Jes$li Ffunkcje G i L
maja postaé¢ GQu) = G(w(u)), L) = Lw(u)), w: U-»-W Jest funkcja ciag-
+a, roéwnowartosciowg i G~, G™w, L'm, I1Ww spedniajag jJedno z zatozen ()

Iub () lub (¢) lub (d) lematu 3, I(t,x) spednia zatozenia (CI) - (C3).

Dowéd wynika z uwagi 3 i z poprzedniego wniosku.



WNIOSEK 3
E2 - E1
Dowody twierdzen 1 i 2 z rozdziatu Il wynikajag z wnioskéw 1 i 2. Ciag-
n -
+08¢ sterowania natomiast wynika z tw. 6.2 [9]. + 20f 1+ J OEZ El 1
Podamy teraz zastosowanie otrzymanych twierdzen i wnioskéw na przykta- *1
dzie warunkéw wystarczajacych istnienia optymalnego profilu temperatury w 10

uktadzie dwéch reakcji rownolegtych pierwszego rzedu w przypadku istnie-

nia zaktécen o charakterze biatego szumu. Desli E2 > Ei 1 ** spednia nieréwnosé

Przypomnijmy, ze wéwczas funkcje G i L maja postac: ~ B
0<.0e < minfaj, a2),

gdzie:
G (w) + k20 1 -of(w + Kkj,0 (G—)
10
k20 (Tqf> * "max
Lw) = -w 1 - <$(w + kpo(v-—) *)
*10
E2-2E1
gdzie
k20E2~"E2 - EIl”™wmax
* -
V[T (t)] kt [T(D)] . 2(E2-E1J
E2_E1 E2-EI
stad
2 AK10 E 1+Kk20E2wmax ) + 2k20E27E2-El”Wmax +k20 EO
[ [ kio exP 10
Nmax = W(Tmax)’

WTT m kl0o ~ft@" " T) eXP{ - M

woéwczas Gw < O i G~ < 0 dla kazdego Te [t~ , TN .
E2-E1l 2 Przenalizujemy teraz funkcje I_(w) :
Ei 10
10 Lw = -F1 -°*w + k20 *>] -°A(L + k20 e7 (0T~} 13}
e2 - 2EI 5
E2-EI
k20 E2AE725:‘__E_!’_‘ 1+ 20f(w + Kr|(iw ) kon  En kon En
10 w2 1 * - seg(®Gi) " 1
10 rx e7

kio '10



Jesli @ speknia nieréwnosc

0 < og < a3"
ow . _£/ max DODATEK 2
— A
k207 14 20 By ®i0
wéwczas Lw <0, L~ >0 dla kazdego T 6 [T~. Tmaxj - Podstawowe definicje

Stad na podstawie wniosku 2 wynika, ze jesli E2 > Ej i spednia nie-
a P Y 1 1 * P DEFINICJA 1

réwnosci
Rozwigzanie x £ 0 uktadu 1 nazywamy stabo stabilnym weddug prawdopo-
0 < of < min(a2> a") , dobienstwa przy t > tQ, jesli prawdziwe jest zdanie logiczne
*
wowczas optymalny profil temperatury istnieje i jest ciegty. Y Y 3 Ix 1 < r => P-L: Ix(t,cd,x ,t )] >4<¢
€>0 <550 r>0 J
WNIOSEK 4

DEFINICJA ,2
W podobny spos6b mozna podaé¢ warunki, jakie musze spedniaé¢ parametry

szumu, aby istniaty optymalne profile w pozostakych reakcjach. Rozwigzanie x E O uktadu 2 nazywamy silnie stabilnym wed#ug prawdo-
podobienstwa przy t > t , jesli prawdziwe jest zdanie logiczne
WNIOSEK 5

Y \Y 3 Ix I < r =5 P-L: sup [x(t,u,x ,t )]>£ [<5
Otrzymane przez nas warunki sg warunkami wystarczajacymi istnienia ste- £>0<J>0 r>0 101 N 1 t©>t_ 0o o0 J

rowania optymalnego ciggtego, oznacza to, ze Jes$li jedno z zatozen twier-
dzenia nie jest*spednione, np. Ej < E2, to wéwczas optymalne sterowanie

DEFINICJA 3
(optymalny profil temperatury) moze by¢ funkcja przedziatami ciagts.

Rozwigzanie X S O uktadu 1lnazywamy asymptotycznie s#abo stabilnym

weddug prawdopodobienstwa, jesli jest ono stabo stabilne wedfug prawdopo-

Y dobienistwa, a ponadto spedniony Jest warunek
\% 3 kK I< r=>lim PJ|x(t,cd,x ,t ) [ =0.
C>0 r>0 ° t->00 1 >

DEFINICJA 4 -

Rozwigzanie x =0 uktadu 2 nazywamy asymptotycznie silnie stabilnym
weddug prawdopodobienstwa, jesli Jest ono silnie stabilne wedtug prawdo-

podobienstwa, a ponadto spedniony jest warunek

\ 3 Ix I < r=>lim p]|lsup |x(t,c3,x ,t )] >£ } =0.
¢>0 r>0 ° T->0* 1t>T 0o0 >
DEFINICJA 5

Rozwigzanie x s O uktadu 1lub 2 nazywamy p-stabilnym jesli spe#nio-

ny jest warunek



DEFINICJA 6

Rozwigzanie X =0 uk#adu 1 lub 2 nazywamy asymptotyczniep-stabilnym

jesli jest ono p-stabilne i ponadto spe#niony jest warunek

lim E |x(t,co,x ,t )] p = O.
t-»00

DEFINICJA 7
Rozwigzanie Xx=0 uk#adu 1 lub 2 nazywamyeksponencjalnie p-stabil-
nym, Jesli istniejg state A > 0, ogQ > O takie, ze

El*(t,io,x0,t0)] p < A IxQ] exp|-o(ro (t - tQ)| -

DEFINICJA 8

Rozwigzanie X» 0 uktadu 1lnazywamy zupednie stabo stabilnym wedtug
prawdopodobienstwa, jesli jest ono stabo stabilne wedtug prawdopodobien-

stwa i ponadto zachodzi warunek

Vv Vv V n 3V plIx(t,0j,x ,t )] >¢1<S
£> 0 <50 xQR T(£,<S*x0) t>T “ o o J
DEFINICJA 9
Rozwigzanie x=0 ukdtadu l1lnazywamy asymptotycznie zupednie stabo

stabilnym weddfug prawdopodobienstwa, jesli jest ono zupednie stabo sta-

bilnym weddug prawdopodobienstwa i ponadto zachodzi warunek

\ \Y lim p{Ix(t,»,x ,t )| > ¢l =0.
xGER £>0 t->00 1 o o ]

DEFINICJA 10

Rozwigzanie XS 0 ukdtadu 1 lub 2 hazywamy stabilnym z prawdopodo-
bienstwem 1 w pewnym sensie. Jes$li wszystkie trajektorie, oprécz by¢ moze

zbioru trajektorii prawdopodobienstwa 0, sg stabilne w tyn sensie.

DEFINICJA 11

Rozwigzanie X£ 0 ukdtadu 1lub 2 nazywamy stabilnym stochastycznie
wzgledem czwérki (0j ,Q2 ,1- f.t~), gdzie (g2 Jest zbiorem otwartym, <3jCQ2)
wtedy i tylko wtedy, gdy sped#niony jest warunek

- 95 -

\Y% x(t,u)e Q|x(0) e 0 L< 1 "f.
J

[o«<tf

Bardziej uzyteczng w praktycznych obliczeniach jest nastepujgaca defini-

cja.

DEFINICJA 12

Rozwigzanie x s o uktadu 1 lub 2 nazywamy ¢é-stabilnym stochastycznie
z prawdopodobiernstwem Ff w sensie normy kwadratowej wzgledem zbioru do-
celowego z norma |H w przedziale czasowym [o,t*] , jes$li spedniony Jest

nastepujacy warunek
p{Ix(tf Wl 2>S x(0) = xQj < 1 -Ff.

DEFINICJA 13

Méwimy, ze proces |(t,<o) dla t> tQ spednia prawo wielkich liczb.

Jezeli

o+t to+t

V V 3 \/l p|f f t(s,u>)ds - f f E?(s,u>)ds| >£ i<£
J - t

£>0 <S>0 T>0 t>T [1
0 0 n
DEFINICOA 14

Méwimy, ze proces ~(t,co) spednia silne prawo wielkich liczb, jezeli

/ o t o \

(T J ~(8'")d9 mt J Ef(s™)dsOt~ 0 r 1-

Wzajemne relacje miedzy zacytowanymi przez nas definicjami mozna znalez¢

w pracy [5] - W szczegélnosci Jest tam pokazana réznica miedzy stabag i

silng stabilnosciag.
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STRESZCZENIE

W pracy rozwazono stabilnos$¢ i sterowanie otwarte w uk#tadach stocha-

stycznych liniowych ze wzgledu na wektor stanu i nie iowych ze wzgledu
na sterowanie, nazwanych dalej stochastycznymi uktadami quasi-liniowymi.
Korzystajac z kryterium Jakubowicza dla uktadéw deterministycznych podano
kryteria stabilnosci stochastycznej dla uktadéw ze sprzezeniem zwrotnym
oraz ze sterowaniem otwartym. Podane kryteria dotycze stabej i silnej

stabilnosci, asymptotycznej stabilnosci z prawdopodobienstwem jednej oraz

asymptotycznej p-stabilnosci. Zostaty one zilustrowane kilkoma przykta-
dami -

Nastepnie podano og6lng metode wyznaczania sterowania optymalnego
otwartego w stochastycznych uk#tadach quasi-liniowych z catkowym quasi-li-
miowym wskaznikiem jakos$ci. Przeksztatcajac stochastyczny problem stero-
wania do réwnowaznego deterministycznego, otrzymano nowy nieliniowy pro-
blem sterowania optymalnego. Ola tego ostatniego otrzymano twierdzenie o
istnieniu sterowania optymalnego. Metode te zastosowano do wyznaczania op-
tymalnych profili temperatur w reaktorach chemicznych. Szczegétowo przed-
stawiony- zostat przypadek ukdadu dwéch reakcji réownolegtych pierwszego
rzedu, na ktére dziataja zaktdécenia gaussowskie stacjonarne i niestacjo-
narne. Uk#ad n-reakcji roéwnolegtych pierwszego rzedu zostat oméwiony dla
zak¥b6cen o charakterze biatego szumu. Doktadna konstrukcja profilu zosta-

+a pokazana na przyktadzie ukdtadu dwéch i trzech reakcji réwnolegtych.

Oméwiono roéwniez reakcje odwracalng oraz zastosowanie kryterium optyma

zacji, uwzgledniajgce wariancje rozwigzania. emZamieszczono szereg przykta-

déw ilustrujacych otrzymane wyniki.

Pe3wwme

B pa6oTe npepcTaBnsieTcss yCTONYMBOCTb WM MNporpamMmHoe ynpaBjeHWe B CToxac-
TUYECKUX KBA3UMUHENHbLIX cucTeMax T.e. JUHEelHbX N0 BEeKTOPYy COCTOSHUA U Henu-
HeliHbIX NO ynpaBneHuw. Wcnonb3yw kpuTepuii dky6oBuya ANA AeTEPMUHUCTUYECKUX
cucTeM, NPUBOAUTCH KPUTepuidi cToxacTuUyeckoi ycTollumBocTU AnsA cucTem c obpaT-
HOIW CBA3bI M C MPOrpamMMHbIM ynpaBneHuem. [oNyyYeHHbe KpUTepumnm kKacawTca cnaboi
N CUNbHOI YCTOWYMBOCTUL, aCUMNTOTUYECKON YyCTOWUYMBOCTU C BEPOATHOCTbIO OAUH,
aCMMNTOTMYECKOW N-yCcTONUMBOCTU. OHU MANOCTPUTYITCH HECKONbKWMWU MNpuUMepamu .

3aTem npuBoaMTCHA O6WMIA MeTo[ onpeAeseHUss MPOrpamMMHOro OnNTWMasbHOrO ynpas-
NleHNA B CTOXACTUYECKUX KBA3UIMHEWHbIX CUCTeMax C UHTerpasbHbM KBa3UIUHENHbIM
PyHKUMOHaNoM. TpaHchopmMUpyss cToxacTuMyecKyl npob6nemMy K 3KBUBaANeHTHOW AeTep-
MWUHUCTUYECKON, MONYyYEHO HOBYW HeNMHelHyl npo6nemMy ONTUManbHOrO YynpaBleHUs.
Ona aToii nocnepgHeil gokas3aHo cylecTBOBaHME ONTUMaANbHOro ynpaBneHus. 3TOT Me-
TOoh NpuUMeHsieTCA [ANS onpejesieHUss ONTUMANbHOFO TemMnepaTypHOro npohuas B XUMU-
Yyeckux peakTopax. bosnee noapo6HO npepcTaBnsieTCcsi cayyail cucTems [ABYX napa-
NnenbHLX peakuuii nNnepBoro nopsigka, KOTOpble HaxoAsATCA Noj BJ/IUSHMEM MOMExX, KO-
Topble ABASKWTCHA CTauMOHAPHLIMU U HecTauMoHapHbLIMW rayccoBCKUMKU npoueccamu. Cuc-
Tema H-napanfiefibHbX peakuuii nepBoro nopsigka ob6cyxpaaeTcsa [ANA NoMex, KOTOpbe
ABNSAWTCA 6enbiM WymMoM. TouyHasi KOHCTPYKLUWSA WANWCTPUPYeTCA Ha npumepe CUCTEeMsl
ABYX W Tpéx peakuuin. O6cyxpfaeTca Takxe obpaTumbie peakumm u npobnema ontuma-
nm3aumn Cc KpuTepuem yuuThiBabwuMm BapuaHuupo peweHus. MpuBoanTCcsA psij NpUMepos,

UNNOCTPUPYLWNX MONYyUYEHHble pe3ynbTaTbl.



SUMMARY

The stability and open loop control for the stochastic quasilinear sy-
stems i.e. linear systems with respect to vector-state and nonlinear one
with respect to control have been considered in the paper. The Yakubovich
criterium for the deterministic systems has been used in the investi-
gation of weak and strong stochastic stabilities. The criteria of asymp-
totic stability with probability one and asymptotic p-stability have been
derived.

Next the method of obtaining the optimal control in quasilinear sys-
tems which are influenced by disturbances with quasilinear integral per-
formance index is presented. The analysis is carried out for the second

order stationary gaussian stochastic processes. First the stochastic pro-

blem is changed into an equivalent deterministic problem and next the
optimal control using the Maximum Principle is constructed. For the lat”
ter problem the theorem of existence of optimal control is proved. This

method is applied to the determination of optimal temperature profile in
chemical reactors. The case of two parallel first order reactions in
which the reaction rate constants are influenced by some random distur-
bances which in turn are assumed to be the second order gaussian proces-
ses with known mean values and correlation functions is presented in de-
tail. The system of n-parallel reactions is considered for the distar-
bences which are "white noise”. The precise construction of optimal tem-
perature profile is done for two and three reactions. Also the reversible
reactions and the case when the criterium contains the variance of solu-
tion of the system is discused. The obtained results are illustrated by

several numerical examples.
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