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ZAKOŃCZENIE 
DODATEK 1 
DOOATEK 2 
LITERATURA 
STRESZCZENIA Przedmiotem niniejszej pracy są układy stochastyczne liniowe ze wzglę­

du na wektor stanu i nieliniowe ze względu na sterowanie nazywane dalej 
stochastycznymi układami quasi-lirtiowymi. Układy te są uogólnieniem ukła­
dów biliniowych, które z kolei stanowię Jedną z podstawowych klas modeli 
matematycznych, analizowanych w ostatnich latach. Układy biliniowe znala­
zły zastosowanie przy opisie zjawisk dynamicznych w dziedzinach pozornie
bardzo odległych od siebie, takich jak: mechanika, ekonomia, immunologia,
dyfuzja neutronów, problemy komunikacji, inżynieria chemiczna. Przykłady 
zastosowań można znaleźć w książce Mohlera [ 3 2 ] , Jak również w wielu
pracach, których np. część została zebrana w pracy [57}. W niniejszej
pracy zajmiemy się badaniem stabilności stochastycznej oraz wyznatzaniem 
sterowania otwartego optymalnego. Pokażemy również zastosowanie otrzyma­
nych wyników do wyznaczania optymalnych profili temperatur w reaktorach 
periodycznych lub wielorurowych.

Problem badania stabilności jest jednym z podstawowych w analizie ukła­
dów dynamicznych. Do najbardziej znanych prac dotyczących badania stabil­
ności deterministycznych układów biliniowych zaliczyć należy [18] , [42]. 
W pierwszej z nich korzysta się z metody hiperstabilności Popova, w dru­
giej natomiast z metod algebry Liego. W niniejszej pracy będziemy korzys­
tali głównie z kryteriów stabilności deterministycznych układów nielinio­
wych, podanych przez Oakubowicza [l9] , i podobnie jak w (48], [49] zasto­
sujemy je do badania stabilności stochastycznej układów quasi-liniowych. 
W dalszej części pracy zajmiemy się głównie zagadnieniem sterowania opty­
malnego w stochastycznych układach quasi-liniowych z całkowym quasi-li- 
niowym wskaźnikiem jakości. W odróżnieniu od deterministycznej teorii w 
przypadku stochastycznych układów istnieją różnice między sterowaniem ot­
wartym i zamkniętym. W przypadku układów liniowych ze średniokwadratowym 
wskaźnikiem jakości, przy praktycznym wyznaczaniu sterowania zamkniętego, 
konieczne jest rozwiązywanie równania Riccatiego. Dużo większe problemy 
pojawiają się w przypadku sterowania stochastycznymi układami nieliniowy­
mi. W ogólnym przypadku zachodzi konieczność rozwiązywania nieliniowego 
parabolicznego równania cząstkowego Bellmana, co z kolei prowadzi do skom­
plikowanych obliczeń numerycznych [27] , [37] . Z uwagi na te trudności nie­
którzy autorzy zajęli się badaniem sterpwania otwartego. Do najbardziej 
znanych prac należą prace Kushnera [25], Hollanda [l5, 16], Parajewa [36]. 
Kushner i Parajew podają stochastyczne wersje zasady maksimum, które jed­
nak w praktycznych obliczeniach są mało użyteczne. W zasadzie maksimum



- 6 -

Kushnera zachodzi konieczność rozwiązywania stochastyczrych równań róż­
niczkowych dla zmiennych sprzężonych, co poza trywialnymi przypadkami Jest 
niemożliwe. Zasada ta Jednak Jest użyteczna w dowodach szczególnie egzys­
tencje lnych i została wykorzystana między innymi przez Hollanda [l5], któ­
ry w oparciu o wyniki Fleminga [8j podał przybliżony wersję wyznaczania 
otwartego stochastycznego sterowania optymalnego. Przy stosowaniu zasady 
maksimum Parajewa zachodzi konieczność roąwięzanie układu równań różnicz­
kowych z równoczesny minimalizację pewnego funkcjonału całkowego. Oako 
rozwięzanie problemu otrzymuje się wówczas gęstość rozkładu prawdopodo­
bieństwa rozwięzania równania stanu i dopiero na tej podstawie wyznacza 
się momenty różnych rzędów. Metoda ta. Jakkolwiek bardzo ogólna, dla na­
szych celów nie będzie przydatna. Praca Parajewa [36] zawiera jednak sze­
reg innych ciekawych wyników dotyczących sterowania otwartego, z których
będziemy korzystać. Większość autorów analizowało tylko układy opisane

%stochastycznymi równaniami Ito, natomiast w niniejszej pracy będziemy rów­
nież rozważać układy, w których zakłócenia maję charakter procesów gaus­
sowskich drugiego rzędu o znanej wartości średniej i funkcji korelacji. 
W dowodach twierdzeń o istnieniu sterowania optymalnego będziemy korzys­
tać z wyników Fleminga i Richela [9] oraz Boyarekiego [l]. Otrzymane w 
pracy wyniki teoretyczne, zwłaszcza dotyczęce sterowania optymalnego, za­
stosujemy do wyznaczania optymalnych profili temperatur w reaktorach che­
micznych typu rurowego lub periodycznych. Ujęcie deterministyczne tej pro­
blematyki, zarówno dla prostych, jak i złożonych reakcji chemicznych, by­
ło przedmiotem wielu prac, między innymi [l7, 40, 4l], Z uwagi na to, że 
w rzeczywistych układach fizycznych występuję przypadkowe zakłócenia, w 
ostatnich latach wzrosło zainteresowanie zastosowaniami modeli stochas­
tycznych w inżynierii reaktorów chemicznych [29], [30]. Problem zastoso­
wania sterowania otwartego do określenia optymalnych profili temperatur w 
stochastycznym modelu reakcji równoległych i odwracalnych był przedsta­
wiony w [45], [44]. Podobnie Jak w tych pracach będziemy zakładać, że sta­
łe szybkości reakcji podlegaję pewnym przypadkowym zaburzeniom, o których 
z kolei będziemy zakładać, że sę będź białymi szumami, będź procesami gaus­
sowskimi drugiego rzędu o znanych wartościach średnich i funkcjach kore­
lacji. Rozpatrywać przy tym będziemy tę klasę procesów stochastycznych, 
które najczęściej występuję w problemach fizycznych. Ich interpretację moż­
na znaleźć w wielu opracowaniach, np. : [36], [6l] .

Prezentowana praca składa się ze wstępu, trzech rozdziałów, zakończe­
nia oraz dwóch dodatków. W rozdziale pierwszym podano kryteria stabilnoś­
ci stochastycznej dla układów za sterowaniem zamkniętym oraz ze sterowa­
niem otwartym. Otrzymane kryteria dotyczę silnej i słabej stabilności sto­
chastycznej oraz asymptotycznej p-stabilności. Zostały one zilustrowane 
kilkoma przykładami. Rozdział ten stanowi pewnę zamknięty całość, przy czym 
niektóre wyniki uzyskane w nim sę użyteczne w dalszej analizie stochas­
tycznych układów quasi-liniowych.

W rozdzielę drugim podano ogólnę metodę wyznaczania otwartego sterowa­
nia optymalnego w stochastycznych układach quasi-liniowych z całkowym 
quasi-liniowym wskaźnikiem Jakości. Pokazano, że przekształcajęc stochas­
tyczny problem sterowania do równoważnego deterministycznego otrzymuje się 
nowy nieliniowy problem sterowania' optymalnego. Następnie podano twier­
dzenia o istnieniu sterowania optymalnego dla otrzymanego problemu.

Rozdział trzeci jest poświęcony zastosowaniom otrzymanych wyników, głów­
nie z rozdziału drugiego, do wyznaczania optymalnych profili temperatur. 
Na poczętku omówiono model stochastyczny reakcji równoległych pierwszego 
rzędu, zachodzęcych w reaktorze wielorurowym, a następnie podano pewne u- 
wagi ogólne dotyczęce wyznaczania optymalnych profili we wszystkich przy­
padkach występujęcych w dalszej części pracy. Szczegółowo przedstawiony 
został przypadek układu dwóch reakcji równoległych, na które działaję za­
kłócenia gaussowskie stacjonarne i niestacjonarne. Układ n-reakcji równo­
ległych został omówiony dla zakłóceń o charakterze białego szumu. Dokład­
ne wyznaczanie profilu temperatury zostało pokazane na przykładzie ukła­
du dwóch i trzech reakcji równoległych. W ostatnim punkcie tego rozdziału 
omówiono inne reakcje ze szczególnym uwzględnieniem reakcji odwracalnej. 
Rozważono również możliwość zastosowania innych rodzajów kryteriów, np. 
uwzględniatęcych wariancję wektora stanu. Przeprowadzono porównanie wyni­
ków na przykładzie układu dwóch reakcji równoległych. Rozważono także pro­
blem wyznaczania optymalnego profilu temperatury w reaktorze wieloruro­
wym, w którym przepływ produktów jest nierównomierny (przypadkowy).

W zakończeniu dokonano podsumowania otrzymanych wyników oraz nakreślo­
ny perspektywiczne kieruąki badań w dziedzinie stochastycznych układów qu­
asi-liniowych.

Dodatek 1 zawiera twierdzenie, lemat oraz wnioski wraz z dowodami do­
tyczęce ogólniejszego problemu sterowania optymalnego, którego szczegól­
nymi przypadkami sę problemy rozważane w rozdziale drugim.

W Dodatku 2 zacytowano podane przez Kushnera [24, 26]oraz Chasminskie- 
go [5 ] definicje stabilności stochastycznej i praw wielkich liczb.



I. STABILNOŚĆ STOCHASTYCZNYCH UKŁADÓW OUASI-LINIOWYCH

1. S f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e m u

W niniejszym rozdziale będziemy zajmowali si^ badaniem stabilności sto­
chastycznej rozwiązania, trywialnego x s O następujących układów quesi- 
-liniowych

dx
3t

i

» [ ,  + 7  (t ,w)J X + A1 (ui)x + $(t ,o>) [b x  + Bi (ui)x , 6 =  cT
i = l L i=l -*

I
( 1.0

dx j^Ax + 'y ' A 1 ( u i ) x j d t  + j^Bx + ^  B i ( u i ) x jdw,  ó =  c Tx , ( l . 2 )

gdzie :
A, A. i 3, 3̂  ̂- sę macierzami rzeczywistymi o wymiarach n * n i p *n.
c - macierz o wymiarach n x m ,
x - wektor startu n wymiarowy,
6 - wektor m wymiarowy,
uA - sterowania skalarne i = 1 ...‘V,
t? ’ - macierz stochastyczna o wymiarach n* n,
5» ' - macierz stochastyczna o wymiarach n * p ,
w - proces Wienera.

Przy badaniu stabilności stochastycznej korzystać będziemy z kilkunastu 
definicji podanych przez Chasminskiego [5]_ Kushnera [24, 26], które za­
mieszczono w Dodatku 2.

Rozważymy oddzielnie *układy ze sterowaniem zamkniętym i ze sterowaniem 
otwartym. W przypadku układów ze sterowaniem zamkniętym będzie zachodziła 
relacja

“ i  =  ^ ( 6 )  ,  ( 1 . 3 )

gdzie ^  są pewnymi nieliniowymi funkcjami ‘tj>i : Rm —  R1.
W przypadku układów ze sterowaniem otwartym sterowania u^ będę funk­

cjami czasu

I
U, = u± (t).



*

Na poczętku wprowadzimy kilka oznaczeń, które pozwolę uprościć zapis 
układów (i.l) i (l.2). '

Niech M(ó) i N(ó) będę macierzami n * n i pi n zdefiniowanymi w 
sposób następujący:

2. U k ł a d y  z e  s t e r o w a n i e m  z a m k n i ę t y m

M(ó ) = ( 6) )
i = l

(1.5)

N(6) = ( 6) ) ,
i = l

(1.6)

Mj(6)

m J(6)

Nj (6)

Np(ó) x

(1.7)

gdzie i oznaczaję k-ty wiersz macierzy M i N.
Niech b i D będę macierzami o wymiarach n*(ri+p), px(n+p) zdefi­

niowanymi w sposób następujący

1 0 ... 0 0 ... 0

0 1 ... 0 .0 ... 0

0 1 0 ... 0

n , D

0 ... 0 1 0 .. . 0 

0 0 0 1 ... 0

0 ... 0 0  ! 1
( 1.8 )
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jjy = + ? (* ,w)J x + bęj + 1) |b x  + D̂ >J , 6 = CTx , (1.1 ’)

dx = £a x + Cipjdt + [bx + Dęjjdw, 6= cTx. (l.2‘)

Korzystając z wyników zamieszczonych w pracach [48] , [49] • podamy dla 
układów (i.l*) i (l.2’) kryteria stabilności stochastycznej, przy czym w 
przypadku układu (i.l’) zakłócenia będę procesami stochastycznymi, speł­
niającymi prawo wielkich liczb lub gaussowskimi procesami stochastyczny­
mi, natomiast w przypadku układu (l.2') będą miały charakter białego szu­
mu. W dalszym cięgu będziemy korzystali z oznaczeń przyjętych w pracach 
[4 8] i [49] , tzn.

K(s) = CT (A - sO)-1b. (i.9)

Deterministyczną część układów (l.l’X i (l.2*>) możemy zapisać w pos­
taci

6 = -K(s)<p (s = gy) (1.10)

lub w postaci skalarnej 

%

6.. + K.h (s)iph = 0 ,  j- = i   m. ae=n+p (i.n)
J h = l J

Wówczas układy (i.l) i (l.2) możemy zapisać w następujący sposób:

Będziemy zakładali, że można zbudować jednorodne formy kwadratowe Q.. 
względem ój i <py które będę spełniały warunki

CK = 0 . dla j » 1,... .kj, CK >  0 dla j = kj+1...k (i. 12) 

Określając nowę formę kwadratową

k
Q(f.6) = 2 r jQj' 

j-1
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gdzie

Łj =-

dowolne dla j = l,...,k.

?j > O dla J = kj^+1 k

można ję przedstawić w postaci

de
K r . g )  -  Re( 2  2  2  2

j,h»l j=l h»l j,h = l
(1.13)

gdzie gwiazdkę oznaczono zespolone sprzężenie. 
Wprowadzimy jeszcze jedno oznaczenie

Q ’ (s ,<f) = O (<p, -K(s

Układ (i.l) będziemy zapisywać w postaci

dxgi = Ax + b y  + 9(x,f) |t (t ,«o) ,

gdzie :

0« [^(x,<f>) ,y(x)] . ^(t.co)
f (  t ,u>)

t .u)

0(x.<P)

<S1 . ^ ------ <Sp . o . . . .  O , . . .  O , . . .  O

O, O, ... O ^ ___ <Sp  O   O

O, O, O,... O,
*   \

4 = BIx + w  ■ 1 - 1 p

3̂  ̂ - i-ty wiersz macierzy 8.

(1.14)

(I.lf)

(1.15)

(I. 16)

(1.17)

13 -

*>11 ~Vn~

!lP ? m

$ ( t ,CJ) =
$21 (i. 18), ę^t,<j) =

* 2 1
(1.19)

*

h p ?2n
1

> p _ ?nn

x 1(... xn , C , ... 0, 0... 0 ,. . . 0 ~

b , __ 0, Xj, ____ xn , 0,. . 0,. . . 0

V(> ) = . . • . • (1.20)

0, ... 0, 0 ... 0, 0,.. xr ...xn_

Zauważmy, że normę w przestrzeni euklidesowej |0(x,f)| można łatwo osza-
cować przy założeniu, że

kil < ftl*l (l.2l)

n+p n+p
]0(*.f)| < |#(f)| '+ | V(x)| < v ^ ( 2  i6ii + 1 x |) <  v ^ ( i b i + 2  * i «

i=n+l i=n+l

\ + l) |x | <  «=23^. (1 .2 2 )

gdzie:

V = xTH x , H = HT > 0 , (1.23)

n+p
|SI + 2  ^i ► 1)

i=n+l ( T ? A '1“33

h1 - najmniejsza wartość własna macierz^ H.
Korzystając z wyników [48] podamy twierdzenie dotyczęce asymptotycznej zu­
pełnie słabej stabilności według prawdopodobieństwa.
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Jeżeli spełnione są następujące założenia:
(i) wartości własne macierzy A występującej w układzie (i.lf) speł­

niają warunek Re <  -ofQ <  0, aęo = const ^ 0 ,
(ii) spełniony Jest warunek (l2).

Dla pewnych dopuszczalnych î*j :
(iii) O ( O , G>) > 0  dla wszystkich*»
(iv) Q(f, -K(-ofo + iJfOf) < O dla wszystkich f i (-oo< jf<+oo),

(v) V j  |SPj I <  |x | •

(vl) Istnieje i Jest ograniczona = const > O,
(vii) proces | ̂  ( t. ło) J spełnia prawo wielkich liczb oraz warunek,

T w i e r d z e n i e  1

sup E*|^(t.o,)| <  (i.25)
t>0

gdzie H i c33 zostały określone wzorami (1.23) i (l.24).
Wtedy trywialne rozwiązanie układu (i.lf) jest asymptotycznie zupełnie sła­
bo stabilne według prawdopodobieństwa'. 3eśli natomiast proces |^(t,to)| 
spełnia silne prawo wielkich liczb, to rozwiązanie trywialne układu (i.lf)
jest asymptotycznie zupełnie słabo stabilne z prawdopodobieństwem 1.

Dowód twierdzenia został podany w [48] , natomiast problem wyznaczania 
macierzy H omówiono w [19, 2Ó\ i w związku z tym nie będziemy się nimi 
zajmować.

Podobnie jak w [4-8] podamy twierdzenie dotyczące asymptotycznej p-sta- 
bilności, w przypadku gdy ^ i £ są macierzami gaussowskimi.

T w i e r d z e n i e  2
Niech będą spełnione założenia twierdzenia 1 (i) - (vi). Proces

№ p
j(t,u>) = ppi!- ( |B | + ^  1^1 + l?l będzie gaussowskim procesem sto-

1 L i=n+l
chastycznym, którego parametry spełniają następujące oszacowania:

| E ̂ ( t , łj) | < c ° ,  (1.26)

E|j(t,co) - E^.(t,<o)|2 <  C1, (1.27)

UJ |k ( u , s ) | du < c2 . (1.28)

/

gdzie :

k ( u , s )  = cov(^(u,co), ^(s,u>)), _(i. 29)

c 1 - stałe dodatnie.
Wtedy trywialne rozwiązanie układu (i.l) jest asymptotycznie p-stabilne 
przy

■ - 15 -

jeśli

%  >(c° + ]fcT) . (1.31)

Dowód powyższego twierdzenia przebiega podobnie jak dowody twierdzeń 
4 a , 4b, 4c [48] i dlatego nie będziemy go przytaczać.

Przejdźmy obecnie do analizy układu (l.2).
W dowodach twierdzeń Jakubowicza pokazuje się istnienie macierzy H = HT 

takiej, że dla dowolnego rozwiązania deterministycznej części układu (l.2) 
spełniony jest warunek

V + 2ofoV = -[xTGx + 2xTg fl-ofjjf] - Q(y.<S) < O, (I..32)

gdzie :

- G » H(a  + ofQJ) + (A + ô Q0)TH + C3PCT , (1.33)

- g = Hb + c/5T , (1.34)

°?1 ». /5. 3T zostały określone we wzorze (x.i3).
V zostało określone wzorem (l.23). Jeśli ponadto założymy, że

< d 2xTHx, (1.36)

to korzystając z wyników [48, 49] możemy podać twierdzenie dotyczące asymp- 
totycznej silnej stabilności według prawdopodobieństwa.

SpJ(Bx + Dy?)(Bx + D<f)
T- }

p < %  - (c‘ (i.30)
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T w i e r d z e n i e  3
Oeżeli spełnione są założenia tw. 1 (i) - (iv) i ponadto zachodzą wa­

runki :

(v) warunek (l.36)

(vi) o;o > i  d2 , y

wówczas rozwiązanie trywialne równania (l.2) Jest asymptotycznie silnie 
stabilne według prawdopodobieństwa.

W dowodzie tego twierdzenia korzysta się z następującej nierówności

LV = V + Sp|(Bx + D<f)(Bx + Oy)THj < - 2(<*o - i  d2 )V, (l.37)

gdzie L jest operatorem zdefiniowanym następująco ^

L = J t  * (AX + b<̂ T \  Sp{(Bx + Df)(Bx + D<f)T - g ^ j . ' (1.38)

. WNIOSEK
Twierdzenie 3 jest słuszne dla szerszej klasy układów, tzn.

dx = (Ax + b<p)dt + D(x,<f)dw, (l.39)
✓

Jeśli warunek (l.36) zastąpimy następującym

(v*) Sp|D(x,<f)DT (x,f)Hj- <  d2xTHx. (1.40)

Przykład 1
Rozważmy układ opisany równaniem skalarnym

dx = (ax + bf’1)dt + (Bx + D<f’2 )dw, (S = c x , (l.4l)

gdzie:
a, b, c, B, D są stałymi współczynnikami rzeczywistymi, 

a < - % .
2nieliniowości spełniaję warunki 0 <  GT <  j = 1,2.

\ (1.42)
Forma O będzie postaci

Q = (i. 43)
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warunek (v’) spełniony będzie dla

d2 = (B + ^ 2c D)2 . (1.44)

warunek (iii) jest tożsamościowe spełniony,
z warunku (iv) wynika, że musi być spełniona następująca nierówność

of0 * f a bc <  ~ a ■ (1.45)

a zatem warunkiem wystarczającym asymptotycznej silnej stabilności według
prawdopodobieństwa jest spełnienie nierówności

j(B + ^ c D ) 2 •+ <  - a. (1.46)



3. U k ł a d y  z e  s t e r o w a n i e m  o t w a r t y m

Podobnie jak w przypadku układów ze sprzężeniem zwrotnym na początku 
wprowadzimy kilka pomocniczych oznaczeń.
Niech M(t) i N(t) będą macierzami n » n  i p » n , zdefiniowanymi w 
sposób następujący:

-? J
M(t) = ^  A ^ u ^ O ) .  (1.47)

i=l

V
N(t) = 2  81 (ui (t)) 

i-1
y'
Ioraz

.̂( t ,co) = *> (t ,co) + ^ (t ,co) [b + N ( t)] , (1. 49)~-

wówczas układy (i.l) i (l.2) możemy zapisać w sposób następujący:

3Y  = [a + ^(t.co) + M(t)] x. (i.l").

dx = Ja  + M(t)] x dt * ĵ B * N(t)j x dw. Cl.2'*)

Przy badaniu stabilności stochastycznej tych układów można posłużyć się 
różnymi kryteriami stabilności dla układów liniowych rttestacjonarnych, któ­
re zamieszczono w pracach Chasminskiego, Kozina, Willemsa, Morozana i in­
nych [5] , [22] , [58] , [3l] . hy podamy Jedynie te, które s^ odpowiednikami
kryteriów otrzymanych w przypadku układów ze sterowaniem zamkniętym. Bę­
dziemy przy tym korzystali z wyników Chasminskiego [5] .

Kryterium asymptotycznej zupełnej stabilności według prawdopodobieństwa 
Ukł8d (i.l'') możemy zapisać w postaci równoważnej

gy , = [A + M (t)] x + V (x ) \*  ( t  ,os) . (1.50)

(1.48)
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gdzie y(x) zostało określone wzorem (l.20), zaś

R i i

i
f(t,u ) (1.51)

&ln

h i

fen

J-nn

T w i e r d z e n i e  1'
1

Oeśli istnieje funkcja v(x) = [xTHx]“̂, której pochodna wzdłuż trajek­
torii deterministycznej części układu (i.l'') 9pełnia nierówność

1
V(x) <  -[xTGx]?  dla każdego t > 0  i x e X c Rn (l.52)

T  T
H i  G są macierzami dodatnio określonymi H = H , G = G .
Ponadto Jeśli dla macierzy przypadkowej -̂(t,<o) proces stochastyczny 
|f(t,co)| spełni8 prawo wielkich liczb oraz

sup E |if(t,c3)| <  ’ -
t > O HlV7?

(1 .5 3 )

gdzie ĝ  ̂ i h^ są najmniejszymi wartościami własnymi odpowiednio ma­
cierzy G i H,
wtedy trywialne rozwiązanie układu (I.1'') Jest asymptotycznie zupełnie 
słabo stabilne według prawdopodobieństwa. Jeśli natomiast proces |̂ *(t,co)| 
spełnia silne prawo wielkich liczb, to trywialne rozwiązanie jest asymp­
totycznie zupełnie słabo stabilne z prawdopodobieństwem 1.

Dowód tego twierdzenia jest podobny do dowodu twierdzenia 8.1 [5], ko­
rzysta się przy tym z następującego oszacowania.

sup E | l*(t ,to)| <  Q ~ .  
t > O 23

(1.54)

gdzie

23
fl'

IHI

K
(1 .5 5 )

/
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Kryterium asymptotycznej p-stabilności ^

Oznaczmy przez X  największą z dodatnich liczb, dla których dla do­
wolnego x 6 Rn spełniona jest nierówność

xT [h a + ATH]x -Xx^Hx. _ ' Cl. 56)

Łatwo pokazać, że

i T
X < -  y -- Th? ■ O - HA + A H. (1.57)

fT w i e r d z e n i e  2 ’

Niech A będzie macierz? Hurwitza,a H dodatnio określoną macierzą 
spełniającą warunek (l,56); j.( t ,to) * (l*J * 1...‘. ,n ) będzie
gaussowskim procesem przypadkowym. Załóżmy, że spełnione są następujące

1 1
nierówności dla orocesu |.(t,aj) = H ^.(t,io)H :

, • . . |E ̂ (t ,u)| < c°, (1.58)

E |j(t,u) t E J(t,u)|2 <  c 1 , (1.59)

)| du <  c2 , (i.60)

gdzie K(u,s) jest macierzą kowariancji procesu 3[(t,co) o wymiarach
n2 n2n * n

k (u ,s ) = cov(|(u,u) , |(s,<j)), (i.61)

Macierz M(t) Jest ograniczona i spełnia zależność

—  1 _ 1
|h?  M(t) H 2 | <  c3 (1.62)

c 1 - stałe dodatnie. _
Wtedy trywialne rozwiązanie układu (i.l") Jest asymptotycznie p-stabilne 
przy

p <  c° ł |3 - ^  , (1.63)
2c
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jeśli

ź\.>2(c° + c3 + ) [< ? ) . (1.64)

Dowód tego twierdzenia wynika z dowodu twierdzenia 8.2 [5] .

Przykład 2
Rozważmy równanie skalarne

gy » A [u (t)] x + A [u (t)] x ^ (t ,u>) , x (O) = xQ , (1. 65)

gdzie: a ( u ) jest nieliniową, ciągłą ujemnie określoną funkcją, £(t,uj)
Jest gaussowskim procesem stochastycznym o wartości średniej z(t) i funk­
cji korelacji r (s ,E). \
Wówczas rozwiązanie tego równania dla realizacji ma następującą postać

/ \

x(. J  A[u(r)] [l + |(?,ujj dr|_,(t) = xQ exp«j J A[u(r)] |l + ^(>,u>)] dZ}.. (1.66)

Korzystając z lematu 7 . 3  [5] możemy napisać

Ex(t) = xQ exp-| J A[u(?)] d? HU A [u(s)] a [u (?)3 K(s,t)ds df +

+  j  a [ u ( « ) J  z ( e ) d r | ,  ( 1 . 6 7 )

gdzie k (s ,?) - funkcja kowariancji procesu 
^(t,u), J<(s,7) = R(s,?) - z(s)z(?). ^
Rozpatrzmy przypodek, gdy funkcja kowariancji spełnia warunek

1
k ( s , ł ) = ^  f i ( s ) 9 i («r) . ( 1 . 6 8 )

J-l

f^ i gŁ są pewnymi funkcjami nieliniowymi.



wówczas ( )1
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E |x(t )| p = , |xo | p expJ J p A [u (t)] Ji + z(?) + ^  2  J A [u(s)] gi(s)ds+
1 O i=i O

+ 9 ^ ? ) ’ J A [u(s)] f1 (s)ds]] dr L , (1, 69)

stąd wynika, że rozwiązanie trywialne równanie (l.65) jest asymptotycznie 
p-stabilne, jeśli a [u (s )] < O oraz

p < ,inf - -j---------- j------------- ?. *■ 2■ 2 ^  ̂-- --------------------  (1.70)
2  [fi ^ ^  J A [u(s)] gjL(s)ds + g± (t) f a [u (s )] fi (s)ds]
i = l O O

przy założeniu, że wyrażenie w liczniku jest dodatnio określone, a w mia­
nowniku ujemnie.
W przypadku gdy

z (t) » O, k (s ,J) = ff2cosa(s2 - ł2) (l.7l)

a2 a[u(s)] <  a1 < O (1.72)

zachodzi następujące oszacowanie

E |x(t)|p <  |xo |p exp 

gdzie:

^ p8l 5 & + Ps(cosj5?2p1(^) + sin(5r2p2 (?))] drj,
(1.73)

e_V2X a-tfi»?
p (t) = S ---  C(ft), p (t) = S ■ 2 S( ^t) , (1.74)
1 Ł 2

t I t
C(t) = -J^, f cosr2d? , S(t) = f sin?2df , (1.75)

V2» g V5a? J

przy czym żądamy, by wyrażenie w nawiasie kwadratowym było dodatnie.

( )* Uzasadnienie tego wzoru wynika z rozważań przeprowadzonych w następ­
nym rozdziale. '
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C(t), S(t) są całkami Fresnela i można je wyznaczyć korzystając z tablic
[38] lub obliczając sumy szeregów nieskończonych.
Całkując przez części wyrażenie znajdujące się w wykładniku wyrażenia
(1.73) , otrzymamy

E | x (t ).| P <  |xQ| P eypjpaj^ [t + . 2 (C2 (^t) + S2 (|j^t))]| , (l.76)

a zatem warunkiem wystarczającym asymptotycznej p-stabilności jest, by

O < p < inf 
t>0 ST2a23T

^ “-(^(Kjfft) + SZ (|/&'t))
(1.77)

Dużo prostszy wynik otrzymuje się w przypadku, gdy zakłócenie ma charak­
ter procesu stacjonarnego o średniej z(t) = 0  i o funkcji korelacji

Rfs.E") » exp-£- of | l -  s||- (1,78)

wówczas

E | x (t)| p <  |xQ|p exp|pa1(l + £  s2 )t|. (l.79)

stąd warunkiem wystarczającym asymptotycznej p-stabilności Jest, by

O < p <  - (a2 < O). (1.80)

Na koniec pozostał nam do rozważenia układ (l.2*'). on postać li­
niowego niestacjonarnego równania Ito, dla którego z kolei w literaturze 
opracowano kilka różnych postaci kryteriów stabilności. Są to kryteria wy­
korzystujące metody częstotliwościowe [59] lub oparte na metodzie funkcji 
Lapunowa (22] , [53] .

We wszystkich tych metodach korzysta 9ię z następującej nierówności

LV = xT [ń(t) + (A + M(t))T H(t) + H( t) (A + M (t))] x + Sp|[(B»+ N( t)) x

xT (B + N(t))] H(t)| <  O, (1.81)
•

która zapewnia własności nadmartyngałowe funkcji V(t,x) = xTH(t)x.
W szczególnym przypadku, gdy sterowanie jest skalarne, to wówcze9 można 
skorzystsć z pewnej odmiany kryteriów częstotliwościowych, z tzw. kryte­
riów kołowych.

Podane w tym rozdziale kryteria stabilności stochastycznej można sto­
sować po prostych modyfikacjach do badania stabilności stochastycznej w
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skończonym czasie (def. 11, 12 w Dodatku 2), korzystając przy tym z pro­
cedury podanej przez Kushnera [24] , jak również Sunacharę i in. [55] . Fakt 
ten zosteł wykorzystany w następnych rozdziałach pracy.

\

I

II. ZAGADNIENIE STEROWANIA OPTYMALNEGO 
W STOCHASTYCZNYCH UKŁADACH QUASI-LINIOWYCH

1 . S f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e m u

W rozdziale tym będziemy zajmowali się pewnym szczególnym układem qu8- 
si-liniowym, tzn. takim, w którym sterowanie otwarte u(t) Jest skalarne. 
Będzie on miał następującą postać:

- - A [u (t)] [l + K i?(t ,03)] r / t  ,<o) , (II. l)

d *~B —  = B[u(t)] {l + K £ (t ,u>)3 TA (t ,0 ) . (II. 2)

gdzie t

T : R 1 “ Q  — * R1 , T : R1 * Sł -* R1 , u  6 ft (fl, B  , P) ,A + D +
1A [•] , B [-D - są pewnymi funkcjami nieliniowymi kl C ,

A: U —  V . B: U -*V2 , (U, V j , V g C  R 1).
A CO f O dla każdego u C U ,  K - stały parametr,
£ (t ,10) - Jest procesem stochastycznym gaussowskim II rzędu o znanej

wartości średniej z(t) oraz funkcji kowariancji k ( s , ł ) ,  któ­
rego wszystkie realizacje są całkowalne na skończonym prze­
dziale1^, «J : R1* fi -» R1 . 

u(t) - jest jednowymiarowym sterowaniem otwartym, spełniającym na­
stępującą nierówność

umin < u(t)•< umax- (lI*3)

Nie zmniejszając ogólności problemu będziemy zakładali, źe chwila począt­
kowa t * 0. o
Warunki początkowe w powyższym układzie przyjmiemy jako deterministyczne

rA (°) = x0 , rB (0) = 0. (II.4)

^Interpretację fizykalną rozpatrywanych w pracy zakłóceń można znaleźć 
. np. w książce Sobczyka [43] .



Naszym celem jest znalezienie sterowania u(t) ciągłego maksymalizującego 
w chwili końcowej wielkość I

max E r R( ‘ f ) .  ( I I . 5)
umin < “ <*> < max ®

E (•) - wartość oczekiwana.
Rozważany przez nas układ (il.l), (II.2), (ll.4) posiada rozwiązanie, któ­
re jest absolutnie ciągłym procesem stochastycznym dla każdego t > 0 ,  wy­
nika to z twierdzenia 3.3 s. 28 [5] .

' /

2. P r z e k s z t a ł c e n i e  p r o b l e m u  s t o c h a s t y c z ­
n e g o  d o  p r o b l e m u  d e t e r m i n i s t y c z n e g o

Rozwiązanie układu (il.l), (II.2) dla realizacji me następującą postać

J expj ^ a [u (£)] [l+K^( E.toJ] dtj-B[u(s)] [l+K^( s ,w)] ds. (ll.6)
0 l  0 -*

Korzystając z tożsamości

t , s
exp^ L(s) exp<| J c(?)d?j-c(s)ds = L(t) [_exp^ ^ c(s)dsj- - lj

t , s ^
^ [expj | c(e)dtl - ljL'(s)ds,
0 0 J

( I I . 7)

gdzie l_(t), c(t) są pewnymi funkcjami kl C ° , ponadto L(t) jest prze­
działami różniczkowalna, otrzymujemy następującą zależność

E r0 (tf .co) = xc

■) ds (II.8)

gdzie

, j  j A [uD(t,co) = expJ f A [u(s)] [l + Kp(s,to)] ds
}•

( I I . 9)

W dalszej części będziemy opuszczać argument a  , co nie powinno prowadzić 
do nieporozumień. W celu oszacowania E zachodzi konieczność ob­
liczenia E{o(tf)}-. Skorzystamy przy tym z następującego lematu.



Lemat [5]
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Proces gaussowski drugiego rzędu mierzalny, którego funkcja kowarian- 
cji jest cięgła, spełnia następujęce oszacowanie

E exp \ Y  \/ K ( t ) d t = exp
* 1 * 1  *i

j—  j  1 K(s,r)dsdf+ K 1 E ij (s)ds (II.10)
. *0 i *0 *0 *0 X  ,

Korzystajęc z powyższego lematu otrzymuje następujęcę zależność:
f ,

E exp

exp.

| a [u <«)] [i ♦ K^(tf)] df = exp|/5 A[u(?)J d T I

2 * * * 
f -  J  J  A[u(.)] A[u(f)] k(s ,Z)ćsdZ + J A[u(s)] K E^(s)ds (li.11)

Oeśli całka podwójna z funkcji korelacji spełnia następujęcę zależność

2 * * * '
f'f A [u(a)] A ju(f)] k ( s  ,?T)dsd£ = f F1 [a  [ u  ( s ) ] ]  ds , (II.12)
0 0 *b

gdzie ^^[*3 j®st pewną funkcję zależną jedynie od parametrów procesu,
wtedy przyjmując

F LU(t)J - -A-fu(t)]---- (11.13)

oraz korzystajęc ze wzoru (ll.7), otrzymamy, że odpowiadajęcy temu pro­
blemowi stochastycznemu (il.l) - (li.5) równoważny problem determinis­
tyczny będzie miał postać:

dx
37 A [-(«)] [x + P[u(t)] + K Ep(t,w)Jx. x(0) = x q ,  (11.14)

= a[u(t)] [l + F[u(t)] + K E^(t,a))Jx, y(o) = O. (II.15)

y(tf), (1 1 .16)I = max
u , ^  u(t) <  umin max

gdzie :
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x ( t ) - E r A (t), y(t) > E T B (t). (H. 1 7 )

Przykładem procesu stochastycznego, którego funkcja kowariancji spełnia 
warunek (II.12), Jest gaussowski stacjonarny biały szum, którego funkcja 
korelacji ma postać * *

. K(s,t) = <*(s-D , , (11.18)

wówczas funkcja F(») ma^ postać

F[u(t)] . j£ a [u ( 0 ] .  (11.19)

Ponieważ biały szum Jest abstrakcję a nie procesem fizycznym, więc rów­
nania (il.l), (II.2), w których ^ (t ,w) byłoby białym szumem, należy ro­
zumieć np. w sposób opisany przez Wonga [62], Papanicolau [35], który wy- 
glęua następujęco1^. Rozważa się rodzinę stochastycznych równań różnicz­
kowych (il.l) - (li.2) z cięgiem stacjonarnych procesów gaussowskich sze­
rokopasmowych 7 n (t,£u) "zbieżnych" w pewnym odpowiednim sensie do białe­
go szumu gaussowskiego.

drA
“ 3 F 1 = A[u(t)] [l ♦ K ? n (t.“ )]rA 

drB
-ar2, ■ 8 [“ (*)] fr + K rA

i

n

•zbieżność” tę należy rozumieć w sposób następujący

\  *
W (t,*) * f V (s,-)ds —  [w(t..ł - W (a , • )J

prawie na pefono, gdzie 
skiego.

W (t , •) . ast t ^ T l  Jest procesem ruchu braunow-

1 Kilka innych aproksymacji (dyskretnych) stochastycznych równań różnicz­
kowych zostało podanych przez McShena [30].
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Założymy ponadto, że realizacja tych procesów î n (t,Ct>) oraz funkcje A( • )
i B( •) spełniają założenia poczynione na początku rozdziału1 .̂ Wówczas
jak udowodnili Wong i Zakai [63j [64] w przypadku jednowymiarowym oraz
McShane [30j , Papanicolau i Kohler [35] w przypadku wielowymiarowym,]^ i

n
Tg są zbieżne do rozwiązań odpowiadających im stochastycznych równań

n 2)^ różniczkowych w sensie Strstonowicza ' , tzn. :

drA = A[u(t)] rAdt + K a [u (0 ]  rAdJ, (11.20)
» •

drB = B [u (t)] rAdt + K B[u(t)] rAd5' (11.21)

d)j - jest różniczkę w sensie Stretońowicz8.
Przekształcając ten układ do układu równań stochastycznych Ito i uśred­
niając otrzymany układ (ll,14), (11.15), w którym Et>(t,a>) = z(t) ■ O. Ob­
szerną i szczegółową analizę problemów aproksymacji można znaleźć w [30, 
35. 62, 65] .

Rozważmy przypadek gdy funkcja kowariancji k (s ,7) spełnia zależność

2 t t t 1 s
J  f  a[u(s)] A[u(r)]K(s,ę)dsdf = I A [u(s)] (s) f A [u(r)] Kgi (f)dfds
0 0 O i=l O

(IX.22)
gdzie f^ i g^ są pewnymi funkcjami kl C1.
Przykładem takiego procesu stochastycznego jest proces stacjonarny o war­
tości średniej z(t) = 0  i o funkcji korelacji

R(s,r) = exp | - oę | s -t|j (II.23)

/ ,W przypadku gdy spełniona Jest zależność (11.22), problem stochastyczny
(il.l) (li.5) przekształca się do następującego problemu deterministycz­
nego.

dx
37

A t
s)]Kgi (s)ds + KEr>(t)]x, x (o) = xo

i = 1 O
\  , (II.24)

^Oprócz tych założeń czyni się pewne dodatkowe założenia odnośnie do pro­
cesów Wn (t ,co) , zob. [30] [35] [62].

■W tym przypadku Papanicolau i Kohler wykazali zbieżność słabą, w innych 
zaś zależy ona od rodzaju aproksymacji równań stochastycznych.

2)

/
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1
&  * B [u ( t)] [l + K y  ' a[u(s)] Kgi (s)ds + KEf»(t)Jx, y(o) = O

i = l O (11.25)

I = max y(tf)
u =£ u (t) <  u min max

'(11.26)

Na koniec rozpatrzmy przypadek, gdy funkcja kowariancji k Cs .T’) jest bar­
dziej ogólnej pfostaci

k (s ,'T) = f ^ s )  gt (r) (11.27)
i=l

wówczas

E|o(t)| = exp. J A[u(s)] [l + KEy(s)]ds +

f a [u (T)] fi (f)d^ f'A[u(s)] gi (s)ds| . 
i=l O O i

(II.2P)
i«l O

Korzystając z tożsamości

1 t
I P r  , .T . K* 'exp |  f  a[u(s>] ds + 5-  ̂  f a[u(D] fA(?)dt . j  A[u(s)] gi (s)ds - 1 =
( O i -1 O O

1 ( n 2 1 /  r  )« f  exp| i  A [u (s)] ds + '"y f  A [u(s)] fi (s)ds J  a[u(s)] gi(s)dsl i
O | O i = l  O O J

r i i "t i
. A[u(n] [l ♦ I- |V ( 1 )  J  A [u(s)J gi(s)ds + g ^?) J* a[u(s)] f ̂ (s ) d sjjd l  

i- 1 O O
(li.29)

po przekształceniach otrzymujemy, że problem stochastyczny (il.l) — (II.5) 
transformuje się do następującego problemu deterministycznego.
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dx
3t " A [ 2 ^ r *

1 + KE^(t) ♦ 'y J 1F f (t) (  a[u(s)] gi (s)ds +
i = l O

+ 9±(0 I A [u(s)] f i ( s ) d s j  x , x (o) • xQ , (ii. 30)
*0

\r 2 1 *
= B[u(t)j |l + KE^(i) + F H *  1 (t) y  a [u (s )] g i ( s ) d s  +

I ’0» v
♦ 9^(0 J  A [u(s)] fi (s)dśjj x. y (o) =0, (II.31)

I = »a* y(tf). (II.32)
U , Jg u(t) u • min max

Przykładem procesu stochastycznego, którego funkcja kowariancji spełnia
warunek (II.27) jest niestacjonarny proces stochastyczny o funkcji kore­
lacji

k (s .t;) « ó 2c o s ^( s 2 - ?2 ) , (<5= const). (ll.33)

Wprowadzając nowe zmienne:

/ /

P t (t) » /  A [u(s)J Kfi (s)ds , (1 1 .3 4 )
O

i » 1 ..... 1

q± (*) . - / A [u(s)J K g i (s)ds , (ll.35)
O

Z (t ) - Er)(t ) . (II. 36)

otrzymamy równoważne problemy deterministyczne dla układu (ll.24)-(ll.26)

1 V ) t

- A[u(t)] [l + K ^  fi (t)q1 (t). + Kz(t)]x, x(o) = x '  (II.37)
i»l
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= B[u(t)J [ 1 + K fi (t)qi(t) + Kz(t)]x, y(o) = O (11.38)
i-1

= A[u(t)] Kgi(t) , q i (0) = 0 ,  i = 1 ...... 1 (ll.39)
r

umin *  u(t) *  Umax
y ( t f) _ (II.40)

oraz dla układu (II.30) - (11.32):

= A [u (t)] [l ♦ 2 ^  [fi (t)qi (t) + 9 i (t)pi (t)] + Kz(t)]x. x (o) - xQ
i*1 / *, (11.41)

& - B [ u ( t ) ] [ l * ! £ [ f 1 (t)q1 (t) + qi (t)pi (t)] + Kz(t)jx,^ y (O) = O
i.*1 (II. 42)

* A [u( t )] Kf ̂ (t) , p^(o) =0, i = 1.....1 (n.43)

= A [u(t )J Kgt(t) , q i (0) * O, i = 1 ......1 (ll.44)

I > naxi y(tf). (n.45)
u . ^ u ( t ) s £ u  min max

(



3 . T w i e r d z e n i a  o i s t n i e n i u  s t e r o w a n i  
o p t y m a l n e g o

Pokażemy, że w otrzymanych prz,ez nas równoważnych problemach determini­
stycznych sterowanie optymalne istnieje i jest ciągłe. Na początku zaj­
miemy się układem (II.14) - (II.16) z założeniem, że ’ Ef>(t) « 0. W przy­
padku gdy A [u] [l + F(u)] i - 3 [u] [l + F(u)] są funkcjami wypukłymi do­
wód wynika bezpośrednio z tw. 4.1 [9]. W przypadku gdy A[u][l ♦ F(u)J jest 
wklęsła, wówczas potrzebne jest przeprowadzenie dodatkowego dowodu. Pro­
blem (li.14) - (li.16) możemy przekształcić do następującej postaci:

= G(u)x, x(o) = xq , (li.46)

Y
I L(u)xdt,YI = min I L(u)xdt , (II.47)
O

U-.- <

gdzie :

G(u) = A [u] [l + F(u)J , (II.48)

L(u) » - B [u] [l + F (u )J . (II.49)

Traktując G[u(t)] jako nowe sterowanie v(t). bada się przy Jakich zało­
żeniach funkcja l_[v(t)J = t[u [v(t)]J Jest wypukła ze względu na v. Praw­
dziwe jest wówczas następujące twierdzenie.

T w i e r d z e n i e  4
■N.

Jeśli funkcje G: U —  V, L : U —  V są kl C2 (u.Vc R1) i G _1 istnie­
je dla umin «s u =s umax i na ty™ cgraniczeniu spełniony jest Jeden z wa­
runków :

a) G’ <  O, G" < 0 .  l' > 0 ,  > 0u uu u ' uu

b-! G1 >  0, G" >  G, U' >  0. u” > 0u uu u uu

#
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= ) G ' > 0 ,  G»u > 0 .  L'u > 0 .  L''u > 0

d) ^  < 0 ,  G"u > 0 ,  < 0 ,  L"u > 0  |

Wówczas w problemie (il.l) - (II.5) z funkcją kowariancji (il.lfi) lub w 
równoważnym mu problemie (iI.ZO) ‘- (ll.2l) sterowanie optymalne 1 otwarte 
istnieje i Jest ciągłe. ,

Otrzymane przez nas warunki wystarczające nie zapewniają jednak stero­
wania optymalnego przedziałami ciągłego

Rozważymy teraz otrzymane przez nas nieliniowe problemy sterowania op­
tymalnego (II.37) - (11.40) i.(li.41) - (11.45). Można je sprowadzić do 
następującej postaci.

d
ar

X |1 + Kz(t) + | y 1 [fi (t)qi (t) + gi (t)pi (t)] J x 
i»l

Pl K f ^ t )

pl a Kfx (t)

q l Kgx(t)

q l Kgx (t)

>(t).
(II.50)

min

min «£ v(t) v

f L(v) [1 + Kz(t) + |  [fi(t)qi^t) + 9i(t)pl^t)l]X d t '
0 i-1

(11.51)

gdzie

v(t) = A[u(t)] . v min = A[umin], vmflx = A ju maxJ
L(v) = - b [a _ 1 (v )] , (11.52)

A-1 - funkcja odwrotna do A.

^Szczegółową analizę dotyczącą ciągłości bądź ciągłości przedziałami ste­
rowania optymalnego można znaleźć w [9] , s. 74.



Postępując podpbnie jak w poprzednim przypadku, tzn. traktując v(t) jako 
nowe sterowanie, możemy sformułować następujące twierdzenie.

T w i e r d z e n i e  / 5
Załóżmy, że dla problemu (il.l) - (II.5) w przedziale [O.tf] spełnione 

są następujące warunki:

(i) ^ (t ,(o) - jest procesem gaussowskim drugiego rzędu o znanej wartości .
średniej i funkcji kowariancji k (s .£), którego wszystkie 
trajektorie są całkowalne w »kończonym przedziale,

(ii) A [u] jest kl C1 , A[u] f  0, A-1 istnieje w [umin, umgxJ ,

(iii) - b [a _1(»)] jest wypukłą funkcją kl C1 w £vm in, vmaxJ ,

T l v )  u C U = [umln, uM X ].

Ponadto, jeśli funkcja kowariancji k (s ,£) jest ciągła i spełnia warunki 
(li.22) lub (li.27), wówczas sterowanie optymalne otwarte istnieje i jest 
ciągłe. To sterowanie jest również optymalne w odpowiednio równoważnych 
prpblemach deterministycznych (ll.37) - (II.40) lub (ll.4l) - (11.45).

Dowody twierdzeń 4 1 5  wynikają z bardziej ogólnego twierdzenia o istr 
nieniu sterowania optymalnego oraz lematu i wniosków zamieszczonych wr*z 
z dowodami w Dodatku 1.

III. ZASTOSOWANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO 
OTWARTEGO DO WYZNACZANIA OPTYMALNYCH PROFILI TEMPERATUR 

W REAKTORACH W PRZYPADKU REAKCJI RÓWNOLEGŁYCH

W niniejszym rozdziale zajmiemy się zastosowaniem otrzymanych wcześ­
niej wyników do wyznaczania optymalnych profili temperatur w reakcjach 
równoległych pierwszego rzędu, a ppd koniec rozdziału również w reakcjach 
odwracalnych pierwszego rzędu. Ograniczenie to wynika z charakteru równań 
quasi-liniowych. Podobnie jak w [45], [44^ będziemy zakładać, że stałe 
szybkości re8kcji (aktywność katalizatora) podlegają pewnym przypadkowym 
zaburzeniom. Wynikać to może z nierównomiernego rozłożenia katalizatora 
wzdłuż rury bądź z zanieczyszczeń w surowcu.

Na ogół w rozważaniach teoretycznych dotyczących optymalizacji reakto­
rów przy użyciu temperatury jako zmiennej sterującej zakładana jest ide­
alna kontrola temperaturowa. Oznacza to, że analizując problem optymali- 
zacyjny nie wnika się w możliwość praktycznej realizacji określonego pro­
filu temperatury i dlatego nie zawsze wyznaczony na drodze rozważań teo­
retycznych profil optymalny może być urzeczywistniony. Niemniej może on 
stanowić wzorzec dla doboru konstrukcji reaktora ze względu na wymianę 
ci-epła. Ponieważ naszym celem nie jest sterowanie reaktorem, a znalezie­
nie optymalnego profilu, dlatego stosować będziemy sterowanie otwarte.



1. O m ó w i e n i e  m o d e l u  s t o c h a s t y c z n e g o  r e 
a k c j i  r ó w  n o l e g ł y c h  p i e r w s z e g o  r z ę d u

Rozważmy układ n reakcji równoległych pierwszego rzędu zachodzących 
w idealnym reaktorze rurowym.

Równania kinetyczne w modelu deterministycznym są następujące: 

w a r  “ -<ki ♦ ••• + k;)cA ,

dc.

" - a r 1 - k'icA- ( I H . 1 )

dc„

gdzie :

" H T  * k'ncA'

- prędkość przepływającego gazu.w
* A , cB - stężenia produktów,

k^ - stałe szybkości reakcji (funkcje temperatury),
z - współrzędna długości reaktora.

Równania te wyprowadza się przy założeniach, że ciśnienie oraz gęstość 
gazu przepływającego przez reaktor są stałe oraz, że problem mpżna trak­
tować Jako jednowymiarowy (radialne spadki temperatur są pomijane).
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Wprowadzając następujące wielkości bezwymiarowe

r  = rA Vo lBn
Bn t z

c
(III.2)

cA - stężenie początkowe produktu A, 
o

L - długość całego reaktora, 

te [o, l] 
oraz oznaczenia

—  k' » k —  k* ■ kw *1 * 1 ........w n Kn (III.3)

układ równań kinetycznych (jll.l) przyjmie postać:
. . , \

^  = -(kj ♦ ... + kn )I^, rA (0) = 1,

S T -  ■ kirA rBi(o) = 0, (III.4)

drB 'n ' . p
~3t~ ' n A rQ (0) - o.

Stałe szybkości k, 
niusa

kn są funkcjami temperatury według wzoru Arrhe-

'io exp Ei
RV(t) (III.5)

- energie aktywacji, R - stała gazowa, wielkość jj włączono do sta­
łych kiQ zwanych współczynnikami przedwykładniczymi.

Wartość tych współczynników zależy nie tylko od prędkości przepływają­
cego gazu, lecz również od aktywności katalizatora rozłożonego wzdłuż re­
aktora rurowego. W modelu deterministycznym zakłada się, że są one wiel­
kościami stałymi kiQ = const, natomiast w modelu stochastycznym zakłada 
się, że są one losowe. Rozważymy dwa przypadki, w których fizykalna in­
terpretacja problemu wygląda w sposób następujący.

W pierwszym dany Jest reaktor wielorurowy, w którym katalizator Jest 
rozłożony nierównomiernie wzdłuż długości rury bądź posiada zanieczysz­
czenia, przy czym wielkości te są losowe, zatem nierównomierne rozłożenie
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bądź zanieczyszczenie katalizatora w pojedynczej rurze może być traktowa­
ne Jako realizacja procesu stochastycznego. Zakładamy przy tym, że upako­
wanie katalizatora oddziałuje w sposób jednakowy na wszystkie stałe szyb­
kości reakcji. W przypadku reaktora wielorurowego w sposób naturalny wy­
nikający z konstrukcji (n rur) dany jest zespół N realizacji.

Wielkość współczynnika przedwykładniczego w modelu stochastycznym w 
omówionym przez nss orzyoadku będziemy zapisywać następująco

kio * = kio(l + ^(t-w)). (III.6)stcch

gdzie
K - j,est pewnym stałym współczynnikiem liczbowym.
vV przypadku drugim zakładamy, że aktywność ksteliZ8tora wzdłuż długoś­

ci rury jest stała i jednakowa w każdej z nich, natomiast prędkość prze­
pływu w poszczególnych rurach reaktora wielorurowego jest zmienne losową 
7 (0*) o znanym rozkładzie. Zakładamy przy tym, że prędkość przepływu nie 
zmienia się wzdłuż długości w każdej rurze. Przypadek ten rozważono od­
dzielnie w^punkcie III.5c. Podobnie jak w modelu deterministycznym przyj­
mujemy, że warunki początkowe są deterministyczne

1^(0) - 1 , Tg (O) = O i - 1 , ,n

oraz temperatura spełnia ograniczenia \

T . <  T(t) «  Tmin max

W modelu deterministycznym Jako kryterium przyjmuje się maksymalizację 
stężenia E, na końcu reaktora. Naturalnym uogólnieniem tego kryterium
w modelu stochastycznym wynikającym z bilansu masowego na końcu reaktora
jest maksymalizacja średniego stężenia H, ne końcu reaktora. W przy-

31
padku pierwszym, gdy w reaktorze wielprurowym prędkość przepływu gazu, po­
le przekroju oraz długość ppszczególnych rur są takie same i ponadto mie­
szanie jest idealne, wówczas stężenie produktu 8  ̂ na końcu reaktora wy­
raża się wzorem

N
: (L) = wNFc. i  (DO'*

i = l

gdzie :
F - pole przekroju każdej z rur'.
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1 tors,
Q - natężenie przepływu czynnika po zmieszaniu Q = wNF.■ \ t

Stąd wynika, że średnie bezwymiarowe stężenie produktu 8  ̂ na końcu reak­
tora wielorurowego wyraża się wzorem

\  '  1 N
(III.7)

(l ) - stężenie bezwymiarowe w poszczególnych rurach na końcu reak-

I b ś r ^  = N 
/ i-1

:o z kolei uzasadnia przyjęte przez nas kryterium

I = max c±0
Tmin ^  Tmax

ErB (l): (Bi = B )- (III.8)

Podobnie w drugim przypadku, gdy pole przekroju, długości rur oraz aktyw­
ność katalizatora są stałe i jednakowe w poszczególnych rurach i ponadto 
mieszanie Jest,idealne, wówczas stężenie produktu B na końcu reaktora
wyraża się wzorem

N
c b (l) - c a  Q _1 NF r  wil t (L) ■ c a  Q _1 NF" ś rr<>~ O śri = 1

gdzie: ,
N

w a t » 1 ; W śr N
i- 1

w* - prędkości w poszczególnych rurach,

= "śrNFl
stęd

co z

Z
T  (L) .  - ,  (III.9)

Ś Z " 1i = l

kolei uzasadnia przyjęcie innego kryterium niż w przypadku pierwszym

1 * _ E w W  Ef ' (t0) rB (l)|. ( « I ,  10)
min ~~~ • max  ̂ '

i



2. U w a g i  o g ó l n e  d o t y c z ą c e  w y z n a c z a n i a  
o p t y m a l h e g o  p r o f i l u  t e m p e r a t u r y

W oparciu o zasadę maksimum podamy pewne uwagi dotyczące wyznaczania 
optymalnego sterowania. Będziemy się przy tym posługiwać najogólniejszym 
układem (ll.4i) - (11.45). Występujące w tym punkcie rozdziału zmienna t 
oraz wielkość u(t) będziemy traktowali jako czas i sterowanie, nato­
miast w pozostałych punktach tego rozdziału Jako bezwymiarową współrzędną 
długości oraz profil temperatury.

Hamiltonian oraz równania, które spełniają zmienne sprzężone, będą mia­
ły postać:

H = (*AA[uj + AgBfu]) ji + Kz(t) + itl fi(t)qi(t) + gi(t)pi(t)]Jx +
i-l

1
+ A[u]KfA (t) + A [u] Kgt (t)j , (III.11)

di 13̂  = - U aa[u^I + >• bB CUJ  ̂t1 + Kz(t) + | ^  [f1( t )q i (t) + g1(t)p i (t)]J ,
i = l

fcA (tf) = 0, (III.12)

d*R3t” * °* B̂̂ f5 = 1=$> *8  ̂ s 1' (III,13)
l «* ' ■

d^p 1
jt1 * “ J^Aa  A [ u ]  + B[uJ )gi(t)x, Jt,p (tf) = 0 ,  i - 1,--- ,1, (III.14)

dfcq
F 1 * “ f (*A + %ą ( t f ) - 0, i = 1 ...... 1, (III.15)

W dalszych rozważaniach będziemy zakładali, że z(t) - 0, co nie zmienia 
ogólności problemu. Założymy również, że a [ u ]  i B [u] są kl. C2 , xn >  0
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oraz B[u] >  0. Pozwoli to nam podać warunki, jakie muszą być spełnione 
aby hamiltonian osiągnął wartość maksymalną.

I S  ■ [ l u  Aa  ł  f i ]  [ i  + I  2 [ f i ( t ) q i ( °  + S i ( t > P i ( t l l ]  x r
i«l

1
+ 1  K I [ V f l ( t )  + Aq 9 l (t) ]  - ° *  <f 111' 16)

i = 1  1  1

0u2
* Ą

Bu . Su
1 + I X [ fi (t)qi (t) + 9i (t1pl (t)]j

i-l

e2A
i ?

i
K X X  ft(t) ♦ A q g Ł(t)] <0.- (III.17)

i=l 1 X '

Jeżeli A [u] Jest ujemnie określona, wówczas z warunku wystarczającego 
stabilności stochpstycznej w skończonym czasie wynika, że

1
1 + \  ^~^[fi(t)q1 (t) + gi (t)pi (t)] = G (t) > 0 ,  V  t t [0,tf],

i-l (III.10)

Problem sprawdzalnoścl tego warunku został omówiony w [5l].
Znajdziemy teraz równanie na pochodną sterowania względem czasu^ gy.

d
3t*  = K  S? + i 7 )x G(t) + &  Z [ \  Kfi (t) + %  K9i(t)]] _1 •

i = l  J

• [G' xA  * §§)* - ^  x c2(t> ^ A a m  ♦ B M )  ♦
* 1 i

1
+ K lu X I  f^p f> ̂  ~ ^ a  + 8 M ) g 1 (t)f1 (t)x + % g' (t)] + 

i-l 1 i

+ (x a  I ?  + f i ) 02/ * )  A M X] *
(III.19)

■ . » \W dalszej części pracy będziemy zakładać, że można tak dobrać parametry
funkcji f^ i g^, żeby wyrażenie w drugim nawiasie kwadratowym było ujem­
nie określone, wówczas
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Zbadajmy również zachowanie hamiltonianu w chwili t = t^.

H(tf) = s [ u ( t f )J G (t f ) x ( t f ) . (III.21)

Ze względu na założenie (III.18) G(t^) >  O. Jeśli B £•] jest funkcję ros­
nącą, to hamiltonian osiągnie wartość maksymalną dla u = umax-- 0zViacz8 
to, że w chwili końcowej sterowanie optymalne będzie wynosiło

u(t) = u .max

Konstrukcję sterowania optymalnego można by prowadzić od końca do po­
czątku, tzn. od chwili t » t^ do chwili t - 0 tak Jak to czyniono w 
pracach [4l] , [43], gdyby udało się z warunku (III.16) wyznaczyć moment 
t = tp "wejścia w krzywą". W ogólnym przypadku jest to jednak niemożli­
we, bowiem występujące w nim wielkości x(tp), G(tp), ^i^p) z a ~
leżą od sterowania optymalnego, które Jest nieznane, (z wyjątkiem przy­
padku, gdy zakłócenia mają charakter białego szunu). Dlatego w praktycz­
nych obliczeniach konieczne jest zastosowanie metod numerycznych1 ̂ . W związ­
ku z tym, w ogólnym przypadku sterowanie optymalne otwarte będzie składa­
ło się z trzech lub dwóch części.

gy >  O dla wszystkich t € [o, t . (III.20)

u ( t )

um = v dla t <  t <  t. max p f
u(t) dla t^ t ^ t p -  gdzie zostało określone (III.22)
u j _ dla 0 t ^  t, min k

w (III.19).

W przypadku gdy tk ■< 0 sterowanie optymalne składa się z dwóch części. 
Dla otrzymania' przedstawionego powyżej sterowania optymalnego wymagane by- 
.ło spełnienie kilku silnych ograniczeń, np. (III.16), (III.17), (III.18). 
co w dużym stopniu ogranicza klasę badanych układów. W przypadku zastoso­
wania go do modeli.chemicznych ma jednak uzasadnienie fizykalne. Otrzyma­
ne w ten sposób sterowania (profile temperatury) nie różnią się Jakościo­
wo od profili otrzymywanych w modelach deterministycznych.

^Obszerny przegląd zalecanych metod można znaleźć w [io] .

i

3. U k ł a d  d w ó c h  r e a k c j i  w p r z y p a d k u  d z i a ­
ł a n i a  z a k ł ó c e n i a  o c h a r a k t e r ż e  p r o ­
c e s u  g a u s s o w s k i e g o  II r z ę d u

i
Załóżmy, że w układzie (il.l) - (ll.5) funkcje A[*]'i 8[*] mają nastę­

pującą postać1^ : . N  > !•

1 E1 
\ ~ R TU) -k20 exp. E2 

RT (t ) = -(k1 + k2) , (III.23)

1 J

8 [t (t)] = kl0 exp r t TTS
(III.24)

gdzie E^, ki Q , R są stałymi parametrami określonymi w punkcie 1 tego 
rozdziału.

3a. Zakłócenie niestacjonarne 

Niech będzie dana funkcja korelacji procesu (t,ta)

R(s,r) = ó 2c o s - a2 ), (III.25)

wówczas funkcja kowariancji przyjmie postać

k ( s  ,z ) = 6 2cosjW2cos/łs2 + 6 2 sinjbt2sin|?s2 - z(s)z(£). (III.26)

Nie zmniejszając ogólności problemu będziemy zakładać, że wartość średnia 
procesu

E»(t,a>) = z(t) = 0 oraz tf = 1, xQ = 1. (III.27)

Korzystając z układu (ll.4l) - (II.45) możemy zapisać równoważny dla ukła­
du (il.l) - (li.5) problem deterministyczny:

1 , W  pracy nie będziemy zajmować się problemem i d e n t y f i k a c j i  modelu reak-□ racy nie będziemy zajmować się  j- - ,Ji oraz zakłóceń, problemy te są rozpatrywane w pracach [13J , L34J .
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1 (t)q1 (t) + g ^ ^ P j / t ) ] ]  X. *(0) » 1, (XXI.28) 
L 1-1 ,

[r(t)]Fl + g  [f1 (t )q1 (t> + g1 (t)p1 (t)]l x, y(O)'
L i-1 J

37 "

dy
37 0, (III.29)

^ dp. _
g y i  = A[T(t)J Kf± (t) , p ^ O )  - 0. i = 1,2, (III.30)

“ A [t  (t )] Kg j (t) , qi(0). - 0, i - 1,2. (lll.3l)
V

I * max y ( l ) . (III.32)
Tmin < T ( t )  <  Tmax

gdzie :

fi(t) = gx (t) =<5cos/łt2 , (i i i .33)

f2 (t) = g2 (t) - ó s l n jit2 . (III.34)

W celu wyznaczenia optymalnego profilu temperatury wprowadzimy hamilto­
nian oraz równania na zmienne sprzężone. Następnie zbadamy warunki, jakie 
muszę spełniać parametry układu oraz zakłócenia, aby hamiltonian osiągnął 
wartość maksymalną.

2

H - - ^ ( ^  + k2 )G(t)x + kjG(t)x - (kĵ  + k2 )K ^i (t), (III.35
i=l i

= HA (k1 + k2 )G(t) - k1G(t), A A (1) = 0, (III.36)

dAp
-gyi = K V kl ♦ k2 )f1 (t)x - K k 1fjL(t)x, A p (l) = 0 ,  i = 1,2, (III.37)

g d z i e :

G (t) = 1 + K(gi(t)Pl(t) + g2(t)p2 (t)). (III.38)
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Dodatniość powyższej funkcji G(t) moż«* być sprawdzona ze pomocą nastę­
pującej nierówności

G(t) ^ 1 ♦ K(g (t)p (t) + g2 ( O p 2 (t)) > 0 t 6 [o. l] .
1 max max

/
gdzie p., (t) są określone wzorami (l.74) , dla

max
a - -(k (T ) + k,(T ))K. ' \2 lKl' max 2 max
Zgodnie z wcześniejszymi rozważaniami zbadamy kiedy spełnione są następu­
jące warunki :

| |  > 0 ,  ' (III.39)

, w  ■ °* (III.40)

< 0 .  (III.41)
z-r

Warunek (III.39) jest zawsze spełniony dla dodatnich parametrów układu, 
tzn. Ej, R, k1Q.
Warunek (lll.30) przyjmuje następującą postać

Rt2 If " [-*A<Elkl + E2k2> + - (Elkl * E2k2) ' < X \ fi (t) " °*
i*l

(III.42)

2 ^2, 
Wyznaczając z niego K ^  %D f± (t) i wykorzystując przy obliczeniu -

i-1 1

8 H 
— ?'S t

otrzymamy

RV  . G(t)xEiE2kik2 (111.43)

Wyrażenie to będzie zawsze ujemne dla E2 >  E^.
Zgodnie z wynikami otrzymanymi wcześniej optymalny profil temperatury dla

T(t)

, (III. 25) będzie składał się z trzech lub
postać (III.,22)

Tmax dla t <  t ^  1 P
T(t) dla tk 4  t < t p . (III. 44)’

Tmin dla o <t <tk
/

\
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przy czym w, środkowym przedziale temperatura będzie spełniała następujące 
równanie różniczkowe.

dTar
1 E? " E f- ij G(t)xE E k k ■ k v  E\r t  tjKj + t2 K2

-1 20t
2cosj^t L

2 2 2 cos t

lkl + E2 k2 )

+ E2k2 )JCp^ + G2 (t)k1k2 x (E2 - Ej) + K26 2 x kjk2 (E2 - Ej)]. (111.45)

Trudno dokonać oszacowania w ogólnej postaci i dlatego wyznaczenie
optymalnego profilu temperatury może odbywać się jedynie na drodze nume­
rycznej, przy czym analityczna znajomość pochodnej znacznie ułatwia obli­
czenia. Tak otrzymany optymalny profil temperatury ma następującą inter­
pretację fizyczną. Na początku reaktora, kiedy stężenie substratu A jest 
największe, należy dać niską temperaturę tak, aby stałe szybkości reakcji 
nie były zbyt duże, bo w przeciwnym razie nastąpi zbyt szybkie powstawa­
nie niekorzystnego produktu B2# Następnie, gdy stężanie substratu zaczy- 
na maleć, można podwyższać temperaturę, aż do osiągnięcia temperatury ma­
ksymalnej , którą należy utrzymywać do końca reaktora.

'ł <
Przykład 3

Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz stężenie drugiego skład­
nika (B) na końcu reaktora dla układu dwóch reakcji równoległych dla na­
stępujących parametrów:

k1Q = 1.008 « 105 , TA (o) = 1
k2Q = 2.22 » 105 , r g (0) = 0,
Ej = 41900 O/mol, - Tmax = 500 K,
E2 = 83800 O/mol, Tmin = 400 K.
R = 8.31 O/mol deg,

Proces stochastyczny o wartości średniej Ey = 0 posiada funkcję korela­
cji o postaci

RjCs.f) = 9 pos 0. 5 (T2 - s2 ).

Wyznaczony numerycznie optymalny profil temperatury dla różnych wartości 
K został przedstawiony na rys. .1, natomiast zależność średniego stężenia 
drugiego składnika na końcu reaktora w funkcji parametru K została z a ~  
mieszczona na rys. 2.

%
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Y(|l
0.92

0.9

0.2 0.4 K

Rys. 1. Optymalny profil tempera­
tury w układzie dwóch reakcji rów­
noległych pierwszego rzędu w przy­
padku zakłócenia niestacjonarnego 
o funkcji korelacji f?Is,Z ) =
= 6 2cos|?>(*2-s2 ) (wg przykładu 3)

Rys. 2. Stężenie końcowe drugiego 
składnika w układzie dwćch reakcji 
równoległych pierwszego rzędu w 
przypadku zakłócenia niestacjonar­
nego o funkcji korelacji R (s.zO =
= 6 2cos/*(-?2-s2) (wg przykładu 3)

3. Zakłócenie staclonarne

Niech będzie dana funkcja korelacji procesu p(t.a>)

R(s,t) «= * exp (lii.46)

Podobnie Jak poprzednio dla uproszczenia będziemy zakładać, że wartość 
średnia procesu

E^(t ,o?) = z(t) = 0

tf - 1. < « 1, 6 = 1 .  o •

Korzystając z zależności (II.22) możemy napisać

(III.47)

t t
j  j  A[T(s)]A[T(l)]K(s,t)dsdr» J  A[T(s)] Kf(s) J  A[T(n] Kg(*)d7ds.
0 0  o o  (i i i  4e)

gdzie :

E (s) = e ŝ. g(T) ( m . 4 9 )

Równoważny dla układu (il.l) - (II.5) . (III.47) problem deterministyczny 
ma następującą postać: ,

dx
Ht A[j(t)] [l + Kf(t)q(t)Jx,N x(o) = 1 , (III.50)
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= B[T(t)] [l + Kf(t)q(t)]x, y (o )  = 0, (III.51)

= KAf-(t)]g(t) , q (0) = 0, (111.52)

I = max y(l). (III.53)
T , s£T(t) =S T min max

Oznaczmy

G(t) = 1  +' Kf(t)q(t). (III.54)
/ , 

Hamiltonian oraz równania, które spełniają zmienne sprzężone, będę wyra­
żały się wzorami (III.35) - (111.37), przy czym i = l.
Warunsk optymalności (III.42) będzie wyglądał następująco:

\
RT2 = ['^A^E lkl * E2 k2^ * E 1k j G ( t ) x  - KfEjkj + E2 k2 )jlqg(t) > = O.

(III.55)
2

Wyznaczając stąd KI g, otrzymamy, że R2T4 podobnie Jak w przypadku
q ST

zakłócenia stacjonarnego spełnia warunek (III.43).
Będziemy również zakładać, że G(t) >  O, przy czym dodatność tej funkcji 
może być sprawdzona tym razem za pomocą nierówności

G(t) >  1 + K f (t)qB a x (t) > 0  V t  € [O, l] , (111.56)

gdzie ^

qmax(t) “ " i<ki(£wx) + k2(Tmax))
Stąd otrzymamy, że optymalny profil temperatury ma postać (111.44) pod 

^warunkiem, że stałe of i K są tak dobrane, że spełniają następujące nie­
równości :

1 + 2Kf(t)q(t) >  O,

(III.57)
[k 2 f(t)g(t) + [l + Kf(t)q(t)]2 k 1k2 (E2 - E,)

° ś8f< p _ + ŻKf(t)q(t)]E1k1---------------- *

Wynika to z faktu, że wówczas pochodna określona wzorem (m.58) jest
dodatnia.

\ I

dT
dt

51 -

EŹ " E 1— 2  G(t)E1E2 k1k2 E xk x ♦ E2 k2
-1

K2 f(t)g(t)k1k2 (E2 - Ej) +

k 1k2G2 (t)(^2-E1) +ot[l + 2Kf(t)q(t)] [ V E lk l+E2 k2 ) ' E lkljj

gdzie G(t) Jest określona wzorem (III.54).

(III.58)

Przykład 4
Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz stężenie końcowe drugiego 

składnika na końcu reaktora dla układu dwóch reakcji równoległych pier­
wszego rzędu dla paramet/ów podanych w przykładzie 3 oraz procesu stocha­
stycznego y (t ,ta) o wartości średniej E^ » O, który posiada funkcję ko­
relacji o postaci

R2 (s,r) » exxpj-0 .0 0 1 \ t -  s 11

Wyznaczony numerycznie optymalny profil dla różnych wartości K został 
przedstawiony na rys. 3, natomiast zależność średniego stężenia drugiego 
składnika (b ) na końcu reaktora w funkcji parametru K została pokazdna 
na rys. 4.

T(tl
l°K]
500

460

ym
0.02

0.9

0.2 0.4 0.6 0.8
ttsl 

< xS600
0.2 04

Rys. 3. Optymalny profil tempera­
tury w układzie dwóch reakcji rów­
noległych pierwszego rzędu w przy­
padku zakłócenia stacjonarnego o
funkcji Korelacji R(s,2") » e-0^

(wg przykładu 4)

Rys. 4. Stężenie końcowe drugiego 
składnika w układzie dwóch reakcji 
równoległych pierwszego rzędu w 
przypadku zakłócenia stacjonarnego 
o funkcji korelacji R(s, Z) =

= (wg przykładu 4)

I



4. U k ł a d  n r e a k c j i  r ó w n o l e g ł y c h  w p r z y ­
p a d k u  d z i a ł a n i e  z a k ł  ó*c e n i a  o c h a r a k ­
t e r z e ,  b i a ł e g o  s z u m u  ( u w a g i  o g ó l n e )

Z opisanego w punkcie pierwszym tego rozdziału modelu stochastycznego 
wynika, że występujące w układzie (il.l) - (ll.5) funkcje a [-] i b [-] ma­
ję następującą postać

[r(t)] = - ^  k± , B[T(t)J = k1# (li i". 59)
i»l

gdzie

ki ■ ki0 8XH
i

RT (t ) ( m . 6 0 )

a zakłócenia mają charakter białego szumu.
Wówczas korzystając z układu (II.14) - (11.16) możemy zapisać równoważny 
dla układu (il.l) - (ll.5) problem deterministyczny:

a r  -  -  " <* X X ’l x ' x ( 0 )i»l L i=l J
- -1. (III.61)

&  ■ k l [ 1 -  * X k i l x ' Y (0 )  = ° ’L i = i J
(III.62)

T . ^  T(t) <  Tmin max
y(i) > (lii. 63)

gdzie :

x(t) - EFA (t) , y(t) = ETB (t)

k 2
oę = 5— .

(111.64)

(111.65)
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W celu wyznaczenia optymalnego profilu temperatury wprowadzimy hamilto­
nian oraz równanie, które spełnia zmienna sprzężona X A .

H = -̂A=n̂l -<*cn]x +  ̂[l -OtcnJx, (lii.66)
d _
3t- - K Cn \L  ~ 0 ( c n \ - kl[1 - * cn ]‘ X A (1) " 0. (III.67)

gdzie
■ V

n

cn ki- (lII-68)i = l

Podamy teraz kilka uwag, które ułatwią wyznaczenie optymalnego profilu.

UWAGA 1
Z warunku stabilności stochastycznej w skończonym czasie (definicja 12) 

wynika, że1)

1 - 20fcn >  0. (II 1.69)

UWAGA 2
Hamiltonian wzdłuż drogi optymalnej dla 0 < 1  Jest dodatni.

UWAGA 3 
Oeśli

E.
---------i------- , (III. 70).

ElCn + S  Eiki 
i**l

to w punkcie t * 1 optymalną temperaturą jest T « Tmax*

UWAGA 4
Hamiltonian osiąga maksimum lokalne, gdy <  E2 En# Nie może

natomiast osiągnąć maksimum lokalnego gdy E ^ >  E2 ....  En#
i

*
•

1 Nierówność ta Jest również warunkiem wystarczającym eksponencjalnej p- 
-stsbilności w sensie definicji 7. Może być ona spełniona Jedynie dla 
T > 0 ,  co wynika z budowy i własności funkcji k.(t).
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W celu wykazania słuszności tej uwagi obliczamy wyrażenie RT ^  i przy­
równajmy je do zera.

2 7\ H

R t 2 f r  = - *A X  Eiki t  _ 0ęCn]X + XA cn ^  EikiX
i=l i=l

ł i
E lkl [X " °*cn]x _c* kl I  E±ki x = 0, (III.71)

i=>l

stęd

n

E l[X * 0fcn] - ° f ] L  E iki
*A = kl    ±=ł . (III.72)

X  E iki f  - 2* cn]
i = l

2
Obliczając następnie R^T4 — >y. otrzymamy

■ 0-r

(I

" J 1 -°^cnl f1  - 2^ n l  X ( E 1 - E i)Eiki
 _________  i =2________________
n

X  Ei k i [ 1 "  20fCn]

r2t4 £ »  = x  — --------- 1 x ^ 2
0T 1

i = l

2 n

2<̂ (X  E iki> X  (E1 ‘ E i)ki
=1 - i=2________

n

X  " 2* c " ]

X k x  i ^ L    i=Z--------------- . (III.73)

1 = 1

Znak drugiej pochodnej zależy od znaku wyrażenia w liczniku, ponieważ mia­
nownik jest dodatni ze względu na (III.69). Stąd jeśli E Jest najmniej-

*"0 Hszą spośród wartości energii aktywacji E,,E_,...,E , to zawsze — <  0.i 41 n ©T
Oeśli Ej Jest największą wartością spośród E i , E 2  En ’ t 0  zawsze

> 0 .  .
0T
Jeżeli natomiast E. nie Jest ani największą ani najmniejszą wielkością

32 Hspośród E j  En , to znak drugiej pochodnej — ^ zależy od temperatury
ćft

i
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oraz intensywności zakłóceń oę i określenie jego wymaga dodatkowej 
'analizy. <

UWAGA 5

W przedziale T . < T  < T  optymalny profil spełnia równanie róż-min Im o a
niczkowe.

n n

( E 1 - Ei)ki[ł - ^ n ] 2 t  - 2 apCn] 2  Eiki 
dT „„2 i=2 i=l
3t " RT ---------------------- ń---------------------- n ^ Fi------------ '

E 1 [1 -°fcn][ 1 -2^ n ] I ] (El_Ei)kiEi+2^ (X  Eiki] X (Er E i)kii- 2  i=l 1 = 2

(III.74)

Równanie to otrzymuje się z równania (lll.7l), dzieląc je przez x, a na­
stępnie różniczkując względem zmiennej t i podstawiając wyrażenia 
(III.67), (III.72), / ' .
Wyznaczanie optymalnego profilu temperatury.
Przypadek 1; gdy Ej <  Eg, Ej <  E j  Ej <  En .

Oa Li H TJeśli 77=  ■ 0, to < 0  i -rr >  0, czyli profil Jest krzywą rosnącą
1

lub w szczególnym przypadku izotermą T = Tmax_
Optymalny profil buduje 9 ię od końca, tzn. od t = 1  do t = 0. Jest to 
możliwe ze względu na fakt, że w warunku optymalności (lll.7l) nie wyko­
rzystuje się wielkości, do obliczenia których konieczna jest znajomość 
całego sterowania.

W najogólniejszym przypadku profil składa się z trzech części i opisa­
ny jest wzorem (III.44) , przy czym w środkowym przedziale spełnia równa­
nie różniczkowe (III.74). Punkt t wyznaczamy w sposób następujący; cał­
kujemy równanie (111.67) w granicach od t do 1, podstawiając za k.. =
= k. = k . (t  ) , a następnie porównujemy z (T ) wyznaczonym z rów-x   i  ni o x a  ma xm 3 x
nania (III.72) dla kj.(Tma)<)' Otrzymamy wówczas

cn P i a o 3max L ma xj

n
" V ( E  - E )k [l - oęc 1 imax[ maxj
n

S E k Tl - 2oęc 1 1=1 max [ max |
tp = 1 +   —  V (111.75)

N

i
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gdzie

D

= 2 ki (T^ x }- (lI1-76)

V

cn
mE* i=l

Punkt t, wyznaczamy z warunku T(t, ) = T .k K m i n
Przypadek 2; gdy Ej >  E2  Ej >  En<

Optymalnym profilem będzie tutaj izoterma T = Tmax
ódPrzypadek 3; gdy Ej nie jest ani największą ani najmniejsze spośr

wartości E ., .... E .1 n
Przypadek ten wymaga szczegółowej analizy, którą w tej pracy przeprowa­
dzimy dla układu trzech reakcji równoległych.

4a. Układ dwóch reakcji równoległych (n a 2)

IV tym szczególnym przypadku równoważny problem deterministyczny' będzie 
następującej postaci:

37 = -(ki ♦ k2 )[l -oęfkj + k2 )]x, x(0) = 1,

^  = kj[l -OjsCkj + k2 )]x, y(O) = O, (111.77)^

I = max yCl).
T . <  T(t) <  Tmin max

Dla tego układu mogę zajść tylko dwa przypadki, tzn. E2 < E j lub Ej < E 2 . 
W przypadku pierwszym optymalny profil jest stały = Tmax> nato­
miast w przypadku drugim, korzystając z ogólnej metody wyznaczania opty­
malnego profilu opisanej w punkcie drugim tego rozdziału można wykazać
[44], że gdy E2 > E j , to profil ma postać (111.44), przy czym tp wyrażę 
się następującym wzorem

*- = 1 + TkT T T “ ) ri1- cę(k r r  1
max max I max maxP

. m ax L  max max -i / TTT -ro\X In 7T-T-------- ■ v    r ri' TOfT------r— C-----TP (III.78)
(e2 - E )k2 I 

max 1
[l - ap(k + k2 )1 
L max max J1

lE.k + E K ) I 
max max |

ri - 2ą{ k + k JY 
max max J

/
i
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temperatura T(t) w przedziale fT . , T "| spełnia następujące równa-i min max

Ht - F(T>>

F(T) = RT2 -----  l . - ^ - 2 ' J  I T I - I T ? : ? ! . .  ( i n .  79)

nie :

dt

[l-cę(kj + k2)]Ł [l-2<^(kj + k2)] [Ejk3L + E2k2]1
Eie2 [l-2of(kj+k2)J l̂-of(k, + k2)J1 * 2oT|[Elkl + E;2k2]I" I

Można również wykazać [44] , że w przypadku deterministycznym o ę« 0, op­
tymalny profil temperatury przebiega "bardziej stromo” niż w przypadku 
stochastycznym, tzn.

dT
37

dT
Stoch det

Wynik ten jest zgodny z intuicją, bowiem zwiększenie działania szumu 
powoduje zmniejszenie stałych szybkości reakcji, a co zatem idzie koniecz­
ność wcześniejszego zwiększania temperatury w celu prowadzenia reakcji 
optymalnej.

Będziemy zakładać, że współczynnik intensywności szumu oę spełnia osza­
cowanie

0 <  Oy < m i n  (a , a,), (lH.80)

gdzie :

V f i

k20E2^E2 * E l)klmax
"7 f i  E2"El\2 E2~2E1

\ 10 1 E l*l<2oE2 l<lmax 1 / + 2k20E2 (E2-Ej)kjmax 1 (k1|naxfk2max)

m  (III.81)

E1 + E2 2k + _ k2
max 1 max

(III.82)

Oszacowanie a£ wynika z twierdzenia o istnieniu sterowania optymalnego
i je91 pokazane w Dodatku 1, natomiast a^ wynika ze wzoru ogólnego 
(III. 70) dla n = 2.
Korzystając z analitycznej postaci optymalnego profilu można podać anali­
tyczne formuły służące do wyliczenia stężenia końcowego obydwu produktów.
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x(l) = x(tp'exp 1 *  k2  ̂max max
Tl - <*(k, + k„ )1 (l - t H  , (lii. 83 )
L max max J p I

kl ' f
y(l) = vCO * * ( 0  r   f l  - exp J -(k + k2 ) Tl +

p p *1___  K2__ L max max Lmax max

-<*(k ♦ k )] (1 - t ) .
max max J

(III.84)

odzie :

x(tp)
(E k + E k, 

1 max 2 ‘! >1 max ■
[l - 2c*(k + 1 

max
k )1 
max -I

x(tk)

kl k2 Imax max I
I~1 - Of (k, + k2 )] 
L “max max J

| 2 M . min1 \
(111*85)

-Y(V
e i e 2 |[l -  o f ( k j  + k2 )] [ l - 2 o ę ( k 1 + k2 )J| +2qp2 ( E 1k 1+E2 k2 ) 2

k2 RT2 [ 1 -  oę (kj  + k2 )J| > . i „
min

min

x (t. ) = exp

x(tk )dT+y(tk).

(111.86)

(111.87)

(111.88)

(111.89)

(E k + E k )[l - 2of(k + k )1 
 min_____ m i n ______________min_____ min J

kl k2 T1 " °^^ki + k2 1̂min minL min min J
I

-(k + k? )fi - c*(k + k„ )1 t.
min min L irfin min J

i <r» t

k'
v<«k> ■ k, ‘" v  [> - « m  ■min ,min
k. = k . (T_, ) , k, » k. (t ).mi« min i i maxmin max

Przykład 5
Ola układu dwóch reakcji równoległych pierwszego rzędu dla parametrów 

podanych w przykładzie 3 oraz procesu stochastycznego -̂ (t.oJ) będącego 
białym szumem, tzn. R(s,t) = <J(s - Z )  optymalny profil temperatury dla 
różnych wartości K został przedstawiony na rys. 5, natomiast zależność 
stężenia końcowego drugiego składnika w funkcji K została zamieszczona 
na rys. 6.

«
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Rys. 5. Optymalny profil temperatury w układzie dwóch reakcji równoleg­
łych pierwszego rzędu w przypadku zakłócenia o charakterze białego szumu

(wg przykładu 5-)

Rys. 6. Stężenie końcowe drugiigo składnika w układzie dwóch reakcji rów­
noległych pierwszego rzędu w przypadku zakłócenia o charakterze białego

szumu (wg przykładu 5)

# 1 )4b. Układ trzech reakcji równoległych (n = 3)

W tym przypadku równoważny problem deterministyczny będzie miał postać

-(kj + k̂ + k3) [l - oę( kŁ + k2 + kj)] x. x(0) = 1,

- kx [l -oętkj + k2 + k3 )]x, y (0) = 0 (III.90)

I « max y(l).
Tmin ^ T(t) <  Tmax

dx
37

/ l^Wyniki otrzymane&w tym punkcie są uogólnieniem rezultatów dotyczących 
modeli deterministycznych zawartych w pracy [4l] .
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Dla tego układu mogę zajść wszystkie trzy wcześniej omawiane przypadki:
1 ) E l < E 2 . £ , « £ 3 .

2) Ej >  E2 . E j >  E3 .

3) E2 <  Et <  E3 lub , E3 K  Ej <  E2 .

Ponieważ pierwsze dwa przypadki zostały już poprzednio szczegółowo omó­
wione, dlatego zajmiemy się teraz tylko ostatnim.
Wyrażenie znajdujące się w liczniku wzoru (II1.73) przyjmie postać

El[1 - ̂ ( k1+k2 + k3 )] [* * 2crtk1+k2+k3 jJ |(E1 - E2 )E2k2 ♦ (Ej - E ^ E ^ j  ♦

2cy2 (E1k1 + E2 k2 + E3k3 )2 [(Ej - E2 )k2 + (E1 " E3 )k3 ] ’ t1” -9 1 )

Wyrażenie powyższe potraktujemy Jako funkcję temperatury i oznaczymy jej 
miejsce zerowe przez T .
W podobny sposób wyznaczamy miejsca zerowe następujących wyrażeń:

(Ej - E2 )E2 k2 + (Ej - E3 )E3k3 , (III.92)

oraz

(Ej - E2 )k2 + (Ej - E3 )k3 (III.93)

i oznaczamy Je odpowiednio przez Tj i Tv , wówczas:

Ti h f * 2  , . P E3 -1[:i ,E3k3 o r  (III'94),,T E3 - El ’E3k̂ o T 
[(Ej - e2 )E2 k2Q J

E2 ” E3 i
Tv  ------R--------m  ' - E ) k---r  (III.96),_l 3 fcl'*3olln r 3 ~ E1 ^ 3 o ]

[(Ej - E2 ,k2oJ

Łatwo można wykazać, że gdy Tv >  O, to słuszne są następujące nierów­
ności

O <  Tj <  Ts <  Tv . (III.96)

przy czym T g z uwagi na przestępny charakter równania ( III.9l) najle­
piej wyznaczyć na drodze numerycznej.

/
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Z przeprowadzonych rozważań wynika, że dla^ Tg >  O mogą zajść następujące 
przyoadki:

T >  O s

T >  T

T <  T

&  < 0  
BT
2 8 H

0T'

®2H

> 0 ,

= o
8T

(III.97)

T < 0  T >  O >  T,
er

Jeżeli temperatura T <  O, to dla warunków procesu chemicznego (T >  O)
S2Hdruga pochodna ■ ™ będzie dodatnia.
dT r n

Jeżeli temperatura Tg >  O znajdzie się poza przedziałem [Tm<n «Tm8x ■ t0[ 1 £) HTmin‘ TmaxJ ^ruga pochodna — ^ będzie po­
siadać stały znak dodatni lub ujemny (w zależności czy Tg >  Tmax, czy też
Ts Tmin^ ‘ rJeżeli temperatura Tg >  O znajdzie się wewnątrz przedziału [Tmin.TmaxJ,
to zgodnie ze wzorem (III.97) przedział ten zostanie podzielony tempera-

02 Hturą T na dwie części o różnych znakach drugiej pocfiodnej — j. Wyka- 
8 8T

żerny dalej, że podobnie jak w modelu deterministycznym określenie tempe­
ratury T , przy konstrukcji optymalnego profilu temperatury, nie będzie 
konieczne.
Zgodnie ze wzorem (III.74) temperatura T(t) w pewnym przedziale zawar­
tym " [Tmin- Tmax] b?dzie spełniała następujące równanie

KT
J

'[(Ej - E2 )k2 + (E-| “ ^3 )k ( 1 _ oęcj) ( 1 - 2cf0j) Ejk
dT
dt

i=1
3 2

Ej(1 ^ c ?) (1 -2^ 3 ) [(E1-E2)E2k2t(E1-E3)E3k3] +2of2( ^ E iki) [ ( E j - E ^ + U j - E ^ k J
i=1

, (III.98)
a zatem znak tej pochodnej będzie zależał od wyrażeń (111.92) i (III.93).
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Można wykazać słuszność następującego ltematu.
%

Lemat

0 charakterze optymalnego profilu temperatury dla trzech reakcji rów­
noległych (Ej < <  Ej lub Ej <  E^ <  Eg) decyduje temperatura Ty bę­
dąca miejscem zerowym funkcji określonej wzorem (iu.93),

Oeżeli :

Tv >  Tmax  - oPtym0lny profil temperatury jest izotermą T=Tmax.

Tmin <  Tv < T max — *" ' optymalny profil temperatury jest krzywą rosnącą
ograniczoną od dołu temperaturą T ,

Tmin >  Tv >  0  " optymalny profil temperatury Jest krzywą rosnącą
ograniczoną od dołu temperaturą T . ,min

Tv < 0  ----—  - optymalny profil temperatury Jest izotermę T=Tmax*

Temperatury Tg i T^ nie’ maję bezpośredniego wpływu na charakter pro­
filu.

Dowód
Zauważmy, że znak pochodnej zależy od znaków wyrażeń (III.92) i

(lii.93) , natomiast znak drugiej pochodnej zależy jedynie od znaku
0T

wyrażenia (lll.9l). W związku z tym mogę zajść następujęce przypadki.
Dla Ty >  0:

2
T i < T S <  Tv <  T ^ >3 T >  0 1 “ 2F <  0 '

b t

T i  <  Ts < T  < T V =?»|I < 0  i - ^ < 0 ,  (III.99)
ST'

Ti <  T <  Ts <  Tv ^ 3 7  > 0  1 f ^ > 0

T < T i < T s < T v ^ 3 7 > 0  1 Ą  > 0 .

(III.99)

Pozostaje do rozważenia przypadek, gdy Tv <  O. Pokażemy, tą wartość tem­
peratury Ts może być zarówno dodatnia jak i ujemna oraz że nie wpływa 
to na profil temperatury. Mamy bowiem
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Dla Tv <  0

Ts < 0

rs > °

t>2 H >  o
ST

0 <  T <  T

Ts <  T

V  T >  o

£-0 > 0 .  
®T

(III.100)

dT
37 <  0

Wynika to ze wzorów (III.97) oraz z faktu, że dla Ty < 0  <  T wyrażenie 

k2 (E1 - E2 ) ♦ k3 (E1 - Ej) > 0 .  (III.101)

Z przeprowadzonych rozważań wynika teza lematu. \

UWAGA 6
W dotychczasowych rozważaniach intensywność szumu (ściślej współczyn­

nik oę ) była ograniczona dwiema nierównościami (III.69) i (lll,70). Ozna­
czając podobnie Jak w przypadku dwóch reakcji przez a^ oszacowanie wyni­
kająca z warunku istnienia sterowania optymalnego możemy podać ogranicze­
nie na współczynnik oę.

0 oę «S min |

E lCn„ Z  El \
2 c n ’ 8 2 ) '

\  I ■ 
(III.102)

i = l

Tak samo Jak w układzie dwóch reakcji równoległych można podać wzory ana­
lityczne, określające stężenia produktów na końcu reaktora.

Przykład 6
Znajdziemy optymalny profil temperatury w układzie trzech reakcji rów­

noległych pierwszego rzędu dla przypadku <  E^ <  Ej dla następujących 
parametrów.

kio

OOJ0)II E 1 “ 83800 O/mol

o04 =1° - e E2 " 41900 O/mol

k30
32= e E3 " 122700 O/mol

R = 8.31 a/mol °K Tmax « 500 K

Tmin = 400 K

rA(0) - 1. rB(o) = 0 .
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Podobnie jak »».poprzednich przykładach na rys. 7 i R zamieszczono opty­
malne profile temperatury i stężenie końcowe drugiego składoika w funkcji 
współczynnika cĄ.

Rys. 7. Optymalny profil temperatury w układzie trzech reakcji równoleg­
łych pierwszego rzędu w przypadku zakłócenia o charakterze białego szumu

(wg przykładu 6)

Rys. 8. Stężenie końcowe drugiego składnika w układzie trzech reakcji rów­
noległych pierwszego rzędu w przypadku zakłócenia o charakterze białego 

' szumu (wg przykładu 6)

5 . U w a g i  n a  t e m a t  i n n y c h  r o d z a j ó w  r e a k ­
c j i  o r a z  k r y t e r i ó w  o p t y m a l i z a c j i

V7e wszystkich poprzednich punktach tego rozdziału zajmowaliśmy się re­
akcjami równoległymi, których modele matematyczne były układami quasi-li- 
niowymi, W przypadku reakcji szeregowych można przeprowadzić podobne roz­
ważania, będę one jednak bardziej złożone, natomiast w przypadku reakcji 
szeregowo-równoległych dokładna analiza możliwa jest jedynie, gdy zakłóce­
nia maję charakter białego szumu*^. Otrzymane wówczas równoważne problemy 
optymalizacyjne sę nieliniowe i bardzo rozbudowane, przez co wyznaczanie 
optymalnego profilu temperatury mogłoby się odbywać jedynie na drodze nu­
merycznej. Reakcja, dla której w oparciu o wyniki uzyskane w poprzednim 
rozdziale można otrzymać optymalny profil temperaturowy, jest reakcja od­
wracalna.

5e. Reakcja odwracalna '
.

Rozważmy prostę reakcję odwracalnę pierwszego rzędu typu A 5 2  B. Rów­
nanie kinetyczne opisujęce zachodzęcę przemianę w modelu stochastycznym
jest następujęce

gl - [-(kj + k2 )r,+ k2 ro] [i ♦ Kj>( t ,to)]. , (III. 103)

gdzie:
p , - bezwymiarowe stężenia składnika A,
K. kĵ , k2 ,i?(t,co) - sa tak samo określone jak w układzie reakcji rów­

noległych.
Warunek poczętkowy przyjmiemy jako deterministyczny

["(O) = T = const. (III.104)
0 i

oraz ograniczenia na temperaturę Tmin <  T(t) <  Tmax.
Naszym celem jest znalezienie optymalnego profilu temperatury T(t), tzn. 
takiego, który minimalizuje średnie stężenie składnika A w punkcie koń­
cowym

I / ‘ :

’"'Uwaga te dotyczy również reakcji wyższych rzędów.

\
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min
Tmin < < T.

E T (tf  ) . (III.105)

Uzasadnienie przyjętego modelu w przypadku reakcji odwracalnych jest iden­
tyczne jak w przypadku modelu reakcji równoległych szczegółowo opisanego 
w punkcie 1 tego rozdziału, z tę tylko różnicę, że Jako kryterium przyj­
muje się minimalizację stężenia składnika A na końcu reaktora, co jest 
równoważne maksymalizacji składnika B na końcu reaktora.

Rozwięzanie równania (iII.lOS) dla realizacji przyjmuje następujęcę pos­
tać

r ( t )  = T0 expj- |[k1 [T(s)] + k2 [T(s)]] [l + K? (s,o.)]ds| +

»

r0 J k2 [t(5T)] [l ♦ K e x p  f  t 1 [T(s)] + k2 [T(Sa] [l + Kj>(s,u)] dsj-di.

(III.106)

Korzystajęc z tożsamości

1 L(s)ds ,^ L(t)c(t)exp|^c(s)ds|di =l(o) £exp-|j c (t) d ̂j- - lj + j” ^exp|jc(r)dt|.-

o ^ 0 0
(III.107)

gdzie c(t) i L(t) sę pewnymi funkcjami kl C ° , a ponadto L(t) Jest
przedziałami różniczkowalna, 
otrzymujemy następujęcę zależność

£r(t) = r„ E d ( t ,to) + T- k2 [T(0)]
k^pTO')] - k2 [r(ór] L.ED(t ,m ) - l] +

+ j [ EDt (,*w) - (TT',[r(s)j" + k2 [T(s)] ^  ds (lii.108)

gdzie

'Dt (s,io) = ex -(k1 [T(v)] + k2 [T(v)] ) [l + K̂ y.u)] dv| ,

natomiast D(t,w) zostało określone wzorem (III.19) dla 
A M  = ~(k1 (T) + k2 (T)), tzn. 0(t,u) = D t (0,w).

Podobnie jak w przypadku układu dwóch reakcji równoległych korzystajęc 
z równości (li.10) oraz przyjmujęc, że całka podwójna z funkcji kowarian­
cji spełnie zależność (11.12) (przy czym w obu wzorach całki sę w grani­
cach od E do t dle 6 a następnie korzystajęc ponownie ze
wzorów ( i H . 107). i (lii.108) otrzymamy, że odpowiadajęcy temu układowi sto­
chastycznemu (lii.103) układ deterministyczny będzie miał postać

= -(k1 + k2 )[l + F[T(t)] + KE? (t)]x + k2 ro [l + F[T(t)] + KE? (t)]

(lii.109)

x(o) = r0.

gdzie x(t) « E|~(t), a funkcja F [T(t)] została określona wzorem (II.13).

Równanie to można również otrzymać, uśredniając odpowiadajęce równaniu 
(lii.103) równanie Stratonowicza. Uzasadnienie poprawności otrzymanego 
wyniku jest identyczne jak w przypadku reakcji równoległych i wynika z 
twierdzeń Wonga i Zekaja [63] , [64] .

Zakładając natomiast, że całka podwójna z funkcji kowariancji spełnia 
zależność (1 1 ,2 2 ) lub (II.28), (przy czym całkowanie jest w granicach od« 
do t dla V  te [0,tf]) otrzymsmy następujęcę równoważne układy determi­
nistyczne:
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I
x(tf) = Xx(tf) + x2 (tf)

dqi
= -(k1 + k2 )Kgi (t), 9 ^ ° )  = °'

i1(i2 = 1 ..... 1 (III.111)

dqi
S T '  = (kl + k2 )Kfi (t)' q i2 (tf) ° °'



- 68 -

lub

dx
3t~- = -(k1 + kg) [l + |  2  [f1 (t)qi (t) + (t)] + KE^(t)]

1=1 1 1

*1<°> " T0

dx2
31- ■ C-(k1+k2 (x2 ♦ rok2] [i + |  2  [fi(t)qi (t) + g i (t)pi (t)] + K E? (t)] .

i = l Ł

x2 (0) = O

x(tf) = x1 (tf) + x2 (tf) (lii. 15.2)

dpi dPi
- g ^  = -(k1+k2 )Kfi (t) , p^Co) = O. - g ^  = (k1+k2)Kf. (t) . Pi (tf) = O

(III.113)

dqt dq.
-gyi = -(k1-k2 )Kg.(t), q. (O) = O. = (k1 + k2 ) Kg. (t) . q (tf) = O

1 ^
*i2 = 1 ..... 1 (III.114)

jako kryterium przyjmiemy we wszystkich problemach

I = min x (t f ) .
Tmin <  T <') <  Tmax

Zajmiemy się nieco bliżej przypadkiem pierwszym, gdy zakłócenie ma cha­
rakter białego szumu. Dla uproszczenia będzieirjy zakładać, że punkt końco­
wy tf = 1. Wówczas równoważny problem deterministyczny będzie miał pos­
tać :

37 = [-(kt + k2 )x + k2xo] [1 - aę(k1 + k2 )] , x (0) = xq , (lll.ll6)

1 * min x(l), (III.117)
Tmin <  T ^t'* ^  Tmax

(III.118)
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Podobnie jak dla układu reakcji równoległych można wykazać istnienie op­
tymalnego profilu dla reakcji odwracalnej. W  dowodzie korzystamy z twier- 
dzenia zamieszczonego w Dodatku 1 oraz z faktu, że dla temoeratury

T < m i n ( J i .  ]^) (III.119)

orana strona równania (lH.116) jest funkcję wypukłą na zbiorze H min.
* 1 1 T dla każdego ustalonego x c R .maxj 3 \
W celu wyznaczenia oDtymalnego profilu skorzystamy z wyników zamieszczo­
nych w [45] . Hamiltonian i równanie dla zmiennej sprzężonej 1 maja oos-
tac :

H = a-j-fkj + k2) [l - oę(k1 + k2)j X + kg [l - o^kj + kg)] xq|, (HI.120)

g  - 5KkŁ ♦ k2 ) [i -af(k1 ♦ k2 )].. 71(1) = 1. (III.121)

o-

mex'
-Tak jak w układzie reakcji równoległych można wykazać, że optymalny pr 
fil temperatury w przypadku gdy Ê  ̂> Eg jest izotermą, tzn. T = Tmg 
natomiast w przypadku gdy E., > E przy wyznaczaniu profilu skorzystamy 
z następujących faktów.

1° Z warunku stabilności wynika, że [l - 2<sf(k. + k2 )] > 0 (III.122)
max max

2° Hamiltonian wzdłuż drogi optymalnej jest ujemny.

3° Jeśli spełniona jest nierówność

0 < o * <  ---------- E % ■-£-------- ' (III-123)
/ 2k, +  - k„

max 1 ““max

to w punkcie t =\o  optymalną temperaturą jest T = Tmax-

4,° H osiąga minimum lokalne , gdy E2 > E^ i zachodzi (HI.122)

5° Przy założeniach p. 4° optymalny profil temperatury jest krzywą male­
jącą i w przedziale jjmin • Tmax] spełnia następujące równanie róż­
niczkowe

II = -F(T), (III.124)dt

gdzie f (t ) jest określone wzorem (lH.79).
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Z otrzymanych wyników wynika, że w przypadku gdy E£ >  E ^  optymalny pro­
fil będzie o następującej postaci

Tmax dla 0 <  t <  tp
gdzie zostało określone wzoremT(t) =. T h ) dla tp 4  t <  V

Tmin dla tk <  t <  i (III.124),

(E2-E l )k2 [ l ^ k j  +k2 )]
1 , ~max________max max

lIT ) fl-of(k +1<1 Ti n (E k *Bk 2 ) [l-2oe(k +EJ 1
max max *■ 1max max J max max nsx ma>f

(XII.125)

t^ - wyznaczymy z warunku T (tk ) = Tmin'

Przykład 7
Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz stężenie składniką A na 

końcu reaktora dla reakcji odwracalnej dl8 następujących parametrów:

k10 = 45.79 e 10 T(O) = 1.

k20 - 0.4579 e20 T = 5 0 0  K , ma x

E = 41900 O/mol, T . = 400 K,min '

E2 = 83800 O/mol, R = 8.31 J/mol K.

Współczynnik o? , będący miarę intensywności szumu zgodnie ze wzorem (lii.
1T 5 T T  • «123) , musi spełniać relację 0 <  °ę <

max

o1=0
2,38-fO'3 
4,77 10-3 
7,16-10 
10,7-10 ~3

max

0 0,113 0,132 Qi, Q66 7 C$05 1 x5600
Rys. 9. Optymalny profil temperatury w reakcji odwracalnej pierwszego rzę­
du w przypadku zakłócenia o charakterze białego szumu (wg przykładu 7)
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Wówczas optymalne profile temperatury oraz stężenie końcowe w ze*leźności 
od oę zostały przedstawione na rys. 9 i rys. 10.

Rys, 10. Stężenie końcowe drugiego składnika w reakcji odwracalnej pier­
wszego rzędu w przypadku zakłócenia o charakterze białego szumu (wg przy­

kładu 7)

l - - ,
5b. Kryterium uwzględniające wariancję wektora stanu

W dotychczasowych badaniach maksymalizowaliśmy wartość oczekiwaną jed­
nej ze zmiennych stanu w chwili końcowej, co w przypadku reaktorów che­
micznych oznaczało maksymalizację wartości średniej bezwymiarowego stęże­
nia jednego z płroduktów reakcji na końcu reaktora. Z praktycznego piinktu 
widzenia takie kryterium nie zawsze jest wystarczające i często zachodzi 
konieczność uwzględnienia rozrzutu wokół wartości średniej , tzh. warian­
cji, dlatego w tym punkcie zajmiemy się nieco bliżej sterowaniem optymal­
nym układów quasi-liniowych ze wskaźnikiem jakości uwzględniającym warian­
cję. Będziemy rozważać układy, na które działają zakłócenia zarówno o cha­
rakterze białego szumu. Jak i kolorowych szumów, przy czym w przypadku 
tych ostatnich korzystać będziemy z rezultatów podanych przez Parajewa [36], 

Rozważymy układ (il.l) - (II.2), w którym proces i?(t,u>) Jest pewnym, 
szumem kolorowym, tzn. traktowany Jest jako sygnał wyjściowy z układu li­
niowego, ng‘wejściu którego działa biały szum.

37^ * a [u(t)] [i + Kp(t)] TA (t), rA (o) = xo 

d r_ *
= B [u(t)] [l + K^(t)] TA (t), r8 (0) = 0 (III. 126)

dy = D^dt + d^.
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Dla uproszczenia rozważań będziemy zakładać, że E y (O) = 0  i

E ?"(0) - L , D = const. (III.127)

Naszym celem jest znalezienie sterowania u(t) maksymalizującego w ounk-
cie końcowym wielkość 1^.

J2 E [a<ErQ (tf))2 - b Tg(tf' - (ErB (tf))2]j , (III.128)
' um i n < u(t)< ur' V. \

gdzie a > 0  i b > 0  są pewnymi współczynnikami wagowymi.
Podobnie Jak poprzednio będziemy oznaczać x = ETA . y = E rQ oraz macie­
rze kowariancji ^ i korelacji X

Ï11 #12 1 *12
$ - X -

^21 #22 ^ 1  *22
(III.129)

Korzystając z formuły Ito można pokazać, że drugi moment procesu będzie 
spełniał następujące równanie

^  = 2 D L + (Ï2 . L(0) = Lo; (III.130)

gdzie Gf-gęstość widmowa białego szumu.
W przypadku stacjonarnym rozwiązanie ma Dostać

L ( t ) = const = Lq = - (III.131)

Przy sprowadzaniu problemu stochastycznego do równoważnego deterministycz­
nego skorzystamy z metody zaproponowanej) przez Parajewa [36] . Metoda ta 
Dolega na tym, że buduje się równanie Fokkers-Plancka-Kołmogorowe F.P.K. 
dla systemu (il.l), (II.2), (III.126). Następnie buduje się funkcję two­
rzącą y(t,ft.,£i), gdzie % i j i są traktowane jako pewne małe parametry. 
Funkcja y  spełnia pewne równoważne równaniu F.P.K równanie cząstkowe. 
Następnie, korzystając z faktu, że ^  Jest procesem gaussowskim, rozwija 
się1ją w szereg zespolony i wykorzystując wcześniej otrzymane równanie 
cząstkowe ze względu na V otrzymuje się następujący układ równań dla 
wartości średniej i macierzy korelacji 3£ :
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±3t

X A [u ( t )] 0 X A [u ( t )] 0 3JT - (U.xL(t)
= - i K +

_y_ B[u(t)] 0 y B [u ( t )] 0 - iiyL(t)_
(III). 132)

3
Tt

A l *12 A [u ( t )] 0 *11 «12 ' « 1 1 ^ 2 /

> 1 ^ 2 B[u(t)] 0 *hi *22 *21 *22

A [u ( t )] B [u ( t )]

- i
A [u ( t )] O 

s[u(t)] O

M l  \ z - 
Tÿ. 5jr

3*21 ^*22

*11  *12

*21  * 22 .

L(t)

' 3x 3y •3*11 3*12-
X 5jT x 4 ~TjjT~

3x 3y
+ D^

3* 2 1 3^22
? Ti1 y t w -

(lii.133)

Zaletą tego układu Jest to, że w jego skład nie wchodzą wyższe momenty i 
że w związku z tym można znaleźć rozwiązanie explicite.
Postępując za Parajewem przy rozwiązywaniu tych równań należy skorzystać 
z metody równań charakterystycznych [23] dla równań cząstkowych pierwsze­
go rzędu, a następnie z metodyki rozwiązywania równań przedstawionej w[2l] 
Po dłuższych i żmudnych przekształceniach otrzymamy następujący układ rów­
nań: *

X A[u(t)] O' t
{*

A [u ( Î )] O" X x ( 0 ) X0
d

'37 = 1 + K2 l L( î ) à t • s

.y. .B [u(t)] 0 0 _A [u ( t )] 0 y. _y(o) 0
(III.134)

d-||^ = Jt ( t , tQ) scae + ccO • ( t ) + J [jUt ,r ) - H  ( t , tQ)] scQ '(£)d£ , ( m  . 135)

%
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gdzie

'*11 > 
1 

f\3 'c
1

rt 

__
__

1

*21 B [u ( t )] A [u ( t )]
sc le = *12 , sc 0 ' ( t ) = -2 A [u ( t )] B [u ( t )]

%22 B2 [u(t)]
. L(t)Kx (t) (III.136)

* ( t , t b ).

2A [u ( t )] O O O

B[u(t)] A[u(t)] O
3[u(t)] O A[u(t)]0 

O 8 [u(t)] 3 [u(t)] O

' M(t)

» " * 1

2a [u ( 2T )] O O O

B [u(e)] A [u (ł )] O O

b [u (ł )] O a [u (?)] O
O • B [u(r)] B [u(?U O

L(r)d?

(III.137)

Wobec tego równoważny problem sterowania optymalnego będzie miał następu­
jącą postać:

= A[u(t)] [l + KP(t)]x, x (o) - xo

^  = B[u(t)] [l + KP(t)] x, y (0) = O

^  = A[u(t)] L(t)K, P(0)

= M(t) [l + KR(t)] scX  * s c O ‘(t) - M ( t ) W(t), K(O) ■» X

dR
Ht K M (t)L (t) , R(0) = O

= KR ( t ) scQ ' ( t ) . W (o) =! O

l2 = m?x v (ay2 (tf) - b(* (tf) - y2 (tf))).u .  < u ( t ) ^  u min ^ ; > max

(111.138)

(111.139) 

<111.140)

(111.141)

(111.142)

(111.143) 

(III.14H)

T^k postawione zagadnienie jest dosyć trudne do rozwiązania z uwagi na 
swoją wymiarowość.
Podanife warunków istnienia sterowania optymalnego prowadzi również do bar-

tdzo złożonych oszacowań. Dlatego przy> rozwiązywaniu tego problemu można 
wielokrotnie spotkać się z trudnościami natury numerycznej. Można nato­
miast skorzystać z metod przybliżonych, takich jak np. metoda małego pa­
rametru w celu oszacowania wariancji rozwiązania optymalnego, w przypadku

\
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gdy kryterium ma postać Jedynie wartości średniej rozwiązania w chwili 
końcowej.
Na koniec odnotujemy, że otrzymane równania dla wartości średnich pokry­
wają się w przypadku rozwiązania stacjonarnego z równaniami otrzymanymi 
w punkcie 3b tego rozdziału.

W dalszej części pracy zajmiemy się przypadkiem, gdy zakłócenia mają 
charakter białego szumu. Korzystając z układu stochastycznych równań Stra- 
tonowicza (li.20) i (ll.2l) oraz z kryterium 1^ określonego wzorem (lii. 
128), otrzymamy, że równoważny problem sterowania optymalnego będzie miał 
postać :

= A[u(t)] jl + A [u(t)]] x, x(O) = x q  (lii. 145)

l
= B [u(t)] [l ♦ 5 ~A[u(t)]J x, y(o) = O, (III. 146)

= 2A[^t)] jfu  ♦ 2K2A2 [u(t)] + K2A2 [u(t)] X2 , * ^ ( 0 )  = O
v  (III.147)

V  .

dtf 2
= A [u(t)] 2f12 + 8 [“ (*)] + | k2A [u(t)] B [u(t)] * |- A [u(t)] ari2 +

+ K2A [u(t)] 3 [u(t)] x2 , S1Z(0) - o, (III.148)

= 2B [u(t)] g 12 * K2B2 [u(t)] JTX1 * K2A[u(tj] B[u(<)] JT12 + K2B2 [u(t)] x2

{f2 2 (0) = 0 (III. 149)

I, = max [ay2 (t .) + bjr_„(t,)l. (lH.140)
umin <  “ <*> <  umax\

Problem ten jest jednak problemem nieliniowym i dlatego często wygodniej 
jest korzystać z nieco przekształconej .postaci równań stanu.Jeśli zamiast 
ielkości wprowadzimy drugie momenty zdefiniowane następująco

-’i! = eFa' x x 2 ~ *21 ~ ^rA rB ’ 1 22 = Er|- t0 wówczas równoważny problem 
będzie składał z równań (III.145), ( H I . 1 4 6 )  Oraz z następujących równań:

ł
d3ć S

=. 2A[u(t3 ae11 + K2A2 [u(t)] * 13L. 3f11(o) - X2 , (III.151)

-gii = 3 [u(Ó] 3t11 + A[u(t)] X 1 2 , Xl2(0) = O, (III.152)



- 76 -

= 282[u(t )}ei2 + K2B2 [u(t)] « 11P x22(0' = 0 (lii. 153)

Ip = max ay2 (tf) - b(K (tf) - y2 (tf)). (III.154)
umin <  < ' umax

Otrzyiiiany problem w przypadku układu dwóch reakcji równoległych pierwsze-
.go rzędu dla t^ = 1 będzie miał następującą postać:

37 = _(kl + k2 ) C1 " ap(kl + k2 ̂  X ' x(°^ = xo (III.155)

ETtf ° kl + k2 )]x, y(O) = O (III.156)

dX '
-jii = - 2 ( k 1 * k2 ) [l - 2 0f(k1 + k2 fl9eil' *11(0) = Xo* (111-157)

dje, ?
- - = kx [l - ofU, ♦ k2 )]ae11 - (kt + k2 ) [l - °ę<k1 + k2 ) j ^ 1 2 . * 12(°) = O

(III.158)

22 “ [l -oęfkj + k2)] « i2 + K2k2Xllt 9C22(0) = O, (III.159)“ 3T- = 2k.

I„ = max ay (l) - b(* (l) - y^(l)). (III.160)
Tm i n <  T(t> <  Tmax

Podobnie jak w poprzednich punktach tego rozdziału optymalny profil budu­
je się korzystając z zasady maksimum, przy czym warunkiem koniecznym Jego 
istnienia jest spełnienie następującej nierówności

0 <  oę < ---------------------- ---------L — r   ,
i i  2 2  bae.,(i)

(k + k ) + max________Efi + 2 11 k
max max 1 max

odzie

D = (a + b) y (1) x (1) - baei2(l) > o.
I \ *

3ak widać, zakres zmian współczynnika oę w przypadku kryterium, które 
zawiera wariancję, jest mniejszy niż w przypadku kryterium nie zawierają­
cego wariancji.

)

Przykład 8
Znajdziemy optymalny profil temperatury oraz średnie stężenie drugiego 

składnika na końcu reaktora dla układu dwóch reakcji równoległych pier­
wszego rzędu, w przypadku gdy kryterium zawiera wariancję, przy czym pa­
rametry układu oraz funkcji korelacji procesu stochastycznego są takie 
same jak w przykładzie 5. Wyznaczony numerycznie optymalny profil dla róż­
nych wartości K oraz a i b został przedstawiony na rys. 41, nato­
miast zależności średniego stężenia końcowego drugiego składnika w funk­
cji K oraz b zostały pokazane na rys. 12. Dla porównania zamieszczo­
no również na tych samych rysunkach wykresy odpowiadające kryterium opty­
malizacyjnemu, nie zawierającemu wariancji. To ostatnie oznaczono linię 
przerywaną.

- 77 -

Rys. 11. Optymalny profil temperatury w układzie dwóch reakcji równoleg­
łych pierwszego rzędu w przypadku zakłócenia o charakterze białego szumu 

z kryterium zawierającym wariancję^rozwiązania (wg przykładu 8)

Z wyników otrzymanych w pracy oraz przykładów wynika, że dla realnych 
fizykalnie wielkości parametrów reakcji i ograniczonych co do intensywno-
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Rys. 12. Stężenie końcowe w ukła­
dzie dwóch reakcji równoległych 
pierwszego rzędu w przypadku za­
kłócenia o charakterze białego szu- 
inu z kryterium zawierającym wa­
riancję rozwiązania (wg przykła­

du 8 )

ści zakłóceń optymalne profile tem­
peratur wyglądają podobnie Jak w mo­
delach deterministycznych. W prac/ 
nie rozważono przypadków, gdy oę prze­
kracza zadane ograniczenia. Zaist­
niałaby wówczas konieczność analizy 
układów z ujemnymi szybkościami re­
akcji, co z punktu widzenia fizykal­
nego nie ma sensu. Na koniec odno­
tujmy, że Jakkolwiek współczynnik oę 
nie ma bezpośredniej interpretacji 
fizycznej z uwagi na to, że biały 
szum jest abstrakcją, tym niemniej 
jest on bardzo dobrą miarą intensyw­
ności zakłóceń (dotyczy to zwłaszcza 
procesów szeroko pasmowych).

5c. Wyznaczanie optymalnych stężeń w reaktorze w przypadku nierów­
nomiernego przepływu produktów

Dotychczas w pracy zakładano, że zakłóceniom podleg8 jedynie wpływ ka­
talizatora. W tym punkcie pokażemy,,że podobne wyniki uzyskuje się, gdy 
przepływ produktów w reaktorze wielorurowym jest nierównomierny. Przed­
miotem naszych rozważań będzie reaktor wielorurowy, posiadający dosta­
tecznie dużą ilość rur (potrzebną do aproksymacji rozkładu dyskretnego roz­
kładem ciągłyłti). Zakładać będziemy, że produkty poruszają się w każdej
rurze z różną prędkością w(u>) , przy czym znany jest ich rozkład prawdo­
podobieństwa, ściślej: znany Jest rozkład zmiennej ^(w) występującej w 
poniższym równaniu.

1
w (to) (III.161)

*śr = E^w(io)J- - prędkość średnia.

W związku z tym, model probabilistyczny dla dwu reakcji równoległych bę­
dzie miał następującą postać:

df(t,c*)
 3t  " " w T (kl + k2 } &  + K ?(t°2 rA (t.<o),sr

(III.162)

drB (t,co)
3t

1
V

kj [l + K^(w)] rA (t,co). (III.163)

z warunkami początkowymi deterministycznymi

TA (0) = 1, rB (0) = 0, (III.164)

gdzie :
t - bezwymiarowa zmienna t s [o, i] (długość reaktora) ,
(o?) - zmienna losowa o rozkładzie normalnym NCm,*»)#
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ki = k i 0  exp ^ r \ -  , (III.165)

przy czym k 'i 0  różni się od k±0 występujących we wzorach (III.5), tzn. 
kio = w k io “ P a k o ś ć  produktów). Pozostałe wielkości mają te same
oznaczenia co w poprzednich punktach tego rozdziału. Z opisanego w punk­
cie 1  tego rozdziału modelu stochastycznego reakcji równoległych wynika, 
że ograniczenia temperaturowe oraz kryterium mają następującą postać

max Ęiw(a>) r„(l,«*)l. (III.166)
Tmin < <  Tmax >

Korzystając z metodyki przedstawionej w rozdziałach II i III otrzymamy, 
że równoważny problem deterministyczny będzie miał następującą postać:

d* „ - j y M k i  + k2 ) [l + Km ♦ p(t)] x, x (o )  = 1, (III.167)
śr

&  = -i- k > ,  y (o)  = 0, (III.168)
dt w śr 1

sr3 t  "  -  ^ - ( k i  + k2 ) '  P<°) - (III.169)

y(l), (III.170)
T min <  T(t) <  Tmax

gdzie

<(t) = EfA (t,u), y (t) - E|rB (t,co) w(u)|.
śr

W rozpatrywanym przez nas reaktorze wielorurowym m = 0.
Podobnie jak w poprzednich punktach tego rozdziału możne wykazać, ż e : 

a) optymalną temperaturą dla tp 4  t <  1 Jest T = TB a x ,

*
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b) istnieje nietrywialny niemalejący optymalny profil temperatury dla 
(e2 >  E^) w przedziale tp <  t <  tp , będący rozwiązaniem następują­
cego równania różniczkowego

c i  w przypadku gdy E, >  E° , to optymalną temperaturą będzie T(t) = T__„.1 1 c. (Tł 3 X

Przyjęte w jtym punkcie założenie, żs zmienna ^ (co) jest zmienną gaussow­
ską powoduje, że równoważny układ deterministyczny ma prostą Dostać nie­
trudną do rozwiązania. W przypadku gdy założymy, że zmienna losowa ?(<*>) 
ma inny rozkład , np. stały lub trójkątny, wówczas równoważny problem de­
terministyczny jest bardziej złożony (zwiększa się ilość równań stanu).

Przykład 9
W układzie dwóch^-eakcji równoległych pierwszego rzędu, w przypadku gdy 

przepływ składników w reaktorze wielorurowym jest przypadkowy, wyznaczono 
wielkości maksymalnego stężenie drugiego składnika na końcu reaktora w 
przypadku zastosowania optymalnego profilu temperatury dla następujących 
danych :

k10 = 9.158 e10. T . min 400 K ,

k20 = 0.4579 e2° • Tmax 500 K,

E1 = 41900 O/mol, R - 8. 31 O/mol °K.

E2 = 83800 O/mol '

i obliczeń numerycznych zamieszczono w poniższej tabelce

* ff2 
5“ 0 0.0025 0.01 0.07525

y(l) 0.9629 0.9626 0.9619 0.9527

W pracy [l4~j przeprowadzono porównanie przedstawionej metody z metodą wy­
znaczania optymalnego profilu temperatury i stężeń, w przypadku gdy roz­
kład prędkości zadany jest histogramem.

Rozważany w tym punkcie problem jest najczęściej spotykanym dotychczas 
w praktycznych zastosowaniach z u^agi na łatwy pomiar prędkości w poszcze­
gólnych rurach, natomiast w przypadku problemu wyznaczania nierównomier­
nej aktywności katalizatora w literaturze nie spotkano dotychczas wyników 
badań statystycznych dotyczących rozkładów prawdopodobieństw,czy też cha-

rakterystyk probabilistycznych tych zakłóceń, dlatego w pracy przeanali­
zowano stosunkowo szeroką klasę zakłóceń, a zwłaszcza tych, które wystę­
pują najczęściej w mechanice, elektrotechnice, teorii regulacji, pozosta­
wiając tym samym problem identyfikacji zakłóceń (aktywności katalizatora) 
jako otv»arty.



ZAKOŃCZENIE

Podsumujemy otrzymane w pracy rezultaty oraz nakreślimy perspektywicz­
ne kierunki w dziedzinie stochastycznych układów quasi-liniowych. W przy­
padku badania stabilności stochastycznej podano kryteria dla układów ze 
sprzężeniem zwrotnym oraz ze sterowaniem otwartym. Analizowano układy, na 
które działają zakłócenia o charakterze białego szumu, gaussowskie pro­
cesy stochastyczne drugiego rzędu oraz procesy stochastyczne spełniające 
prawo wielkich liczb. Otrzymane kryteria dotyczą silnej i słabej stabil­
ności stochastycznej oraz asymptotycznej p-stabilności. Przy ich wyprowa­
dzeniu korzystano z kryteriów podanych przez Jakubowicza [l9j , które do­
tyczyły układów deterministycznych z wieloma nieliniowościami. Możne by 
jednak, jak się wydaje, korzystać również z metodyki opracowanej przez Mi- 
chela i jego współpracowników i przedstawionej np. w [3i] , dotyczącej ba­
dania stabilności stochastycznej złożonych systemów. Stanowi to jednak 
problem otwarty i powinno być przedmiotem dalszych badań. Na podkreślenie 
zasługuje również fakt, że w przypadku zskłóceń o charakterze białego szu­
mu często możliwe Jest wyznaczanie obszaru stabilności bez konieczności 
wyznaczania macierzy H służącej do określenia funkcji Lapunowa V = x THx.

Udowodnione w pracy twierdzenie (Dodatek) o istnieniu sterowania opty­
malnego stanowi uogólnienie twierdzenia otrzymanego przez Boyarskiego [l] . 
Korzystając z wniosków i uwag wynikających z niego wykazano, w przypadku 
gdy E2 > E ł , istnienie ciągłych optymalnych profili temperatur w reak­
cjach równoległych i odwracalnych. W przypadku gdy Ê , > E2 , wówczas nie 
są spełnione założenia twierdzenia i optymalny profil, może być wtedy funk­
cją przedziałami ciągłą. Jakkolwiek w pracy zakładano, że zakłóceniom pod­
lega jedynie aktywność katalizatora, to Jak pokazano w punlicie 5c podobne 
wyniki uzyskuje się w przypadku, gdy przepływ produktów w reaktorze wie- 
lorurowym jest nierównomierny (przypadkowy).

Z zamieszczonych w pracy przykładów oraz ,z analizy wrażliwości prowa­
dzonej w pracach [4 5] , [44] wynika, że nieuwzględnienie zakłóceń nawet w
małym zakresie może prowadzić do błędów rzędu kilku procent. Wskazuje to 
z jednej strony na konieczność dalszych badań zwłaszcza doświadczalnych w 
zakresie pomiarów nierównomiernej ąktywności katalizatora oraz prędkości 
przepływu w poszczególnych rurach reaktora, z drugiej zaś strony na po­
trzebę stosowania technicznych metod eliminacji tych zakłóceń.

W przypadku reakcji równoległych ze wzrostem intensywności szumu opty­
malne profile ulegają przesunięciu w lewo, tzn. punkt przełączenia t^ jest 
coraz mniejszy lub tempe!ratura początkowa Tp jest coraz większa dla co-
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raz to większych wartości współczynnika K. Można stąd wyciągnąć, wnio­
sek, że zwiększenie działania szumu powoduje takie same zmiany optymal-

20nych profili temperatur, jak zwiększenie współczynnika ilorazowego r—  w
10

przypadku problemu deterministycznego. Zgodnie z oczekiwaniami zwiększe­
nie działania szumu powoduje zmniejszenie maksymalnej średniej wartości 
stężenia drugiego składnika, która stanowi kryterium optymalizacji. Stwier-r 
dzenia te odnoszą się do wszystkich rozważanych w pracy zakłóceń. Poczy­
nione w pracy założenie o deterministycznych warunkach początkowych można 
osłabić, żądając, by były one zmiennymi losowymi niezależnymi od zakłóceń 
występujących w układzie ^(t,co).

Jakkolwiek dla otrzymanych w rozdziale pierwszym i drugim wyników po­
kazano zastosowanie jedynie w analizie reaktorów chemicznych, to jak już 
było wspomniane we wstępie, istnieje możliwość ich wykorzystania w innych 
dyscyplinach, takich jak: mechanika, ekonomia, immunologia. Możliwość ta 
istnieje wszędzie tam, gdzie w rozpatrywanych modelach sterowanie i za­
kłócenia występują parametrycznie, w szczególności w stochastycznych ukła­
dach biliniowych. Zachodzi wówczas równość = = ui -

W analizie układów dynamicznych obok problemów stabilności i sterowa­
nia optymalnego do najważniejszych zaliczyć należy zagadnienia sterowal- 
ności, obserwowalryości, wrażliwości, jak również filtracji czy identyfi­
kacji. Nie były one przedmiotem badań w niniejszej pracy i wydają się być 
w przypadku stochastycznych układów quasi-liniowych problemami otwartymi 
wymagającymi dalszych studiów. W odniesieniu do zagadnień sterowalności 
stochastycznej wygodnie będzie posłużyć się definicją £ -sterowalności za­
proponowaną przez badaczy japońskich [54, 55| . Badania można by wówczas 
rozszerzyć dla zakłóceń, które' są procesami Poissona, co było pokazane w
[47] . Otrzymane tam wyniki dotyczyły jednak sterowania zamkniętego i dla­
tego należałoby podać nieco inne definicje i kryteria dla układów ze ste­
rowaniem otwartym. Za pewną próbę rozwiązania tego problemu należy uznać 
pracę [46] . Do zupełnie nowych dotychczas nierozwiązanych zagadnień doty­
czących stochastycznych układów quasi-liniowych zaliczyć należy:

1° Zagadnienia filtracji i sterowania optymalnego zamkniętego.
2° Wyznaczanie sterowania optymalnego otwartego, w przypadku gdy kryte­

rium zawiera czas Markowa, np. w następującym przykładzie:

dx = A [u (t $ xdt + KA [u (13 xdw, x(0) = xQ ,
I

dy = s[u(t)]xdt + KB[u(t)]xdw, y(0) = 0 ,

yOPta)) * a, 0 < a £ 1, a -  stała rzeczywiste (wielkość zadana),
c (co) - czas Markowa.

I
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I = min E(r((o)).
umin <  u(t) <  umax

3° Analiza stochastycznych układów quasi-liniowych z opóźnieniem.
W przypadku badania sterowania optymalnego otwartego będzie można naj­
prawdopodobniej posłużyć się najnowszymi wynikami otrzymanymi przez 
Szajcheta w pracy [56] i pozwalającymi na znajdowanie równoważnych pro­
blemów deterministycznych, tzn. znajdowania równań różniczkowych, ja­
kie spełniaj? momenty rozwiązań wyjściowych równań stochastycznych.

4° Analiza stochastycznych układów quasi-liniowych opisanych równaniami 
cząstkowymi. Pewne wyniki dotyczące układów biliniowych zwłaszcza tych, 
które opisuj? modele matematyczne występujące w immunologii uzyskali 
badacze włoscy [2] , [3] , [4] .

5° Analiza stochastycznych układów quesi-liniowych opisanych równaniami 
różnicowymi. W tej dziedzinie ukazało się wiele prac dotyczących ukła­
dów biliniowych. Problemy stabilności stochastycznej zostały przedsta­
wione między innymi w książce Morozana [33] . Zagadnienia sterowalności 
i sterowania optymalnego dla układów deterministycznych zostały omó­
wione w książce Mohlera [32] oi?az w pracach [6] , [7] .

6° Zagadnienia estymacji, filtracji i identyfikacji. Podobnie Jak w przy­
padku układów opisanych równaniami cząstkowymi uzyskano już pewne wy­
niki dla stochastycznych układów biliniowych [ll] , [60] , [6 1 ] . W pra­
cach tych znojduJ.e się duży przegląd literaturowy w zdecydowanej więk­
szości dotyczącej Jednak układów biliniowych. Na szczególne podkreśle­
nie zasługuje fakt, że w rozpatrywanych przez nas stochastycznych ukła­
dach quasi-liniowych szumy działają w sposób multiplikatywny (są mno­
żone przez wektor stanu).
Identyfikacja takich układów jest dopiero w początkowym stadium badań. 
Pewną ciekawą koncepcję podali Soong i Dowdee w [52] . Polega ona na 
tym, że układ stochastyczny zmienia się na pewien równoważny determi­
nistyczny i następnie identyfikuje się jego parametry metodami klasycz­
nymi.

f

DODATEK 1

Podamy twierdzenie o istnieniu sterowania optymalnego dla układu nie­
liniowego [50]

£ji - f(t.x(t),u(t)), x(0) « xQ (D.l)

z funkcjonałem jakości

T
l(u) = ^  c(t ,x(t) ,u(t))dt. (d .2)

Niech U będzie zwartym i wypukłym podzbiorem Rm , U  - będzie rodziną
wszystkich ograniczonych i mierzalnych funkcji z [o ,t] w  U.
Będziemy traktować U  jako podzbiór

V

A p ([0. T] , r") - X " .  

gdzie 1 <  p < 00 i norma ma postać
1

/ T

llG"p

m
II kl = 2  Ik±l * norma w rI"-

i=l

DEFINICJA 1
Niech h: Rm R. Mówimy, że h jest monofonicznie rosnąca (maleją­

ca), jeśli h(x) monotonicznie rośnie (monotonicznie maleje), gdy ||x|| 
wzrasta.

Lemat 1
Niech h: Rm~»-R. będzie wypukłą funkcją, która monotonicznie rośnie. 

Niech S : R1"-*- Rm będzie wypukła i spełnia warunek, że «^(y) > O dla
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wszystkich y 6 Rm (i = l,...,m). Wówczas funkcja Fi: R1"—»■ R zdefinio­
wana następująco R(y) = h(£(y)) jest wypukła.

Lemat 2

Niech h: Rm —»• R będzie funkcją wypukłą, która jest monotonicznie ma­
lejąca. Niech 8: Bm -» Pm będzie wklęsła i spełnia warunek, że ^ ( y )  > O 
dla wszystkich y 6 Bm (i = 1 , Bm i Pm są zwartymi i wypukłymi 
podzbiorami Rm . Wówczas funkcja R: Rm -»-R zdefiniowana następująco 
R(y) = h(6(y)) jest wypukła.
t Dowód lematu 1 znajduje się w [l] , natomiast lemat 2 dowodzi się bar­

dzo podobnie.

Niech X c  Rn będzie przestrzenią stanów i niech funkcja
i

f : [O, T] * X * U — - Rn v

będzie funkcją ciągłą ze wzcjlędu na t i x dla każdego u 6 U i speł­
niającą następujące warunki.

(f i ) Dla wszystkich t 6 [o, T] , u s U, Xj, x2 6 X

|fi (t,x1>u) - fi (t,x2 , u ) | < X 3 t x 1 - x23t,

gdzie %  Jest stałą dodatnią,

n
arsar = 2  |«il

i=l

i f* jest i-tą składową wektora f.

(f 2) Istnieje funkcja

F : [O, T] * X —  Rn,m

i ograniczona mierzalna funkcje g: U -»■ Rn taka, że dla każdego i = l,.„,n

fi (t,x,u1) - fi (t,x,u2 ) ^  FA (t ,x) [gCuj) - g(u2 )]

F1 - i-ty wiersz F.

g(u) jest zwartym i wypukłym podzbiorem Rn i jeden z dwóch warunków 
Jest spełniony:
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a) g-1 istnieje na g(u) jest wypukła i g^1 >  O,

b) g-1 istnieje na g(u) jest wklęsła i g^1 > 0 ,

(F 3) Dla wszystkich u eU, i = 1 ,...,n

Fi (., x“ ( . ) V e  <£*.

gdzie xu jest rozwiązaniem (Dl) ze sterowaniem u i q jest sprzężonym 
indeksem do p.

UWAGA 1
Warunek (F l) zapewnia istnienie i jednoznaczność rozwiązani» równania 

(Dl) .

UWAGA 2
Niech V « g(u) Rm i niech *T będzie rodziną wszystkich ograniczo­

nych mierzalnych funkcji na [0, T] o wartościach w V. Niech -̂ g o u ^
będzie ciągiem w T ,  który jest zbieżny słabo w tC" do v e T .  Ponieważ
v £ T  , stąd

v(t) e  g(u) p.w. t e  [o, t] .

Ponieważ u jest zwarte, z lematu Filipowa [26] wynika istnienie u £ l l  
takiego, że v(t) = g(u(t)) prawie wszędzie na [o, T } .
Niech funkcjonał (D2) , gdzie c : R * X •* U R spełnia następujące wa­
runki

II i

(Cl), c(t, • , •) Jest cięgła dla wszystkich t e  [o, t]

(C2) c ( - ,x,u) Jest mierzalna w sensie Lebeague’a dla wszystkich x e  X
i u £  U. ■ ^

(C3) istnieje funkcja V  (•) £  [o, f] ,
dla wszystkich t e  [o. t ] , x e  X

(C4) c(t,x,u) Jest wypukła względem u
[o, T] * I.

(C5a) Dla każdego ustalonego (t,x)e [0,
monotonicznie rosnącą funkcją.

(C5b) Dla każdego ustalonego (t,x) e  [o,
monotonicznie malejącą funkcją.

R) taka, że c(t,x,u) >  Y  (t) 
i u e U.

dla każdego ustalonego (t,x)e

T] « X, c(t,x,u): R*1 -»■ R jest

t] * X. c(t,x,u): R1" -» R Jest

J  =  1 ....................

j = 1 m,
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T w i e r d z e n i e  I
Rozważmy układ (Dl) z funkcjonałem (D2) , gdzie f(t,x,u) spełnia wa­

runki (FI), (F 2 a ) , (F3) lub (Fl), (F2b), (F3) i c(t,x,u) spełnia odpowie­
dnio warunki (Cl) - (C4) , (C5a) lub (Cl) - (C4) , (C5b). Niech U będzie 
zwartym podzbiorem Rm i niech U będzie zbiorem ograniczonych i mie­
rzalnych funkcji odwzorowujących ze zbioru [o, fj w U traktowany jako 
podzbiór oCp, 1 < p <  oo . Wówczas istnieje u takie, że

l(u') = inf I(u). 
u e U

Dowód
W pierwszym przypadku, gdy spełnione są warunki (Fl) (F2a),(F3),(Cl)- 

(C4) , (C5a) dowód Jest podany w [l] .
W drugim przypadku, gdy spełnione są warunki (f i ) , (F2b), (F3), (Cl) 
(C4), (C5b) korzystając z lematu 2 można wykazać, że

c (t ,x ,v ) = c ( t ,x ,g” 1(v ) )

jest wypukła względem v dla każdego (t,x) e  [o, t] * X.
Pozostała część dowodu jest taka sama jak w [l] .

UWAGA 3

Te same wyniki można uzyskać jeśli funkcje f i c będą miały pos­
tać :

f(t ,x ,u) = f ( t ,x ,w (u )) ,

c(t,x,u) = c(t,x,w(u)),

gdzie w: U-*- W, (w e Rm ) Jest ciągłą, różnowartościową funkcją u i po­
nadto f i c spełniają warunki (Fl) - (F3), (Cl) - (C5), w których u 
jest zastąpione przez w i U przez W = w(u). Dowód tego wynika z le­
matu Filipowa i uwagi 2.

Rozważmy pewien szczególny przypadek, gdy funkcje f i c będą o pos­
taci następującej:

f(t ,x ,u) » G(u)x = vx , 

c ( t ,x ,u) = L(u)•1(t , x ) ,

)
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gdzie: G : U —  V c  R1 , L: U-'-R1 , 1 : X * [O, T] -» R1 , x e X « Rn
U C  R1.

Lemat 3
Jeśli funkcje G, L są kl. C2 i G-1 istnieje na zbiorze V

spełniony jest jeden z czterech warunków:

a) G^ < 0, G" < 0 ,  uu Lu <  0, L'uu > 0

b) G^ > 0, G'uu > °- Lu < 0 . L'uu > 0

c) G'u > 0, G'uu < °> L'u > 0 , L"uu > 0

d) G'u < 0, G" > 0, uu ' Lu > 0 , l"uu > 0

wówczas funkcj a l (u (v )) = L(v) Jest i»vypuk

Dowód
Będziemy rozważać tylko przypadek (a) , ponieważ dla pozostałych przy­

padków dowód jest ‘bardzo podobny.
Z warunków Gy < O, G"u < 0  i z faktu, że G-1 istnieje na V wynika, 
że druga pochodna G_ 1 (v) = u(v) istnieje i jest ujemna

(G- 1 )" = u" < O,v ' w  w  '

a to oznacza, że u(v) Jest funkcją wklęsłą. Z faktu, że L'u < O i 
L"u > O wynika, że L(u) jest funkcją malejącą i wypukłą. Stąd z lematu 
2 otrzymujemy, że l (u (v )) = l (v ) Jest wypukła względem v C  V.

WNIOSEK 1

Twierdzenie Jest spełnione dla układu (03), (D4) jeśli funkcje G i L 
spełniają założenia lematu 3 i funkcja l(t,x) spełnia warunki (Cl)-(C3).

WNIOSEK 2
Twierdzenie jest spełnione dla układu (D3), (D4) Jeśli funkcje G i L 

mają postać G(u) = G(w(u)), L(u) = L(w(u)), w: U-»- W Jest funkcją ciąg­
łą, równowartościową i G^, G^w , L'm , l"w w  spełniają jedno z założeń (a) 
lub (b) lub (c) lub (d) lematu 3, l(t,x) spełnia założenia (Cl) - (C3).

Dowód wynika z uwagi 3 i z poprzedniego wniosku.
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Dowody twierdzeń 1 i 2 z rozdziału II wynikają z wniosków 1 i 2. Ciąg­
łość sterowania natomiast wynika z tw. 6.2 [9].

Podamy teraz zastosowanie otrzymanych twierdzeń i wniosków na przykła­
dzie warunków wystarczających istnienia optymalnego profilu temperatury w 
układzie dwóch reakcji równoległych pierwszego rzędu w przypadku istnie­
nia zakłóceń o charakterze białego szumu.

Przypomnijmy, że wówczas funkcje G i L mają postać:

WNIOSEK 3

G (w) + k20 1 -of(w + kj,0 (i~~— ) 
10

L(w) = -w 1 - <$ (w + kp o (v---) *) 
*10

gdzie

stąd

v *[T (t )]  -  k t [T (t ) ]  ,

■t  “ k i o  e x P

W TT ■ kl0 ^ f ' R—^t ( o^  "  T ) e x P'{ - M

■(1

E2-El
k E E 20 2 ... 1 )

Ei

2

, w1 - 2oę(w + kggf-p—-) )
10

10

k20 E2^E2 “ E l^
7 5 ------

e 2 - 2El 2

1 *  2of(w + k?r|( i W )
10

10
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E2 - E1

+ 2of 1 + J ^ o  h  - 1
E2 E 1 
*1

10

Deśli E2 > E i 1 ** spełnia nierówność

O <. oę <  minfaj , a2 ) ,

gdzie:

k20 ( T q f > * "max

E2-2E1

k20E2^E2 - E l^wmax
2 ( E 2 - E 1JE2 _E1 E2-El

2 ^k10 E l+k20E2w max ) + 2k20 E2^E2 -El^W max +k20 E0

10

N = w(T ), max max

wówczas Gw < O i G ^  < O dla każdego T e  [t ^  , T ^ J  . 

Przenalizujemy teraz funkcję l_(w) :

Lw = -f1 -°*(w + k2 0 (^  *>] -°^(1 + k20 e7 (T ^ } 1 } '

E2-El
k E•'on *- n k E■'on .'-n

1 * - s e :(b 7 ) " 1u2 ‘"l
rx

-2 1 
e7

kio ' 1 0
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Jeśli oę spełnia nierówność

a3'

wówczas Lw < 0 ,  L'^ > 0  dla każdego T 6 [ T ^ .  Tmaxj .

Stąd na podstawie wniosku 2 wynika, że jeśli E2 > Ej i oę spełnia nie­
równości

O <  of < min(a2> a^) , 

wówczas optymalny profil temperatury istnieje i jest cięgły.

WNIOSEK 4

W podobny sposób można podać warunki, jakie muszę spełniać parametry 
szumu, aby istniały optymalne profile w pozostałych reakcjach.

WNIOSEK 5

Otrzymane przez nas warunki są warunkami wystarczającymi istnienia ste­
rowania optymalnego ciągłego, oznacza to, że Jeśli jedno z założeń twier­
dzenia nie jest*spełnione, np. Ej < E2 , to wówczas optymalne sterowanie 
(optymalny profil temperatury) może być funkcją przedziałami ciągłą.

0 < oę <

2w_ k20^l 10

, _£/ max
20 E T< bl *10

Y

DODATEK 2

Podstawowe definicje 

DEFINICJA 1
Rozwiązanie x £ O układu 1 nazywamy słabo stabilnym według prawdopo­

dobieństwa przy t > tQ , jeśli prawdziwe jest zdanie logiczne
*

V  V  3 |x I < r => P-L: |x(t ,cd,x ,t )| > 4 < ć  
Ć > O <S>0 r>0 J

DEFINICJA ,2
Rozwiązanie x E O układu 2 nazywamy silnie stabilnym według prawdo­

podobieństwa przy t > t , jeśli prawdziwe jest zdanie logiczne

V  V  3 |x I < r =S> P-L: sup |x(t ,u,x ,t )| > £  [ 
£ > O <J>0 r>0 1 01 N l t>t_ 0 0 J

<5

DEFINICJA 3
Rozwiązanie x s o układu 1 nazywamy asymptotycznie słabo stabilnym

według prawdopodobieństwa, jeśli jest ono słabo stabilne według prawdopo­
dobieństwa, a ponadto spełniony Jest warunek

V  3 |x | < r =>lim P-J |x(t ,cJ,x , t )| [ = 0 .
Ć > O r>0 ° t->oo l >

DEFINICJA 4 •
Rozwiązanie x = O układu 2 nazywamy asymptotycznie silnie stabilnym

według prawdopodobieństwa, jeśli Jest ono silnie stabilne według prawdo­
podobieństwa, a ponadto spełniony jest warunek

V  3  |x I < r=>lim p||sup |x(t ,c3,x ,t )| > £  j- = 0 .  
ć > 0  r>0 ° T->o* lt>T 0 0  >

DEFINICJA 5
Rozwiązanie x s O układu 1 lub 2 nazywamy p-stabilnym jeśli spełnio­

ny jest warunek



DEFINICJA 6

Rozwiązanie x = O układu 1 lub 2 nazywamy asymptotycznie p-stabilnym
jeśli jest ono p-stabilne i ponadto spełniony jest warunek

lim E |x(t ,co,x ,t )| p = O. 
t-»oo

DEFINICJA 7

Rozwiązanie x = O układu 1 lub 2 nazywamy eksponencjalnie p-stabil-
n y m , Jeśli istnieją stałe A > O, oęQ > O takie, że

E|*(t,io,x0 ,t0 )| p <  A | xQ| exp|-o(ro (t - tQ )| .

DEFINICJA 8

Rozwiązanie x » o układu 1 nazywamy zupełnie słabo stabilnym według
prawdopodobieństwa, jeśli jest ono słabo stabilne według prawdopodobień­
stwa i ponadto zachodzi warunek

V  V  V  n 3 V  p||x(t,oj,x ,t )| > ć 1 < <S
£ >  O <5>0 xQe R  T(£,<S*x0 ) t>T ‘ o o J

DEFINICJA 9

Rozwiązanie x = O układu 1 nazywamy asymptotycznie zupełnie słabo
stabilnym według prawdopodobieństwa, jeśli jest ono zupełnie słabo sta­
bilnym według prawdopodobieństwa i ponadto zachodzi warunek

V  V  lim p{|x(t,»,x ,t )| > ć l  = 0 .
x q£ R  £>0 t->oo l o o j

DEFINICJA 10

Rozwiązanie x s o układu 1 lub 2 hazywamy stabilnym z prawdopodo­
bieństwem 1 w pewnym sensie. Jeśli wszystkie trajektorie, oprócz być może 
zbioru trajektorii prawdopodobieństwa 0, są stabilne w tyn sensie.

DEFINICJA 11

Rozwiązanie x £ 0 układu 1 lub 2 nazywamy stabilnym stochastycznie
względem czwórki (Oj ,Q2 ,1- f. t^) , gdzie (q2 Jest zbiorem otwartym , <3jCQ2 ) 
wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest warunek
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pj V  x ( t , u ) e  Q |x(0) e  0 L< 1 -'f.
[ o « < t f  J

Bardziej użyteczną w praktycznych obliczeniach jest następująca defini­
cja.

DEFINICJA 12
Rozwiązanie x s o układu 1 lub 2 nazywamy ć-stabilnym stochastycznie 

z prawdopodobieństwem f  w sensie normy kwadratowej względem zbioru do­
celowego z normą |(H w przedziale czasowym [o,t^| , jeśli spełniony Jest 
następujący warunek

p{|x(tf ,u)l 2 > S  | x (0) = xQ j <  1 - f.

DEFINICJA 13

Mówimy, że proces |(t,<o) dla t > tQ spełnia prawo wielkich liczb. 
Jeżeli

l„+t t„+to of "1
V V 3 V" p| f t(s,u>)ds - f f E?(s,u>)ds| > £  l<£

£ > 0  <S>0 T>0 t>T [ 1 J ' t
0 0 ^

DEFINICOA 14
Mówimy, że proces ^(t,co) spełnia silne prawo wielkich liczb, jeżeli

t/ o o \

3[ (T  J  ^ ( 8 ' " )d 9  ■ ł  J  E f ( s '“ )d s 0 t ^  0 r  1 -

Wzajemne relacje między zacytowanymi przez nas definicjami można znaleźć 
w pracy [5] . W szczególności Jest tam pokazana różnica między słabą i 
silną stabilnością.

V
\
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STRESZCZENIE

W pracy rozważono stabilność i sterowanie otwarte w układach stocha­
stycznych liniowych ze względu na wektor stanu i nieliniowych ze względu 
na sterowanie, nazwanych dalej stochastycznymi układami quasi-liniowymi. 
Korzystając z kryterium Jakubowicza dla układów deterministycznych podano 
kryteria stabilności stochastycznej dla układów ze sprzężeniem zwrotnym 
oraz ze sterowaniem otwartym. Podane kryteria dotyczę słabej i silnej 
stabilności, asymptotycznej stabilności z prawdopodobieństwem jednej oraz 
asymptotycznej p-stabilności. Zostały one zilustrowane kilkoma przykła­
dami.

Następnie podano ogólną metodę wyznaczania sterowania optymalnego 
otwartego w stochastycznych układach quasi-liniowych z całkowym quasi-li- 
miowym wskaźnikiem jakości. Przekształcając stochastyczny problem stero­
wania do równoważnego deterministycznego, otrzymano nowy nieliniowy pro­
blem sterowania optymalnego. Ola tego ostatniego otrzymano twierdzenie o 
istnieniu sterowania optymalnego. Metodę tę zastosowano do wyznaczania op­
tymalnych profili temperatur w reaktorach chemicznych. Szczegółowo przed­
stawiony- został przypadek układu dwóch reakcji równoległych pierwszego 
rzędu, na które działają zakłócenia gaussowskie stacjonarne i niestacjo­
narne. Układ n-reakcji równoległych pierwszego rzędu został omówiony dla 
zakłóceń o charakterze białego szumu. Dokładna konstrukcja profilu zosta­
ła pokazana na przykładzie układu dwóch i trzech reakcji równoległych. 
Omówiono również reakcję odwracalną oraz zastosowanie kryterium optymali­
zacji, uwzględniające wariancję rozwiązania. •■Zamieszczono szereg przykła­
dów ilustrujących otrzymane wyniki.

I
Р е з ю м е

В работе представляется устойчивость и программное управление в стохас­
тических квазилинейных системах т.е. линейных по вектору состояния и нели­
нейных по управлению. Использую критерий Якубовича для детерминистических 
систем, приводится критерий стохастической устойчивости для систем с обрат­
ной связью и с программным управлением. Полученные критерии касаются слабой 
и сильной устойчивостиц асимптотической устойчивости с вероятностью один, 
асимптотической п-устойчивости. Они иллюстритуются несколькими примерами.

Затем приводится общий метод определения программного оптимального управ­
ления в стохастических квазилинейных системах с интегральным квазилинейным 
функционалом. Трансформируя стохастическую проблему к эквивалентной детер­
министической, получено новую нелинейную проблему оптимального управления. 
Для этой последней доказано существование оптимального управления. Этот ме­
тод применяется для определения оптимального температурного профиля в хими­
ческих реакторах. Более подробно представляется случай системы двух пара­
ллельных реакций первого порядка, которые находятся под влиянием помех, ко­
торые являются стационарными и нестационарными гауссовскими процессами. Сис­
тема н-параллельных реакций первого порядка обсуждается для помех, которые 
являются белым шумом. Точная конструкция иллюстрируется на примере системы 
двух и трёх реакций. Обсуждается также обратимые реакции и проблема оптима- 
лизации с критерием учитывающим варианцию решения. Приводится ряд примеров, 
иллюстрирующих полученные результаты.



SUMMARY

The stability and open loop control for the stochastic quasilinear sy­
stems i.e. linear systems with respect to v e c t o r - s t a t e  and nonlinear one 
with respect to control have been considered in the paper. The Yakubovich 
criterium for the deterministic systems has been used in the investi­
gation of weak and strong stochastic stabilities. The criteria of asymp­
totic stability with probability one and asymptotic p-stability have been 
derived.

Next the method of obtaining the optimal control in quasilinear sys­
tems which are influenced by disturbances with quasilinear integral per­
formance index is presented. The analysis is carried out for the second 
order stationary gaussian stochastic processes. First the stochastic pro­
blem is changed into an equivalent deterministic problem and next the 
optimal control using the Maximum Principle is constructed. For the lat^ 
ter problem the theorem of existence of optimal control is proved. This 
method is applied to the determination of optimal temperature profile in 
chemical reactors. The case of two parallel first order reactions in 
which the reaction rate constants are influenced by some random distur­
bances which in turn are assumed to be the second order gaussian proces­
ses with known mean values and correlation functions is presented in de­
tail. The system of n-parallel reactions is considered for the distar- 
bences which are "white noise". The precise construction of optimal tem­
perature profile is done for two and three reactions. Also the reversible 
reactions and the case when the criterium contains the variance of solu­
tion of the system is discused. The obtained results are illustrated by 
several numerical examples.
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Pałac Kultury i Nauki

Wszystkis wydawnictwa naukowe i dydaktyczne zamawiać można poprzez Składnicę 
Księgarską w Warszawie, ul. Mazowiecka 9.


