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Teoria masowej obsługi wyrosła z problemów modelowania oboiążenia cen­
tral telefonicznych, co zaczęło nabierać znaczenia przy występującym z 
początkiem bieżącego stulecia wzroście liczby abonentów.

Zapoczątkowane pracami A.K. Erlanga [ERLA 09] badania doprowadziły do 
stworzenia podstawowych pojęć tej teorii, jakimi są: źródła zgłoszeń, ko­
lejka, stanowisko obsługi, regulamin obsługi oraz zdefiniowania podstawo­
wego analizowanego układu - Jednostanowiskowego systemu obsługi złożonego 
z tych elementów.

Sens tych podstawowych pojęć wyszedł wkrótoe daleko poza pierwotną 
dziedzinę opisu działania central telefonicznych i są one chętnie stoso­
wane przy modelowaniu prooesów zachodzących we wszystkich dziedzinach 
techniki, organizacji i gospodarki, w któryoh procesy charakteryzują się 
dużą liczbą jednostek - "klientów" - ubiegających się o przydzielenie im 
- na określony czas — ograniczonej liczby zasobów "stanowisk obsługi". 
Można tu przykładowo wymienić tak różne dziedziny, jak: systemy kompute­
rowe, sieci teletransmisji danych, konserwaoja maszyn, gospodarka zapasa­
mi, praca placówek służby zdrowia, produkcja stali czy też transport w 
kopalniach.

Zapoczątkowane w latach sześćdziesiątych stosowanie teorii masowej ob­
sługi dla modelowania i oceny efektywności złożonych systemów komputero­
wych, sieci teletransmisji danych a następnie sieci komputerowych, a tak­
że dyskretnych procesów produkcyjnych, prowadząc do formułowania modeli o 
bardziej złożonej strukturze aniżeli poprzednio rozpatrywane, stanowiło 
szczególnie silny bodziec dla notowanego w ostatnich latach burzliwego 
rozwoju tej dziedziny.

Przystępując do analizy systemów masowej obsługi zakładano pierwotnie 
z reguły niezależność losową prooesów stochastycznych opisujących stru­
mienie zgłoszeń oraz przebieg obsługi poszozególnych zgłoszeń, zakładano 
też niezależność "zapotrzebowania zgłoszeń na obsługę" od regulaminu ob­
sługi czy też czasu oczekiwania zgłoszeń w kolejce.

Tak rozumiane, konwencjonalne systemy masowej obsługi doczekały się 
już wielu opracowań monograficznych, systematyzujących olbrzymi dorobek 
osiągnięty w zakresie metod analizy, pewnych ogólnych praw oraz badania 
własności licznych wariantów specjalnych.

V szczególności, w odniesieniu do konwencjonalnych systemów masowej 
obsługi określone zostały precyzyjnie warunki stabilności (tj. istnienia 
stacjonarnego stanu granicznego rozkładów czasów oczekiwania zgłoszeń,
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długości kolejki itp.), co pozwala na odwoływanie się do metod przybliżo­
nych, czy też nawet modelowania oyfrowego w przypadku, gdy dla rozpatry­
wanego systemu brak rozwiązali analitycznych (któryoh obazar istnienia 
jest już również dość dobrze określony) bez obawy popełnienia drastycz­
nych błędów o charakterze jakościowym. Udowodnione relacje pomiędzy posz­
czególnymi charakterystykami systemów (np. pomiędzy czasami oczekiwania 
zgłoszeń i liczbą zgłoszeń w kolejce, zasady zachowania pracy w systemie) 
pozwalają ograniczać się do bezpośredniego wyznaczania tylko niektórych 
spośród nioh, co również istotnie upraszcza analizę. Z tego względu aktu­
alne badania w zakresie systemów konwencjonalnych koncentrują się głównie 
na formułowaniu algorytmów obliczeniowych o możliwie małej złożoności ob­
liczeniowej w odniesieniu do przypadków objętych ścisłymi metodami anali­
zy oraz na problematyoe uzyskiwania dalszych, możliwie coraz bardziej 
dokładnych metod przybliżonych w pozostałych przypadkaoh (nie w pełni zba­
dane są również zagadnienia stanów nieustalonych).

Warunkiem efektywnego wykorzystania teorii masowej obsługi dla szer­
szej liczby zastosowań staje aię Jednak coraz częściej rezygnacja z tych 
załażeń dodatkowych, zmieniających własności rozpatrywanych systemów za­
równo pod względem ilościowym, jak i jakościowym, ale równocześnie istot­
nie upraszczających ich analizę.

Pojawia się tu podobny problem, jaki wystąpił np. w elektrotechnice 
czy teorii regulacji, gdy wyniki i metody teorii obwodów liniowych stara­
no się rozszerzyć na układy nieliniowe. Był to problem trudny, gdyż przy 
rezygnacji z założeń o liniowości nieliczne stają się twierdzenia i meto­
dy, które mogłyby stosewać się do szerokiej klasy systemów. Stąd też roz­
wój teorii układów nieliniowych charakteryzował aię raczej wyodrębnieniem 
pewnych klas systemów i określeniem własnośoi i metod odnoszących się do 
tyoh klas.

V zakresie niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi, gdzie zakła­
dając, że regulamin obsługi i rozkład czasów obsługi mogą być dowolne 
oraz wzajemnie od siebie uzależnione, a opróoz tego zakładając Jeszcze, 
że charakterystyki strumieni zgłoszeń mogą być dowolne, trudno Jest uzy­
skać jakieś ególne zależności, które muszą występować w układzie, nie mó­
wiąc Już o zależnościach prowadzących do efektywnych metod obliczenlowyoh.

Z tego względu, podobnie jak to ma miejsce w przypadku teorii układów 
nieliniowych, teorię niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi należy 
raczej rozwijać na drodze wyodrębnienia pewnych klas niekonwenojonalnyoh 
systemów obsługi i opracować dla nich metody analizy, a także badać ich 
własności.

V szczególności należy znaleźć odpowiedź na następujące, zasadnicze 
pytania:
- Jak określić warunki stabilności systemu, które w odniesieniu do syste­
mów niekonwenojonalnych nie są jednolite, a wręcz przeoiwnie, mogą za­
leżeć od wielu czynników, np. regulaminu obsługi.
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Jest to problem bardzo istotny, bowiem dla zastosowania większości me­
tod analitycznych, a także modelowania cyfrowego wymagane jest spełnie­
nie warunków stabilności (lub przynajmniej informacja o tym czy dla 
konkretnego zestawu parametrów system jest stabilny)}

- Jak wyznaczać charakterystyki systemu. V odniesieniu do systemów kon­
wencjonalnych, dla których brak było rozwiązań ścisłych, opracowano licz­
ne metody przybliżone, których dokładność była wielokrotnie testowana. 
Można łatwo sprawdzić, metody te, przeniesione do systemów niekon­
wencjonalnych, z reguły zawodzą.
Istnieje więc pilna potrzeba zarówno rozszerzenia zakresu rozwiązań 
ścisłych, jak i zbadania możliwości szacowania charakterystyk systemów, 
gdy rozwiązania te są nieosiągalne}

- Jak dobierać parametry systemu w celu zoptymalizowania jego charakte­
rystyk. Na charakterystyki systemów niekonwencjonalnych z reguły wpływa 
znacznie większa liczba parametrów i to w sposób ozęstokroć intuicyjnie 
nieoczekiwany. Istotne dla poprawy wskaźników pracy systemu może być 
też aktywne wpływanie na stopień skorelewania zmiennych losowych cha­
rakteryzujących system (np. celowe zwiększanie tego skorelowania);

wytyczające kierunki badań nad niekonwencjonalnymi systemami masowej ob­
sługi - a w odniesieniu do wybranych ioh klas - zakres niniejszej praoy.

Rozpatrując literaturę przedmiotu można.stwierdzić, że Jakkolwiek w 
ostatnich latach coraz liczniejsze są publikacje poświęcone badaniom po­
szczególnych, bardzo wąsko zdefiniowanych niekonwenojonalnyoh systemów ma­
sowej obsługi, to jednak uzyskiwane zarówno na drodze analitycznej, jak 
też symulacyjnej wyniki, nawet w odniesieniu do pojedynczych klas takich 
systemów nie tworzą - jak dotąd - spójnej teorii; nie zapewniają komplet­
nych oharakterystyk ani też wskazań odnośnie zasad projektowania roz­
patrywanych systemów (spotyka aię np. sprzeczne wskazania odnośnie de re­
guł optymalizacji).

V czasie swoich prac związanych z komputeryzacją technologicznych pro­
cesów przemysłowych autor spotkał się z licznymi obiektami, których mode­
lowanie prowadziło do różnych, riiekonwenojonalnyoh systemów masowej ob­
sługi (jak np. odoinek produkoyjny stalownla-walcownia sgniataoz czy też 
dwuklatkowe, nawrotme walcowanie blach).
Problemom analizy takich systemów były poświęcone prace! [WOLI 73], [CZAC 
7*łJ , [woli 75] , [woli 76}, [woli 76b] , [woli 78], w któryoh rozpatrywano 
wpłysr pracy własnej na charakterystyki priorytetowych systemów obsługi 
{woli 7 9J , [woli 80b] , [woli ®IBj , w któryoh analizowano systemy z ozaśem 
obsługi zależnym od ozasu oczekiwania oraz |_VOLI 80a] , [VoLl 8 1a] , [WOLI 
8 tCj , [PUJO 80a1 , w któryoh poruszano zagadnienie analizy i aptymalizaoji 
wieloetapowych systesiów obsługi.

Wyniki przedstawione w tyoh praoaoh zachęciły autora do podjęcia dal­
szych, uwieńczonyoh powodzeniem, wysiłków w zakresie uzupełnienia metod 
analizy oraz badania własnośoi dwóoh klas niekonwencjonalnych systemów
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masowej obsługi> systemów z czasem obsługi zależnym od ozasu oczekiwania 
na jej rozpoczęcie oraz wieloetapowych systemów obsługi z ograniczonymi 
buforami pośrednimi.

Celem niniejszej pracy było zebranie uzyskanych przez autora oryginal­
nych rezultatów w zakresie ntod analizy oraz badania własności tych dwóch 
klas niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi (w tekście pracy zamie­
szczono każdorazowo odsyłacze do ewentualnych publikacji lub opracowań 
wewnętrznych zawierających omawiane wyniki cząstkowe) i przedstawienie 
ich w ujednolicony sposób na tle całokształtu literatury przedmiotu.

¥ rozdziale I przedstawiono - obok pojęć i defin.iji niezbędnych dla 
dalszych wywodów - próbę sprecyzowania pojęcia i klasyfikacji niekonwen­
cjonalnych systestów masowej obsługi. Przegląd ten, obejmujący zarówno 
systemy jednostanowiskowe, jak i wielostanowiskowe (sieci stanowisk ob­
sługi), zawiera też praktyczne uzasadnienie celowości rozpatrywania danej 
klasy systemów, podstawowe ich własności zilustrowano wynikami obliczeń 
numerycznych oraz omówienie opublikowanej literatury przedmiotu.

Rozdziały IX i III poświęcone są rozwinięciu metod analizy oraz pro— 
jektowania systemów masowej obsługi z czasem obsługi zależnym od czasu 
oczekiwania na jej rozpoczęcie.
Jost to Jedna z najtrudniejszych do analizy klas systemów obsługi, ponie­
waż nie tylko charakterystyki systemu ale również jego warunki stabilno­
ści zależą bezpośrednio od regulaminu obsługi.
Ze względu na różny zakres możliwych do uzyskania na drodze analityoznej 
wyników, oddzielnie potraktowany został przypadek naturalnego (FIFO) re­
gulamin obsługi (rozdział Ił) oraz przypadek dowolnego regulaminu obsługi 
(rozdział III).

Przy założeniu naturalnego regulaminu obsługi przedyskutowano warunki 
stabilności systemu a następnie zdefiniowano pewną podklasę tyoh systemów
- tzw. system podstawowy, dla którego uzyskano analityczne rozwiązania.

Rozwiązania te są o tyle wartościowe, że:
- system podstawowy mieści w sobie, Jako przypadki szczególne, prawie 

wszystkie dotąd rozpatrywane przypadki systemów z czasem obsługi zależ­
nym od ozasu oczekiwania;

- umożliwiają badanie charakterystyk wielu dalszych, dotąd nie rozpatry­
wanych przypadków (np. wyjście poza obowiązujące w pracach innych auto­
rów założenie o tym, że zgłoszenia napływają strumieniem Poissona),

- przez odpowiedni dobór systemu podstawowego można, z dowolną dokładno­
ścią, przybliżać parametry bardzo szerokiej gamy* (prawie wszystkich) sy­
stemów z czasem obsługi zależnym od czasu oczekiwania i naturalnym re­
gulaminem obsługi.
Tym samym problem analizy takich systemów można uznać za zamknięty. 

Podano wyspecyfikowani© uzyskanych rozwiązań dla szeregu przypadków szcze­
gólnych (w tym niektórych dotąd nie rozpatrywanych) i zilustrowano ich 
własności w oparciu o obliczania numeryczne.
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Obok innych, interesujących obserwacji, prowadzą one do wniosku, iż fakt 
istnienia zależności czasu obsługi od czasu oczekiwania zasadniczo zmie­
nia własności systemu i próby ich szacowania w oparciu o modele pomijają­
ce tę zależność prowadzą do istotnych błędów.
Co więcej, również nieścisłość opisu systemu (np. zastąpienie rzeczywi­
stej postaci strumienia zgłoszeń strumieniem Poissona) prowadzi do wię­
kszych, aniżeli w systemach konwencjonalnych błędów w ocenie charaktery­
styk systemów.

Zagadnieniom badania systemów z czasem obsługi zależnym od czasu ocze­
kiwania przy różnych od naturalnego regulaminach obsługi poświęcona była 
- jak dotąd - tylko Jedna publikacja [flUZA 7^] , gdzie rozpatrzono 3 spe­
cyficzne, proste przypadki. V rozdziale III niniejszej pracy przeanalizo­
wano warunki stabilności takioh systemów. Dla pewnej ich klasy sformuło­
wano i udowodniono warunek stabilności, dla innej, znaomnie szerszej gru­
py, podano metody szacowania (od dołu i od góry) warunku stabilności w 
oparciu o modelowanie cyfrowe. Metody szacowania warunku stabilności (któ­
re mogą być stosowane również w odniesieniu do innych niekonwencjonalnych 
systemów masowej obsługi), zostały przetestowane na przykładach. Dla pew­
nej klasy rozpatrywanych systemów uzyskano analityczne rozwiązania i prze­
badano ich własności. Zaproponowano też i przetestowano na przykładach 
metodę doboru parametrów systomów przy łącznym wykorzystaniu symulacji o- 
raz modelu analitycznego, w którym przyjęto naturalny regulamin obsługi. 
Zaproponowano (w oparciu o rozważania przeprowadzone dla pewnych szcze­
gólnych przypadków) heurystyczne reguły doboru regulaminu obsługi z punk­
tu widzenia maksymalizaoji wydajności systemu.

Rozdział IV pracy poświęcono opracowaniu reguł projektowania wieloeta­
powych systemów obsługi z ograniczonymi buforami pośrednimi, z punktu wi— 
dzania maksymalizaoji ich wydajnośoi.
W formułowaniu tych reguł oparto się na wynikach opublikowanych w litera­
turze przedmiotu, a także na obliczeniach numerycznych, wykonanych w opar­
ciu o przeanalizowane przez autora trzy modele zestawione w dodatku do 
tego rozdziału, i rozszerzające zakres woześniejszych badań.

Uwzględniono wpływy sposobu rozdziału pracy pomiędzy poszczególne eta­
py, postaci rozkładów czasów obsługi, liczby równoległych kanałów na po­
szczególnych etapaoh oraz pojemności buforów pośrednich, ilustrując je 
licznymi danymi numerycznymi.
Takie uporządkowanie reguł optymalizacji wydajności wydaje się wartościo­
we wobec pojawienia się licznych, wyrywkowych opracowań zawierających cza­
sem nawet wręcz sprzeczne wskazania.

Omówiono także’ możliwość uzyskiwania - na drodze analitycznej - charak­
terystyk takich systemów.

tf dołączonym do pracy dodatku wskazano, odwołując się do pewnego prze­
mysłowego systemu produkcyjnego jako przykładu,li wykorzystanie cech roz­
patrzonych uprzednio klas niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi
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jako modeli cząstkowych pozwala na wyjaśnianie przyczyn występowania pew­
nych - pozornie zaskakujących i niepożądanych - stanów obiektu, a także 
na zaproponowanie efektywnych sposobów usprawnienia jogo działania.

Autor chciałby w tym miejscu podziękować Prof. dr inż. Stefanowi Wę­
grzynowi za zachętę do podjęcia niniejszej problematyki i cenne uwagi 

, przedstawione w trakcie praoy nad nią oraz Kolegom z Zakładu Syetemów Au­
tomatyki Kompleksowej PAN a speojalnie dr inż. Tadeuszowi Czachórskiemu 
oraz mgr inż. Józefowi Izydorczykowi za liczne wartościowe dyskusje i ko­
mentarze.

i

I. WPROWADZENIE DO TEORII NIEKONWENCJONALNYCH SYSTEMÓW 
MASOWEJ OBSŁUGI

Gdy przy modelowaniu procesów rozpatrywanych jako systemy masowej ob­
sługi okazuje się, iż nie są spełnione założenia tradycyjnie przy anali­
zie takich systemów przyjmowane, jak na przykład niezależność zmiennych 
losowych definiujących systea masowej obsługi, wówczas mówi się (np. 
[CALO 78]), iż rozpatrywany przypadek wykracza poza klasę tzw. konwencjo­
nalnych systemów masowej obsługi.

Mimo wyraźnie uwidoczniającego się w ostatnioh latach wzrostu zainte­
resowania takimi nietypowymi systemami, których znaczenie w polepszaniu 
zgodności modeli z opisywanymi przez nie realiami jest często podkreślane 
[rosę 75], [kOBA 77], nie doczekały się one Jak dotąd (z Jednym skromnym 
wyjątkiem [BHAT 69] ) opracowali wprowadzających systematykę, czy też za­
wierających przegląd dotychczasowych kierunków i rezultatów badań.

Niniejszy rozdział, zawierający przegląd dorobku w tym zakresie, opar­
ty na pewnej, zaproponowanej przez autora klasyfikacji rozpatrywanych sy­
stemów, podzielony Jest na dwie części poświęcone odpowiednio systemom 
jednostanowiskowym i wielostanowiskowym.
W każdej z tych części, po wprowadzeniu pojęć i oznaczeń niezbędnych dla 
Jednoznacznego opisu rozpatrywanych systemów, a także charakterystyk po­
zwalających na dokonanie oceny ich działania, podjęte próbę sprecyzowania 
używanego dotąd dość dowolnie terminu "konwencjonalny system masowej ob­
sługi", podając równocześnie podstawowe własności systemów zaliczonych do 
tej klasy.

Na tym tle omówione zostaną następnie zasadnicze odstępstwa od takiego, 
uproszozonego modelu, pozwalające zbliżyć się do cech badanych procesów 
rzeczywistych, wskazując na podstawowe prace traktujące o poszczególnych 
przypadkach oraz przytaczając ich najważniejsze cechy.

Cytowane pozycje literaturowe, aczkolwiek nie pretendujące do roli kom­
pletnej bibliografii przedmiotu, umożliwiają orientaoję w zakresie kie­
runków badań, osiągniętych wyników oraz perspektyw dalszego rozwoju oma­
wianej dziedziny.



1.1. Systemy jednostanowiskowe

Schemat Jednostanowiskowego systemu obsługi przedstawia rysunek 1,1.
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Przez pojęcie mocy stanowiska obsługi cf rozumieć będziemy łączną moc

zystkich kanałów c = “J*,c^. W pewnych przypadkach może ona zależeć od 
1 i=1

czby zgłoszeń -i znajdujących się aktualnie w systemie (tj. łącznie w 
lejce i na stanowisku obsługi) i jest wówczas określona funkcją c ((^).
Tak więc czas obsługi zgłoszenia przez stanowisko obsługi można okreś- 
ć przez podanie zmiennej losowej b*
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(1 . 1. 1 )

Rys. 1.1. Jednostanowiskowy system masowej obsługi

Zgłoszenia ••• napływają do systemu w kolejnych chwi­
lach czasu t°, z-1, ..., ... i są obsługiwane w n—kanałowym s tanowi-

X  (poszczególne kanały obsługi oznaczać będziemy 5C1 .DC2,...SC*1)

Przy omawianiu zmiennych losowych opisujących proces obsługi zgłoszeń 
isować będziemy następującą konwencję oznaczeń:
Niech r będzie zmienną losową. Dystrybuantę tej zmiennej losowej ozna- 
ić będziemy R(x), funkcję gęstości rozkładu r(x), natomiast transfonna-
Laplace’a - Stieltjesa dystrybuamty r(s), r(s) = J*e_8XdR(x).

Odpowiednio wartość oczekiwaną rozpatrywanej zmiennej losowej oznaczymy 
ez E(r), wariancję przez V(r) i współczynnik zmienności rozkładu przez 
gdzie:

-X.(r>
LE(r)}' (1.1.2)

A = [*(•)] " \

intensywnością strumienia zgłoszeń.

sku obsługi tA, vHU8ł,';/'0ewx“0   o— ----  • ■
Nadchodzące zgłoszenia, które zastają wszystkie kanały stanowiska obsługi 
zajęte (bądź też np. niesprawne) mogą tworzyć kolejkę w przewidzianym dla ^
tego celu buforze S o pojemności N zgłoszeń (wartość N może być skończona *1A ™  napływających do systemu jest stacjonarny, wów-
lub nieskończona). Przy skończonej pojemności bufora konieczne jest, przy W t ° ° c z e k i w « ,  Uo.br zgłoszeń g^.rew^yoh w  jednostce czasu A,
definiowaniu systemu, określenie jego zachowania w przypadku przepełnie­
nia bufora (np. strata zgłoszenia). A = [E(a)J ’, (1.1.3)

Odstępy między chwilami napłynięcia zgłoszeń określają zmienne losowe 
a1 3 1 1 - i = 1,2. Zmienna losowa ^  oznacza zapotrzebowanie zgło- nmć będziemy
szenia^1 na obsługę, wyrażone w jednostkach pracy właściwych dla danego 
zastosowania [KOBA 79], np. w liczbie instrukcji maszynowych, Jeśli ob- Rozkłady zmiennych lo.owych
sługa zgłoszenia polega na wykonaniu programu lub w liczbie byte*ów (słów,, tooril masowej obsługi rozpatruje się różne rozkłady zmiennyuh loso- 
rekordów), które należy przesłać, jeśli obsługa zgłoszenia polega na prze- , ( c x ę m t o  p n y  rozpatrywaniu konkretnych systemów konieczne jest odej- 
słaniu pakietu danych w sieci teletransmisji.  ̂ , od założenia o dowolnej postaci rozkładów zmiennych losowych a1 czy

Z kolei każdy kanał obsługi charakteryzuje moc c , określona w odpo- zbyt og6tnego ± uniemożliwiającego uzyskanie efektywnych rozwią-
wiednich jednostkach pracy na jednostkę czasu, może to więc być np. licz- ^
ba instrukcji maszynowych wykonywanych w ciągu sekundy bądź liczba toyta’óv |,Czogólną rolę odgrywa tu rozkład wykładniozy ze względu na cenną 
przesyłanych w ciągu sekundy przez łącze. aość -braku pamięci" [gNED 7l], co znacznie ułatwia analizę systemu.

wszystkie kanały stanowiska obsługi mają jednakową moc, a więc '̂ ria7t ±e zmienna losowa r ma rozkład wykładniczy z parametrem «0Jeżeli
_ >. ... = cn = c , wówczas mówimy o jednorodnym stanowisku obsługi.
W dalszym ciągu niniejszej pracy, jeśli nie zostanie wyraźnie zazna­

czone inaczej, będziemy mieli na uwadze zawsze jednorodne stanowisko ob­
sługi. R(x)  = 1 - - i x

( 1 . 1 . Ił)
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i "brak pamięci" wyraża się równością:

Pr.fr >• t + h/r 5» tj = Prjr > hj, t>0, h > O.

Rozkład wykładniczy charakteryzujący się równym 
kiom zmienności oraz wyraźną asymetrią, jako ie

Prjr <  E(r)j 2 0,63212,

(1.1.5) 

jedności współczynni-

N(1.1.6)
często nie odpowiada charakterystykom zmiennych losowych obserwowanych w 
praktyce.

Co więcej, postać rozkładu odstępów między kolejnymi zgłoszeniami czy 
też rozkładu czasu obsługi ma zwykle istotny wpływ na wartość takich cha­
rakterystyk systemu, jak czas oczekiwania czy długość kolejki.

I tak np. średni czas oczekiwania w systemie M/M/l jest dwukrotnie wię­
kszy aniżeli w systemie M/D/l o tym samym średnim czasie obsługi i iden­
tycznym strumieniu zgłoszeń. Bardziej szczegółową dyskusję tego wpływu 
można znaleźć np. w prac*ch [GROS 75], JĆZAC 79] (istnieją nieliczne sy­
stemy masowej obsługi, w których postać rozkładu niektórych zmiennych lo­
sowych nie wpływa na charakterystyki systemu - patrz np. (KONI 79J).

Z tego względu podjęte zostały próby znalezienia takich rozkładów praw­
dopodobieństwa, które umożliwiałyby lepsze dopasowanie do własności mo­
delowanych zmiennych losowych (np. drogą uwzględnienia wyższych momentów), 
zachowując - przynajmniej częściowo - właściwą rozkładowi wykładniczemu 
łatwość analizy.

A.K. ERLANG [BROC óo] zauważył, iż rozpatrując sumy niezależnych zmien­
nych losowych o rozkładach wykładniczych można łatwo modelować zmienne 
losowe o współczynnikach zmienności rozkładu mniejszych od jedności (roz­
kłady Erlanga [ALLE 78] [GROS 7!*] ), przy czym poszczególne składowe zmien­
ne losowe cechuje nadal "brak pamięci”.

W dalszych rozważaniach posługiwać się będziemy często rozkładami Ctfófc, 
stanowiącymi uogólnienie tego podejścia. Mówimy, że zmienna losowa (V? ma 
rozkład Coxa k-tego rzędu, jeżeli jej dystrybuanta $ (x) ma transformatę 
Laplace*a - Stieltjesa o postaci:

ęj (s) = 1 -3t 1 - £ (1 - ^ i H i T T r r ^
i= 1 j=1

(1.1.7)

gdzie:
i-1 

%  = TT/i

pP1 >o, o <  aei 1 1 = 0,1,... k
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Strukturę tej zmiennej losowej, w rozbiciu na tzw. fazy - tj. elementarne 
zmienne losowe o rozkładzie wykładniczym - z parametrem ilustruje rys.
1.2 ( każdą z faz cechuje brak pamięci!).

^  /

Rys. 1.2. Struktura zmiennej losowej o rozkładzie Coxa k—tego rzędu, 
- prawdopodobieństwa dołączenia dalszyoh faz.

Cox [C0XD 55] wykazał, że każda zmienna losowa, posiadająca wymierną trans­
formatę Laplace’a - Stieltjesa dystrybuanty, może być przedstawiona w ta­
ki właśnie sposób. Ponieważ każda funkcja może być aproksymowana z żądaną 
dokładnością przez funkcję wymierną, możliwe jest przy użyciu rozkładu 
Coxa przybliżenie dowolnego rozkładu prawdopodobieństwa, stąd nazywa się 
go też rozkładem prawie dowolnym.

W pracy [sCHA 73] wykazano, że dowolną dystrybuantą F(x) nieujeamej 
zmiennej losowej można przybliżyć dystrybuantą Coxa postaci 1.7 równie* w 
przypadku założenia, że  ̂ = "Jg = ... k = "# . W |BUXW 77J podano nato­
miast efektywny algorytm wyznaczenia wartości dystrybuanty F(x)w skończo­
nym zbiorze punktów x^ tak aby zaohować zgodność wartości ocze­
kiwanej i wariancji oraz nie przekroczyć z góry zadanej różnicy wartości 
dystrybuanty rzeczywistej i poszukiwanej w żadnym z tych punktów.

ścisłe odwzorowanie, empirycznie określonych na obiekcie rzeozywistym 
rozkładów czasów obsługi ozy też odstępów między chwilami generacji ko­
lejnych zgłoszeń, może prowadzić do zidentyfikowania rozkładów Coxa wyso­
kiego rzędu, a więc zadań o stosunkowo dużej złożoności. Z tego względu 
oraz z uwagi na znaoznie mniejszy wpływ wartości wyższych momentów [GROS
75] w praktyce często ogranicza się wymagania do zaohowanla zgodneści war­
tości dwóch pierwszych momentów tych zmiennych losowych. Dowolną dystry­
bu antę R(x) zmiennej losowej r o wartości oczekiwanej E(r)>0 oraz współ­
czynniku zmienności rozkładu Cr ̂  0,5 można, Spełniając powyższy warunek, 
przybliżyć rozkładem Coxa drugiego rzędu e dystrybuancie § (x) posiadają­
cej transformatę Laplace'a - Stieltjesa

1 + h s
V ( s ) =  ---- -̂---2 j. (1.1.8)

1 + h.jS ♦ h2s

Współczynniki hn, h^, 1»2 można przy tym wyznaezyć jednoznacznie w funkcji
E(r) oraz C według następujących reguł: r

ho =0, h1 = E(r), h2 = 0,5(1 - Cp )[E(r)]2. (1.1.9)

i) Przy 0,5 <  Cr <  1



Dystrybuanta $ (x) przybiera wówczas postać:

• i . -‘ł)9x - i . ~li> x
#(*) = 1 + 3— T T "  e “ v y" ®•»2 ■V1 2 1

odpowiadającą sumie dwóch niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie 
wykładniczy* (odpowiednio z parametrami <9 oraz ’’?2 *̂
Oczywiście:

I ® (r) = —  ♦
V 1 2
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"  <',i • V * '

ii) Przy Cr = 1

ho =0, h t = E(r), h2 = O, (1.1.10)

oo odpowiada rozkładowi wykładniczemu,

f(x) = 1 - e”̂ X,

gdzie:

E(r) =

iii) Przy Cr ^ 1,

ho = CrE(r)} hf = (Cr + l)E(r)} h2 a 0,5(Cr ♦ l)[E(r)]2, (i.l.ll) 

co odpowiada rozkładowi hiperwykladniczemu o dystrybuancie

<f(x) = 1 - k e~2kt*x - (i.- k)e-2  ̂1_k^ x, 0,5 c k <  1,

gdzie:

K(r) = ^, Cr = 2Ic( ]_k) - 1.

Po przedyskutowaniu charakterystyk rozkładów zmiennych losowych przej­
dziemy obecnie do omówienia sposobów organizacji obsługi.
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Regulaminy obsługi
Zgłoszenia oczekujące na rozpoczęcie obsługi tworzą kolejkę w buforze 

S o pojemności ograniczonej, ogólnie rzecz biorąc, do N miejsc (N skoń­
czone lub nieskończone), przy czym reguły szeregowania zgłoszeń określa 
regulamin pbsługi 31. W szczególności regulamin obsługi określa, w każdej 
chwili czasu, które spośród zgłoszeń obecnych w systemie ma być obsługi­
wane przez każdy z kanałów obsługi, określa też momenty wykonywania przez 
te kanały pewnych operacji dodatkowych.

Ogólnie rzecz biorąc każdy kanał stanowiska obsługi może znajdować się 
w jednym z trzech stanów:
- zajęty - gdy realizuje obsługę zgłoszenia,
- przygotowywany - gdy kruiał nie obsługuje żadnego zgłoszenia mimo niepu- 

stej kolejki. W tym stanie kanał obsługi może znajdować się w przypadku 
np. wymuszonego oczekiwania na napłynięcie nowego zgłoszenia, wykonywa­
nia pracy własnej, związanej ze zmianą typu obsługiwanego zgłoszenia 
ozy też naprawy kanału,

- bezczynny - gdy kanał nie obsługuje zgłoszenia i kolejka jest pusta.
Będziemy mówili, że stanowisko obsługi jest bezczynne, gdy wszystkie 

jego kanały są bezczynne. Okres czasu pomiędzy przerwaniem bezczynności 
stanowiska obsługi a jego powrotem do stanu bezczynności nazywać będziemy 
okresem czynnym (tak więc przygotowywanie stanowiska obsługi wchodzi w 
skład okresu czynnego).

Wprowadzimy definicje pewnych, specyficznych klas regulaminów obsługi.
Będziemy mówili o regulaminaoh nieprzerywalnyoh, te jest takich, że 

zgłoszenie wprowadzone na stanowisko obsługi może Je opuścić dopiero pe 
całkowitym zakończeniu obsługi, w odróżnieniu od regulaminów przerywał— 
nych, przy których obsługa zgłoszenia może być czasowo przerwana a następ­
nie kontynuowana (bądź wznowiona od początku). Zauważmy, że na czas ocze­
kiwania zgłoszeń w kolejoe, w przypadku stosowania regulaminów przerywał— 
nych, składa się łączny czas wszystkich pobytów zgłoszenia w kolejce.

Regulaminem obsługi zachowującym pracę nazywać będziemy regmlamin ob­
sługi , w którym:
i) zapotrzebowanie każdego zgłoszenia na obsługę jest określone w chwi­

li jego wygenerowania (chociaż z reguły nie znane w sposób jawny), 
nie Jest więc zależne od przebiegu procesu obsługi, a w szczególno­
ści od regulaminu obsługi,

ii) zgłoszenie, które zostało umieszczone w kolejoe, może opuścić system 
obsługi dopiero po całkowitym zakończeniu obsługi,

iii) dopuszczalne są tylko dwa stany każdego z kanałów obsługi: zajęty
lub bezczynny. Nie dopuszcza się więc wstrzymania rozpoczęcia obsłu­
gi zgłoszeń, jeśli kolejka zgłoszeń jest niepusta.

Systemy obsługi z takim regulaminem obsługi nazywać będziemy zachowaw­
czymi. Dla krótkiego oznaczenia rodzaju rozpatrywanego systemu masowej
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obsługi, będziemy często używać tzw. notacji Kendalla postaci [KLEI 75] 
[GROS 7<ł]

lii/CB./11/L/R ,

gdzie A  określa charakterystykę odstępów między wygenerowaniem kolej­
nych zgłoszeń, ®  określa charakterystykę czasów obsługi, n określa liczbę 
kanałów obsługi, L definiuje pojemność systemu, to jest maksymalną liczbę 
zgłoszeń, które mogą znajdować się .w systemie (L = N4n) i wreszcie 31 
określa regulamin obsługi.

Przyjmuje się następujące symbole dla oznaczania A  i 3  
G(t) - oznacza, że zmienne losowe a1 (lub b1) są zmiennymi losowymi o do­

wolnych, zmiennych w czasie rozkładach,
G - oznacza, że zmienne losowe a1 (lub bi ) są zmiennymi losowymi o 

identycznych, dowolnych rozkładach,
GI - oznacza, że zmienne losowe a1 (lub b1 ) są zmiennymi losowymi nie­

zależnymi o identycznych, dowolnych rozkładach.
V szczególności dla konkretnych rozkładów stosuje się oznaczenia:
M - rozkład wykładniczy,
D - rozkład regularny,

— rozkład Erlanga k—tego rzędu,
\  - rozkład hiperwykładniczy k—tego rzędu,

— rozkład Coxa 1—tego rzędu.
Opuszczenie symbolu L w tej notacji oznacza L = oo , natomiast opuszczenie 
symbolu 31 oznacza regulamin naturalny (KIFo), tj. obsługę zgłoszeń w ko­
lejności ich napływania do systemu.

Charakterystyki systemu
Wprowadzimy obecnie kilka pojęć i oznaczeń związanych z oceną działa­

nia systemu masowej obsługi.
Łączny czas spędzony przez zgłoszenie J 1 w kolejce (czas oczekiwania) 

określa zmienna losowa natomiast czas pobytu zgłoszenia w systemie, 
tj. czas od momentu wygenerowania zgłoszenia ze źródła do chwili całkowi­
tego zakończenia jego obsługi określać będzie zmieoca losowa g*.

Niech 2 ^ (t)i k s 1 ,2 ,...,n określa zapas pracy k—tego kanału obsługi 
w chwili t, to Jest czas pracy k—tego kanału obsługi — pooząwazy od chwili 
t - niezbędny, przy przyjętym regulaminie obsługi 3?, dla obsłużenia wszyst­
kich zgłoszeń ^  takich, że przy założeniu braku napływu dalszych
zgłoszeń.

Wprowadźmy wektor

z a(t>

oraz wyrażeni© określająoe łączny zapas pracy

n fal
g(X,t) = ^ ZJJ (*)• 

k=1

Łączny zapas pracy w dowolnej chwili t jest przy wszystkich regulaminach 
obsługi zachowujących pracę identyczny. 1

Oznaczmy przez

Z 1 = Z  (TT1 - 0).
* S

Można łatwo sprawdzić, że przy n=1 i regulaminie naturalnym zachodzi:

^  » ^IFO = Zr L ^  ~ 0)* (I-1-12)

System masowej obsługi nazywamy systemem stabilnym, gdy istnieją takie
F(t), H(t), że

V  V  m t J ś S t f ^ t ) «  H(t)[,
1 =0,1 ,... t> 0  l )

gdzie F(t) oraz H(t) są pewnymi dystrybuantami (prawidłowymi, tj. takimi, 
że lim F(t) = lim H(t) = i) i niestabilnym w przeciwnym razie.W większo- 

t « ~  t— «>
ści przypadków systemy stabilne posiadają graniczny rozkład czasu oczeki­
wania.

W(x) = l i m ^ U ) .  (1.1.13)
i—00

Systemy stabilne, nie spełniające (1.1.13), nazywać będziemy systemami 
substabilnymi. W dalszych rozważaniach, jeśli nie zostanie wyraźnie za­
znaczone inaozej, mówiąc o systemach stabilnych będziemy rozpatrywać sy­
stemy spełniające (1.1.13)»

W systemach stabilnyoh zwykle wartość średnia czasu oczekiwania jest
ograniczona, tj.
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Dla szerokiej klasy systemów obsługi można wykazać, że warunki istnie- 
nia granicznego rozkładuf a takź® warunki stabilności sformułowane w od*» 
niesieniu do czasu oczekiwania są identyczne z analogicznymi warunka*-
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mi sformułowanymi w odniesieniu do innych charakterystyk systemów, np. 
liczby zgłoszeń oczekujących w kolejce czy też zapasu pracy w systemie,
np. [MIKA 79] .

Warunki stabilności, a także charakterystyki systemów stabilnych przy 
t-°°i czyli przy tzw. pracy w stanie ustalonym (stacjonarnym stanie gra­
nicznym), należą do najistotniejszych kryteriów oceny działania systemów 
masowej obsługi.

Systemy masowej obsługi mogą być zwykle stabilne bądź niestabilne, w 
zależności od intensywności X strumienia zgłoszeń, tj. wartości oczekiwa­
nej liczby zgłoszeń nadchodzących do systemu w jednostce czasu, lub też
- w przypadku niestacjonarnych strumieni zgłoszeń - w zależności od po­
staci tych strumieni.

Przez pojęcie warunku stabilnosci będziemy rozumieli warunek narzucony 
na strumień zgłoszeń, przy spełnieniu którego rozpatrywany system obsługi 
jest stabilny. Systemy masowej obsługi, które są niestabilne dla dowolnej, 
różnej od zera intensywności strumienia zgłoszeń, nazywać będziemy syste­
mami strukturalnie niestabilnymi.

Wydajnośoią V systemu masowej obsługi nazywać będziemy wartość oczeki­
waną liczby całkowicie obsłużonych zgłoszeń opuszczających stanowisko ob­
sługi w jednostce czasu, natomiast wydajnością graniczną T nazywać bę­
dziemy kres górny zbioru wydajności systemu obsługi, przy których system 
jest stabilny. W stabilnym systemie obsługi z N = 00 zachodzi V s>.

Niech w stabilnym systemie obsługi tj ̂ (ft.) oznacza stopień wykorzystania 
i-tego kanału obsługi, tj. ułamek czasu, w którym kanał ten nie jest bez­
czynny, natomiast £ stopień efektywnego wykorzystania kanału, tj. u—
łamek czasu, w którym kanał jest zajęty efektywną obsługą zgłoszeń, w przy­
padku gdy intensywność strumienia zgłoszeń napływającyoh wynosi X i obo­
wiązuje regulamin obsługi Jl.

ki oparciu o te definicje wprowadzimy pojęcia:
- stopnia wykorzystania stanowiska obsługi

n

i = 1

stopnia efektywnego wykorzystania stanowiska obsługi

jednostkowego czasu obsługi zgłoszenia
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/ • \ - 
określającego średni czas pracy stanowiska obsługi przypadający na in­
dywidualne zgłoszenie;

- jednostkowego efektywnego czasu obsługi zgłoszenia

£ nŁJ .
2

W dalszych rozważaniach, w przypadku gdy jednoznacznie określono jaki 
regulamin obsługi jest rozpatrywany, indeks określający regulamin obsługi 
będziemy opuszczać.

Wielkości charakteryzującń pracę systemu masowej obsługi można podzie­
lić na trzy grupy:
- charakterystyki związane z poszczególnymi zgłoszeniami (np. czas ocze­

kiwania zgłoszenia w kolejce, czas pobytu zgłoszenia w systemie),
- charakterystyki związane z czasem (np. liczba zgłoszeń oczekujących w 

kolejce, liczba zgłoszeń obecnych w pysternie, zapas pracy w systemie),
- charakterystyki określające tryb pracy stanowiska obsługi (stopień wy­
korzystania czy też efektywnego wykorzystania. Jednostkowy czas obsłu­
gi).
Metody prowadzące do wyznaczania tych trzech rodzajów charakterystyk są 

często różne. Stąd wiele uwagi poświęcono wykryciu powiązań między warto­
ściami charakterystyk należących do różnyoh grup, szczególnie grupy pier­
wszej i drugiej (do tego zagadnienia wrócimy poniżej). Charakterystyki gru­
py trzeciej są często wyznaczalne w sposób bardzo prosty.

1.1.1. W ł a s n o ś c i  s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l ­
n y c h

Jednostanowiskowy system masowej obsługi nazywać będziemy systemem 
konwencjonalnym, jeśli:

i) stanowisko obsługi ma stałą moc,
il) a1 oraz b*, i = 1 ,2 ,..., są ciągami niezależnych zmiennych losowych

o Jednakowych rozkładach, posiadających odpowiednio dystrybuanty 
A(x) oraz B(x) o skońozonych wartościach oczekiwanych E(a) =
•<») ■ b

iii) zgłoszenia obsługiwane są zgodnie z regulaminem zachowującym pracę,
iv) bufor S ma nieograniczoną pojemność (N = <x ).
Stosując notację Kendalla mówimy więc o systemach GI/Gl/n/oo/R, z regu­

laminem obsługi zachowującym pracę.
Dla Jednostanowiskowych konwencjonalnych systemów masowej obsługi zna­

ny jest warunek stabilności [kIEF 56] o postaci:

ę = —  <  1,~ nu ’ (1.1.1«0
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z wyjątkiem jednego tylko, specjalnego przypadku, gdy zarówno zmienne lo­
sowe a , jak te* b mają rozkłady regularne (przypadek de terminie tryczny), 
kiedy to warunek stabilności przybiera postać:

p « 1 .

Tak więc wydajność graniczna T w systemach konwencjonalnych jest określo­
na jako:

T = nfl.

Dla każdego Jednokanałowego systemu konwencjonalnego zapas pracy X (j?, t) 
nie zależy od regulaminu obsługi, a więc w przypadku systemów stabilnych 
zachodzi te*:

^lim E j * ( j l , t ) j  = cf = const. (1.1.15)

bez względu na stosowany regulamin obsługi [gELE 80aJ , Zależność ta nosi 
nazwę zasady zaohowania pracy.

Dla wszystkich stabilnych systemów konwencjonalnych prawdziwe są te* 
następujące równości:

2(Л) = «j (a ) = ? =

2#(л) =<2 *(a ) = Е(ь),
d . 1.16)

dla każdego 0 < A <T.
Definicja regulaminu obsługi zachowującego pracę zawierała wymóg, by 

zapotrzebowanie zgłoszenia na obsługę (a więc, przy stałej mocy stanowi­
ska obsługi, również czas obsługi) było określone w chwili Jego wygenero­
wania. Różne mogą być jednak sytuaoje, Jeśli chodzi o znajomość tego cza­
su. W pewnych przypadkach jest on znany precyzyjnie, w innych przyjmujemy, 
i* wyróżnia się pewne klasy zgłoszeń cechujące się różnymi rozkładami cza­
sów obsługi. W zależności od stopnia szczegółowości tych Informacji można 
podać pewne dodatkowe własntości systemów konwencjonalnych.

Ograniczmy się czasowo do regulaminów obsługi, w których szeregowanie 
zgłoszeń odbywa się przy braku jakiejkolwiek informacji o wymaganym cza­
sie obsługi indywidualnego zgłoszenia. Dowodzi się [GITT 78] [VASI 77] , 
iż dla nieprzerywalnych regulaminów obsługi w wielokanałowych systemach 
konwencjonalnych średni czas oczekiwania jest niezależny od regulaminu 
obsługi. Przez zmianę regulaminu obsługi (np. zastosowanie losowego wybo­
ru kolejności oczokująćyoh zgłoszeń) można zmienić jedynie wyższe momenty 
rozkładu czasu oczekiwania. Wykazano przy tym [VASI 77] , że w systemach

typu GI/GI/n/eo/R wariancja czasu oczekiwania przy użyciu regulaminu Я 
jest nie większa aniżeli wariancja czasu obsługi w tym systemie przy uży­
ciu regulaminu LIFO, natomiast nie mniejsza aniżeli przy użyciu regulami­
nu FIFO. W praoy [cOHE 69] podano, dla systemu Jednokanałowego, zestawie­
nie wartości wariancji czasów oczekiwania uzyskiwanych przy sześciu róż­
nych regulaminach obsługi, lachowującyoh stałość wartości średniej czasu 
oczekiwania.

Definiując systemy zachowawcze przyjęliśmy, że żadne stanowisko obsłu­
gi nie może pozostawać bezczynne w przypadku istnienia niepustej kolejki. 
W praoy (GITT 78j wykazano, że usunięcie tego warunku z definicji wielo­
kanałowego systemu konwencjonalnego nie może prowadzić do zmniejszenia 
średniego czasu oczekiwania zgłoszeń, który byłby wówczas większy lub 
równy wartości osiąganej w systemie konwencjonalnym.

Wcześniej i przy nieco słabszych założeniaoh dowody stałości średniego 
czasu oozekiwania uzyskano dla systemów Jednokanałowych [kLEI 76], np. 
równie* przy stosowaniu regulaminów przerywalnyoh, pod warunkiem, że cza­
sy obsługi zgłoszeń mają rozkład wykładniczy. Co więcej, dopuszczalne jest 
rozdzielenie strumienia napływających zgłoszeń na klasy; zachowany jest 
te* rozkład liczby zgłoszeń w systemie. W  przypadku regulaminów nieprze-
rywalnych i p klas zgłoszeń w systemach typu GI/GI/l/oo/Я zachodzi rela­
cja [klei 65] , [WOLF 70] [SCHR 70] :

я 1е(ь±)е(»1 ) = ą  - 0,5 ^  A ^ b 2), (1 .1 .1 7 )
i=1 ^ i=1

gdzie: A a, E(b2), Е(«>ч) oznaczają odpowiednio: intensywność strumienia
zgłoszeń, drugi moment czasu obsługi oraz średni czas oczekiwania zgło­
szeń należących do i-tej klasy, i = 1,2,...p; natomiast ej jest stałą z za­
leżności (1.1.15). ч

Tak więc dla uzyskania niektórych interesujących parametrów wystarczy 
przeanalizować dowolny regulamin obsługi z omawianej klasy, np. stosunko­
wo najprostszy regulamin naturalny.

Nawet Jednak dla tego regulaminu, w przypadku Jednokanałowym wykazano, 
że przy przyjęciu dowolnych rozkładów (system GI/GI/1) nie istnieją za­
leżności określające bezpośrednio wartości oczekiwane (nie mówiąc Już o 
rozkładach) czasu oozekiwania osy też liczby zgłoszeń w systemie.

Bogata literatura przedmiotu obejmuje wiele prostszych postaci rozkła­
dów (patrz np. monografia [cOHE 69J poświęcona wyłącznie systemom Jedno­
kanałowym ) .

W przypadku systemów wielokanałowych brak analitycznych rozwiązań na­
wet klasy M/Gl/n.

Ze względu na stosowanie różnych metod analizy, prowadzących bezpo­
średnio tylko do niektórych charakterystyk systemów, istotne okazały się
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praco pozwalając* na określenie, dla naturalnego regulaminu obsługi, wza­
jemnych związków między różnymi charakterystykami; a specjalnie związków 
między czasem oczekiwania a liczbą zgłoszeń oczekujących w kolejce.

Najstarszy wynik, tzw. wzór Little’a fLITT 6 fj Ł = AW, określający 
związek średniego czasu oczekiwania zgłoszeń V  oraz średniej długości ko­
lejki T!, został uogólniony [BRUM 72] na wyższe momenty tych charaktery­
styk» Zależności między tymi charakterystykami były dalej badane m.in. w 
pracach [BRUM 7l] , [mIYA 79], (MORI 80], [BORO 72] oraz [HEYM 80] (wyniki 
uzyskane w tym zakresie dotyczą systemów wielokanałowych).

Zastosowanie teorii masowej obsługi do modelowana i systemów komputero­
wych spowodowało potrzebę głębszej analizy różnych regulamów obsługi.

W szczególności rozwinięto istotnie (przy założeniu, że zgłoszenia na­
pływają strumieniem Poissona) teorię systemów priorytetowych, które do­
czekały się nawet odrębnych monografii [jAIS 68] , [gNED 73], [BRON 7ó] 
[MOWA 77] . Na specjalne wymienienie zasługują wśród nich omówione obszer­
nie w [KLEI 76] systemy z podziałem czasu (patrz też [aDIH 69] (sAKA 71], 
[wEGR 71*]), w tym systemy posiadające złożoną wielopoziomową strukturę ko­
lejek, względnie z dynamicznym przydziałem kwantów [BHAT 79B] , [POTI 7ó] , 
[bLEV 7óJ f systemy z rozbudowanymi regulaminami o stałych priorytetach z 
wyróżnieniem przerywalnych i nieprzerywalnych faz obsługi [sCHR 69], [yOLl
76], [misz 7*ł] oraz systemy z dynamiczną zmianą priorytetu [KLEI 7ó],
[GOLD 77].

Tematem wielu prac, ograniczających się jednak do przypadku jednokana­
łowego, było zagadnienie syntezy regulaminu obsługi tak, aby uzyskać wy­
magane własności systemu (np. czasy oczekiwania) drogą doboru odpowied­
niego regulaminu obsługi bądź też parametrów takiego regulaminu. Liczne 
wyniki w tym zakresie zawiera [gELE 80a] i bibliografia [CRAB 77] , na uwa­
gę zasługują też [siMO 73], [MICH 72], [WOLI 76a] .

Aktualnie podejmowane są próby opracowania jednolitego, sformalizowa­
nego opisu możliwie szerokiej klasy regulaminów obsługi [RUSC 81] , co u- 
łatwia dobór odpowiedniego regulaminu dla konkretnych wymagań.

Możliwości kształtowania charakterystyk systemów masowej obsługi są o- 
graniczone więzami wynikającymi z zasady zachowania praoy, np. typu (i, 1. 1 7).

Obszerne omówienie warunków określających możliwość osiągnięcia wybra­
nych wartości wektora [̂ ułj ,»2, ... ,vp], tj. średnich czasów oczekiwania 
zgłoszeń różnych klas podano w [GELE 80a] .

Omawiane dotąd wyniki bazowały wyłącznie na znajomości ogólnych, sta­
tystycznych charakterystyk wymaganego czasu obsługi poszczególnych zgło­
szeń.

Przy założeniu dokładniejszej informacji, mimo iż dalej zachodzi 
(1.1,15), zmiana regulaminu obsługi wpływa - ogólnie rzecz biorąc - na 
średni czas oczekiwania. Wykazano (np. [SCHR 68B], JsEVC 74]) optymalność 
(z punktu widzenia minimalizacji średniego czasu oczekiwania) regulaminu 
SPT (obsługa w kolejności wzrastających czasów obsługi), przy obsłudze

I
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nieprzerywalnej bądź SRPT (obsługa w kolejności wzrastających pozostałych 
czasów obsługi) przy obsłudze przerywalnej, w przypadku deterministycznej 
znajomości czasów obsługi poszczególnych zgłoszeń. W monografii [lCLEI 76] 
przytoczono w ślad za (sCHR 74] tabelę zawierającą wskazania dla optymal­
nego doboru regulaminu obsługi, przy różnym poziomie informacji o czasie 
obsługi (brak informacji, znany rozkład czasu obsługi, znany dokładnie 
czas osługi) wraz z podaniem źródłowych prac zawierających odpowiednie 
dowody.

W problematyce wyznaczania charakterystyk konwencjonalnych systemów 
jednostanowiskowych wiele jest jeszcze problemów otwartych.

Stąd też obserwuje się wyraźną koncentrację prac nad przybliżonymi me­
todami określenia tych charakterystyk (przegląd takich metod zawiera pra­
ca [bhat 79a] ) .

Biorąc pod uwagę istnienie analitycznie sformułowanych warunków sta­
bilności, rozwijane są też teoretyczne podstawy metod symulacyjnych dla 
systemów stabilnych, mające na celu opracowanie takiej organizacji ekspe~ 
rymentu, aby uzyskać wymaganą dokładność przy możliwie małej złożoności 
obliczeniowej [CRAN 77] , [lGLE8o].

Należy sądzić, iż obok rozpatrywania nowych, wynikających z konkretnych 
potrzeb regulaminów obsługi, wymienione wyżej nurty tematyczne będą domi­
nowały w dalszych pracach dotyczących jednostanowiskowych, konwencjonal­
nych systemów masowej obsługi.

1.1.2. T y p o w e  o d s t ę p s t w a  o d  z a ł o ż e ń  d e f i -  
n i u j ą c y o h . k o n w e n o j o n a l n e  s y s t e m y
j e d n o s  t a n o w i s k o w e

Konwencjonalne systemy masowej obsługi stanowią znacznie uproszczony 
model procesów rzeczywistyoh. Wprowadzone uproszozenia pozwoliły jednak 
na osiągnięcie znacznego dorobku w zakresie ich analizy i optymalizacji, 
dorobku, z którego można bezpośrednio korzystać - przynajmniej w pierwszym 
przybliżeniu - dla zgrubnego określenia własności analizowanych obiektów. 
Co więcej, można wskazać przypadki, gdy taki, znacznie uproszczony model, 
dostarcza informacji o charakterze nie tylko jakościowym, ale również ilo­
ściowym. Często cytowanym przykładem są tu praoe z zakresu modelowania 
systemów wielodostępnych [sCHR 68a] , gdzie pomiary prowadzone na pracują­
cym zestawie wykazały zaskakująco dobrą zgodność z wynikami analizy sto­
sunkowo "prymitywnego" modelu.

W związku z istotnym rozszerzeniem zakresu zastosowań teorii masowej 
obsługi (obszerną dyskusję tradycyjnych i nowszych zastosowań można zna­
leźć np. w [GROS 74], [rOSE 75]), okazało się, że wierne zamodelowanle 
zjawisk zachodzących w rozpatrywanych prooesach wymaga uwzględnienia istot­
nych odstępstw od założeń określających konwencjonalne systemy masowej 
obsługi [KOBA 77] , [ROSE 75] .
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Tabela I. i
Typowe odstępstwa od założeń 

określających konwencjonalne jednostanowiskowe 
systemy masowej obsługi

źródło zgłoszeń
a ) Grupowe nadcho- 

dzenie zgłoszeń 
K J  [SAAT 61] , [KUCZ

b)
®

73], [COHE 80]

Zależnośe inten­
sywności strunie- 
nla zgłoszeń od 
liczby zgłoszeń 
w systemie 
[JAIS 68], [KOPO 
73], [WOLI 76], jGORD 74] f fcHOO 
79], [FALI 80]
Miłitacjonamy 
strumień zgło­
szeń [PURD 74"], 
0«OT 78A] ,
[NEUT 78B]

Obsługa zgłoszeń
a) Grupowa obsługa 

(z) fełosziEń [SAAT 
^  6 1 ] ,  [OHOS 7 « ,

[COHE 80]

b) Zależność mocy 
stanowiska obsłu-

—  gi od liczby
zgłoszeń w syste­
mie [harr 67] , 
Jharh 70], [gord 
74]

Skorelowanie cza­
sów obsługi [loyn 
62], [BORO 72], 
[JACO 80] , [iłISH
77]

Skorelowanie cza- 
•ów niędzy chwila- 
■i generacji ko­
lejnych zgłoszeń
[Loyn 62], [boro
72] , [JACO 80]

d)

Regulamin obsługi
a) Systemy z ograni- 

czeniem liczby 
zgłoszeń, N< “o
[gned 71] , [raus 
75], [schm 78]

o) Regulaminy z cza­
sem obsługi zależ­
nym od kolejności 
obsługi fWELC 64] , 
[FINC 59] , [MDm

c) Regulaminy z u- 
względnieniem pra­
cy własnej [SCHR 
69] , [MISZ 74] , 
[WOLI 76] , [EISS 
74] , [KONH 74] , 
[KLEI 70] , [BHAT 
79]

d) Regulaminy z cza­
sową niedostępno­
ścią stanowiska 
obsługi [SKIN 67] , 
[GELE 80) , [GELE 
79], [BACE 79]

Zależność zapo­
trzebowania na ob­
sługę od czasu po­
trzebnego na gene- 
raoję zgłoszenia 
[CONO 74] , [CONO 
79] , [MITC 79] ,
[JACO 80]

e) Zależność zapotrze­
bowania na obsługę 
od czasu oczekiwa­
nia zgłoszenia w 
kolejoe [SUGA 65] ,
[BUZA 741 , Tposn 
73], [woli 79] ,
[BARR 57] . [GNED 
71], [BACE 81]

Biorąc pod uwagę istotne utrudnienie w analizie modelu, jakie z reguły 
pociągają za sobą takie odstępstwa, zagadnieniem podstawowym stało się o- 
kreślenie, które spośród nich powodują najistotniejsze zmiany własności 
rozpatrywanego systemu obsługi w stosunku do systesm konwencjonalnego. Od­
powiedzi na to pytanie udziela się często w oparoiu o badania symulacyjne 
bądź analityczne rozpatrzenie możliwie prostego strukturalnie przypadku 
(system Jednokanałowy, rozkłady wykładnioze bądź regularne), w którym ba­
dane, pojedyncze odstępstwo może być uwzględnione. Dopiero stwierdzenie 
istnienia takich znaczących zmian własności uzasadnia - z punktu widzenia

4
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praktycznego znaczenia ewentualnych rezultatów - bardziej dogłębne bada­
nia odpowiedniego, niekonwencjonalnego systemu.

Bardzo wyraźna jest aktualnie w literaturze przedmiotu tendencja do 
rozpatrywania różnorodnych, różnych od konwencjonalnych, systemów obsługi, 
zmierzających do "urealnienia" rozpatrywanych modeli [ROSĘ 75] i kierunek 
ten można uznać za jeden z najintensywniej rozwijanych.,

Autorowi znana jest jednak tylko jedna praca [BHAT 69] , w której pod­
jęto próbę częściowego usystematyzowania takich modeli i podsumowania 
(wówczas jeszcze skromnego) dorobku w zakresie ich analizy.

W tabeli 1.1 zestawiono typowe odstępstwa od założeń określających jed­
nostanowiskowe, konwencjonalne systemy masowej obsługi wraz z podaniem 
podstawowych pozycji literaturowych, poświęconych badaniu odpowiednich 
modeli.

Niektóre z tych przypadków (oznaczone literą Z w tabeli) rozpatrywane 
już od dawna, nie wymagające specjalnych, nowych metod analizy i omawiane 
w opublikowanych monografiach, nazywać będziemy zmodyfikowanymi systemami 
konwencjonalnymi i skwitowane zostaną one tylko krótkimi wzmiankami. Wię­
cej uwagi poświęcimy natomiast bardzo słabo dotąd rozpoznanej grupie sy­
stemów niekonwencjonalnych, wynikających z odstępstw związanych z wprowa­
dzeniem zależności losowych pomiędzy poszczególnymi procesami stochastycz­
nymi, opisującymi system masowej obsługi oraz z wprowadzeniem regulaminów 
obsługi, nie zachowujących pracy. Przedstawimy przykłady systemów uzasad­
niających rozpatrywanie takich właśnie przypadków odstępstw i omówimy ich 
skutki określone dotąd na drodze analityoznej bądź symulacyjnej.

Zmodyfikowane systemy konwencjonalne
W większości systemów rzeczywistych mamy do czynienia z ograniczonym 

buforem, w którym gromadzi się zgłoszenia oczekujące na rozpoczęcie ob­
sługi. Zgłoszenia, które zastają bufor zapełniony, są tracone. Taki sy­
stem masowej obsługi jest zawsze stabilny. Jeśli chodzi o wyznaczanie cha­
rakterystyk takich systemów (do których dołącza się zwykle również praw­
dopodobieństwo utraty zgłoszenia), to dobrze rozpoznany jest w zasadzie 
tylko, analizowany od dawna, przypadek M/M/n/N oraz klasyczny przypadek 
M/G/n/n, tj. system ze stratami ( [gNED 7l]).

Dopiero w ostatnich latach wyznaczono wiele podstawowych charaktery­
styk systemów M/G/1/L, GI/M/l/L oraz niektórych bardziej złożonych przy­
padków i to z reguły dla regulaminu naturalnego [bHAT 73] , [HOKS 75], [LAVE
75] , [trus 75] .

Rozszerzono też na systemy z N <°«> niektóre zależności pomiędzy cha­
rakterystykami związanymi z czasem a charakterystykami związanymi ze zgło­
szeniami [SCHM 78] .

Ograniczając się do rozkładów Coxa można działanie każdego systemu 
Kj/Kj/n/L przedstawić w postaci ergodycznego łańcucha Markowa o skończo­
nej liczbie stanów.

\
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Taka reprezentacja często nie prowadzi jednak do rozwiązali analitycz­
nych określających odpowiednie rozkłady ergodyczne i wymagane jest roz­
wiązanie bardzo dużych układów równań liniowych o specyficznej strukturze.

Efektywne metody numeryczne dla rozwiązywania takich zadań są aktual­
nie intensywnie rozwijane ([MARI 78a] , [MARI 78flJ , [kAJU 77], [STEW 78]). 
Metody te obejmować mogą też przypadki złożonych regulaminów obsługi, np, 
regulamin z dynamicznym priorytetem [RAMA 80J .

W systemach konwencjonalnych zakłada się całkowitą niezależność proce­
su generacji zgłoszeń od liczby zgłoszeń aktualnie znajdujących się w sy­
stemie. V praktyce często występują istotne odchyli i od tego założenia. 
Mogą one wynikać na przykład z faktu, iż łączna liczba zgłoszeń możliwych 
do wygenerowania jest ograniozona, a więc mamy do czynienia ze źródłem o 
skończonej wymiarowości.
Przypomnimy tu, że dla przypadku wykładniczego rozkładu (z parametrem &) 
czasu pobytu poszczególnych zgłoszeń w źródle prawdopodobieństwo wygene­
rowania w odcinku czasu (tQ, tQ + ^) liczby j zgłoszeń przez k-wymia- 
rowe źródło, w którym w chwili tQ znajdowały się wszystkie zgłoszenia, o- 
kreśla zależność:

Pr jliczba zgłoszeń wygenerowanych = j| = (j ) £l-e~*Ap  e~ (1.1.18)

Odpowiada to na przykład systemowi wielodostępnemu o ustalonej, ograni­
czonej liczbie terminali. Przy pracy w trybie konwersacyjnym liczba zgło­
szeń (zleceń wyemitowanych przez użytkowników) nie może przekroczyć licz­
by t erminali•

Typowym problemem prowadzącym do analizy źródeł o skończonej wymiaro- 
wości są problemy napraw parku maszynowego, od których analiza takich sy­
stemów wzięła często spotykaną nazwę "zadania konserwatora" [TAKA 62] ,
[kopo 73a], (kopo 73b],

Na uwagę zasługują, rozwijane głównie z myślą o modelowaniu algorytmów 
szeregowania zadań w systemach operacyjnych, prace w zakresie jednokana­
łowych systemów priorytetowych ze źródłami o skończonej wymiarowości [jAIS 
68] i jednowymiarowymi [wOLI 73], [CZAC 7k] , [tOMK 75], [WOLI 76a] , [WOLI
78].

Wprowadzenie źródeł o ograniczonej wymiarowości istotnie zmienia włas­
ności systemu masowej obsługi*Przede wszystkim system taki jest zawsze 
stabilny. Również zasadniczej zmianie ulegają wartości charakterystyk sy­
stemu. W pracy [jBUZE 7**] przedstawiono analizę błędu w określeniu średnie­
go czasu oczekiwania, popełnionego przy rozpatrywaniu konwekcjonalnego sy-

x 'Należy zaznaczyć, że każdy jednostanowiskowy system masowej obsługi 
z ograniczoną wymiarowością źródła zgłoszeń jest równoważny odpowiedniej 
zamkniętej sieci stanowisk obsługi, o których będziemy szerzej mówić w 
punkcie 1.2.
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8temu M/G/l zamiast analogicznego systemu z ograniczoną wymiarowościa żró- 
dia zgłoszeń. Wpływ ten ilustruje zaczerpnięta z cytowanej pracy tabela 
1 .2 .

^ Tabela 1.2
Oszacowanie dokładności określenia średniego czasu pobytu E ( g z g ł o s z e ­
nia w systemie typu M/G/l z wymiarowym źródłem zgłoszeń przy użyciu 
średniego cza3u pobytu I'(g), wyznaczonego w konwencjonalnym systemie -M/G/l 
o identycznym rozkładzie czasów obsługi oraz identycznym stopniu wykorzy­

stania stanowiska obsługi ($,). Dane wg [[BUZĘ 7^] ^
a) Hłąd względny [i:( fi) - e (e ,)] /k( Kjj) w  funkcji stopnia wykorzystania sta­

nowiska obsłuci 1j(&) oraz wymiarpwości źródła zgłoszeń N, przy wykład­
niczym rozkładzie czasów obsługi

7  (x)
JT

.  1 .3 .5 • i .9

i .117 .430 1 .0 16 2.34 4 8.750

4 .028 .131 0.334 0.809 3.159

7 .017 .077 0.212 O.50Ó 2.145
10 .012 .057 0.158 0.433 1.7 6 2

4o .003 .015 0.045 0.151 0.786
70 .002 .009 0.027 0.093 0.519
100 .001 .006 0.020 0.066 0.415
200 .001 .003 0.010 O .035 0.279

b) Minimalne wartości Jf przy których zdefiniowany wy*ej błąd względny nie 
przekracza 55° w funkóji 1} (X) oraz współczynnika Cfl zmienności rozkładu 
Coxa drugiego rzędu, określającego czas obsługi.

\ « ( * )  

CB \
.1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8

0 2 3 6 10 17 32 Ó1 160

o,5 2 5 9 16 27 43 101 >200

1 3 6 12 21 38 70 142 >200

3/2 4 8 16 27 48 93 188 >200

Wskazując na fakt, 4e błąd rośnie ze wzrostem stopnia wykorzystania 
stanowiska obsługi oraz współczynnika zmienności rozkładu (przy stałej wy­
miarowości źródła zgłoszeń), osiągając w skrajnych przypadkach wartość 
kilkuset procent. Autorzy przestrzegają przed pomijaniem ograniczeń wy­
miaru źródła.
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Poza tym, w przypadku źródeł skończenie wymiarowych, stopień wykorzysta­
nia stanowiska obsługi jest zależny od regulaminu obsługi.

Również w systemach ze źródłami nieskończenie wymiarowy®! meże wystą­
pić zjawisko zmiany intensywności źródła zgłoszeń w funkcji liczby zgło­
szeń już w systemie obecnych (odpowiada to samiejszaniu się liczby "klien­
tów'’ dołączających de kolejki w jednostce ezasu, przy wydłużania się tej 
kolejki).

W sensie formalnym efekt taki osiąga się bądź to drogą zmiany parame­
trów opisujących źródło zgłoszeń, bądź też przyjęcia, iż każde wyganer®™ 
wane przez (nie modyfikowane) źródło zgłoszenie, moi. j z pewnym, zależny® 
od liczby zgłoszeń w systamie, prawd®p®d«bloństwem dołączyć do kolejki lub 
nie, co też zmienia efektywny strumień zgłoszeń. Szczególnym przypadkiem 
jest tu więc sytuacja, w której osiągnięcie odpowiednio dużej liczby zgło­
szeń w systemie powoduje zablokowanie źródła do czasu, gdy chociaż jedne 
całkowicie obsłwĄante zgłoszenie opuści stanowisko obsługi. Taka szczegól­
na sytuacja ograniczająca maksymalną liczbę zgłoszeń znajdujących się w 
systemie jest równoważna odpowiednio zdefiniowanej, zamkniętej sieci sta­
nowisk obsługi (zauważmy, że przy strumieniu zgłoszeń różnym od strumie­
nia Poissona przypadek taki jest różny od systemu Gl/Gl/n/LI). V litera­
turze przedmiotu raspatnaje się również często przypadek zmiany mocy sta­
nowiska obsługi zależnie ad liczby zgłoszeń obecnych w systemie. Zmiana 
ta może polegać na modyfikacji liczby działających kanałów obsługi lub 
mocy poszczególnych kanałów, łącznie z aaHtawitym ’wyłączeniem" stanowi­
ska obsługi przy małej liozbie zgłoszeń w systemie [hARR Ó7j, [HARR 70J .

Często rozpatruje się oddziaływanie na źródło zgłoszeń, w celu zmiany 
jego intensywności, stosownie do stanu systemu oraz oddziaływanie na moc 
stanowiska obsługi jako środki do optymalizaeji efektywności działania 
systesni masowej obsługi, definiowanej w postaci funkcji (czasami o złożo­
nej postaei) uwzględniającej koszty oczekiwania zgłoszeń, koszty utrzyma­
nia stanowiska obsługi w stanie gotowości do działania, koszty pracy sta­
nowiska obsługi z różną mocą itp. Obszerną bibliografię z tego zakresu 
można znaleźć w pracy [cRAB 77j .

Modele uwzględniające zmianę intensywności źródeł zgłoszeń oraz mocy 
stanowiska obsługi w zależności od liczby zgłoszeń w systemie prowadzą, w 
przypadku założenia strumienia zgłoszeń w postaoi strumienia Poissona i 
wykładniczych czasów obsługi, do rozpatrywania procesów urodzin i śmierci, 
a więc procesów stochastycznych debrze znanych. Przypadek ten jest szcze­
gólnie dobrze rozpoznany [GROS 7*ł] » W szczególności konieczny i wystar­
czający warunek stabilności (zaczerpnięty z teorii procesów urodzin i 
śmierci) sprowadza się do wymagania, aby szereg

Z  TTj=1 i=1
i—1
Pi

(1.1.19)

/
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był zbieżny, gdzie A  oznaczają odpowiednio prawdopodobieństwo
zwiększenia bądź zmniejszenia (o jeden) liczby zgłoszeń w systemie w od­
cinku czasu (to, t^ + A  ), pod warunkiem że w chwili tQ w systemie znajdo­
wało się "i" zgłoszeń. V szczególności więc system jest stabilny, gdy 
stosunek intensywności strumienia zgłoszeń de meey stanowiska obsługi 
przybiera wartość mniejszą od jedaeści przy długości kolejki dążącej do 
nieskończoności.

¥ tym miejscu wspomnimy jeszeza e pewnej specyficznej postaci modyfi­
kacji charakterystyk źródła zgłoszeń rozpatrywanych w pracach [ALEK 7*łJ , 
[cHOO 79J . Założono tam, że zgłoszenia napływają ze źródła strumieniem 
Poissona o intensywności 3. do jednokanałowego systesm obsługi o zerowej 
pojemności bufora. Zgłoszenia, która zastają stanowisko obsługi zajęte, 
umieszczane są w źródło pomocniczym, w którym przebywają przez ozas po­
siadający rozkład wykładniczy o parametrze 'V1 . Zgłoszenie może powracać 
do źródła pomocniozego wielokrotnie. Charakterystyka źródła pomocniczego 
zawierającego k zgłoszeń zadana jest więe zależnością (I. 1. 18). Taki przy­
padek odzwierciedla tryb praoy centrali telefonicznej (ponawianie próby 
uzyskania połączenia) oraz kanałów transmisji danych w sieciach kompute­
rowych. łączna intensywność źródła zgłoszeń zależy więc od liczby zgło­
szeń znajdujących się w źródle pemooniczym, pełniącym rolę swoistej ko­
lejki.

Dalsze wyniki prao dotyczących takich systemów wraz z listą dodatko­
wych pozycji literaturowych można znaleźć w pracaoh [FALI 79aJ, [fALI 79b],
[fali 80] o

V konwencjonalnych systemach masowej obsługi zakłada się pojedyncze 
napływanie zgłoszeń i pojedynczą obsługę. Takia założenie Jest często nie­
słuszne, np. jeżeli w systemie komputerowym (czy sieoi komputerowej) jed­
nostką transmisji informacji jest znak (słowo, rakord, pakiet), to zgło­
szenie żądania transmisji programu (zbioru danych) jest równoznaczne z 
jednoczesnym wygenerowaniem wielu zgłoszeń o transmisję. Możemy też mieć 
do czyniania z sytuacją odwrotną, gdy pojedyncze zgłoszenia (np. informa­
cje o stanie różnyoh czujników pomiarewyoh) są zbierane i buforowane lo­
kalnie, a następnie przesyłane grupowo do jednostki centralnej.
Grupowo pojawianie się bądź obsługa zgłoszeń są typowe dla procesów trans­
portowych i niektórych procesów produkcyjnych, np. procesów termicznych 
(nagrzewanie, wypalanie, suszenie), którym poddawana Jest równocześnie 
grupa wyrobów.

Systemy masowej obsługi uwzględniające tę specyfikę rozpatrywane są od 
dawna (głównie dla przypadku jednokanałowego) przy użyciu standardowych 
metod, najozęściej metody włożonych łańcuchów Markowa. Zachowują one (w 
odpowiednio zmodyfikowanej postaoi) warunek stabilności właściwy systemom 
konwencjonalny®, tj. wymagania, by ilość pracy dostarczona w jednostce 
czasu ze źródła była mniejsza od łącznej nocy stanowiska obsługi. Rozwa­
żane były różne warianty reguł obsługi (np. założenie, że obsługa możs
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rozpocząć się dopiero, gdy grupa oczekujących zgłoszeń będzie odpowisdnio 
liczna). W związku z istnieniem dość kompletnych rezultatów (patrz [sAAT 
61] , [cohe 69], [gros 74] , [MURA 72B], [kucz 73] ) w ostatnich latach za­
interesowanie tymi systemami maleje — z wyjątkiem prac związanych z za— 
stosowaniem złożonych regulaminów obsługi [DIMI 79], [WISZ 79], ukierun­
kowanych na aplikacje (np. [kaDO 7t>] , [HALA 74] ) względnie łączących róż­
ne odstępstwa od konwencjonalnych założeń [.MURA 72a] , [HARH 7q] .

1.1.3* N i e k o n w e n c j o n a l n e  s y s t e m y  j e d n o —
s t a n o w i  s k  o w e

Przejdziemy obecnie do omówienia zbioru niekonwencjonalnych systemów 
obsługi wymienionych w tabeli 1.1, dzieląc je wstępnie na trzy grupy: sy­
stemy o parametrach zmiennych w czasie oraz systemy o parametrach stacjo­
narnych, zachowawcze bądź też niezachowawcza.
a) Systemy o parametrach zmiennych w czasie

Przypadki systemów o parametrach zmiennych w czasie spotyka się bardzo 
często, szczególnie, gdy chodzi o parametry źródeł zgłoszeń. Typowy«! 
przykładami mogą tu być: Intensywność ruchu/lotniczego, połączeń telefo­
nicznych, czy też liczba wykorzystywanych terminali systemu wielodostęp­
nego, przy czym w wielu aplikacjach zmiany tych parametrów mają charakter 
periodyczny (dobowy, tygodniowy, miesięczny). Podobnie znaleźć można przy­
kłady zmiennej z czasem mocy stanowiska obsługi (np. w wyniku zmian 11- 
czebnośoi personelu, ograniczeń energetycznych). Ze względu na identycz­
ną metodę badania, przypadki te omówimy łącznie.
Nożna wyróżnić dwa zasadnicze kierunki prac w ty» zakresie:
- Jeśli uwzględnić periodyczny charakter zmian charaktery*tyk źródła, wów­
czas rozpatrywany system masowej obsługi może być niestabilny bądź też 
substabilny, dążąc do swoistego "cyklu granicznego", jeśli chodzi o jo­
go charakterystyki (przy nieperiodycznych, deterministycznych zmianach 
parametrów systemu brak stacjonarnego stanu granicznego).
W tym przypadku w analizie mogą być przydatne takie metody, które w sy­

stemach konwencjonalnych służą do badania stanów nieustalonych. Nie za­
głębiając się w bardziej szczegółowe omawianie wyników w tym zakresie, od­
syłamy zainteresowanych do przykładowych pozycji, wybranych z niezbyt 
zresztą bogatej literatury przedmiotu [sA A T  61] , [NEWE 68] , [nEUT 7l] ,
[koop 72], [moor 75].
- Rozpatrywany był również inny przypadek, w którym zakładano, że dany 

jest pewien nleprzywiedlny, ergodyczny łańcuch Markowa o skończonej 
liczbie "m" stanów i macierzy przejść Q = [q± (] , i, j = 1 , 2, . .. ,m. Przej­
ście do stanu "i* łączyło się przy tym z ustaleniem wartości Intensyw­
ności strumienia zgłoszeń oraz mocy stanowiska obsługi c^, ogólnie 
rzecz biorąc różnych dla każdego i. Każdemu stanowi *1" odpowiada więc 
średni czas obsługi zgłoszeń
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Dla takich systemów, których badania zainicjowano w (rISE 63] a dalsze 
wyniki przedstawiono m.ln. w [NFSUT 71], [rECH 7l] , [PURD 71*] , [NEUT 78a] , 
[NEUT 78b], może być osiągany stacjonarny stan graniczny.

Dla przypadku systemu jednokanałowego z wykładniczymi czasami obsługi 
oraz zgłoszeniami nadchodzącymi strumieniem Poissona wykazano, że warunek 
stabilności ma postać [NEUT 78a]:

P= O tA H flM r1 <  1 ,

gdzie:
%  - jest m-wymiarowym wektorem ergodyoznych prawdopodobieństw sta­

nów wprowadzonego łańcucha Markowa (zawsze istniejącym),
A>M - są m-wymiarowymi wektorami odpowiednio o składowych oraz 1̂̂  

i = 1,2,..,
Rozpatrywany model pozwala więc badać przypadki czasowego (w pewnych sta­
nach) przeciążenia systemu, tj. przypadki, gdy

3 k  > 1lXi 6 [l,...,m] ( ‘

Określono algorytmy pozwalając# na stosunkowo łatwe, numeryczne wyznacza­
nie charakterystyk systemów. Dostępne są też analogiczne wyniki dla sy­
stemów wielokanałowych przy pewnych dodatkowych uproszczeniach, np. [NEUT
79].

Na przykładach numerycznych wskazano [NEUT 78a] f że takie charaktery- 
styki systemu, jak np. wartość oczekiwana czy wariancja liczby zgłoszeń 
oczekujących w kolejce, przyjmują w rozpatrywany* przypadku wartości wię­
ksze (kilku- lub kilkunastokrotnie) aniżeli identyczne wskaźniki dla kon­
wencjonalnych systemów M/M/1, o identycznej wartości stopnia wykorzysta­
nia stanowiska obsługi ę .

Tak więc, gdyby zaniedbać fakt zmienności Inteneywnośol strumienia 
zgłoszeń (1 mocy stanowiska obsługi) i drogą długich obserwaoji wyznaczyć 
tylko ich wartości oczekiwane, a następnie w oparciu o zależności prawdzi­
we dla systemów konwencjonalnych prognozować charakterystyki omawianego, 
niekonwencjonalnego przypadku, to prawidłowo oceniony zostałby warunek 
stabilnośoi i stopień wykorzystania stanowiska obsługi, natomiast popeł­
niony zostałby duży błąd w ocenie długości kolejki, czasów oczekiwania itp.
b) Systemy zaohowłwozg o stałych parametrach

V wielu systeiaaoh rzeczywistych nie jest uzasadnione przyjmowanie za­
łożenia, że elementy ciągu |aiJ i elementy ciągu |bij s£i wzajemnie nieza­
leżne losowo, a także niezależne losowo w ramach każdego z tych ciągów.

I tak na przykład, w tekście programu (traktowanego jako zbiór zgło­
szeń — wierszy tekstu — które należy kolejno obsłużyć — przesłać) wystę­
pują zawsze sekwencje definiujące zadanie o podobnej, ściśle określonej,

\
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strukturze. Przy transmitowaniu podprogramów pisanych przez różnych pro­
gramistów uwidoczniają sif ich upodobania do umieszczenia większej lub 
mniejszej liczby znaków w wierszu.

¥ przypadku pracy z końcówki interaktywnej, dłuższemu czasowi genera­
cji zgłoszenia (pisania komunikatu) odpowiada zwykle większa jego długość, 
a więc większy czas obsługi. V rozdziale I.Z omówimy- zagadnienie transmi­
sji pakietów w sieciach komputerowych prowadzącej w najprostszym przypad­
ku również do analizy systemu jednostanowiskowego z zależnością wartości 
b1 od odpowiadających im warteśoi a1.

Niech w dyskretnym prooesie produkcyjnym generaoja zgłoszeń oznacza 
przygotowanie półproduktu (w oparciu o zawsze niezerowy zapas surowoów), 
natomiast ich obsługa nieoh odpowiada pracom wykończeniowym.

Łatwo wskazać przykłady, gdy lepsze (a więc bardziej ozasochłonne)przy­
gotowanie półproduktu skraca operacje wykończeniowe lub odwrotnie, zmien­
na jakość surowca (np. odchyłki wymiarów) powoduje równocześnie bądź to 
wydłużenie, bądź skrócenie czasu trwania obu operacji.

Podwaliny analizy stabilności systemów obsługi typu G/G/n położył 
R.M. Loynes [LOYN 62], rozpatrując jednostanowiskowe systemy obsługi z 
regulaminem naturalnym. Przyjmując, iż w przedmiotowym systemie masowej 
obsługi dwuwymiarowy proces stochastyozny Y = ja1, b1 |i=1,2, . . . j a^b^R* 
jest stacjonarny, gdzie Ai(x) = A(x), BA(x) = B(x) wykazano, że warunek 
stabilności ma postać:

» ■ s J f S - * 1* (1 .1 .20)

¥ cytowanej pracy wskazano na przykładzie, i* w przypadku wielokanało­
wym możliwa jest, przy spełnieniu warunku (1 .1 .2 0), smbstabilność rozpa­
trywanego systemu masowej obsługi, ce było wykluczone w przypadku syste­
mów Gl/GI/n. Postawiona została też hipoteza, że jest to możliwe tylko w 
przypadku deterministycznych ciągów wartości a1 i b1.

¥ [BORO-72] wykazano prawdziwość warunku stabilności (1.1.20) również 
dla grupowego napływania zgłoszeń, natomiast w [MIYA 7 7] rezultat ten u- 
ogólniony został na przypadek, gdy (przy pewnych założeniach dodatkowych) 
stosowany jest dowolny, zachowujący pracę regulamin obsługi.

¥ cytowanych pracaoh wykazano też, że jeśli p >  1 , to system masowej 
obsługi Jest niestabilny, nie rozstrzyga się natomiast problemu stabilno­
ści przy ę = 1 .
Przypomnijmy, że systemy konwenejonalne były stabilne przy p = 1 jedynie 
i wyłącznie w przypadku D/D/1, a więc dla regularnych rozkładów zmiennych 
losowych ax oraz b*V
Dla systemów niekonwencjonalnych nie należy spodziewać się, przy ę = 1 , 
ogólnych reguł ważnych bież względu na postać zależności losowej występu— 
jącej w procesie stochastycznym Y i oddzielnym badaniem muszą podlegać 
różne rodzaje tej zależności.

I
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Reprezentatywnym przykładem może tu być rozpatrzony w pracy [CALO 77] 
(jako ozęść analizy bardziej złożonego modelu) przypadek jednokanałowy, w 
którym zmienne losowo |a^| = 1 »2 »...* *ą niezależno, o identycznym roz­
kładzie, posiadającym dystrybuantę A (x), natomiast poszczególne realiza-

i °cje zmiennej losowej b określone są jako:

b1 s ^ a 1, i = 1 ,2,..., (1 .1.2 1)

Systemy taki« noszą nazwę sy»te»ów z »a»eregula© ją [c©JfQ 68̂ . Rozpatrywa- 
ny jest więo przypadek deterministycznej zależności pomiędzy wartościami 
a^ oraz b^. Dla ij) = 1 wykazano, że jeśli zmienne losowe a^ są ograniczone, 
tj. !

3  V^fA_(*) = 1 1 * (1 .1 .2 2)
Cf )

wówczas system jest stabilny i rozkład ozasu oczekiwania w stacjonarnym 
stanie granicznym posiada dystrybuantę

V(x)
1 - Ae(<y-x) 0 « x<0ę ,

(1.1.23)
1

0 wartości oczekiwanej E(u>) = oę - E(a ).
i cJeżeli natomiast zmienne losowe a są nieograniczone, wówczas system jest 

niestabilny.
Oczywiście w przypadku ”i}) <  1 system z samoregulaeją jest zawsze sta­

bilny, natomiast w przypadku ij) > 1 zawsze niestabilny.
Dla systemów obsługi G/ę/n udowodnione zachodzenie zależności między 

oharakterystykami związanymi ze zgłoszeniem oraz charakterystykami zwią­
zanymi z czasem, analogicznych de zależności omawianych w przypadku sy­
stemów Gl/GI/n, aczkolwiek przybierająoyeh zwykle niece bardziej złożoną 
postać. Problematyka ta została obszernie potraktowana w [BORO 72] , [mIYA
79], a także w [BRUM 72], [MORI 80] t [HEYM 80].

Co więcej, zarówno zależność (1.1.16), jak też wyrażona wzorem £l. 1.17) 
stałość średniego czasu oczekiwania bez względu na stosowany regulamin ob­
sługi (nieprzerywalny, nie posiadający informaoji o czasie obsługi indy­
widualnych zgłoszeń) pozostaje w mocy ( [sCHR 70]) również dla systemów 
typu G/G/1 określając, podobnie jak to miało miejsca w przypadku
systemów konwencjonalnych, więzy na klasę możliwych do uzyskania rozkła­
dów czasów obsługi. Dla systemów G/G/c/00/5. stałość sumy średnich czasów 
oczekiwania zgłoszeń napływających w ciągu okresu czynnego wykazano w 
[VASI 77].



Można więc powiedzieć, 2e wprowadzenie zależności losowych w ciągach 
j, J między elementami tych ciągów nie prowadzi do zasadni,

czych jakościowych zmian w stosunku do systemów konwencjonalnych.
Przejdziemy teraz do omówienia opublikowanych wyników badań charakte­

rystyk takich systemów, dotyczących jak dotąd niemal wyłącznie przypadków 
jednokanałowych i naturalnego regulaminu obsługi,

W cyklu prac (cONO 68j , JcONO 6sQ,t |cONO 7^J przebadano analitycznie 
własności systemów z samoregulacją, przy założeniu wykładniczego rozkładu 
odstępów między chwilami generacji kolejnych zgłoszeń, porównując je z 
konwencjonalnyrai systemami M/M/1. ¥ pracach [cONO 79] na drodze analitycz­
nej (z dokładnością do współczynników określanych przy użyciu procedury 
numerycznej) oraz na drodze symulacyjnej [mITC 79] badano natomiast przy­
padek ogólniejszy, gdy zależność czasu obsługi i czasu generacji określo­
na jest rozkładem dwuwymiarowym o funkcji gęstości f(x,y) takiej, że:

oo oo
f(©,s) = J J e ~ S*m~®Yf(x,y)dxdy = (l-aC)£(l - + jj) -#1 t (1.1.24)

0 0 r J

gdzie: 0 <: 3{ <  1 j.at współczynnikiem korelacji czasu obsługi i czasu 
generacji,^! , A > 0.
Rozpatrywany system jest stabilny, jeśli zachodzi:
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OO OO

P C yf(x,y)dxdy 
O 0_________
oo oo
j j  xf(x,y)dxdy

9 = Ifeł = ^ ------------< 1 * (1.1.25)

0 o

V badaniach symulacyjnych przedział zmienności współczynnika korelaoji 
rozszerzono dodatkowo o zakres -O# 2 5^  < O,

Uzyskane w cytowanych pracach wyniki wskazują jednoznacznie na fakt 
silnego zmniejszania się wartości średniej czasu oczekiwania ze wzrostem 
współczynnika korelacji 36. Co więcej, równocześnie występuje jeszcze sil­
niejszy spadek wariancji czasu oczekiwania. Zjawiska te ilustruje zaczerp­
nięta z [cONO 79] tabela 1.3.
Fakt zmniejszania się średniego czasu oczekiwania w przypadku dodatniej 
korelacji zmiennych losowych b* oraz a* stwierdzono też, dla innej posta­
ci uzależnienia, w [kREJ 79]*

V pracy [jACO 80] użyto następującego algorytmu dla generowania oiągu 
skorelowanych zmiennych losowych:
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Tabela I.3

średni czas obsługi i wariancja czasu obsługi zgłoszeń

\  9 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 0.99

ae E(ltt) Vv(a) E(u>) Vv(») E(u>) Vv (ji>) E(tb-) Vv(«>) E(u>) Vv (n>) E(u>) Vv (u>*)

a)
0

b)
.111 .111 .429 .429 1.000 1.000 2.333 2.333 9.000 9.000 99.00 99.00

a)
°’1 1b)

. 1 1 1

. 1 1 1

. 1 1 0

. 1 1 0

.425

.426
.4i3
.419

.975

.983
.939
.959

2 .2 2 0

2.246
2-J138 
2. 182

8.275
8.340

8. 118 

8.198
89.36
89.40

89.10 

89.20

a)
°,3 b)

. 1 1 1

. 1 1 1

.103

.109

.418

.422
.385
.402

.929

.951

.824

.877
2.005
2.075

1.760
1.8 8 2

6.852

7.039
6. 366

6.596
69.95
70.23

69.31
69.60

a)
°.5 b)

. 1 1 1

. 1 1 1

.105

.10 8

.411

.417
.359
.384

.887

.919
.7 2 1

.798
1.807
1.911

1.411
1.589

5.483
5.773

4.640
5.004

50.68

51.15
49.52
50.00

a)
0,7 b)

. 1 1 0

. 1 1 1

.103

.107
.405
.413

.337

.368

.850

.889
.633
.724

1.632
1.751*

1.107
1.310

4.207
4.564

2.9 81

3.433
31.58
32.23

29.74
30.41

a)
0,9 b)

. 110  

. 1 1 1

. 1 01

.10 6

.399

.409
.317
.352

.817

.860
.563
.654

1.487 
1 .6 10

0.871
1.054

3.116 1.547
1.939

13.03
13.78

10.04
10.85

a)
0,99

b)
. 1 1 0

. 1 1 1

.100

.10 5

.397

.407
.309
.345

.805

.848
.536
.626

1.432
1.549

0.791 
jo. 952

2.744
3.022

1.114
1.376

5.706
6.23

1.781
2.26

a) w jednokanałowym ayateasie obsługi, w Kiory* rnsn. j ~ —    —
lowmny z procesem nadchodzenia zgłoszeń (wg £ CONO 79^),

b) w drogim węźle dwuetapowego pojedynczego systemu obsługi, z zależnymi 
losowo czasami obsługi, omawianego w punkcie I.2.b (dane wg [CHOO 80}).

Niech {lŁ} oraz |^n | będą niezależnymi ciągami zmiennych losesrjroh, przyj­
mujących wartości O lub 1, takich, iei

pr {ij m 1J m 1 - O <  $ < 1;

Pr {Kj • 1} = 1 - +  . t  <  1ł
j = 0,1,

natomiast j | będzie ciągiem niozaletnyoh zmiennych losowych o rozkła­
dzie wykładniczym z parametrem *0 .
Ciąg zmiennych losowych |xjj taki, Ze

XJ * Ij°fJ-1 )

= ?*j-1 + ^ j

(1 .1 .26)

i
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ma tę własność, iż współczynnik korelacji

OorrC*! ,xj + i ) =ij>j(l-^)[^(i-T)0 (1.1.27)

Dalsze własności tego ciągu Mówiono szczegółowo w pracy [jACO 77], 
Dla takiej postaci zależności rozpatrywano wpływ zarówno korelacji ele­
mentów ciągów |ai| oraz Jałt *•* wzajemnych korelacji ich elementów
ze szczególnym uwzględnieniem pracy przy dużym stopniu wykorzystania sta­
nowiska obsługi.

Wykazano, że przy 1J (?<) =ę — 1 rozkład zmiennej losowej u=(l-p)» (gdzie 
"i#-" jest zmienną losową określającą czas oczekiwania w stacjonarnym sta­
nie granicznym) jest w przybliżeniu wykładniczy, co stanowi uogólnienie 
znanego w przypadku systemów konwencjonalnych wyniku Kingmana [KING 62]. 
Wartość E(u) jest przy tym różna od wartości uzyskiwanej przy identycz­
nych Rarametraoh E(a) oraz E(b) w systemie konwencjonalnym.

Stwierdzono, iż wartość średnia ozasu oczekiwania rośnio ze wzrostem 
korelacji elementów każdego z ciągów ja^j jb^j, natomiast maleje ze wzro­
stem korelacji wzajemnej między elementami tyoh oiągów, co jest zgodne z 
wynikami omawianymi powyżej.

Przedstawione, przybliżone, rozwiązanie analityczne wykazało pełną po­
prawność jakościową i stosunkowo dobrą dokładność w porównaniu z wynikami 
uzyskanymi na drodze symulacji cyfrowej [BOO* 78].

Wspomnimy jeszoze o kilku dalszych praoach dotyczących podobnych sy­
stemów masowej obsługi. Stosunkowo wcześnie wzbudził zainteresowanie mo­
del uwzględniający podział napływających zgłoszeń na K klas przy założe­
niu, że czas obsługi zgłoszenia zależy od jego klasy oraz od klasy zgło­
szenia poprzednio wygenerowanego [nEUT 66] , [ciNL 67A] , [PURD 75] bądź też, 
że odstęp ozasu pomiędzy wygenerowaniem dwóch kolejnych zgłoszeń zależy 
od typu obu tych zgłoszeń [c1NL 67B].

Inny przypadek specyficznego typu zależności rozpatrywano w [GRAK 75], 
analizując zmodyfikowany system D/G/l , w którym zgłoszenia mogą nadcho­
dzić w sposób niezupełnie regularny. W szczególności, o ile w systemie 
D/G/l chwila nadejścia zgłoszenia ̂ W  byłaby określona \ jako t =
= (i-l)E(a), o ile pierwsze zgłoszenie nadeszło w chwili "i* = 0, to w roz­
patrywanym systemie _ (i_i )E(a) + <5'i, gdzie i ? O są zmiennymi
losowymi niezależnymi, o jednakowych rozkładach, ograniczonymi [ |«:d<0«.,
o zerowej wartości oczekiwanej = 0. ,Wyznaczono w sposób przybliżony
niektóre parametry rozkładu ozasu oczekiwania dla systemu stabilnego oraz 
oszacowania parametrów rozkładu czasu oczekiwania i—tego zgłoszenia w 
przypadku niestabilnym.

V praoaoh [pEAR 67], |PEAR 68] wykorzystano jeszoze 'łuną postać zależ­
ności losowej. Przyjęto mianowicie, iż mając do dyspozycji oiąg zmiennych

losowych niezależnych, o identycznych rozkładaoh, u^, 1=1,2,..., tworzo­
no zmienne losowe skorelowane jako

Р
vi = 2 - fP-j(ui+j’’ p ^ °  (I*1*28)

j=0

gdzie f^ są dowolnymi funkcjami zapewniającymi nieujemność zmiennej loso­
wej v±.
Rozpatrzono modyfikację systemu M/M/l, w  którym rozkład odstępów między 
zgłoszeniami (lub ozasów obsługi zgłoszeń) określony był w powyższy spo-
sób„

Na zakończenie omawiania systemów jednokanałowyoh wspomnimy jeszcze o 
pracach [mURA 72a] , [моНА 72], gdzie rozpatrzono stany nieustalone w spe­
cyficznym systemie obsługi, w którym zgłoszenia mogą napływać tylko w pew­
nych, dyskretnych chwilach czasu t^, i = 1,2,..., przy ozym prawdopodo­
bieństwo napłynięcia zgłoszenia w chwili t^ zależy od tego czy w chwili 
t̂  , zgłoszenie napłynęło, czy toż nie oraz pracy [bLOM 73] , gdzie mode­
lowano pewien wariant pracy zbiornika.

Wszystkie prezentowane wyżej zadania mogą oczywiście pojawić się rów­
nież w przypadku wielokanałowych systemów obsługi} jak dotąd brak Jednak 
informacji o wynikach prao w tym zakresie.

V publikacji [llSH 77] podjęto natomiast bardzo interesujący problem 
wielokanałowego systemu obsługi, w którym występuje skorelowanie ozasów 
obsługi zgłoszeń obsługiwanych równoległe w różnych kanałach obsługi, co 
może być wynikiem wspólnego korzystania przez te kanały z pewnych wspól­
nych (ograniezenyoh) zasobów bądź też wapółpraoy tyoh kanałów.

Rozpatrzono przypadek zgłoszeń napływająoyck strumieniem Peissona oraz 
zarówno skończonej, Jak i nieskończonej pojemności bufora wejściowego (V 
skończone lub nieskończone) przy specyficznym, wielowymiarowym, wykładni­
czym, rozkładzie czasów obsługi, uzyskując na drodze analitycznej charak­
terystyki systemu.
с) Nlozachowawozo systemy o stałych parametrach

Wszystkie omawiane dotąd systemy masowej obsługi były systemami za­
chowawczymi. Stąd też, mimo różnych modyfikacji założeń detyozącyoh praoy 
źródeł zgłoszeń, czy toż etanewiaka obsługi, praktycznie nie ulegały zmia­
nie warunki stabilności (tam, gdzie stacjonarny stan graniozny mógł być
osiągany tylko przy pewnych parametrach ayetemu obsługi), zawsze też za­
chodziła równość:
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2 r (* ) d . 1.29)
I ‘



Co więcej, w przypadku, gdy praca źródła zgłoszeń była niezależna od prze­
biegu obaługi i H = o® , wówczas wartośó 1} R(&) była niezależna od zastoso­
wanego regulaminu obsługi i była funkcją liniową intensywności strumienie 
zgłoszeń

7  (50 «A E(b). (1.1.30)

Obecnie przedyskutujemy takie odstępstwa od założeń poczynionych przy 
definiowaniu konwencjonalnych systeaów Basowej obsługi, które prowadzą do 
systemów nie posiadających podanych wyżej własności Rozpatrzmy problen 
zależności czasu obsługi zgłoszenia od czasu oczekiwania na jej rozpoczę­
cie. Zjawiska takie obserwuje sie w procesach metalurgicznych, gdzie wy­
tapiana w procesie konwertorowo-tlenowym (lub martenowskim) stal jest roz­
lewana do wlewnic, a następnie poddawana krystalizacji przez czas okreś­
lony wskazaniami technologicznymi. Po okresie krystalizacji wlewnice zo­
stają usunięte a zakrzepłe, przynajmniej częściowo, bloki stalowe (wlewki) 
transportowane są do oddziału pieców wgłębnych w celu podgrzania, tak by 
uzyskać jednakową (teoretycznie) temperaturę w całej objętości, niższą od 
temperatury topnienia stali, ale pozwalającą na prawidłowe przewalcowanie 
wlewków na walcarce-zgniataczu.

Ze wigledu na stochastyczny charakter strumienia wlewków dostarczanych 
do oddziału pieców wgłębnych, podobnie jak czasów nagrzewania wlewków w 
piecach, tworzy sie przed nimi kolejka wlewków oczekujących na załadunek. 
Wlewki czekając, tracą ciepło, co powoduje konieczność wydłużenia czasu 
ich nagrzewania [b¥ZA 74], [SUGA 65].

Ha nzależnienie czasu obaługi od czasu oczekiwania zwrócono uwagę [ki BU
71] w przypadku systemów informatycznych, np. systemów kierowania ruchem 
lotniczym, gdzie wydłużenie czasu oczekiwania na wykonanie korekcji lotu 
wymaga policzenia w proceeie obsługi dodatkowych programów interpolacji 
położenia lub dodatkowych odwołań do stacji obserwacyjnych. Wskazuje sie 
też na zmianę czasu potrzebnego dla udzielenia pierwszej pomocy medycznej 
w funkcji czasu oczekiwania na nią oraz wydłużenie czasu gaszenia pożaru 
(np. lasu [P0SN 73]) przy opóźnieniu początku akcji gaśniczej.

Hrpada wreszcie wspomnieć o pewnej uproszczonej wersji zależności cza­
su obsługi od czasu oczekiwania,jaką jest rezygnscja zgłoszenia z obsługi 
przy wydłużaniu sie czasu oczekiwania na jej rozpoczęcie, częsta w przy­
padku systemów usługowych, transportowych (zepsucie sie towaru).

Przedstawimy pokrótce sposób definiowania systemów obsługi z czasem 
obsługi zależnym od czasu ociSkiwania oraz wyniki ich badań.

Postać zależności c?asu obsługi od czasu oczekiwania ns jej rozpoczę­
cie jest określona poprzez zadanie warunkowej dystrybuanty B(x/w) defi­
niującej rozkład czasu obsługi zgłoszenia pod warunkiem,iż oczekiwało ono 
w kolejce przez czas Stosunkowo najwcześniej rozpatrzono jednokanałowe 
systemy ze wspomnianą wyżej uproszczoną zależnością czasu obsługi od cza­
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su oczekiwania, które są zawsze stabilne przy ograniczeniu dopuszczalnego 
czasu oczekiwania. Analizę przypadku, w któryu zgłoszenia tworzą strumień 
Poissona, dopuszczalny czas oczekiwania jest zadany w postaci stałej D, 
oraz B(x/u)-) ma postać:

B(x/u>)
l-el1'* egu, u >  0, . D >  0,

r  (1.1.31)
H(x) w- >D,

gdzie B(x) jest jedynką Heaviside’a 
przedstawiono w [flARR 57]. Uogólnienie tego modelu na przypadki 1
- dowolnego rozkładu czasu obsługi zgłoszeń, których czas oczekiwania nie 

przekroczy D lub
- wielokanałowego stanowiska obsługi przy regularnym, e także wykładni­

czym rozkładzie wartości dopuszczalnego czasu oczekiwania można znaleźć 
w [GNED 71].
Przypadek dowolnego rozkładu czasu obsługi zgłoszeń, które nie opuści­

ły kolejki oraz wykładniczego rozkładu wartości dopuszczalnego czasu ocze­
kiwania rozpatrzono w fsUBB 66], a wyniki przytoczono w [jAIS 68]. w 
[GNED 71] można też znaleźć ogólne sformułowanie równania całkowego speł­
nianego prz"ez dystrybutantę rozkładu czasu oczekiwamia dla przypadku do­
wolnego rozkładu czasu obsługi zgłoszeń pozostających w kolejce oraz do­
wolnego rozkładu dopuszczalnego czasu oczekiwania w systemie jednokanało­
wym, natomiast efektywną metodę znajdowania charakterystyk w takim ogól­
nym przypadku podano w(baCE 81].

Przegląd rezultatów uzyakanych dla bardziej ogólnych postaci zależno­
ści czasu obsługi od czasu oczekiwania do roku 1978 zawiera ^WOLI 79] i w 
tym miejscu podamy tylko zasadnicze cechy rozpatrywanych systemów.

W pracy [BUZA 74] rozpatrzono aystem jednokanałowy ze zgłoszeniami two­
rzącymi strumień Poissona i zależnością czasu obsługi od czasu oczekiwa­
nia o postacit

B0 = D dla u> -SD,
D >  0 (1.1.32)

BŁ > .8 3 dla ji> >D.

Analizując regulamin naturalny (PIPO) oraz regulamin odwrotny (LIPO) 
stwierdzono, że wydajności graniczne systemu przy obu tych regulaminach 
są zasadniczo różne (TLIP0 <  * Co "^cej, wydajność graniczna sy­
stemu, w którym obowiązuje jedan z tych regulaminów obsługi, może ulec 
powiększeniu drogą wprowadzenia możliwości oczekiwanie stanowiska obsługi 
na napłyniecie nowego zgłoszenia przez pewien okres czasu At, w przypadku 
gdy w kolejce znajdują sie wyłącznie zgłoszenia, których czas oczekiwania 
jest większy aniżeli D.
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Autor wskazał, iż «aiany wydajności granicznej wynikające ze zmiany 
regulaminu obsługi są duże (w zaaieszczonya przykładzie obliczeniowym się­
gały one 50%) i najgorszy z rozpatrywanych okasał sie regulamin naturalny.

z wyjątkiem specyficznych przypadków wskazanych w [BUZA 74] brak roz­
wiązań analitycznych dla reg*l*Biaów obsłu&i innych aniżeli naturalny, a 
nawet warunków stabilności, c® podważa możliwość efektywnego poszukiwania 
rozwiązań stacjonarnych na drodze symulacyjnej (jako że ogólnie rzecz bio­
rąc, nie wiadoao czy przy sadanych dla danego przebiegu symulacyjnego pa­
rametrach rozwiązanie stacjonarna w ogóle istnieje),

Również wy*iki w zakresie regulasdnu naturalnego, były fragaentaryczne. 
Wyznaczone, przy stosunkowo silnych ograniczeniach dodatkowych, warunki 
stabilności [SUGA 65], fCAŁL 73], [łWEE 75] sprowadzają się do wymagania, 
aby przy w-—  oo średni csas obełmgi był mniejszy aniżeli średni odstęp 

I pomiędzy chwila«i generacji kolejnych zgłoszeń. Analityczne wyniki w za­
kresie charakterystyk systemów z czesea obsługi zależny» od czasu oczeki­
wania, dotyczące wyłącznie przypadku jednokanałowego oraz «głoszeń nad­
chodzących straeieniea Poissona, uzyskane zostały przy epeeyficznych po­
staciach dystrybuanty В(х/ц>) [iTODR 6l] , [POSfl 73], [LIBU 71] . Przy użyciu 
metod przybliżonych badano też przypadek źródła o skończonej wyaiarowości 
[SWEM 59].

Wprost z definicji rozpatrywanej klasy systemów widać, że jednostkowy 
efektywny czas obsługi przypadający na indywidualne zgłoszenie nie jest 
tu wartością stałą i w salożności od postaci dystrybuanty В(хД>-) oraz za­
stosowanego regulaminu obsługi może być funkcją o różnych własnościach. 
Dodatkowo, w praypadka wprowadzenia oczekiwanie stanowiska obsłagi na na­
płynięcie nowego zgłoszenia niao niepuatej kolejki, asyskujeeyj^CjO^j^).

Systoay masowoj obsługi z czasem obsługi zależnya od czasa oczekiwania 
na jej rozpoczęcie różnią się więc zasadniczo od systaaów konwencjonalW 
nych i wobec stosankowo skromnych wyników ich analizy zasługiwały na do­
kładniejszo przebadanie.

Szereg dalszych rezultatów w tym zakresie przedstawiono w pracach [WOLI 
. 80B] , [ISAK 79] , [zSAK 80] .

Analiza systoaów ■ czasea obsługi zależnya od czaaa oczekiwania, łącz­
nio z pewnyni aotodaai przybliżonymi, przydatnyai dla badania przypadków, 
w których niedostępno są rozwiązania analityczne, przedstawiona zostanie 
w ro*dxiałach II i III niniejszej pracy.

Cias obsługi zgłoszenie może też zeleżeć od kolejności zgłoszeń. Haj- 
proetszy przykład takiej zależności polega na tya, że pierwsze zgłoszenie 
obsługiwane w czasie każdego okresu czynnego posiada czas obsługi różny 
od wszystkich dalszych zgłoszeń, co noże wynikać np. z aniejezej sprawno­
ści stanowiska obsługi w czasie pierwszej, po bezczynności, obsługi. Ana­
lizę takiego przypadku przeprowadzono w [PIHC 59a] oraz (WELC 64] . Docze­
kał się on też wielu dalszych rozważań, z których najnowsze i chyba naj­
ogólniejsze zawiera [МИГН 80] (w pracy tej założono, że również rozkład
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cz8su między napłynięciem pierwszego i drugiego zgłoszenia w każdym okre­
sie czynnym aoże być inny aniżeli rozkład następnych odstępów między chwi­
lami generacji zgłoszeń).

Rozpatrywana prawidłowość nie prowadzi do zmiany warunku stabilnosci i 
analityczne wyznaczenie charakterystyk systemu możliwe jes^ praktycznie 
we wszystkich przypadkach systemów jednokanałowych, w których przeanali­
zowany został analogiczny system konwencjonalny (łatwo sprawdzić, iż przy­
padek taki jest równie* specjalnya, uproszczony» wariantem systemu z cza­
sem obsługi zależnya od czasu oczekiwania). Model taki jest często wyko­
rzystywany jako poaocniczy, wprowadzony w sposób sztuczny, przy analizie 
systemów konwencjonalnych o «łożonych regulaBinach obsługi, np. regulami­
nach priorytetowych [jAIS 68], istotnie upraszczając ich rozpatrywanie.

Jednokanałowy system obsługi, w którym rozkłady czasów obsługi wszyst­
kich zgłoszeń zależą od kolejności ich obsługi w ramach okresu czynnego 
onawiano w [mIIE 76], motywując zainteresowanie takim wariantem obsługi 
np. sposobem zachowania się pojazdów przejeżdżających przez skrzyżowanie 
w czasie, gdy zapalone jest zielone światło. Wykazano, że o stabilności 
systsmu decydują parametry i-tego zgłoszenia w okresie czynnym, gdy i— -1*».

W dotychczasowych rozważaniach zakładano, że implementacja regulaminu 
obsługi nie wiąże się z żadnymi stratami czasu pracy stanowiska obsługi. 
W praktyce założenie takie jest często niespełnione. I tak np. załóżmy, 
(COPP 78], że obsługa zgłoszenia polega na odczycie zbioru danych z pa­
mięci dyskowej o ruchomych głowicach. Na czas obsługi składa się więc
łącznia czas naprowadzenia głowicy na wymaganą ścieżkę (zależny od jej
poprzedniego położenia), czas rotacji i czas właściwej transaisji.

Praca własna związana z naprowadzeniem głowicy zależy więc od sekwen­
cji, w jakiej zgłoszenia są obsługiwane.
Również w 8ysteaach operacyjnych masrzyn cyfrowych zmiana realizowanego 
programu łączy się z wykonaniem pewnej pracy własnej. Przykładowo w £daYP 
73] podano, że maksymalny czas pracy własnej, związanej z przyjęciem przer­
wania priorytetowego i realizacją funkcji szeregowania zadań oraz wymu­
szeniem rozpoczęcia realizacji innego programu, w pewnym systemie opartym 
n8 nowoczesnym minikomputerze jest rzędu 300 cykli dostępu do pamięci ope­
racyjnej, a więc nie może być pominięty, «właszcza w stosunku do czasu 
trwania krótkich programów użytkowych (np. obsługi czujników pomiarowych).

Przy bardziej złożonych regułach szeregowania programów czas pracy
własnej może zależeć w sposób istotny od liczby zadań ubiegających się o 
czas procesora [bHAT 79b].

W dyskretnych procesach produkcyjnych często zachodzi potrzeba uwzględ­
nienia pracy własnej (wymiana elementów roboczych,, konserwacja bieżąca, 
zmiana nastaw) przy zmianie rodzaju produkcji lub wykonaniu pewnej partii 
wyrobów. Podobnie jak w zakresie obsługi właściwej, praca wła3na może być 
nieprzerywaIna bądź rzadziej przerywalna, a w tya drugim przypadku z za­
liczeniem pracy wykonanej do przerwania, bądź Jej powtórzeniem od początku.
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Literature w zakresie systemów obsługi uwzględniających różne typy 
ogłoszeń i pracę włesną, związaną ze zmianą typu obsługiwanego zgłoszenia, 
jest bogaty, szczególnie w zakresie regulaminów priorytetowych o stałych 
priorytetach (np. [SKIN 6.7] , [llEVE 6в], [SCHR 69] , [EISE 7l] , [MISZ 74], 
§IISZ 78], [WOLI. 8oJ , [NEUT 77] oraz [WOLI 76a] , [wOLI 78], w których, ja­
ko jedynych, rozpatrzono zbiór źródeł jednowymiarowych), regulaminów cy­
klicznych, zwanych też regulaminami o priorytetach przemiennych (np. [SYKE 
7 o] , [lIBU.72], [EISE 74] , [kOIH 74] s [SWAR 80] ) oraz regulaminów z po­
działem czasu (np. [KLEI 70], [wEGR 74], [ВНАТ 79Б] ).

Wielokrotnie rozpatrywane też (np. [GAVE 63] , [WOLI 76a] , [KREJ 80] ) 
pracę własną poprzedzającą pierwszą obsługę w każdym okresie czynny«, a 
wynikającą z konieczności prze prowadzenie "rozruchu" stanowiska obsługi, 
pray czym czas trwania tej pracy własnej może być [KREJ 80] zależny od 
czasu trwania ostatnieg« okresu bezczynnego. Przypadek ten jest zbliżony 
pod względem metod analizy oraz wyników do wzmiankowanego wyżej modelu z 
różnym od pozostałych rozkładem czasu obsługi pierwszego zgłoezeniaw każ­
dym okresie czynnym [wELC 64] .

Jależy podkreślić, iż praktycznie wszystkie wyniki uzyskane w tym za­
kresie dotyczą systemów jednokanałowych.

Nie dyskutując szczegółowo różnych, przyjmowanych w poszczególnych pra­
cach założeń, zwrócimy uwagę na zasadnicze skutki uwzględnienia pracy włas­
nej .

W systemach z regulaminami priorytetowymi, przerywalnymi uwzględnienie 
pracy własnej związanej z przerwaniem prowadzi z zasady do zmiany (a ściś­
lej - wzrostu) jednostkowego czasu obsługi przypadającego na pojedyncze 
zgłoszenie, ze wzrostem intensywności strumienia zgłoszeń, jako że ko­
nieczne jest wówczas wykonanie większej liczby przerwań.

Dla ilustracji przytoczono za [WOLI 76л] wyniki numeryczne obrazujące 
zmianę stopnia wykorzystania stanowiska obsługi, jednostkowego czasu ob­
sługi oraz średnich czasów oczekiwania w systemie priorytetowym, przy za­
łożeniu strumienia Foissona zgłoszeń napływających, czterech klas priory­
tetu, wykładniczego rozkładu czasu obsługi, stałego efektywnego stopnia 
wykorzystania stanowiska obsługi oraz stałej (nieprzerwalnej) pracy włas­
nej, związanej z przerwaniem obsługi, a także ze wznowieniem obsługi przer­
wanej (tebela 1.4).

Często spotykane założenie regularnego rozkładu t czasu pracy własnej 
jest oczywiście także pewnym uproszczeniem. Analizę wpływu zmienności 
czasu pracy własnej (m.in. w funkcji liczby zgłoszeń ubiegających się o 
obsługę) w przypadku systemu z podziałem czasu zawiera [ВНАТ 79В].

W związku ze specyfiką różnych regulaminów obsługi łączny czas poświę­
cony na pracę własną zmienia się z zasady przy zmianie regulaminu obsługi,

W wyniku tego zmieni® się też opłacalność stosowania różnych regulami­
nów obsługi w porównaniu z systemami konwencjonalnymi [SETC 72], oraz zmie­
niają się warunki stabilności. Przykładowo w [wOLI 76Aj wskazano, jak dro-

Tabela 1 .4

Wybrane charakterystyki systemu z regulaminem priorytetowym bezwzględnym 
i z uwzględnieniem czasu pracy własnej. Dane wg [WOLI 76A]

■— *0^2 C*] 0 2.5* 5* 104

•? (A) 0.600 0.620 0.640 0.684
Я1 = 0,234 <j*(ft) 2.560 2.650 2.740 2,920

Efltf.,) 0.141 0.196 0.254 0.383
S ty  - 0 ,6 e (*2) 1 .210 1.319 1.438 1.710

E(^3) 9.662 10.475 11.385 13.558
/

e (^4) 85.991 96.047 109.153 144.449

1J(A) 0.800 0.835 0.873 0.955
3V2 = 0,312 У*(Л) 2.560 2.680 2.800 3.060

EU.,) 0.200 0.278 0.363 0.558
5(A2) n 0.8 e (*2) 2.000 2.225 2.480 3.098

E(»3) 20.667 23.750 27.539 38.271
e(»4) 312.000 427.881 629.737 2331.910

Przyjęto strumień Poissona zgłoszeń o parametrze A, lmb Ag, zapewniającym
efektywny stopień wykorzystania stanowisk* obsłagi 2  (A.) =0T6",'ęs (^ )  =0.8. Zgłoszenia należą do i-tej klasy priorytetowej z prawdopodobieństwem p̂  
takim, że

¥
1=1 «2,3,4

Ap. -—

gdzie 1 - parametry rozkładu wykładniczego, określającego czas obsługi
^ 1 = 5 n 2 =* 25 £1*3 = 125 = 1.25, R0 - czaa pracy własnej przy przer­
wania i wznowieni» obsługi, wartości R określono przez podanie stosunku 
czasu pracy własnej do średniego czasu obsłagi «głoszeń dragiej klasy 
priorytetowej, wyrażonego w procentach.

gą zmniejszenia liczby przerwań priorytetowych można znacznie obniżyć sto­
pień wykorzystania stanowiska obsługi (zachowując stały stopień efektyw­
nego wykorzystania stanowiska obsługi), przy stosunkowo niewielkich mody­
fikacjach rozkładów czasów oczekiwania. Równocześnie uzyskuje się też 
zwiększenie wydajności granicznej systemu.

Unikające z uwzględnienia pracy własnej zjarWisko obniżania się wydaj­
ności systemu przy wzroście intensywności stramienia zgłoszeń budzi obec­
nie coraz większe zainteresowanie [SHOR 80], przy czym jego eliminacja
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wymaga z reguły wprowadzenia dynamicznych, zależnych od stanu regulaminów 
obsługi.

Rozpatrzmy często omawiany przypadek, w którym wyróżnia sie K-typów 
zgłoszeń i zakłada się, iż czas obsługi zgłoszeń i-tego typu i=1,2,...,K 
określa zmienna losowa b^, natomiast w przypadku, gdy po zgłoszeniu typu 
i obsługiwane ma być zgłoszenie typu j, niezbędna w tym celu praca własna 
zajmuje kanał obsługi na czas określony zmienną losową y. . (przypadek ta- 
ki odpowiada np. wzmiankowanemu wyżej trybowi korzystania z pamięci dy­
skowej i rozpatrywany był np. w [COFP 78], gdzie rczizerzono przedstawio­
ne w [MEUT 76] wyniki analizy regulaminu naturalnego, a także omówiono 
sposób określenia parametrów modelu dla, różnych rodzajów pamięci obroto­
wych). Drogą doboru regulaminu obsługi można znscznie zwiększyć wydajność 
graniczną takiego systemu, stąd stosowane eą różne regulaminy, np. wybór 
zgłoszenia, którego obsługa poprzedzona byłaby najmniejszą pracą własną 
(np. [KOWS75]).

W pracy [MARD 80] , niezależnie od omówienia dokładnej i przybliżonej 
metody analizy takich systemów, stwierdzono, że również w tym przypadku 
oczekiwanie na napłynięcie nowego zgłoszenia należącego do typu ostatnio 
obsługiwanego, mimo niepustej kolejki zawierającej zgłoszenia innych ty­
pów, może prowadzić do poprawy sprawności system«, mierzonej liniową fun­
kcją czasu oczekiwania zgłoszeń różnych typów.

Podobnie jak w przypadku systemów z czasem obsługi zależnym od czasu 
oczekiwania uwzględnienie pracy własnej sprawia, iż trudne jest wyznacze­
nie warunków stabilności systemu, które zależą w istotny sposób od stoso­
wanego regulaminu obsługi.

Wyaaga to na ogół kompletnego przeanalizowania rozpatrywanego regula­
minu obsługi, co w wielu przypadkach np. dynamicznej zmiany priorytetu, 
różnych od strumienia Poissona charakterystyk źródeł zgłoszeń w regulami­
nach priorytetowych itd. udało sie jak dotąd w bardzo ograniczonym zakre­
sie, nawet przy pominięciu istnienia pracy własnej.

Często podejmuje się próby uwzględnienia wpływu pracy własnej w sposób 
przybliżony, np. zakładając zależność mocy stanowiska obsługi od liczby 
zgłoszeń w systemie. Zwiększenie zaabsorbowania stanowiska obsługi pracą 
własną przy dużej liczbie zgłoszeń w systemie «edeluje się więc jako 
zmniejszenie efektywnej mocy stanowiska obsługi, co prowadzi do rozpatry­
wania łatwiejszej do analizj, omawianej wcześniej klasy systemów masowej 
obsługi [PUJO 80a] , [sHOR 80] .

Wszystkie omawiane dotąd niekonwencjonalne systemy masowej obsługi ce­
chowały 3ie tyra, że zakończenie obsługi ostatniego zgłoszenia w danym o- 
kresie czynnym powodowało przejście kanału obsługi do stanu bezczynności, 
natomiast bezczynny kanał obsługi mógł rozpocząć obsługę zgłoszenia (lub 
przynajmniej poprzedzający ją rozruch) w dowolnym momencie, a także tym, 
ie obsługa zgłoszenia mogła być przerwana jedynie w celu podjęcia obsługi 
innego zgłoszenia.

W praktyce częste są przypadki występowania okresów, w których stano­
wisko obsługi jest niedostępne.
Wyróżnimy tu trzy zasadnicze warianty:
i) Sytuacjj, gdy okresy niedostępności występują wyłącznie po zakończe­

niu obsługi zgłoszenia i wiążą się na przykład z koniecznością wyko­
nania konserwacji stanowiska obsługi, jego testowania czy też uzu­
pełnienia materiałów eksploatacyjnych. Możemy też mieć do czynienie 
z sytuacją, gdy przerwanie bezczynności stanowiska obsługi możliwe 
jest tylko w pewnych, określonych chwilach czasu, przy czym odstępy 
między tymi chwilami mogą być - ogólnie rzecz biorąc - określone ja­
ko zmienne losowe. Takie modele zostały dość dokładnie przebadane 
[SKIN 67] , [gele 80a] .

ii) Sytuację, gdy chwile rozpoczynania obsługi kolejnych zgłoszeń są 
ściśle określone i następują po sobie w stałych odstępach (tzw. pra­
ca synchronizowana).
Z takimi przypadkami mamy do czynienia w przypadku transmisji infor­
macji w sieciach komputerowych [KOBA 77] lub modelowania taśmy pro­
dukcyjnej poruszającej się z określonym taktea [bUXE 73]. 
Rozpatrywanie takich aytuacji prowadzi do specjalnego działu tzw. 
dyskretnej teorii masowej obsługi (patrz np. [MEIS 58], [KOBA 77]), 
którego omawianie wykracza poza rany niniejszej pracy,

iii) Sytuację, gdy okres niedostępności może się rozpocząć w dowolnym ao- 
mencie okresu czynnego (wymagając przerwania obsługi aktualnie reali­
zowanej), ewentualnie również w dowolnym momencie okresu bezczynnego. 
Teki przypadek może być np. wynikiem awarii kanału obsługi. Modele 
uwzględniające strumień takich nieprzewidzianych przerw w działaniu 
stanowiska obsługi są z reguły pod względem formalnym identyczne z 
systemami priorytetowymi, w których na najwyższym stopniu priorytetu 
wprowadza się dodatkowy strumień zgłoszeń reprezentujących takie 
przerwy. Hależy jednak podkreślić, iż przy aktualny« rozwoju teorii 
priorytetowych regulaminów obsługi przyjęcie strumieni zgłoszeń róż­
nych od strusieni Poissona natrafia na spore trudności.

Jeszcze bardziej złożone w analizie są przypadki, gdy przerwa w pracy 
stanowiska obsługi wymaga, po jej zakończeniu, ponownego wykonania nie 
tylko obsługi przerwanej, ale być może także pewnej liczby obsług wcześ­
niejszych. Klasyczny« przykładem są tu bazy danych w systemach czasu rze­
czywistego, modyfikowane po przetworzeniu, kolejnych transakcji (obsłudze 
kolejnego zgłoszenia). W przypadku.awarii sprzętu cała zawartość bazy mo­
głaby ulec zniszczeniu, co jest niedopuszczalne ze względów funkcjonal­
nych. Dlatego też przeprowadza się w-pewnych ostępach czasu kopiowanie 
zawartości bazy danyph oraz rejestrowanie wszystkich transakcji przetwo­
rzonych od ostatniego kopiowania. W przypadku wykrycis awarii następuje 
rekonfiguracja systemu, odtworzenie stanu bazy danych, polegające na od­
czytaniu, jej stanu w chwili ostatniego kopiowania i ponowne przetworzenie



- 48 -

wszystkich transakcji od ostatniego kopiowania do momentu awarii. Oczywi­
ście zarówno kopiowanie, jak i odtwarzanie stanowią okresy, gdy stanowi­
sko obsługi jest wyłączone z normalnego działania, przy czym czas odtwa­
rzania zależy też od liczby transakcji przetworzonych między momentem ko- 
.piowsnia i momentem wystąpienia awarii. Analizę takiego przypadku prze­
prowadzono w [GELE 79] , inne modele związane z poruszonym tu problemem 
omawiano też np. w [CHAN 75c] , [BACE 79] , (j)UDA 8l] .

W oparciu o omówione przypadki niekonwencjonalnych systemów obsłmgi mo­
żemy bardziej precyzyjnie określić wprowadzone na wstępie niniejszego roz­
działu pojecie stanu przygotowywania stanowiska obsługi. Jak widzimy, przy­
gotowywanie to może polegać na oczekiwaniu na napłyniecie zgłoszeń wybra­
nego typu, pracy własnej związanej z implementacją regulaminu obsługi (czy 
też zmiana typu zgłoszenia) bądź też okresowej niedostępności stanowiska 
obsługi.
d) Podsumowani o

Własności omawianych systemów obsługi uzasadniają ich podział na czte­
ry grupy*

i) Systemy, w których dopuszcza sie zależności losowe miedzy elementami 
ciągów {e*} oraz j ^ J .  Wszystkie przypsdki należące do tej grupy ce­
chuje podobny jak w systemach konwencjonalnych warunek stabilności 
(różnice występują tylko w granicznych przypadkach, gdy ‘ = 1),
różna mogą być natomiast wartości charakterystyk,

ii) Systemy, w których na skutek ograniczeń (w trybie generacji zgłoszeń, 
długości kolejki, czy też czasu oczekiwania) niemożliwa jest niesta­
bilność. Przypadek ten różni się zasadniczo pod względem własności 
od systemów konwencjonalnych,

iii) Systemy, w których możliwa jest niestabilność, przy czym warunki 
stabilności zaletą ogólnie rzecz biorąc od regulaminu obaługi.

iv) Systemy, które nie osiągsją nigdy stacjonamnga stanu granicznego.
Przypadek !▼) wymaga stosowania metod analizy właściwych stanem nie­

ustalonym. Przypadki i) oraz ii) pozwalają na rozpatrywanie systemu, któ­
rego stabilność (bądź - być mote - substabilność) jest udowodniona, tak 
więc możliwe jest, w przypadku braku rozwiązań analitycznych, odwołanie 
się do modelowania cyfrowego (jakkolwiek np. w [NEUT 78a] zwrócono uwagę 
na praktyczną nierealność stosowania tej metody w odniesieniu do systemów 
z parametrami zmiennymi w czasie i czasowymi przeciążeniami, ze względu 
na bardzo duże wartości wariancji charakterystyk, przekraczające wielo­
krotnie wartość oczekiwany)

Najwięcej trudności sprawiają z re7g^ły systemy należące do trzeciej 
grupy, ze względu na brak ogólnych metod pozwalających na określenie wa­
runków ich stabilności przy różnych regulaminach obsługi, co w znacznym 
stopniu ogranicza możliwość wykorzystania nawot metod symulacyjnych. Przed­
miotem rozważań przedstawionych w rozdziałach II i III będzie typowy - 
-„■leżący do tej klasy - system z ozasem obsługi zależnym od czasu oczeki­
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wania, przy czym niektóre metody przedstawione w rozdziale III mogą zna­
leźć również szersze zastosowanie.

W związku z trudnościami występującymi przy analizie niekonwencjonal­
nych systemów masowej obsługi większość dotąd przeprowadzonych badań o- 
granicze się do przypadku jednokanałowego. Nawet jednak i w tym zakresie, 
jak to wynika z przedstawionego omówienia, uzyskane wyniki są jedynie 
fragmentaryczne i pozwalają na ogół określić wyłącznie ogólne własności 
różnych rozpatrywanych przypadkó7. Stąd istnieje wyraźna potrzeba dal­
szych prac w tym zakresie, a szczególnie prac dotyczących metodyki bada­
nia pewnych klas systemów niekonwencjonalnych, a nie tylko wybranych, spe­
cyficznych przypsdków charakteryzujących się na przykład specjalną posta­
cią zależności losowej czy też rozkładów.

1.2. Systemy wielostanowiskowe 1
Omawiane dotąd jednostanowiskowe systomy obsługi nie są wystarczającym 

narzędziem dla modelowania bardziej złożonych procesów w których zgłosze­
nie wymaga kolejno obsługi na stanowiskach różnego typu (i to być może 
wielokrotnie). I tak na przykład modelując działanie systemu komputerowe­
go można - w dużym uproszczeniu - przyjmować, iż jedynym stanowiskiem ob­
sługi jest procesor liczący, zaniedbując przy tym ograniczenia wynikające 
z dostępu do innych zasobów (pamięć operacyjna, pamięci zewnętrzne, urzą­
dzenia wejścia-wyjścia). Znacznie precyzyjniej odtwarza sie jednak własno­
ści takiego systemu używając modelu w postaci wielu stanowisk obsługi 
różnego typu, między którymi krążą zgłoszenia reprezentujące poszczególne 
procesy obliczeniowe.

Na rys. I.3o przedstawiono schematycznie sieć II stanowisk obsługi, w 
której zgłoszenie napływające ze źródła zgłoszeń kieruje się z prawdopo­
dobieństwem p# ^ do i-tego stanowiska obsługi, a następnie odpowiednio z 
prawdopodobieństwem pij , j»1,2,..., U kieruje się do następnego stanowi­
ska obsługi (w tym, być może, do stanowiska i-tego, które właśnie opuści­
ło) bądź też z prawdopodobieństwem pi jj+1 opuszcza system.

Oznaczenie źródła zgłoszeń jako stanowiska obsługi z numerem "0" nie 
Jest wyłącznie pewną konwencją notacyjną, ale kryje w sobie głębszy sens. 
Łatwo sprawdzić, że każde źródło zgłoszeń można potraktować jako strumień 
wyjściowy pewnego, odpowiednio dobranego stanowiska obsługi. W szczegól­
ności zgłoszenia, których odstępy określone są niezależnymi zmiennymi lo­
sowymi o dystrybuancie A(x), stanowią strumień wyjściowy jednokanałowego 
systemu obsługi, z nigdy nie pustym buforem i czasami obsługi w postaci 
niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie A(x). Taką sieć stanowisk 
obsługi nazywać będziemy siecią otwartą. Gdyby, zachowując identyczną 
strukturę przepływów zgłoszeń wewnątrz sieci, przyjąć, iż źródło ma zero­
wą intensywność generacji zgłoszeń i Jj+1 = oj, wówczas mó­
wilibyśmy o zamkniętej sieci stanowisk obsługi, w której krąży pewna lios- 
ba N zgłoszeń.
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Rys. 1.3. Schematy sieci stanowisk obsługi
-) sieć dowolna, b) sieć acykliczne, c) wieloetapowy system obsługi, d) 

postać pojedynczego węzła sieci
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Na rys. I.3b oraz I.3c przedstawiono pewne szczególne przypadki sieci 
stanowisk obsługi, wyróżniające się specyficznymi regułami przepływu zgło­
szeń. W sieciach acyklicznych (rys. I.3b) zgłoszenie może w cza­
sie pobytu w sieci tylko jeden raz być obsługiwane na którymkolwiek ze 
stanowisk obsługi.

W wieloetapowych systemach obsługi (rys. I.3c) każde zgłoszenie musi 
zostać obsłużone (tylko jeden raz) na każdym ze stanowisk obsługi i to w 
ściśle określonej kolejności. Jeśli wszystkie stanowiska obsługi są jed­
nokanałowe, to system nazywamy pojedynczym. Systemy takie, będące naj­
prostszym przypadkiem sieci stanowisk obsługi, mają duże znaczenie prak­
tyczne, w szczególności dla modelowania linii produkcyjnych [BUXE 73] o- 
raz transmisji informacji w sieciach komputerowych [KLEI 76] .

Jak to zaznaczono na rys. I.3d, każde rozpatrywane w ramach sieci sta­
nowisko obsługi aa strukturę identyczną jak stanowisko obsługi rozpa­
trywane w poprzednim punkcie (porównaj rys. 1.1) i jest poprzedzone bufo­
rem Si o pewnej, skończonej lub nieskończonej pojemności J.. Stanowisko 
obsługi wraz z buforem S^ będziemy nazywali węzłem sieci i oznaczali 

W dalszych rozważaniach ograniczymy się do przypadku, gdy wszystkie 
stanowiska obsługi są jednorodne. Tak więc pozostają ważne wszystkie wpro­
wadzona w punkcie 1.1 oznaczenia, przy czym dla prawidłowego rozróżnienia 
będziemy oznaczenia parametrów węzła sieci Yi uzupełniać indeksem "i" (np. 
B^(x) oznaczać będzie dystrybuantę czasu obsługi w dowolnya kanale stano­
wiska obsługi Stj., c^ - oznaczać będzie łączną moc wszystkich kanałów ob­
sługi stanowiska X^, natomiast ul-1 oznaczać będzie czas oczekiwania zgło­
szenia ̂  na rozpoczęcie obsługi w stanowisku obsługi Jt̂ ).

Dla oceny efektywności działania sieci stanowisk obsługi używać bę­
dziemy, w odniesieniu do każdego z nich, charakterystyk wprowadzonych w 
punkcie 1.1.
W szczególności będziemy mówili, że sieć stanowisk obsługi jest niesta­
bilna, jeśli relacja (1.13) jest niespełniona w odniesieniu do czasu ocze­
kiwania na przynajmniej jednym stanowisku obsługi.

Sieć stanowisk obsługi nazywać będziemy siecią konwencjonalną, gdy każ­
de ze stanowisk obsługi spełnia warunki wymienione w punkcie 1.1.1 a więc: 
i) posiada stałą móc, 
ii) czasy obsługi kolejnych zgłoszeń są ciągiem zmiennych losowych o 

identycznych rozkładach i skończonej wartości oczekiwanej, 
iii) zgłoszenia obsługiwane są zgodnie z regulaminem zachowującym pracę, 
iv) bufor poprzedzający stanowisko obsługi ®a nieograniczoną pojemność 
oraz gdy zgłoszenia napływają do systemu (w przypadku sieci otwartych) w 
chwilach czasu, których odstępy są niezależnymi znlennyei losowymi o jed­
nakowych rozkładach.

Biorąc pod uwag® duży dorobek w zakresie analizy systetsów jednostano­
wiskowych, w sposób naturalny nasuwa się pytanie czy i w jakim zakresie 
możliwe jest oddzielne rozpatrywanie poszczególnych węzłów sieci, z u-
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względnieniem ich powiązań z innymi węzłami sieci wyłącznie -poprzez odpo­
wiednie zdefiniowanie strumienia zgłoszeń napływających do tych wydzielo­
nych węzłów.

Na przykład wprost z rys. I.3c widać, że o ile tylko wszystkie bufory 
w systemie wieloetapowy» mają nieograniczoną pojemność, to na pracę do­
wolnego węzła Y.̂ nie mają wpływu procesy zachodzące v węzłach Yi+1 .¥i+2> 

a procesy zachodzące w węzłach Y1 , Yg, . . ., Yi_1 oddziaływują wy­
łącznie poprzez postać strumienia zgłoszeń napływających do węzła Yi# Aby 
orzec czy postać tego strumienia zgłoszeń umożliwia analizę pracy stano­
wiska, konieczne jest zbadanie własności strumieni zgłoszeń opuszczają­
cych jednostanowiskowe systemy obsługi.

Liczne prace z tego zakresu zostały obszernie omówione w [BURK 72], 
[daLE 76], [MELA 79], [LABE 79A]. Niektóre najważniejsze wyniki charakte­
ryzujące własności strumieni wyjściowych przedstawimy poniżej jako punkt 
wyjścia do omówienia metody analizy sieci stanowisk obsługi.

Jakkolwiek pierwsze prace w zakresie snalizy sieci stanowisk obsługi 
opublikowane zostały dopiero w latach 1954-1956 to jednak tematyka ta 
wzbudziła ogromne zainteresowanie szczególnie w latach siedemdziesiątych 
i posiada już obecnie bardzo bogatą literaturę.

W zakresie konwencjonalnych sieci stanowisk obsługi (a także pewnych 
ich modyfikacji) uzyskano cenne wyniki umożliwiające ich analityczne roz­
patrywanie zarówno przy użyciu metod ścisłych, jak i przybliżonych. Omó­
wienie dorobku tych prac można znaleźć w opracowaniach przeglądowych(CHAH 
78] , [DISN 75] , [LEMO 77] , [PUJO 80b], i fragmentach nowych monografii o 
szerszym profilu [ KLEI 76], [KOBA 79], [GELE 80a] . Ukazała się też pierw­
sza monografia poświęcona wyłącznie problematyce sieci stanowisk obsługi 
[GELE 80B] .

W pracach tych, a także [KLEI 76] , [KOBA 77] , [«OH 78] wskazywano wie­
lokrotnie, iż realia modelowanych procesów wymagają naruszenia założeń de­
finiujących konwencjonalno aieci stanowisk obsługi.

Poniżej podana zostanie jedynie krótka charakterystyka rodziny konwen­
cjonalnych sieci stanowisk obsługi, dla których aktualnie dostępne są do­
kładne rozwiązania analityczne, (ze wskazaniem efektywnych metod analizy 
oraz perspektyw uogólnienia tych wyników), a następnie przedyskutowane 
zostaną, znacznie słabiej rozpoznane, własności i metody analizy niekon­
wencjonalnych sieci stanowisk obsługi.

Potraktujemy stanowisko obsługi jako układ transformujący strumień 
zgłoszeń napływających ze źródła na, ogólnie "rzecz biorąc, różny od niego 
strumień wyjściowy. Strumienie zgłoszeń, w których odstępy między kolej­
nymi zgłoszeniami stanowią niezależne zmienne losowe o jednakowych roz­
kładach, nazywane są strumieniami odnowień.

Ponieważ (z nielicznymi, omówionymi w punkcie 1.1.3 wyjątkami) możli­
wości analitycznego badania systemów obsługi ograniczają sie do takich 
strumieni zgłoszeń, będziemy w pierwszym rzędzie zainteresowani określe­

- 53 -

niem klasy stanowisk obsługi transformujących (pxzy pracy w stacjonarnym 
stanie granicznym) wejściowy strumień odnowień w strumień odnowień, o być 
noże różnym rozkładzie odstępów między zgłoszeniami, czyli klasą stano­
wisk obsługi posiadających tzw. własności Ю— - B. Podzbiór tej klasy sta­
nowią stanowiska obsługi posiadające tzw. własność Ш —  M, polegającą na 
transformowaniu strumienia Poissona w strumień Poissona. W stacjonarnym 
stanie graniczny« intensywność strumienia wyjściowego i wejściowego muszą 
być oczywiści^ równe.

Rozpatrzmy na początek systemy obsługi z buforem o nieograniczonej po­
jemności.

W [BURK 56] udowodniono, że strumień wyjściowy systemu M/M/n jest stru- 
uieniem Poissona oraz że stan tego systemu w dowolnej chwili tQ jest nie­
zależny losowo od postaci strumienia wyjściowego w czasie t <  tQ. Własno­
ści te noszą nazwę twierdzenia o strumieniu wyjściowym. Tę samą własność 
posiadają też ([HADI 72]) systemy M/M/1 z mocą stanowiska obsługi zależną 
od liczby zgłoszeń w systemie. W [FIHC 59B] wykazano, iż strumień zgło­
szeń opuszczających system M/GI/1 jest strumieniem odnowień wyłącznie w 
przypadku, gdy G « M, w przeciwnym razie strumień ten jeat skorelowany. 
Podobnie dla systemów GI/M/1 wykezano ( [DALE 68]), ii warunkiem koniecz­
nym i wystarczającym, aby strumień wyjściowy był strumieniem odnowień 
jest, aby GI= M.
W systemie OI/M/1 (GI Ц.Ю, przy dowolnym rozkładzie odstępów między nad­
chodzącymi zgłoszeniami, posiadającym dystrybuant® A(x) na to, aby odstę­
py między zgłoszeniami opuszczającymi system były nieskorelowane potrzeba 
i wystarcza spełnienie równości:

ЛЕ(Ь) =(3,

gdzie jest jedynym, leżącym w przedziale [0 ,1) rozwiązaniem równania 

cT= a[{Ł(1 -£)] , )Ji= [E(b)]~1.

Mimo iż dowodu takiego stwierdzenia dotąd nie przeprowadzono, powszech­
nie uważa się, iż jedynym systemem typu GI/GI/1 posiadającym własność 
OR—  E jest system M/M/1 (cechujący się silniejszą własnością M —  M).

Strumieniem Poissona jest również strumień wyjściowy systemu M/GI/°« 
[MIRA 63], [»EWĘ 66]. W tym przypadku strumień wyjściowy pozostaje stru­
mieniem Poissona, ale o parametrze zmiennym w czasie, jeśli rozpatrywany 
jest stan nieustalony bądź strumień wejściowy posiada intensywność zmien­
ną w czasie.

Wymienione wyżej rezultaty dotyczyły naturalnego regulaminu obsługi 
względnie dowolnego innego regulaminu obsługi, nie uwzględniającego rze­
czywistego zapotrzebowania indywidualnych zgłoszeń na obsługę.
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Muntz [MUNT 7 2] udowodnił, iż własnością M-*- M charakteryzują się 
również systemy M/K^/1 z dwoma specjalnymi regulaminami obsługi, a miano­
wicie :
i) PS - regulaminem z podziałem procesora (będącym granicznym przypad­

kiem regulaminu cyklicznego z podziałem czasu, przy wielkości kwantu 
dążącej do zera [KLEI 76]).

ii) PLIFO - regulaminem z priorytetem bezwzględnym, przerywającym, przy­
znawanym każdorazowo zgłoszeniu, które ostatnie napłynęło do systemu.

W oparciu o wprowadzone w (CHAN 72B] pojęcie równowagi lokalnej (o rów­
nowadze lokalnej mówiły wówczas, gdy intensywność strumieni zdarzeń wy­
prowadzających stanowisko obsługi z dowolnego stanu równa jest intensyw­
ności strumieni zdarzeń przeprowadzających je do tego stanu; definicja 
stanu noże być przy tym różna w zależności od regulaminu obsługi i roz­
kładu czasów obsługi - patrz np. [BASK 75]) oraz podany w [MUNT 72] do­
wód, iż zachowanie przez stanowisko obsługi równowagi lokalnej jest wa­
runkiem wystarczającym, aby rozpatrywane stanowisko obsługi posiadało 
własność 84—  № można było w ostatnich latach rozszerzyć klasę regula­
minów obsługi, które mogą posiadać tę własność przy różnych od wykładni­
czego rozkładach czasów obsługi.

V (CHAN 77] udowodniono, że własność M —  M posiadają wszystkie regu­
laminy obsługi charakteryzujące się tzw. "równowagą stanowiska", tj. ta­
kie, w których stopień, w jakim zgłoszenie zajmujące pewną pozycje w ko­
lejce angażuje moc stanowiska obsługi, jest proporcjonalny do prawdopodo­
bieństwa napłynięcia zgłoszenia na tę pozycje (uwaga: każdy regulamin po­
siadający tę własność cechuje się natychmiastowym rozpoczęciem obsługi 
nowo nadchodzącego*zgłoszenia) i to dla dowolnych rozkładów czasów obsłu­
gi o różniczkowalnych dystrybuantach.

w[NOET 79] wprowadzono natomiast rodzinę regulaminów obsługi LBPS (któ­
rych nie będziemy tu szczegółowo opisywać) dowodząc, że posiadają one 
własność II-“ U dla dowolnych rozkładów czasów obsługi oraz iż w pewnej 
ogólnej klasie tzw. symetrycznych regulaminów obsługi warunkiem koniecz­
nym posiadania własności M—  M dla rozkładów czasów obsługi różnych od 
wykładniczego jest przynależność do tej rodziny.

Prace te mają istotne znaczenie teoretyczne, jak to się uwidoczni wy­
raźnie w dalszych rozważaniach, nie rozszerzają jednak zbioru regulaminów 
obsługi posiadających własność M—  U o regulaminy mające istotne zna­
czenie praktyczne.

We wszystkich omawianych wyżej przypadkach zakładano nieograniczoną 
pojemność bufora związanego z rozpatrywanym stanowiskiem obsługi. Omówimy 
obecnie niektóre interesujące warianty stanowisk z ograniczoną pojemno­
ścią bufora.

Uogólniając rezultaty jj?INC 59B] , [blSN 73] wykazano, że jedynymi sy­
stemami typu M/G/1/L, przy L <c i niezerowych czasach obsługi, posiada­
jącymi własność IR-»IR są systemy M/G/1/1 (a więc o zerowej pojemności

*
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bufora) oraz systemy M/D/1/2 (e więc o pojemności bufora równej jedności). 
Należy podkreślić, iż w obu przypadkach odstępy miedzy zgłoszeniami w 
strumieniu wyjściowym mają rozkład różny od wykładniczego.

Strumieniem Poissona jest natomiast łączny strumień zgłoszeń obsłużo­
nych oraz traconych w systemach typu M/GI/n/n{ własność ta pozostaje w 
mocy również dla niektórych systemów M/M/n o nieograniczonych buforach ze 
stratami zgłoszeń wynikającymi z ograniczonego czasu oczekiwania w kolej­
ce bądź niezerowego prawdopodobieństwa niedołączenia zgłoszenia do kolej­
ki (omówienie wyników takich prac zawiera [DALE 76]).

Dla uzupełnienia należy dodać, że jak to zauważono w [LABE 79], włas­
nością M —  M mogą cechować się również systemy obsługi, w których czasy 
kolejnych obsług nie są niezależnymi zmiennymi losowymi o identycznych 
rozkładach.

Przykładem może być jednokanałowy system obsługi równoważny systemowi 
przedstawionemu na rys. 1.3, który posiadałby własność M —  Ы (z defini­
cji) i różny od wykładniczego rozkład czasu obsługi (a więc na mocy wy­
żej cytowanych twierdzeń czasy obsługi nie mogą być zmiennymi losowymi 
niezależnymi o identycznych rozkładach).

Wielu aatorów podejmowało problematykę określenia rozkładów odstępów 
miedzy zgłoszeniami, e także wartości współczynników korelacji, charakte­
ryzujących strumienie wyjściowe nie będące strumieniami odnowień. Nie re­
lacjonując wyników w zakresie określania zależności prowadzących do wy­
znaczenia rozkładów odstępów między zgłoszeniami opuszczającymi system, 
ani też wyznaczania współczynników korelacji, których omówienie zawierają 
cytowane prace przeglądowe (odnośnie do systemów jednokanałowych patrz 
też [COHE 69] 5 nowsze wyniki zmwierają też prace [PACK 75] w zakresie sy­
stemów M/D/1 , [PACK 77] w zakresie D/M/1, [DISN 7б] w zakresie systemów 
M/GI/ 1  oraz [PACK 78^ w zakresie systemów wielokanałowych), przytoczymy 
tu dla ilustracji charakteryetyezny rezmltat. Otóż w odniesieniu do sy­
stemów typu M/GI/1 o ustalonej wartości oczekiwanej czasu obsługi maksy­
malna wartość współczynnika autokorelacji odstępów między zgłoszeniami w 
strumieniu wyjściowym osiągana jest w przypadku, gdy GI = D i wynosi oko­
ło 0.18.

1.2.1. S i e c i  k o n w e n c j o n a l n y c h  s t a n o w i s k
o b s ł u g i

Omówione własności strumieni wyjściowych posłużą nam obecnie do scha­
rakteryzowania analitycznych rozwiązań szerokiej klasy cdeci stanowisk ob­
sługi.
Rozpatrzmy na wstępie dwuetapowy system obsługi z jednokanałowymi stano­
wiskami o stałej mocy, przedstawiony na rys. 1.4.

Stan takiego systemu określa w każdym momencie jednoznacznie wartość 
Pt(x-| ,x2»t) prawdopodobieństw« tego, że w chwili t w węźle У, znajduje 
się i,, zgłoszeń, hatomiast w węźle Yg znajduje eie x2 zgłeezeń.
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Rys. 1.4. Prosty, dwuetapowy system obsługi ze zgłoszeniami napływającymi strumieniem Poissona i wykładniczymi rozkładami czasów obsługi

W pracy [JACK 54] udowodniono naturalny w świetlfe własności strumienia 
wyjściowego stanowiska M/M/ 1  fakt, że przy ■in(̂ l1 ,Jt2) w stacjonarnym 
stanie granicznym zachodzit

U - P t(xi;*2,t) » P(x1fx2) - Pl(x1)P2(x2) = (1 - ^ ) ( ^ )  '(I - £><j|> 2.

x1,x2 ■ 0,1|*ii (1.2.1)

8 więc nrawdopodobieństwa tego, że w węźle Yi znajduje się x^ zno­
szeń ( - 1,2) są niezależna i określane wg zależności obowiązujących dla
węzłów Y1, Yj w izolacji, rozpatrywanych jako oddzielne systemy M/M/1.

0 ile w taki prosty sposób można wyznaczyć stan rozpatrywanego systemu, 
to znacznie większe trudności nastręcza próba określenia charakterystyk 
związanych z przebiegiem obsługi indywidualnego zgłoszenia. Niezależność 
stanów poszczególnych stanowisk obsługi nie implikuje bowiem bezpośrednio 
niezależności innych zmiennych opisujących proces obsługi, np. dowodzi się 
[BURK 64] , żo czasy oczekiwania zgłoszenia w buforach i są zależne 
losowo.

Ha rys. 1.5 przytoczono w ślad za [KRAM 75] schemat przedstawiający za­
leżności losowe różnych zmiennych losowych, opisujących proces obsługi 
zgłoszeń w systemie obsługi przedstawionym na rys. 1.4 (podane relacje po­
zostają w mocy równioż dla wielokanałowych stanowisk obsługi). Cytowana 
praca zawiera też interesujące wywody dotyczące możliwości wnioskowania o 
sposobie obsługi zgłoszenia w węźle Y2 (z wielokanałowym stanowiskiem ob­
sługi), przy różnym poziomie informacji o historii pobytu zgłoszenia w 
jednokanałowym węźle Y.,.

Wspomniane zależności losowa tłumaczą podany wyżej fakt, ża równoważny 
wieloetapowemu systemowi obsługi przedstawionemu na rys. 1.3 system typu 
M/G/1 (w którym na caas obsługi składałby się csas obsługi na stanowisku 
i&l, czas oczekiwania w buforze S2 oraz czas obBługi na stanowisku ^ ) .  
cechowałby sig czasami obsługi nie będącymi niezależnymi zmiennymi loso­
wymi o jednakowych rozkładach.

Przechodząc do omówienia bardziej złożonych sieci stanowisk obsługi 
należy podkreślić, iż analityczne określenie rozkładu prawdopodobieństw 
poszczególnych stanów sieci jest możliwe w zasadzie wyłącznie tam, gdzie
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Rys. 1.5. Schemat zależności losowych różnych charakterystyk systemu ob­sługi przedstawionego na rys. 1.4 (wg [KRAM 75J)
- czasy obsługi, oczekiwania i pobytu zgłoszeń w Y^, x^ w ~ licz­

ba zgłoszeń, które zastaje zgłoszenie testowe, x.j c - liczba zgłoszeń po­
zostawiona przez zgłoszenie testowe w chwili opuszczenia węzła Y.,, s^ - 
sekwencja chwil zakończenia obsługi w węźle Y1 przez zgłoszenia obsługi­

wane przed zgłoszeniem testowym

prawdopodobieństwa te mają specyficzną, tak zwaną iloczynową postać typu:

^(^.^•••••fM5 ” *‘t1(£f1)'<,2(f?2) (1.2.2)

gdzieś - wektory stanu poszczególnych węzłów, ' jako że przy złożonych 
regulaminach obsługi oraz różnych od wykładniczego rozkładach czasów ob­
sługi stan węzła nie daje się z reguły scharakteryzować wyłącznie przez 
podanie liczby zgłoszeń znajdujących się w danym węźle; - funkcje,
których dziedziną są wektory stanu, natomiast K jest stałą normalizacyjną.

Korzystając z omówionych wcześniej własności strumieni wyjściowych moż­
na wprost stwierdzić, że w systemach wieloetapowych, a także w sieciach 
acyklicznych, złożonych wyłącznie ze stanowisk charakteryzujących się 
własnością 11-"- JK, w których wszystkie źródła generują Eoissonowskie stru­
mienie zgłoszeń, również wszystkie strumienie zgłoszeń wewnątrz sieci są 
niezależnymi losowo strumieniami Poissona, o ile tylko dla każdego stano­
wiska obsługi, rozpatrywanego oddzielnie, spełniony jest warunek stabil­
ności.



r
Wynika stąd wprost niezależność stanów poszczególnych węzłów i możli­

wość uzyskania rozwiązań o postaci iloczynowej.
Bardziej złożona jest natomiast sytuacja w przypadku dowolnych sieci

stanowisk obsługi. Posługując się oznaczenia»! z rys. 1.2 można sformuło­
wać układ równań

M
fti = ̂  poi + ]^Lj'®jpji’ (1.2.3)

3-1

określający, dla sieci otwartej, intensywność,}. strumieni zgłoszeń w wę­
złach Y^, i * 1,2,... M albo, dla sieci zamkniętej, względne częstości po­
bytu zgłoszeń w węzłach Yi 5 nie można natomiast bezpośrednio określić cha­
rakteru tych strumieni.

Jackson [JACK 57j wykazał, że również w przypadku dowolnej struktury 
połączeń w sieci otwartej ze stanowiskami typu M/M/n obowiązuje iloczyno­
wa postać rozwiązań (pod warunkiem zapewnienia stabilności każdego ze sta­
nowisk) .
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Rys. 1.6. Schemat systemu masowej obsługi ze sprzężeniem zwrotnym

Własność ta jest zaskakująca w świetle wyników badań własności stru­
mieni wewnętrznych w takiej sieci. I tak w pracy (Ż.ABE 79A] badając pro- 
sty system przedstawiony na rya. 1.6 wykazano, że aczkolwiek strumienie 
napływający i wypływający są strumieniami Poissona, to jednak strumień
wejściowy oraz strumień wyjściowy charakteryzują się hiperwykładniczymi 
rozkładami odstępów między zgłoszeniami. Co więcej, wykazano, że zarówno 
strumień wyjściowy [POLE 77], jak i strumień recyrkulacji [LABĘ 79B] nie 
są strumieniami odnowień.

W [BEUT 78] , [MELA 79] wykazano, iż w sieci stanowisk obsługi typu 
M/M/n wyłącznie strumienie zgłoszeń opuszczających sieć oraz strumienie 
nie zawierające zgłoszeń "recyrkulujących" są strumieniami Poissona, co 
dowodzi, iż taka właśnie postać strumieni wewnętrznych w sieci nie jest
warunkiem konieczny* iloczynowej postaci rozwiązań.
Z kolei w [JACK 63], [GORD 67] wykazano, iż iloczynową postacią rozwiązań
charakteryzują się również zamknięte sieci stanowisk obsługi typu M/M/n.

W ostatnim dziesięcioleciu wiele wysiłku poświęcono na określenie: wa­
runków, przy których możliwe jest uzyskanie iloczynowej postmoi rozwiązań 
w sieciach stanowisk obsługi, własności tych rozwiązań oraz metod efek­
tywnego ich uzyskiwania.

Szczególnie istotne były próby rozbudowy rodziny dopuszczalnych regu­
laminów obsługi, rozkładów czasów obsługi oraz podziału zgłoszeń na klasy, 
co znacznie rozszerzyło klasę modelowanych reguł przepływu zgłoszeń. Wy­
mienić tu należy pracę [BASK 75] , gdzie udowodniono iloczynową postać roz­
wiązań dla sieci otwartych, zamkniętych oraz mieszanych (tj. otwartych 
dla pewnych klas zgłoszeń i zamkniętych dla innych) z węzłami typu * /K^/<*> 
•/Kj/l/^yPS, ’/K-^/l/^yPLIPO oraz ’/M/1 /o^PIFO (to ostatnie z mocą stanowi­
ska obsługi zależną od liczby zgłitf̂ zeń w węźle, a więc można w ten spoaób 
modelować też przypadek wielokanałowy). Autorzy założyli, iż zgłoszenia 
napływają strumieniami Poissona i należą do różnych kima. Marszruty zgło­
szeń w sieci określone są przez zadanie prawdopodobieństw p.^ ^  tego, że 
zgłoszenie klasy i po zakończeniu obsługi ns stanowisku^ przejdzie do wę­
zła Yj, jako zgłoszenie klasy k. Model ten nosi od nazwisk autorów nazwę 
modelu BCMP (bardzo podobne systemy rozpatrywano taż w [lILL 75], niewiel­
kie dalsze uogólnienia można znaleźć w [kELL 76], [BARB 76]).
Analiza warunków zapewniających iloczynową postać rozwiązań'doprowadziła 
do szeregu fundamentalnych wyników.

W szczególności wykazano w [MUÏT 72] , że cechę tę posiadają wszystkie 
sieci złożone wyłącznie ze stanowisk obsługi po8iadaj ących własność H — łi, 
a więc tym bardziej złożone ze stanowisk obsługi cechujących się równowa­
gą lokalną.

W [CHAM 77] wykazano, że równowaga lokalna w odniesieniu do każdego 
stanowiska obsługi jest warunkiem koniecznym iloczynowej postaci rozwią­
zań, co więcej w przypadku każdego Stanowiska o rozkładzie czasów obsługi 
różnym od wykładniczego warunkiem koniecznym jest też równowaga stanowi­
ska. Wyklucza to możliwość uzyskania iloczynowej postaci rozwiązań przy 
założeniu regulaminów obsługi nie zapewniających równowagi stanowiska, a 
więc między innymi regulaminu naturalnego czy też regulaminów prioryteto­
wych przy różnych od wykładniczego rozkładach czasów obsługi.

Spostrzeżenie, iż w znanych sieciach posiadających iloczynową postać 
rozwiązań, w chwilach zakończenia obsługi zgłoszenia rozkład prawdopodo­
bieństwa liczby zgłoszeń obecnych w opuszczonym przez nie węźle jest iden­
tyczny z rozkładem stacjonarnym (dla sieci otwartych, natomiast identycz­
ny z rozkładem stacjonarnym przy zmniejszonej o jedno liczbie zgłoszeń 
dla sieci zamkniętych) doprowadziło do wysunięcia hipotezy (PUJO 80B], iż 
taka ceoha jest warunkiem koniecznym i wystarczającym iloczynowej postaci 
rozwiązań.

Z drugiej «trony w [LABĘ 79A] wykazano, iż w dowolnej otwartej sieci 
stanowisk obsługi typu M/M/n rozkłady odstępów czasu pomiędzy chwilami

- 59 -



- 60 -

rozpoczynania obsług oraz rozkłady odstępów czasu pomiędzy chwilami za­
kończenia obsług są identyczne.
W odniesieniu, do systemu z rys. 1.6 można nawet wykazać, że procesy >"ej- 
ścia i wyjścia ogłoszeń są jednakowe i niezależne.

Sugeruje się [LABii 79A] , [PUJO 80B] , iż być może posiadanie tej włas­
ności jest poszukiwanym warunkiem istnienia iloczynowej postać ręzwiązań. 
Sformułowanie warunku koniecznego i wystarczającego jest tu jak riciać 
sprawą otwartą.

Relacje pomiędzy różnymi własnościami węzłów sieci stanowisk obsługi 
a istnienie! iloczynowej postaci rozwiązań ilustruje schemat przedstawio­
ny na rys. 1.7.

Rozpatrzmy niektóre własności charakterystyczne dla wszystkich uzyska­
nych rozwiązań o postaci iloczynowej. Otóż, co wskazano np. w rozwiąza­
niach modelu BCMP, łączny rozkłed prawdopodobieństwa liczby zgłosseńw po­
szczególnych węzłach w sieci otwartej aa postać analogiczną do (1.2.1):

JK , x2 ,...,'Xjg) » (x1) P2 (x^) ... i (I. ?. 4 '

gdzie prawdopodobieństwa Pj,(x̂ ) wyznaczone są zgodnie z zależnościami o- 
bowiązującymi w systemie M/M/1, jeśli węzeł zawiera stanowisko obsługi 
różne od M/G/~ lub też zgodnie z zależnościami obowiązującymi w syste­
mie M/G/oo ; przy założeniu, iż strumień zgłoszeń w takim izolowanym syste­
mie jednostanowiskowym jest strumieniem Poissona o intensywności wy­
znaczonej z układu równań (1.2.3).

Tak więc w systemach otwartych (oddzielnie można wykazać, iż dotyczy 
to również systemów zamkniętych) dla określenia rozkładu zgłoszeń w sy­
stemie istotne są jedynie wartości oczekiwane czasów obsługi a nie ich 
rozkłady! f
Ta własność niewrażliwości rozwiązań o postaci iloczynowej na postać roz­
kładu została udowodniona, przy bardzo ogólnych założeniach, w pracach 
[SCHA 78] oraz [STOY 78].

W przypadku analizy sieci zamkniętych układ równań (1.2.3) staje się 
nieoznaczony i poważnym zagadnieniem staje sie wyznaczenie stałej norma­
lizacyjnej K w (1.2.2).
Ze względu na bardzo dużą liczbę stanów niemożliwe jest wyznaczenie tej 
stałej wprost z definicji jako odwrotności sumy prawdopodobieństw wszyst­
kich możliwych stanów sieci. Efektywne algorytmy wyznaczenia stałej nor­
malizacyjnej były przedmiotem wielu prac (flUZE 73], [REIS 75a], [REIS 76], 
[REIS ’77] , [BAIiB 77], [BRUE 78], których omówienie oraz ujednoliconą cha­
rakterystykę zawiera [ZAHO 79] .

Ze względu na fakt, iż nawet użycie tych algorytmów może prowadzić do 
pewnych trudności numerycznych (dokładność, zakres liczb zmiennoprzecin­
kowych) atrakcyjna wydaje się, przedstawiona w [REIS 78a] , [REIS 78fi] me­
toda, pozwalająca na bezpośrednie wyznaczanie charakterystyk zaakniftych



- 62 -

sieci stanowisk obsługi przy użyciu, wyłącznie intensywności strumieni 
zgłoszeń oraz średnich długości kolejek.

Tak wiec, ścisła analiza konwencjonąlnych sieci - stanowisk obsługi jest 
możliwa przy stosunkowo ogólnych założeniach, ni® odzwierciedlających jed­
nak w pełni realiów wielu modelowanych systemów (szczególnie często akcen­
tuje sie brak możliwości uwzględnienia różnych od wykładniczego rozkładów 
czasów obsługi przy naturalnym regulaminie obsługi). Stąd w ostatnich la­
tach można zauważyć burzliwy rozwój przybliżonych metod analizy, które 
mogą być stosowane dla dowolnych sieci stanowisk obsługi.
Metody te - aczkolwiek na pozór bardzo różnorodne - sprowadzają się w o- 
gólnym zarysie do rozdzielenia rozpatrywanej sieci stanowisk obsługi na 
pewne oddzielnie rozpatrywane fragmenty (podsystemy).

Przyjmowane są natomiast różne założenia upraszczające odnośnie spo­
sobu opisu poszczególnych podsystemów (np. modelując je w uproszczenia ja­
ko systemy jednostanowiskowe), a także odnośnie opisu łączących je stru­
mieni zgłoszeń (np. przybliżając je strumienisai odnowień).

Próbę zestawienia założeń przyjmowanych w opublikowanych metodach przy­
bliżonych podjęto w pracy [TRIP 79], charakteryzując każdą z nich przez 
podanie:

a) przyjmowanej charakterystyki rozkładów czasów obsługi w węzłach,
b) przyjmowanej charakterystyki strumieni łączących podsysteay,
c) założonej postaci modeli podsystemu i sposobu jego analizy,
d) sposobu łączenia rozwiązań poszczególnych podsystemów, 

co prowadzi do zaczerpniętej z cytowanej pracy tabeli 1.5.
Ostatnio w jpUJO 79*] opublikowano jeszcze jedną propozycje odnośni« 
przybliżonej analizy sieci otwartych, polegającą na przedstawieniu rozpa­
trywanej aieci w postaci acyklicznej sieci odpowiednio dobranych podsy­
stemów - co w niektórych przypadkach jest możliwe.
Należy podkreślić, że w zależności od tego czy rozpatrywana siać jest 
otwarta, czy zamknięta, konieczne jest rozpatrzenie jednego z następują­
cych problemów:
i) w przypadku sieci otwartej konieczne jest upewnienie sie co do jaj 

stabilności. W tym celu rozwiązuje się układ równań 1.2.3 (w którym 
występują jedynie intensywności strumieni zgłoszeń bez względu na ich 
charakterystykę) przyjmując, iż warunkiem wystarczającym stabilności 
jest, aby intensywność strumienia zgłoszeń ̂  zapewniała stabilność 
węzła zgodnie z zależnością (Ii1.14), tj. aby zachodziło:

^i " i - 1.2 M, (1.2.5)

Przedmiotem oddzielnych rozważań [LOYN 64] były systemy wieloetapowe 
z jednokanałowymi stanowiskami obsługi, w odniesieniu do których dowie­
dziono stabilności również vr przypadku regularnego strumienia zgłoszeń
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Zestawienie założeń przyjmowanych w różnych metodach przybliżanych
(według [TRIP 79] ) _______________

Tabela 1.5

Metoda przybliżona oparta na analogii twierdzenia Nortona [ŚAUE 75]
a) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładu
b) Stramień Poissona z intensywnością zależną od obciążeniac) Dowolne podsystemy; przybliżenie strukturą o rozwiązaniu iloczyno­

wymd) Analiza równowagi globalnej z węzłami odwzorowującymi przepływy

Metoda przybliżona oparta na analogii twierdzenia Hortona [SEVC 77]
a) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładu
b) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładuc) Dowolne podsystemy} przybliżenie strukturą o rozwiązaniu iloczyno-
. wy.d) Analiza równowagi globalnej z węzłami odwzorowującymi przepływy

Metoda iterocyjna [CHAH 75b]
a) Wartość oczekiwanab) Strumień Poissona z intensywnością zależną od obciążeniac) Pojedyncze stanowiska; przybliżenie rozwiązaniami modelu M/G/1/L
d) Iteracyjne dopasowanie dla spełnienia przyjętych niezmienników

Metoda rozszerzonej postaci iloczynowej [SHUM 76]
a) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładu
b) Strumień Poiaaonac) Pojedyncze stanowiska; przybliżenie rozwiązaniami modelu M/G/l/L
d) Postać iloczynowa, stała normalizacyjna wyznaczona przy użyciu iteracyjnego algorytmu uwzględniającego ograniczenie na przepływy

Metoda aproksymacji dyfuzyjnej [REIS 74]
a) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładub) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładuc) Pojedyncze stanowiska; rozwiązanie przybliżone modelu G/G/1 metodą

aproksymacji dyfuzyjnejd) Postać iloczynowa rozwiązania ze stałą normalizacyjną
Metoda aproksymacji Kuhna [KUHH 76]

a) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładu
b) Wartość oczekiwana i współczynnik zmienności rozkładuc) Pojedyncze stanowiska; rozwiązanie przybliżone modelu G/G/1 metodą

numerycznąd) Bezpośrednio - dotyczy wyłącznie systemów otwartych
Metoda Hariego [MARI 78]

a) Rozkład prawie dowolnyb) Strumień Poissona z intensywnością zależną od obciążeniac) Dowolne podsystemy; rozwiązanie przybliżone metodą numerycznąd) Iteracyjny algorytm dla spełnienia przyjętych niezmienników

(nadchodzących co tQ jednostek czasu), przy ograniczonych czasach obsługi 
na k pierwszych stanowiskach obsługi k M (tzn,. istnieje takie Ofy że 
B^ofj) m 1 , j = 1,2,...,k), jeśli <  tD dla j » 1,2,...,k oraz speł­
niona jest zależność (1.2.5) dla pozostałych stanowisk obsługi,
ii) w przypadku sieci zamkniętej stabilność jest oczywiście zapewniona za­

wsze, jeśli tylko wszystkie czasy obsługi zgłoszeń mają skończone war­



tości średnio. Pojawia się natomiast zagadnienia normalizacji uzyska­
nych rozwiązań, czyli mówiąc precyzyjniej, zagadnienie wyznaczenia 
rzeczywistych intensywności strumieni zgłoszeń a nie tylko proporcji 
między nimi, do czego ogranicza sie - w odniesieniu do systemów zam­
kniętych - sens nieoznaczonego układu równań 1.3.3. W tym celu mogą 
być użyte bądź metody identyczne, jaK w przypadku rozwiązań o postaci 
iloczynowej, bądź tc metody iteracyjnego dopasowywania rozwiązań.

Wadą większości przybliżonych metod analizy sieci stanowisk obsługi 
jest brak możliwości określenia popełnionego błędu na drodze teoretycznej, 
Stąd też przeprowadza sie zwykle’testy metody na pewnych przykładach uzna­
nych za reprezentatywne i próbuje ekstrapolować wyniki tych testów rów­
nież na inne przypadki. Ponieważ taka, niczym głębiej nie uzasadniona, 
ekstrapolacja może być niebezpieczna w skutkach, z zasady przy stosowaniu 
metod przybliżonych do konkretnych systemów porównuje się uzyskane wyniki 
(przynajmniej w kilku punktach) z wynikami modelowania cyfrowego.

Dla ułatwienia analizy sieci stanowisk obsługi metodami ścisłymi oraz 
przybliżonymi, a także przy użyciu modelowania cyfrowego,opracowywane by­
ły w ostatnich latach w wielu ośrodkach pakiety programów umożliwiające 
zdefiniowanie struktury oraz parametrów rozpatrywanej sieci, wybór metody 
jej badania, sprawdzenie czy spełnione są założenia wymagane dla tej me­
tody, przeprowadzenie analizy oraz wyemitowanie jej wyników w pewnych 
standaryzowanych formatach [REIS 78C],

Najbardziej rozwiniętymi spośród takich pakietów są QNAP [mERL 78], 
opracowany w instytucie IKRIA (Francja) i RESQ [REIS 75 Aj, [REIS 75B], 
[SAUE 77^, opracowany przez ośrodek badawczy IBM.
W literaturze można też znaleźć informacje o skromniejszych, jeśli chodzi 
o zakres funkcjonalny, pakietach QSOLVE [ZAHO 77] Uniwersytetu w Toronto, 
SNAP [KRZE 77] Uniwersytetu w Stellenbosch, oraz ASQ [KELL 74] Uniwersy­
tetu w Austin.

W odniesieniu do pojedynczych stanowisk obsługi wspominaliśmy p pew- 
nych, najczęściej formułowanych zadaniach optymalizacji, których rozwią­
zanie prowadziło do wyboru regulaminu obsługi - jedynej cechy systemu, na 
którą zwykle można oddziaływać (w rozdziale II omówimy celowość oddziały­
wania na źródło zgłoszeń w odniesieniu do systemów z czasem obsługi za­
leżnym od czasu oczekiwania).

W sieciach stanowisk obsługi można z reguły oddziaływać na znacznie 
większą liczbę parametrów, np. na rozdział łącznej mocy pomiędzy poszcze­
gólne stanowiska obsługi, marszrutę zgłoszeń w sieci oraz oczywiście re­
gulaminy obsługi. Jak dot^d nie opracowano jednak żadnych ogólnych reguł 
w tym zakresie, z wyjątkiem przypadku systemów wieloetapowych, którym po­
świecimy więcej uwagi w rozdziale IV.

1.2.2. N i e k o n w e n c j o n a l n e  s i e c i  s t a n o w i s  
o b 3 ł u g i

Jako niekonwencjonalne określać będziemy takie sieci stanowisk obsługi, 
■p których bądź niektóre stanowiska nie spełniają założeń w definicji kon­
wencjonalnych stanowask obsługi, bądź też narzucone są pewne dodatkowe o- 
graniczenia na sposób funkcjonowania sieci (np. sieć otwarta z ograniczo­
ną aaka.ymalną liczbą zgłoszeń, które mogą się znajdować w sieci, uzależ­
nienie losowe działania różnych stanowisk obsługi).

Charakteryzując sieci stanowisk obsługi posiadające iloczynową postać 
rozwiązań zaznaczyliśmy możliwość uwzględnienia modyfikacji, polegających 
na dopuszczeniu zależności czasu obsługi od liczby zgłoszeń w węźle typu 
•/M/1 oraz dopuszczeniu zależności intensywności strumieni zgłoszeń (jeś­
li są to strumienie Poissona) od liczby zgłoszeń w sieci. Wspomnieliśmy 
też o pewnych, specyficznych niekonwencjonalnych stanowiskach obsługi (np. 
ze stratami zgłoszeń), posiadających własność M —  M, a więc mogących być 
elementami sieci o iloczynowej postaci rozwiązań.

Z nielicznymi dalszymi wyjątkami, które zostaną omówione nieco później, 
odstępstwo od założeń określających sieć konwencjonalnych stanowisk ob­
sługi przekreśla możliwość uzyskania rozwiązań analitycznych.

Mogą natomiast być stosowane w odniesieniu do takich systemów metody 
przybliżone, omówione wyżej, z tym tylko, że rozpatrzenia wymaga w każdym 
przypadku indywidualnie stabilność sieci (można przy tym posługiwać się, 
w odniesieniu do poszczególnych stanowisk warunkami stabilności podanymi 
w punkcie 1.1), a także dokładność zastosowanej metody.

Ze względu na znaczenie praktyczne takich modeli podejmowane prace, 
mające na celu rozwój metod analizy oraz badanie własności niekonwencjo­
nalnych sieci stanowisk obsługi, obejmowały głównie różne warianty sieci 
z uzależnionymi losowo czasami obsługi w różnych węzłach oraz sieci z o- 
graniczoną maksymalną liczbą zgłoszeń. Scharakteryzujemy najważniejsze kie­
runki i wyniki tych prac.
a) Sieci stanowisk obsługi z uzależnionymi losowo czaBaml obsługi w róż­

nych węzłach 1
i) Wieloetapowe systemy obsługi z zależnymi losowo czasami obsługi

W pracy [KLEI 64] , rozpatrując modele systemów telekomunikacyjnych mo­
delowanych jako sieci stanowisk obsługi zwrócono uwagę, iż czasy transmi­
sji pojedynczego komunikatu (pakietu danych) przez różne fragmenty sieci 
są zależne losowo (zwykle proporcjonalne). Z tego względu konieczne stało 
się zbadanie czy i na ile odstępstwo od założeń niezależności czasów ob­
sługi w poszczególnych węzłac{i utrudnia wykorzystanie teorii sieci kon­
wencjonalnych stanowisk obsługi dla modelowania układów komunikacyjnych.

Przy użyciu modelowania cyfrowego stwierdzono, że w przypadku gty prze, 
pojedyncze łącze transmitowane są komunikaty, których marszruty tylko na 
tym jednym łączu są identyczne, wówczas możliwe jest zaakceptowanie zało-
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żenią o niezależności, co można uzasadnić faktem obsługiwania "mieszanki" 
zgłoszeń o.czasach obsługi skorelowanych z różnymi wcześniejszymi proce­
sami obsługi, na różnych stanowiskach. Jeśli natomiast fragment sieci ko­
munikacyjnej ma charakter wieloetapowego systemu obsługi, w którym ciąg 
komunikatów przechodzi kolejno pr*ez te same łącza, wówczas skutki zależ­
ności losowej czasów transmisji są istotne.

Równocześnie jednak autor podkreślił, iż nawet w najprostszym przypad­
ku systemów dwuetapowych, pojedynczych nie był w stanie uzyskać rozwiązań 
analitycznych i wskazał trudności pojawiające się przy próbach analizy. 
Zupełnie oczywiste jest też występowanie zależności czasów obsługi zgło­
szeń w różnych węzłach sieci w przypadku dyskretnych procesów produkcyj­
nych.

Dopiero w ciągu kilku ostatnich lat udało sie uzyskać pewne wyniki v 
zakresie analizy takich systemów.

Rozpatrując sieci stanowisk obsługi posiadające iloczynową postać roz­
wiązań, przy stosunkowo ogólnych ««łożeniach odnośnie marszruty zgło­
szeń, w [kelIi 76] wskazano, iż obejmują one również przypadek identycz­
nych czasów obsługi zgłoszeń we wszystkich węzłach sieci przy stosowaniu 
regulaminu z podziałem procesora (PS), który w odniesieniu do transmisji 
danych (a tym bardziej procesów produkcyjnych), wydaje się mało reali­
styczny.

W [BOXM 78a] rozpatrywano dwuetapowy, pojedynczy system obsługi ze 
zgłoszeniami napływającymi strumieniem Poissona o intensywności i iden­
tycznymi czasami obsługi zgłoszeń na obu etapach (charakteryzującymi się 
dowolnym rozkładem o dystrybuancie B(x)). Czasy obsługi kolejnych zgło­
szeń uważano przy tym za niezależne zmienne losowe.

Udowodniono, że warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by liczba 
Zgłoszeń obsłużonych w okresie czynnym była skończona (z prawdopodobień­
stwem równym jedności) jeat % E(b) 1, przy czym nierówność ostra zapew'- 
nia również skończoną wartość oczekiwaną czasów między kolejnymi chwilami 
rozpoczęcia okresów bezczynnych, a więc stabilność systemu.

Podano też zależności pozwalające na wyznaczenie rozkładów czasów ocze­
kiwania w obu buforach oraz czasu pobytu zgłoszenia w drugim węźle, któ­
rych praktyczne stosowanie wydaje się jednak być dosyć skomplikowane.

Część druga cytowanej pracy zawiera wyniki obliczeń numerycznych cha­
rakteryzujących rozpatrywany system. W szczególności stwierdzono, iżw po­
równaniu z analogicznym konwencjonalnym systemem dwuetapowym istotnemu ob­
niżeniu - z wyjątkiem pewnych niere gula mości przy małym obciążeniu - u- 
lega wartość średnia (oraz jeszcze silniej wariancja) czasu pobytu zgło­
szeń w drugim węźle, podczas gdy charakterystyki przebiegu obsługi w węź­
le pierwszym pozostają naturalnie bez zmian. Prawidłowość tę ilustruje 
tabela 1.6*
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Tabela 1.6

na odu etapa'
Stopień wykorzystania 
stanowisk obsługi 

XE(b)
V(d)Uw6rozpatrywanyB0systemieddo°anslogicznych

0.1
0.75
0.99

E(d) /Ek(d)
1.06
0.80
0.09

V(d)/Vk(d)

1.05
0.22
0.0006

W pracach [CALO 77] oraz [CALO 78] rozpatrywano ogólniejszy przypauo* 
wieloetapowych, pojedynczych systemów obsługi, przy założeniu proporcjo­
nalności czasów obsługi na poszczególnych etapach

(1.2.6)

Przy założeniu, iż bufor S1 nigdy nie jest pusty oraz , 1=1,2,... ,M-1, 
podeno warunek stabilności (przytoczony w odniesieniu do systemu dwueta­
powego z interpretacją pierwszego węzłe jako źródła zgłoszeń jako zależ­
ność (1.1.22)) sprowadzejący się do wymaganie, aby czasy obsługi były o- 
graniczone. W tym przypadku zachodzi też równość czasów oczekiwania zgło­
szeń we wszystkich buforach z wyjątkiem pierwszego.

»j - i -0,1,-... J = 2,3,...,M. (1.2.7)

Natomiast zakładając dowolny strumień zgłoszeń orez dowolne rozkłady cza­
sów obsługi można wykazać, że

(1.2.8)

Rozpatrzmy obecnie przypadek ogólniejszy proporcjonalnych (a nie jak po­
przednio identycznych) czasów obsługi zgłoszeń w kolejnych węzłach

(1.2.9)•fj = J “ 1.2.... M5

kiedy to, przy nigdy nie pustym buforze S1 mamy*

*= oę1“2»!, 1 = 2,3, (1 . 2. 10)
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Uożne też wykazać, że jeśli zachodzi:

ij»., 5*0f0, ij>k -ofQ dla k = 2 ,3 ,...,M-1 {

to wówczas, przy dowolnym strumieniu zgłoszeń i dowolnych rozkładach cza­
sów obsługi, nierówność (1.2.8) pozostaje w mocy.
Powyżej odwoływaliśmy się do przypadków, gdy rozpatrywany system wielo­
etapowy cechował sie nigdy nie pustym buforem Taki system będziemy na­
zywać systemem nasyconym. Charakter systemu nasyconego ma wiele rzeczywi­
stych procesów, np. dyskretne procesy produkcyjne, dla których elementy 
pobierane są z magazynu zaopatrywanego właściwie, tj. t8k, aby nie zacho­
dziła potrzeba zatrzymania produkcji z braku elementów.

Zauważmy jeszcze, że dwuetapowy, pojedynczy system nasycony jest iden­
tyczny z systemem jednokanałowym.

Przedmiotem przedstawionych w [CHOO 80] rozważań były dwuetapowe, po­
jedyncze systemy obsługi ze zgłoszeniami napływającymi strumieniem Pois- 
eona, w którym zależność czaaów obsługi w obu węzłach określa rozkład dwu­
wymiarowy typu (1.1.24).

Autorzy podali metodę pozwalającą na numeryczne wyznaczanie charakte­
rystyk rozpatrywanego systemu, którego własności ilustruje tabela I.3b 
(ae oznacza współczynnik korelacji czasów obsługi).

Dodatnie skorelowanie czasów obsługi wpływa na zmniejszenie wartości 
średniej (oraz wariancji) czasu oczekiwania w drugim węźle.Porównując war­
tości zestawione w wierszach a) i b) tabeli 1.3 widać, że zysk wynikający 
ze skorelowania czasów obsługi w rozpatrywanym systemie dwuetapowym jest 
mniejszy aniżeli miałoby to miejsce w przypadku, gdy bufor S1 nigdy nie 
był pusty, co odpowiada omawianemu w rozdziale 1.1 systemowi jednostano­
wiskowemu. Jest to naturalne, bowiem w tym drugim przypadku ze względu na 
gwarantowaną ciągłość pracy stanowiska 3^ skorelowanie jest w istocie 
silniejsze.

W omawianej prscy wyznaczono też charakterystyki rozpatrywanego syste­
mu dwuetapowego, przy założeniu zerowej pojemności bufora pośredniego 
(N2 = 0).

Badanie wieloetapowych, pojedynczych systemów obsługi z uzależnionymi 
losowo czasami obsługi, prowadzone przy użyciu modelowania cyfrowego, przed­
stawiono w [iCTC 77] .

Przy 11 = 2, = <»o uzyskano wyniki zgodne z wyżej omawianymi (pod
względem jakościowym, wyraźne są natomiast różnice wartości średniego cza­
su oczekiwanie w drugim węźle). Zakładając identyczność czasów obsługi na 
poszczególnych etapach autorzy stwierdzili też, że:
- przy U = 2 oraz N? ■ 0 średni czas oczekiwania w węźle drugim jest wię­
kszy aniżeli w analogicznym syćtemie z nieskorelowanymi czasami obsługi,

- przy M = 2 oraz Ng = 1 skorelowanie czasów obsługi wpływa na średni 
czas oczekiwania negatywnie przy niskim stopniu wykorzystanis stanowi­
ska obsługi i pozytywnie przy wysokim stopniu wykorzystania,

- przy Ng = 00 oraz 2 ^25 stosunek wartości średniej łącznego czasu
oczekiwania w rozpatrywanym systemie do tej wartości w systemie bez za­
leżności losowej czasów obsługi jest unimodalną, posiadającą minimum 
funkcją liczby etapów M. Położenie minimum przesuwa się w kierunku wyż­
szych wartości M (i wartość ilorazu maleje) ze wzrostem stopnia wy­
korzystania stanowiska obsługi.
Niemniej, np. przy^ (&) = 0.7 już dla M ■> 5 wartość rozpatrywanego ilo­
razu przekracza 1. Wyniki symulacji są przy tym zgodne (w odniesieniu 
dB" wartości średnich) z relacją (1.2.8), orzekającą, iż czasy oczekiwa­
nia w kolejnych buforach są uporządkowane niemalejąco.
Jak dotąd, brak podobnych prac w odniesieniu do sieci otwartych o bar­

dziej złożonej strukturze.
ii) Zamknięte systemy obsługi z zależnymi losowo czasami obsługi

Wpływ skorelowania czasów obsługi badano również w przypadku najprost­
szego strukturalnie wariantu sieci zamkniętej, złożonej z dwóch jednoka­

nałowych węzłów, przez które kolejno 
przechodzi Jl* zgłoszeń (p8trz rys. 
1.8)'. Systenf taki może reprezentować 
ns przykład wariant zadania konser­
watora, w którym spośród JP urządzeń 
jedno pracuje (stanowisko ), a po­
zostałe pozostają w rezerwie. W przy­
padku uszkodzenia (zakończenie ob­
sługi na stanowisku 5C|) urządzenie 
zajmuje miejsce w kolejce do naprawy

(odbywającej się na stanowisku Ję).
W [SANK 77] można znaleźć kilka szczegółowych modeli uwzględniających 

różne rodzaje awarii urządzeń (oraz możliwości ich unikania przy odpowied­
niej eksploatacji) prowadzących do losowego uzależnienia czasu pracy urzą­
dzenia oraz czaeu jego naprawy, wraz z wyznaczeniem stopnia skorelowania 
tych czasów.

Przedstawiony system zamknięty może też poałużyć do modelowania syste­
mów wielo programowych [GAVE 73] , przy czym wskazywano na fakt uzależnie­
nia losowego czasów obsługi na jednym ze stanowisk [LEWI 73].

Analizie przedstawionego na rys. 1.8 systemu zamkniętego, przy założe­
niu losowej niezależności czasów trwania kolejnych obsług na stanowisku 

oraz skorelowania czaaów obsługi kolejnych zgłoszeń na stanowisku X] t 
poświęcono prace [JACO 78]. Przy założeniu, iż uzależnienie rozpatrywa­
nych zmiennych losowych odp wiada relacjom (1.1.26), rozpatrzono anali­
tycznie przypadki JP « 1,2, przy czym stwierdzono silny wpływ przyjętego 
skorelowania czasów obsługi na charakterystyki systemu.

X .

I E

Rys. 1.8. Prosta, zamknięta sieć stanowisk obsługi z JV zgłosze­niami
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Hiestety, przedstawione metoda prowadzi przy Jf>2 do układu równań, 
którego analityczne rozwiązanie nie jest możliwe. W cytowanej pracy za­
mieszczono wigc wyniki badań symulacyjnych rozpatrywanego systemu przy 
JP = 5.

Obszerne rezultaty badań symulacyjnych identycznego systemu można zna­
leźć także w pracy [MERL 78] .

Wpływ skorelowania czasów obsługi (na jednym ze stanowisk) na charak­
terystyki systemu zamkniętego, aczkolwiek wyraźny, nie ma tsk jednoznacz­
nego charakteru jak w przypadku Bystemów wieloetapowych i nie będziemy go 
szczegółowo charakteryzować.
iii) Hierarchiczne systemy masowej obsługi

Szczególną postacią zależności losowej czasów obsługi zgłoszeń na róż­
nych stanowiskach obsługi jest wymaganie, aby w pewnych przypadkach zgło­
szenie było obsługiwane jednocześnie na kilku stanowiskach obsługi.

Jest to typowa sytuacja, Jeśli chodzi o przebieg procesów obliczenio­
wych w maszynach cyfrowych, bowiem np. do wykonania programu niezbędne 
jest zapewnienie dostępu zarówno do pamięci operacyjnej, jak i do proce­
sora, podobnie dla dokonania transmisji z pamięci dyskowej konieczne jest 
równoczesne przydzielenie właściwemu zadaniu zarówno kanału (obsługujące­
go kilka jednostek pamięci), jak i jednostki pamięci dyskowej (i to w mo­
mencie odpowiedniego ustawienia głowic [SAUE 78]).

Systemy tej klasy są, ogólnie rzecz biorąc, poza zasięgiem dokładnych 
metod analitycznych i mogą być badane przy użyciu modelowania cyfrowego 
(np. struktura pakietu RESQ umożliwia rozpatrywanie tzw. rozszerzonych 
sieci stanowisk obsługi, uwzględniających możliwość obsługi zgłoszenia 
równocześnie na tzw. aktywnym stanowisku obsługi oraz jednym lub kilku 
tzw. pasywnych stanowiskach obsługi) bądź też przy użyciu metod przybli­
żonych.

W pracy CsAUE 78] omówiono metodę przybliżoną, opartą na dekompozycji 
systemu i zastosowano ją - Jak to wykazały porównania z wynikami modelo­
wania cyfrowego - z dobrym skutkiem do analizy przykładowego systemu.

Bardziej wnikliwej analizy doczekały się wieloetapowe systemy hierar­
chiczne cechujące się tym, iż zgłoszenie ^ może ubiegać się o przydzie­
lenie kanału obsługi etapu "i" tylko wówczas, jeśli posiadało ono przez

k irczas nie mniejszy aniżeli bi_1 (gdzie b^_^ czas obsługi na etapie "i-1") 
po jednym kanale obsługi etapów 1,2,...,i-1. Dopiero po zakończeniu ob­
sługi na ostatnim etapie wszystkie zajęte przez rozpatrywane zgłoszenie 
kanały obsługi zostają zwolnione.

'Yyróżnia się przy tym dwa podstawowe warianty zilustrowane w odniesie­
niu do systemów dwuetapowych na rys. I.9a, b. Są to systemy z dedy­
kowanymi kanałami obsługi (w których na każdym etapie określony jest ści­
śle kanał - lub podzbiór kanałów - przeznaczony do obsługi zgłoszenia 
pochodzącego z konkretnego źródła) oraz systemy z uniwersalnymi kanałami 
obsługi.
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Rys. 1.9. Dwuetapowe, hierarchiczne systemy masowej obsługi
a) z dedykowanymi kanałami obsługi, b) Zjuniw«r5alny®i,„^a“;^""i,^«ałUgi’c) z dedykowanymi kanałami obaługi i niejednoznaczną marszrutą
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Rozpatrywane przypadki ograniczają się vr zasadzie w obu. wariantach, do 
zgłoszeń napływających strumieniami Poiseona (bądź zawsze niepuBtych bu­
forów wejściowych) oraz wykładniczych rozkładów czasów obsługi.

W pracach [POST 78] , Q?OST 79] , [POST 80] badano systemy z dedykowany­
mi kanałami obsługi. Przeanalizowano (częściowo w sposób przybliżony) sy­
stem dwu- oraz trzyetapowy z regulaminami naturalnymi na każdym etapie. 
Szczególną uwagę poświęcono'systemom wieloetapowym, w których obeługs 
zgłoszeń w ramach etapu drugiego i dalszych przebiegała wg regulaminu ob­
sługi z podziałem procesora.

Rozpatrywane były również - przy użyciu metod pi ybliżonych - systemy 
dwuetapowe, dopuszczające rezygnację zgłoszenia z dalszej obsługi (po za­
kończeniu obsługi na pierwszym etapie - z prawdopodobieństwem'3C) bądź też 
wymaganie ponownej obsługi (z prawdopodobieństwem®) przez zgłoszenie, któ­
rego obsługa została zakończona. Ogólny schemat takiego systemu przedsta­
wia rys. I.9c.

Przypadek, w którym 0 = 0 ,  był przedmiotem pracy [WILL 74](dopuszczono 
dowolny rozkład czasu obsługi zgłoszeń na pierwszym etapie), natomiast 
przypadek, w którym k = 2, ae ■ 0, analizowano w [PERR 8 1].

Zastosowane metody zostały, w oparciu o porównanie z wynikami modelo­
wania cyfrowego, uznane za wystarczająco dokładne.

Dwuetapowe systemy hierarchiczne z uniwersalnymi kanałami obsługi (rys. 
I.8b) rozpatrywano w sposób ścisły w jwiLE 73]. Dla liczby ktnałów pier­
wszego etapu obsługi k większej od dwóch nie można uzysksó bezpośrednich 
rozwiązań, a przedstawiona metoda wymaga znalezienia pierwiastków wielo­
mianu stopnia p

1.5 k + 1 dla k parzystych
P “ 1.5 k + 1.5 dla k nieparzystych

a następnie rozwiązania układu równań liniowych o wymiarowości

0.5 (k + 3).

W [wiLE 75] zaproponowano natomiast drugą metodę analizy takich syste­
mów, opartą na wykorzyataniu transformacji Z, nie prowadzącą również do 
bezpośrednich rozwiązań.

W [gwOZ 81] stwierdzono, iż żadnej z tych metod nie można uznaó za za­
dowalającą, ponieważ pierwsza z nich, niezależnie od złożoności oblicze­
niowej przy większych wartościach k, prowadzi do rozwiązywania układu rów­
nań, który - szczególnie przy małej intensywnośoi strumienia zgłoszeń - 
jest słabo uwarunkowany. Stosowalność drugiej, nie nadającej się do im­
plementacji komputerowej, limituje duża pracochłonność przekształceń.

73 -
X

W cytowanej pracy przedstawiono też metodę przybliżonej analizy takich 
ayatanów (również o większej liczbie etapów), ilustrując na przykładach 
jej dokładność.
b) Sieci atahowisk obsługi z ograniczona maksymalna liczbą zgłoszeń

Rozpatrując otwarte sieci konwencjonalnych stanowisk obsługi przyjmo­
wano założenie o braku Jakichkolwiek ograniczeń na pojemność buforów w 
poszczególnych węzłach. W praktyce taka sytuacja zdarza się niestety sto­
sunkowo rzadko.
Również i sieci zamknięte, zakładające stałą liczbę rozpatrywanych zgło­
szeń, ale dopuszczające możliwość zgromadzenia aię wszystkich tych zgło­
szeń w jednym buforze, odzwierciedlają bezpośrednio jedynie własności pe­
wnej specyficznej grupy zadań.

W praktyce często konieczne jest modelowanie układów, w których pojem­
ność buforów w poszczególnych węzłach sieci jest ograniczona (np. liczba 
programów mieszczących się w pamięci operacyjnej maszyny cyfrowej lub licz­
ba pakietów możliwych do zapamiętania w procesorze komunikacyjnym sieci 
komputerowej) bądź też takich w których ograniczona (lecz niekoniecznie 
stała) jest ogólna liczba zgłoszeń krążących w całej sieci, względnie wy­
dzielonych jej fragmentach (jak to ma miejsce w niektórych sieciach kom­
puterowych). Ograniczenia obu tych typów mogą też występować łącznie.

Wprowadzenie ograniczeń na liczbę zgłoszeń akceptowanych przez węzeł 
sieci (lub jej fragment) wymaga zdefiniowanie sposobu postępowania w przy­
padku przepełnienie, tj. próby naruszenia ograniczenia, przez skierowanie 
zgłoszenia do zapełnionego bufora.
Wyróżnimy następujące zasadnicze warianty reakcji na przepełnienie!
- blokowanie: Zgłoszenie powodujące przepełnienie pozostaje na stanowisku 

obsługi (w źródle), z którego zostało wyemitowane, uniemożliwiając mu 
dalszą działelność, tj. blokując je (w przypadku gdy zgłoszenie powodu­
jące przepełnienie napłynęło z wielokanałowego stanowiska obsługi za­
blokowaniu ulega tylko Jeden kanał).

- blokowanie prewencyjne; W przypadku zapełnienia bufora zgłoszeń nastę­
puje zatrzymanie pracy stanowisk obaługi, które obsługują zgłoszenie kie­
rowane z dodatnim prawdopodobieństwem do zapełnionego bufora (tzw. blo­
kowanie selektywne), względnie zatrzymanie pracy wszystkich stanowiak
obsługi (tzw. blokowanie globalne).

- stratyi Zgłoszenie powodujące przepełnienie jest bezpowrotnie tracone 
(wariant dopuszczalny tylko w eieci otwartej). .

- rezygnacje: Zgłoszenie powodujące przepełnienie rezygnuje z obsługi w 
niedostępnym węźle (uzyskuje bez czekania w kolejce obsługę o zerowym 
czasie trwania), a następnie kieruje się dalej, zgodnie z obowiązującą 
w sieci marszrutą.

- powtarzanie obsługi: Zgłoszenie powodujące przepełnienie poddawane Jest 
ponownej obsłudze na stanowisku obsługi, które właśnie opuściło (lokal­



- 74 -

ne powtarzanie obsługi) bądź też poddawane jest od początku obsłudze * 
całej sieci (globalne powtarzanie obsługi - wariant dopuszczalny tylko 
w sieci otwartej).
Scharakteryzujemy obecnie te nieliczne przypadki, w których możliws 

jest ścisła analiza sieci stanowisk obsługi z ograniczoną liczbą zgłoszeń 
oraz omówimy pewne ogólne twierdzenie pozwalające wnioskować o wydajności 
oraz stabilności takich systemów.
i) Przypadki charakteryzujące się iloczynową postacią rozwiązań

W pracy [LAMS 77] wprowadzono pojecie dwuwartośc'owych funkcji bloko­
wania oraz funkcji doładowania, zdefiniowanych dla każdego stanu eieci 
BC1IP (ściślej* funkcje takie definiowane są dla każdego stanu sieci i dla 
każdego ergodycznegc podłańcucha Markowa, na które można podzielić łań­
cuch Markowa określający reguły zmiany klas zgłoszeń oraz marszrutę zgło­
szeń). W przypadku, gdy dla pewnego etanu wartość funkcji blokowania jest 
równa zeru, wówczas napływające zgłoszenia są tracone, natomiast równe 
zeru wartość funkcji doładowania oznacza, iż w przypadku opuszczenia sie­
ci przez zgłoszenie następuje natychmiast uzupełnienie liczby zgłoszeń do 
poprzedniego poziomu. Wartości tych funkoji równe jeden oznaczają brak 
odpowiednich ograniczeń.

W cytowanej pracy udowodniono, że Jeśli dla każdego stanu funkcja do­
ładowania jest równa Jedności Jedynie i wyłącznie w przypadku, gdy funk­
cja blokowania dla liczby zgłoszeń mniejszej o Jedno jest też równa jed­
ności (z odpowiednim uogólnieniem na podłańcuchy), wówczas rozpatrywany 
system charakteryzuje sie iloczynową postacią rozwiązań.

Przedstawiono również przykłady zadań związanych z pracą węzła komuni­
kacyjnego w sieci transmisji danych oraz gospodarką pamięcią operacyjną 
maszyn cyfrowych, które prowadzą do modeli o scharakteryzowanych wyżej 0- 
graniczeniach.

Ostatnio w [LENY 80] wykazano natomiast, że iloczynową postać rozwią­
zań zachowują również zamknięte sieci typu BCMP, w których bufory w pew­
nej liczbie węzłów mają ograniczoną pojemność, o ile reakcją na przepeł­
nienie jest globalne blokowanie prewencyjne lub rezygnacja.
Analogicznie, Jeśli obsługiwane zgłoszenia podzielone są na klasy i ogra­
niczeniom podlega liczba zgłoszeń danej klasy «kumulowana w węźle, wów­
czas globalne blokowanie prewencyjne, stosowane do wszystkich stanowisk 
obsługi obsługujących zgłoszenia należące do krytycznej kiesy, również 
zapewnia iloczynową postać rozwiązań.

Poza wymienionymi wyżej systemami, z wyjątkiem prostych przypadków spe­
cyficznych systemów złożonych z 2-3 stanowisk obsługi, brak ścisłych roz­
wiązań analitycznych. Intensywnie rozwijane są natomiast prace nad meto­
dami przybliżonymi, głównie w odniesieniu do wieloetapowych systemów ob­
sługi. Z rozwiązań, które - jak to sprawdzono na przykJ;ad«oh posługując 
sie modelowaniem cyfrowym - wykazują dobrą dokładność oraz pewną uniwer­
salność, należy tu wymienić metody zaproponowane w [LABE 77], [BOXM 81].

ii) Wyznaczenie wydajności granicznej
W odniesieniu do sieci konwencjonalnych systemów masowej obsługi okreś­

lony został warunek wystarczający stabilności, przy spełnieniu którego 
wydajność sieci - to jest wartość oczekiwana liczby zgłoszeń opuszczają­
cych sieć w jednostce czesu - jest równa łącznej intensywności strumieni 
zgłoszeń napływających do sieci. Wskazuje sie na przykładach ([SCHW' 76] ), 
iż wydajność takiej sieci, w przypadku gdy jest ona niestabilna, może prze­
kroczyć wydajność graniczną; fakt ten ma jednak niewielkie znaczenie prak­
tyczne.

W przypadku ograniczonej pojemności buforów pośrednich brak takich
jednoznacznych zależności.

Jeśli reakcją na przepełnienie jest strata zgłoszenia, wówczas sieć 
jest zawsze stabilna. Wydajność V(*,,T) otwartej sieci typu BCMP z ograni­
czoną łączną liczbą zgłoszeń Jt, intensywnością strumienia zgłoszeń & i 
stratami w przypadku przepełnienia badana była w [SCHW 7&] .

Udowodniono, iż V(Jv,Jf) jest rosnącą, ograniczoną funkcją obu argumen­
tów, której kres górny równy jest wydajności granicznej identycznej (pod 
względem struktury i charakterystyk stanowisk obsługi) sieci, posiadają­
cej bufory o nieograniczonej pojemności (JP»o°).

Wynika stąd, iż w rozpatrywanym przypadku wprowadzenie ograniczeń na 
liczbę zgłoszeń powoduje obniżenie wydajności sieci, rozumianej jako war­
tość oczekiwana liczby całkowicie obsłużonych zgłoszeń, opuszczających
sieć w jednostce czasu.

Prawidłowości tej nie można uogólnić na wszystkie sieci stanowisk ob­
sługi z ograniczoną liczbą zgłoszeń. Modelowanie sieci komputerowych [ko- 
BA 77], [WONG 78] jako sieci stanowisk obsługi spowodowało duże zeintere- 
sowanie określeniem wydajności sieci stanowisk obsługi z ograniczoną po­
jemnością buforów i stratami, względnie powtarzaniem obsługi.
Stwierdzono przy tym, iż w wielu konfiguracjach takich sieci można zauwa­
żyć początkowo wzrost wydajności sieci ze wzrostem intensywności strumie­
ni zgłoszeń, podczas gdy dalsze zwiększenie tej intensywności prowadzi do 
silnego obniżenia wydajności sieci [RUDI 76], [’«ONG 78].

Aby przeciwdziałać temu zjawisku wprowadza sie reguły sterowania prze­
pływami w sieciach, mające ne celu bądz to ograniczenie łącznej liczby 
zgłoszeń przyjmowanych do sieci, bądź rozdział buforów pomiędzy zgłosze­
nie różnych typów.
Nie komentując bardziej szczegółowo tych zjawisk, zwrócimy tylko uwagę, 
iż ograniczenie liczby zgłoszeń w węźle stanowisk obsługi (lub w większym 
jej fragmencie) Je3t skuteczną metodą zwiększenie wydajności również w 
przypadku, gdy rozpatrywana sieć charakteryzuje się innymi odstępstwami 
od postaci konwencjonalnej. Przykładem może tu być np. zjawisko wzrostu 
pracy własnej ze wzrostem liczby zgłoszeń we fragmencie sieci, występują­
ce między innymi przy modelowaniu systemów komputerowych z pamięcią wir­
tualną [GELE 80a] , gdzie brak efektywnych ograniczeń liczby zadań prowa­
dzi do obniżenie sprawności systemu komputerowego.
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sn Nimao

Rys. 1.10. Struktura systemów masowej ob- sługi spełniających twierdzenie Lavenber- 
ga

W przypadku reguł reakcji na przepełnienie różnych aniżeli straty zgło­
szeń, sprawą podstawową staje się wyznaczenie warunków stabilności. Fun­
damentalny wynik w tym zakresie zawiera praca [LAVE 78J, w której rozpa­

trzono systemy masowej ob­
sługi, złożone ze źródła 
zgłoszeń, bufora wejściowego 
o nieograniczonej pojemności 
oraz sieci stanowisk obsługi 
o dowodnej strukturze ale o 
ograniczonej pojemności, 
przyjmującej zgłoszenia wy­
łącznie z bufora wejściowego 
(rys. 1.10).

Założono przy tym, że zgłoszenia napływające ze źródła tworzą strumień 
odnowień o intensywności A i mogą opuszczać sieć stanowisk obsługi wy­
łącznie po całkowitym zakończeniu obsługi, niedopuszczalny jest powrót 
(recykl) zgłoszeń z sieci do bufora wejściowego oraz że czasy obsługi 
zgłoszeń na poszczególnych stanowiskach mają rozkłady prawie dowolne (nie 
będziemy przytaczać dalszych, bardziej szczegółowych założeń, nie zawęża­
jących w istotny sposób klasy rozpatrywanych systemów).

Weźmy pod uwagę system nasycony odpowiadający omawianemu systemowi 
otwartemu (tj. system obsługi identyczny z wyżej określonym, przy założe­
niu, że bufor wejściowy S1 nigdy nie może być pusty) i oznaczmy przez X 
wydajność tego systemu.
Lavenberg udowodnił, że wydajność V systemu otwartego można określić jako:

A
Л

gdy
gdy

A <  A  
A > A

oraz że przyA< A  system jest stabilny (tj. czasy oczekiwania zgłoszeń 
w buforze wejściowym są skończone), natomiast przy A > A  niestabilny. T8k 
więc wydajność graniczna pokrywa się z wydajnością maksymalną. Przytoczo­
ny warunek stabilności jest bardzo użyteczny. 0 ile bowiem analiza syste­
mu przedstawionego na rys. 1.10 jest - ogólnie rzecz biorąc - niemożliwa 
przy użyciu metod dokładnych, to wyznaczenie A  dla systemu nasyconego jest 
realne zarówno przy użyciu metod numerycznych (należy w tym celu określić 
stacjonarne prawdopodobieństwa ergodycznego łańcucha Markowa o skończonej 
liczbie stanów), jak i na drodze modelowania cyfrowego (jako że modelowa­
niu podlega system stabilny).

Wartość wydajności granicznej A  zależy od wielu parametrów sieci sta­
nowisk obsługi, przy czym charakter tych zależności jest stosunkowo słabo 
przebadany.

Najwięcej wysiłku skierowano dotąd na badanie wpływu różnych parame­
trów na wydajność wieloetapowych systemów obsługi z ograniczonymi bufora-

oii pośrednimi; problemowi określenia wskazań dla projektowanie takich sy­
stemów poświęcony jest w całości rozdział XV. Tam też wskazane zostaną te 
przypadki systemów wieloetapowych z ograniczonymi buforami pośrednimi, dla 
których dostępne są rozwiązania analityczne. Rozpatrywano również inne 
specjalne przypadki systemów złożonych z niewielkiej liczby stanowisk ob­
sługi, rozmieszczonych w różnych specyficznych komfiguracjech, np. {ARYA
72], [SHAR 73], [KONH 76], [REIS 78d] , [wiSZ 80] , których nie będziemy 
jednak szczegółowo omawiać.

W niniejszym rozdziale przedstawiliśmy próbę klasyfikacji niekonwen­
cjonalnych systemów masowej obsługi, omawiając jednocześnie podstawowe 
ich własności oraz aktualny dorobek w zakresie ich analizy, która powinna 
ułatwić orientację w coraz liczniejszych pracach dotyczących takich sy­
stemów.
Jak wynika z przedstawionego wyżej przeglądu, niewiele jest tu wyników o 
charakterze ogólnym, a badania zmierzały raczej do rozpoznania wybranych
klas takich systemów.

Wskazane zostały zasadnicze trudności występujące przy analizie syste­
mów niekonwencjonalnych. Zasygnalizowano też najważniejsze kierunki dal­
szych prac, wynikające bądź to z potrzeb aplikacyjnych, bądź to ze specy­
ficznych własności rozpatrywanych systemów.

W dalszej części niniejszej pracy omówione zostaną w sposób szczegóło­
wy dwie klasy niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi:
- jednostanowiskowe systemy z czasem obsługi zależnym od czasu oczekiwa­
nia ,

- wielostanowiskowe, wieloetapowe systemy obsługi,
na przykładzie których przedyskutowane zostaną precyzyjnie liczne zagad­
nienia, potraktowane w tym rozdziale - z konieczności - w sposób opisowy.



V

I I .  SYSTEMY MASOWEJ OBSŁUGI 

Z CZASEM OBSŁUGI ZALEŻNYM OD CZASU OCZEKIWANIA 

I  NATURALNYM REGULAMINEM OBSŁUGI

N in i e j s z y  r o z d z i a ł  poświęcony j e s t  omówieniu w łasn ośc i  systemów maso­

wej o b s łu g i  z czasem o b s łu g i  zależnym od czasu oczek iwan ia  (k tó r e  b ęd z ie ­

my w skrócen iu  nazywać systemami WAD), p rzy  z a ło żen iu  o b s łu g i  z g ło s z eń  w 

k o le jn o ś c i  i c h  napływan ia .

W d a ls zych  rozważaniach ograniczym y s i ę  do przypadku, gdy zg ło s z e n ia  

napływają po jedynczo  i  zmienne losowe a1 , i  *  1 , 2 , . . . ,  o k r e ś la ją c e  ods tę ­

py między chwilami n a p ły n ię c ia  k o le jn y c h  zg ło s z e ń ,  są nieujemne, n ie z a ­

leżne  losowo, o jednakowych rozk ładach ,  p os iada jących  dys trybu sn tę  A (x )  i  

intensywność s trum ien ia  z g ło s z e ń

0 <  A [ E t ę ) ] - 1 ’

Przyjmiemy t e ż ,  że  stanowisko o b s łu g i ,  przed  którym może tw o rzyć  s i ę  ko­

l e jk a  o n ie o g ra n ic zo n e j  d łu g o ś c i ,  ma s t a ł ą  moc, obs łu gu je  z g ło s z e n ia  po­

jedyn czo  i  czas  o b s łu g i  z g ł o s z e n ia  ^  j e s t  nieujemną zmienną losową b^. o 

identycznym d la  w szys tk ich  z g ło s z e ń ,  zależnym je d y n ie  od czasu oczek iwa­

nia r o z k ła d z i e ,  posiadającym warunkową dystrybusn tę

B (x/a )  = Pr b* / U)1 w  » 0 ,  i  =  0 , 1 , . . .  ( I I . 1 )

Dodatkowo założym y, ja k  t o  s i ę  t r a d y c y jn i e  p rzy jm u je  w systemach w ie lo k a ­

nałowych z regulaminem PIPO, że k o le jn e  z g ło s z e n ie  kierowane j e s t  do tego  

kanału o b s łu g i ,  k tó r y  posiada n a jm n ie js zy  zapas pracy .

Rozpatrzmy zapas pracy  w dyskretnych  chw ilach  czasu, bezpośredn io  po­

p rzed za jących  moment n a d e jś c ia  k o le jn e g o  z g ło s z e n ia ,  podobnie ja k  s i ę  to  

r o b i  w systemach konwencjonalnych [GNED 7 1]  , [k IEF  56 ] .

4 l F 0 (* i + 1  "  ° >  -  [ z | l P 0 < t : i  "  0 )  "  a l + 1 ] + *  d l a  M l .

-  0) -  [4 lF 0 W i -  0) -  al+1 + b» ] ’ (I1 - 2'
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[ y ] +  =  m a x  [ 0 , y ]  ,

^ i p o ^ 1  “  0 )  ”  z £ i i o w i  _  0 ) *1 % i s n

T a k  w i e c  c i ą g  l ^ p i K l J ’  d l a  k t ó r e g o  o k r e ś l e n i a  p o t r z e b n e  j e s t  o c z y w i ś c i e  

z a d a n i e  p o s t a c i  2 | j p o »  3 e 8 t  o i « o  u w z g l ę d n i e n i a  z a l e ż n o ś c i  l o s o w e j  b *  o d  

,  p o d o b n i e  j a k  w  s y s t e m i e  k o n w e n c j o n a l n y m ,  ł a ń c u c h e m  M a r k o w a  z  c i ą g ł ą  
p r z e s t r z e n i ą  s t a n ó w .

W p r z y p a d k u  j e d n o k a n a ł o w y m  r ó w n a n i e  I I . 2  s p r o w a d z a  s i e ,  p r z y  u w z g l ę d ­
n i e n i u  ( 1 . 1 2 ) ,  d o  p o s t a c i :

gdzie :

• * * ’  ■ - 1  ♦  » i  -  - l ł 1 ]  -  [ » *  *  l r f | , .....................  ( I I . 3)

w  o p a r c i u  o  k t ó r ą  m o ż n a  ł a t w o  o k r e ś l i ć  d y s t r y b u a n t e  c z a s u  o c z e k i w a n i a  i -  
t e g o  z g ł o s z e n i a  n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i  ( n p .  [ P 0 S N  7 3 ] ) ,

/

=  P r

/ .  /  *  
y * > 0  z » 0

s l + 1  ^  y + z - i / » 3- *  y ,  b *  =  S
w d ^ z / y J d W ^ f y )

•  J  J j l  -  A(y+z-x)j ds,B(z/y)d'W,i(y). ( I I . 4 )
y-0” *«0

J e ś l i  w i e q  w  r o z p a t r y w a n y «  s y s t e m i e  i s t n i e j e  d y s t r y b u a n t a  g r a n i c z n a  

> f ( x )  *  l i m ‘H’ i ( x ) ,  t o  s p a ł n i a  o n a  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  [ P 6 S N  7 3 ] ,  [ S Z H E  6 8 ] «

y “(x) * J  J  Ji -  A ( y + z - x ) J  d z B ( z / y ) d W ( y ) .  ( I I . 5)
y«0 ~ z» 0

W ś r ó d  J e d n e k a n e ł o w y c h  s y s t e m ó w  WAD w y r ó ż n i m y  s p e c j a l n ą  k l a s ę *  k t ó r ą  o k r e ś ­
l a ć  b ę d z i e m y  m i a n e m  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o .

W modelu podstawowy«;
i )  r o z k ł a d  o d s t ę p ó w  m i e d z y  c h w i l a m i  n a p ł y n i ę c i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń  p o s i a ­

d a  g ę s t o ś ć  a ( x )  t a k ą ,  ż e  V  ■ | a ( x )  ^ O } ,
x > o l  )
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i i )  dystrybuanta  warunkowa B ( x A l ł )  ma postać t  

B ( x ^ > )

B ( x )  d la  a> = 0,
0  ( I I . 6 )

Bi ( x )  d la  wi t  i = l , 2 , . . . J ,

g d z ie

0 = w„ <■ w. <... <  w, «soo.O T  . o

i i i )  E (a )< .«*>  , E C b ^ c 00 d la  i » 0 , 1 , . . . , J .

V/ dalszym c iągu  n in i e j s z e g o  r o z d z ia łu  omówimy warunki s t a b i ln o ś c i  sy ­

stemów WAD z naturalnym regulaminem o b s łu g i ,  a następn ie  p rze jd z iem y  do 

dysku s j i  metod pozw a la jących  na e fektywne wyznaczen ie  dystrybuanty  1W1(x )  

w przypadku jednokanałowym.

S z c z e g ó ln ie  w i e l e  uwagi zwrócimy na system podstawowy, za pomocą k tó ­

rego  można aproksymować dowolny system WAD. A n a l iza  ta k ie g o  modelu prowa­

dzona b y ła  w y łą c zn ie  p rz y  z a ło ż e n iu ,  że z g ło s z e n ia  napływają  strumieniem 

Poissona o ra z  że  J=2 [LIBU 7 l ]  lub B ^ (x )  = 1 -Exp (-^ . jx )  [POSN 7 3 ] .

Omówiony p o n iż e j  sposób o s ła b ie n ia  t y ch  o g ra n ic zeń  z o s t a ł  po ra z  p i e r ­

wszy wskazany i  e fek ty w n ie  zastosowany w jwOLI 81 a].
W n i n i e j s z e j  p racy  przedstaw iona zo s ta n ie  s zczegó łow o  ogólna metoda ana­

l i z y  systemów WAD w stacjonarnym s ta n ie  gran icznym, rozpa trzon ych  zo s ta ­

n ie  tak że  k i lk a  przypadków s zc ze gó ln y ch .

Posłużą one n a s tęp n ie  do wskazania, p rzy  użyc iu  przyk ładów numerycznych, 

w łasnośc i  systemów WAD z naturalnym regulaminem o b s łu g i ,  prowadząc, mie­

dzy innymi do s tw ie r d z e n ia ,  że  stosowane we w c ze śn ie js zy ch  pracach upro­

s zc zen ia  i s t o t n i e  zaw ęża ły  zakres  s to so w a ln o śc i  wyników.

Omówione zostaną równ ież  m oż l iw ośc i  b e zp oś red n ie j  a n a l i z y  n iek tó ry ch  spe­

c y f i c z n y c h ,  różnych od modelu podstawowego, systemów WAD, a także  m o ż l i ­

wośc i zw iększen ia  w yda jnośc i  ta k ic h  Bystemów o b s łu g i .

I I . 1. Warunki s t a b i ln o ś c i

Orzekanie o s t a b i ln o ś c i  rozpatrywanych systemów o b s łu g i  sprowadza s i ę  

do sk la sy f ik ow a n ia  łańcucha Markowa j  Zpjpo | (metody badania łańcuchów 

Markowa z c i ą g ł ą  p r z e s t r z e n ią  stanów są o s t a t n io  in ten syw n ie  r o zw i ja n e ,

np. [TWEE 75] , [TWEE 76] , [ L A S L 7 8 ] ) .

W s z c z e g ó ln o ś c i  rozpatrywany system masowej o b s łu g i  j e s t  s t a b i ln y ,  gdy 

łańcuch |_?piFoj ^es t  e rgodyczny .
W dalszym c ią gu ,  mówiąc o warunkach s t a b i l n o ś c i ,  będziemy m ie l i  na u- 

wadze warunki e rgod yczn o śc i  odpow iedn iego łańcucha Markowa.
Przed  p rzys tąp ien iem  do omówienia o g ó ln i e j s z y c h  r e g u ł  ok r e ś la ją c y c h  

warunki s t a b i ln o ś c i  systemów WAD przedstawimy pewien p ro s ty  p rzyk ład  sy ­

stemu jednokanałowego.
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N i e c h  z a l e ż n o ś ć  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  m a  p o s t a ć :

B ( x / a > )  = H ( x  -  c a >  -  d )  ,  ( I I . 1 . 1)

c o  o z n a c z a ,  i ż  c z a s  o b s ł u g i  k o l e j n e g o  z g ł o s z e n i a  z a l e ż y  l i n i o w o  o d  c z a s u
o c z e k i w a n i a

b ^  =  ci#-1  +  d ,  c , d  >  0 .

O k r e ś l m y ,  w  s p o s ó b  a n a l o g i c z n y  d o  z a p r o p o n o w a n e g o  p r z e z  L i n d l e y %  w  od­

n i e s i e n i u  d o  s y s t e m u  G I / G I / 1  (  [ L I N D  5 2 ] ,  p a t r z  t e ż  [ K L E I  7 5 ] ,  [ g N E D  7 1  ] ) ,

c z a s y  o c z e k i w a n i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń ,  w p r o w a d z a j ą c  d o d a t k o w e  o z n a c z e n i e

.  ) Uj =  d -  a i + 1 ,  ( I I .  1 . 2 )

U)-1 =  £ti>-0  +  c » °  +  d  -  a 1J  =  m a x | o , ( l  +  c ) u > °  +  u J ,

= ^ 1+c^1+d-s2J = max|o, u1 + (l+c)max Jo, (1+c)u£*+uo j j  =

=  m a x  [ o , u 1 , u 1 +  ( l + c ) u 0 + ( 1 + c ) ^ a > ° J  ,

=  [ ' ! * 2 + c ' » 2 + d - a 3 ]  =  m a x | o , u 2 + ( l + c ) m a x | o , u 2 , u 2 + ( l + c ) u 0 + ( l + c ) ^ u 0 j  =

=  m a x  |0 , u 2 , u 2 + ( l + c ) u 1 , u 2 + <  1 + c ) u 1 + ( 1 + c ) 2 u Q + (  1 + c ) \ ^ j

■ay1 »  n a x [ o , u l _ 1 , u i _ 1 + ( l + c ) u l _ 2 , u : l _ 1 + ( l + c ) u i _ 2 + ( i + c ) 2 u i _ 3 ,  . . . ,

u i _ 1 + ( l + c ) u i _ 2 + .  . . + ( l + o ) i ~ 2 U i . U i _ i + ( l + c ) u i _ 2 + . . . + ( l - * , c ) i _ 1 u 1 +
I

+  ( l + c ) i - 1 u 0 + ( i + c ) i nvo]  .

P r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  z m i e n n e  a 1 ,  i « 1 , 2 , . . . ,  s ą  l o s o w o  n i e z a l e ż n e ,  n i e z a l e ż ­

n e  l o d o w o  s ą  r ó w n i e ż  z m i e n n e  u i t  i = 0 , 1 , . . . ,  a  w i ę c  r o z k ł a d  z m i e n n e j  l o s o -
i  «■* i

w e j  J e s t  i d e n t y c z n y  z  R o z k ł a d e m  z m i e n n e j  l o s o w e j  w- ,

■  m a x [ o , u 0 , u 0 + ( 1 + c ) u 1 > u 0 + ( l + c ) u 1 + ( 1 + c ) 2 u 2 , . . . , u 0 + ( l + c ) u 1 +

+  ( 1 + c ) 2 u 2 + . . . + ( 1 + c ) 1 " 2 u 1 _ 2 ,  ( I I . 1 . 3 )

u 0 + ( i + c ) a 1 + ( l + c ) 2 n 2 + . . . + ( 1 + c ) n '“ 2 u : l _ 2 + ( l + c ) i “ 1 u i _ 1 + ( 1 + c ) V 0]

Oznaczmy

' I .
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i - 1

Ui “ X ( 1  +  c ) J u ,

J=0

U  =  0 .  o

( I I . 1.4)

T a k  w i ę c

W *  =  m a x [ u o , U 1 , U 2 , . . . , U i + ( l + c ) i U>0] .  ( I I . 1 . 5 )

W s z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k u  w °  =  0  c i ą g  li}-1  j e s t  m o n o t o n i c z n i e  r o s n ą c y  z e  w z r o ­

s t e m  " i " ,  t a k  w i ę c  i s t n i e j e  g r a n i c z n a  z m i e n n a  l o s o w a  ( p r z y j m u j ą c e  b y ć  m o ­

ż e  w a r t o ś c i  n i e s k o ń c z o n e ) .

iW =  lim w ( I I . 1 . 6 )

t a k a ,  ż e :

UU-= sup Uj . 
i s > 0  1

( I I . 1 . 7 )

W o p a r c i u  o  ( I I . 1 . 4 )  i  ( I I . 1 . 7 )  m o ż n a  ł a t w o  s t w i e r d z i ć ,  ż e  s k o ń c z o n o ś ć  

w a r t o ś c i  S r ,  a  ś c i ś l e j ,  z a c h o d z e n i e  r e l a c j i

> ? ( < - ) »  1

■a siejące wyłącznie przy specyficznych założeniach dodatkowych narzuco­
nych na zaienne losowe a1, na przykład w pr*ypadku, gdy V  kiedy
tó U)-1 = 0. 1

O g ó l n i e  r z e c z  b i o r ą c ,  r o z p a t r y w a n y  s y s t e m  j e s t  n i e s t a b i l n y  b e z  w z g l ę d u  

n a  i n t e n s y w n o ś ć  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  ( n i e s t a b i l n o ś ć  s t r u k t u r a l n a ) .

N a  p o d s t a w i e  t e g o  p r z y k ł a d u  m o ż n a  s i ę  s p o d z i e w a ć ,  ż e  d l a  s t a b i l n o ś c i  

s y s t e m ó w  W A D  w y m a g a n e  b ę d ą  p e w n e  o g r a n i c z e n i a  n a  m a k s y m a l n y  d o p u s z c z a l n y  

c z a s  o b s ł u g i ,  c o  i s t o t n i e  z n a j d u j e  o d z w i e r c i e d l e n i e  w  p o d a n y c h  n i ż e j  . w a ­

r u n k a c h .
P r z y p a d e k  d o w o l n e j ,  d e t e r m i n i s t y c z n e j  z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a ­

s u  o c z e k i w a n i a ,  p r z y  o g r a n i c z e n i u  m a k s y m a l n e g o  d o p u s z c z a l n e g o  c z a s u  o b ­

s ł u g i ,  r o z p a t r z o n o  w  [ s U G A  65 ]  w  o d n i e s i e n i u  d o  s y s t e m u  w i e l o k a n a ł o w e g o .
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P r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e i

i )  E ( a )  « = « " »  

i i )  B ( x / V )  -  H ( x  - < p ( l * ) ) ,

g d z i e ś  (p Oltf) J e s t  f u n k c j ą  o o n o t o n i c z n i e • r o s n ą c ą ,  t a k ą ,  ż e  cp(0)  >  0 
O r a z  i s t n i e j e  l i m  =<p ( - > ) <  ~

i i i )  s t a n o w i s k o  o b s ł u g i  n i e  m o ż e  b y ć  b e z c z y n n e  w  p r z y p a d k u  n i e p u s t e j  k o ­
l e j k i  z g ł o s z e ń ,

w y k a z a n o ,  ż e  r o z p a t r y w a n y  s y s t e m  o b s ł u g i  j e s t  s t s b i l n y ,  j e ż e l i  z a c h o d z i ł

n £ ( a )  >  <p ( « • ) .  ( I I .  1 . 8 )

J e ś l i  n a t o m i a s t  n E ( a )  <  <p ( « > ) ,  w ó w c z a s  s y s t e m  j e s t  n i e s t a b i l n y  z  w y j ą t ­
k i e m  s p e c j a l n e g o  p r z y p a d k u ,  w  k t ó r y m

( I I . 1 . 9 )

k i e d y  t o  k o l e j k a  p o z o a t a j e  p u s t a  ( a u t o r z y  n i e  w y p o w i e d z i e l i  s i ę  o  p r z y ­
p a d k u  r ó w n o ś c i  n E ( a )  * q p ( ® ® ) ) .

W a r u n k i  w y s t a r c z a j ą c e  s t a b i l n o ś c i  j e d n o k a n a ł o w y c h  s y s t e m ó w  z  n i e d e t e r -  

m i n i s t y c z n ą  z a l e ż n o ś c i ą  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  r o z p a t r y w a n o  

n a s t ę p n i e  w  p r a c a c h  [ C A L L  7 3 ] ,  [ s Z N E  6 8 ] .  W p i e r w s z e j  z  n i c h  p r z y j ę t o  u -  

p r a s z c z a j ą c e  z a ł o ż e n i a ,  ż e  z m i e n n e  l o s o w e  i * ,  w 1 ,  b ^ .  s ą  z m i e n n y m i  d y s ­

k r e t n y m i ,  p r z y j m u j ą c y m i  w a r t o ś c i  c a ł k o w i t o l i c z b o w e ,  n l e u j e m n e  ( b ę d z i e m y  

j e  o z n a c z a ć  ,  55- ,  b ^ ) .  P o z w o l i ł o  t o  a u t o r o w i  s k o r z y s t a ć  z  d o b r z e  z n a ­

n y c h  w a r u n k ó w  e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h ó w  M a r k o w a  z  d y s k r e t n ą  p r z e s t r z e n i ą  s t a ­
n ó w .

W y k a z a n o ,  ż e  w  s y s t e m i e ,  w  k t ó r y m

i )  V  P r j b ^ -  a i + 1  =  j |  >  0  d l a  j  » - 1 , 0 , 1 ;

i i )  ^ K ( ? j ) < ~

w a r u n k i e m  w y s t a r c z a j ą c y «  s t a b i l n o ś c i  j e s t ,  a b y

^ i m  e u p  K ( b J  <  E(S). ( I I . 1 . 1 0 )

P o s t a w i o n o  t e ż  h i p o t e z ę ,  ż e  a n a l o g i c z n y  w a r u n e k  p o w i n i e n  o b o w i ą z y w a ć  w  
p r z y p a d k u  s y s t e m u  z  c i ą g i y a i  z m i e n n y m i  l o s o w y m i .

W j j S Z N E  6 8 ]  p o d a n o  ( b e z  d o w o d u )  t w i e r d z e n i e ,  i i  j e ś l i  d y s t r y b u a n t s  

A ( x )  j e s t  f u n k c j ą  a b s o l u t n i e  c i ą g ł ą  i  i s t n i e j ą  s k o ń c z o n a  w a r t o ś c i  o c z e k i ­
w a n e  E ( a )  o r a z  E ( b ^ )  d l a  k a ż d e g o  ny, w ó w c z a s  s p e ł n i e n i e  w a r u n k u

¥  P r
i=*0

j n . a i <  <p ( 0 ) |

/ M
3  V  i  f  u  d  B ( u / y )  <  E ( a ) f
y 0  y > y 0  > . 0  )

( I I . 1.11)
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z a p e w n i a  i s t n i e n i e  r o z k ł a d u  g r a n i c z n e g o  WXx) , b ę d ą c e g o  r o z w i ą z a n i e m  r ó w ­

n a n i e  c a ł k o w e g o  ( I I . 5 ) .
Z a g a d n i e n i e  t o  r o z p a t r y w a n o  w  s p o s ó b  ś c i s ł y  w  [ T W B E  7 5 ] ,  a  n a s t ę p n i e

p r z y  o g ó l n i e j s z y c h  z a ł o ż e n i a c h  w  [ L A S L . 7 8 ] .
W y k a z a n o ,  ż e  j e ś l i  ł a ń c u c h  M a r k o w a  j l ł r  |  o k r e ś l o n y  z a l e ż n o ś c i ą  ( I I . 3 )  j e s t  

n i e p r z y w i e d l n y  o r a z  d y s t r y b u a n t a  B ( x / v )  j e s t  c i ą g ł ą  f u n k c j ą  W ,  w ó w c z a s  w a ­

r u n k i e m  w y s t a r c z a j ą c y m  s t a b i l n o ś c i  J e s t ,  a b y :

s u p  E ( b M )

l i m  s u p  E f b y J  < E ( a )

( I I . 1 . 1 2 )

W p r a c y  t e j  p o d a n o  t e ż  d w a ,  s t o s u n k o w o  o g ó l n e  w a r u n k i  z a p e w n i a j ą c e  n i e -  

p r z y w ie d ln o ś ć ,  z  k t ó r y c h  j e d e n  ma p o s t a ć «

V  3  P r j b 1 ” 1  -  a ^  - « y )  f \  ( I I . 1 . 1 3 )
■W 5s0 <?:»0 L l *  J J

f > °

Tak w i ę c  w y m a g a n i e  t o  J a s t  w  s z c z e g ó l n o ś c i  s p e ł n i o n e ,  g d y  i s t n i e j e  a ( x ) > 0  

d l a  k e ż d e g o  x * s 0 ,  t o  z n a o z y  n p .  w  p r z y p a d k u  g d y  o d s t ę p y  m i ę d z y  c h w i l a m i

n a p ł y n i ę c i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń  m a j ą  r o z k ł a d  C o x a .
W [ M O R O  8 0 ]  u d o w o d n i o n o  n a t o m i a s t ,  ż e  w  p r z y p a d k u  s y s t a a ó w ,  d o  k t ó r y c h  

z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a j ą  s t r u m i e n i e m  P o l s s o n a ,  s p e ł n i e n i e  w a r u n k u

s u p  E r b - . ] - *  0 0  ( I I . 1 . 1 4 )

z a p e w n i a  i s t n i e n i e  d l a  k a ż d e g o  x > 0 ,  y  > 0  g r a n i c

l i m  P i ( x / y )  »  1 1 «  P ( t ,  x / y )  ■  F ( x ) J ( y ) ,  ( I I . 1 . 1 5 )
i — w »  t — « * »

g d z i e :

f ^ U / y )  =  P r  j u r 1  - e x  /  Z ( 0 )  -  y| ,  

m ,  x / y )  =  P r  | a i ( t )  <  x  /  a : ( o ) =  yj,

t f ( y )  =  P r  | x 0< ~  /  2 ( 0 )  =  y j ,  X c  -  i n f  | t » 0  :  3C.(t) =  o j . ^

przy  czym, j e ż e l i  dodatkowo t J ' ( 0 ) < « ~ =  ,  wówczas F ( *  » » )  =  1 i  F ( x )  j e s t  fun­

k c ją  a b so lu tn ie  c i ą g ł ą .



-  86 -

Z a c y t o w a n y  w y n i k  p r z e s ą d z a  o  i d e n t y c z n o ś c i  g r a n i c z n y c h  r o z k ł a d ó w  z a p a e u  
p r a c y  w  s y s t e m i e  o r a z  c z a s u  o c z e k i w a n i a .

W [ B A C E  8 1 ]  o g r a n i c z a j ą c  s i ę  r ó w n i e ż  d o  z g ł o s z e ń  n a p ł y w a j ą c y c h  s t r u ­
m i e n i e m  P o i s s o n a  r o z p a t r z o n o  p r z y p a d e k ,  g d y :

B ( x / a > )  =  [1 -  H f t t f ) ]  H ( x )  +  H ( W ) B ( x ) ,  ( I I . 1 . 1 6 )

g d z i e :  1 - H ( x )  o k r e ś l a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  z g ł o s z e n i e  o p u ś c i  k o ­

l e j k ę  ( a  w i ę c  w y m a g a ć  b ę d z i e  s e r o w e g o  c z a s u  o b s ł u g i ) w  c z a s i e  o c z e ­
k i w a n i a  x ,  

p r z y j m u l ą c  i ż

l i m  H ( x )  >  0 .  ( I I . 1 . 1 7 )
X-"-<*>

P r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż «  A E f b ) ^  u d o w o d n i o n o ,  i ż  w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i  w y ­
s t a r c z a j ą c y m  s t a b i l n o ś c i  j e s t  s p e ł n i e n i e  n i e r ó w n o ś c i :

X E ( b )  H ( — ) <  1 .  ( I I . 1 . 1 8 )

W p r a c y  [ i Z Y D  8 1 b ]  p o k a z a n o ,  ż e  n i e r ó w n o ś ć :

E ( b j )  <  E ( a )  ( I I . 1 . 1 9 )

j e s t  w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i  w y s t a r c z a j ą c y m  s t a b i l n o ś c i  m o d e l u  p o d s t a w o w e ­

g o ,  w  k t ó r y m  d o d a t k o w o  z a ł o ż o n o  E t b 1 )  > 0  d l a  i  »  0 , 1 , . . . , J .  T a m ż e  r o z p a ­
t r z o n o  t e ż  p r z y p a d e k  w i e l o k a n a ł o w y  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e :  ,  .

i )  p o s t a ć  B ( x / i t f )  j e s t  d o w o l n a ,  s p e ł n i a j ą c a  w a r u n e k  3  V  |B (< i| )/a > ) = 1 J ,
4 > < ~  a > ^ 0 (  J

i i )  E ( a ) < « °  T

i i i )  3  V  V  I P r { -  d  « b 1  -  a l + 1  a= $  »  of  )  >  0  ,
< 5 > 0  c ę > 0  i ^ o L  l  )  J

w y k a z u j ą c

-  w a r u n e k  w y s t a r c z a j ą c y  s t a b i l n o ś c i  p o s t a c i * ^

l i m  s u p  E ( b  )  <  n E ( a )  ( I I .  1 . 2 0 )

o r a z

-  w a r u n e k  k o n i e c z n y  s t a b i l n o ś c i  p o s t a c i :

J i . m ^ i . n f  E ( b w )  n E ( a ) .  ( I I . 1 . 2 1 )

x ! -------------------------------
D l a  d o w o d u  t e g o  w a r u n k u  w y s t a r c z y  p r z y j ą ć  t y l k o  p i e r w s z ą  c z ę ś ć  n i e r ó w ­
n o ś c i  w y m i e n i o n e j  w  z a ł o ż e n i u  i i i ) .

Tak w i ę c  w  u p r o s z c z e n i u  m o ż n a  b y  p o w i e d z i e ć ,  ż e  w a r u n k i  s t a b i l n o ś c i  s y ­

s t e m u  “ ' A D  s p r o w a d z a j ą  s i ę  d o  w y m a g a n i a ,  a b y  z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  r ó w n y m  

j e d n o ś c i  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  b y ł  z a w s z e  s k o ń c z o n y ,  b e z  w z g l ę d u  n a  d ł u ­

gość c z a s u  o c z e k i w a n i a  o r a z  a b y  s p e ł n i o n e  b y ł y  n i e r ó w n o ś c i  u w z g l ę d n i a j ą c e  

postać g r a n i c z n y c h  r o z k ł a d ó w  c z a s ó w  o b s ł u g i  p r z y  l i ) - —
N a l e ż y  j e d n a k  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  d o d a t k o w e  w a r u n k i ,  z w i ą z a n e  z  o d p o w i e d n i ą  

n i e p r z y w i e d l n o ś c i ą  ł a ń c u c h a  M a r k o w a  TL p j p 0  ^ c z y  t e ż  j e g o  n i e o k r e s o w o -  
ś c i ą ,  j e ś l i  w y n a g a n e  j e s t  u n i k n i ę c i e  e u b s t a b i l n o ś c i ) ,  n i e  m o g ą  b y ć ,  p o m i ­

n i ę t e .
W [ L A S L  7 8 ]  m o ż n 8  z n a l e ź ć  p r o s t y ,  a c z k o l w i e k  -  j a k  s a m i  a u t o r z y  p r z y z n a j ą  

-  s z t u c z n y  p r z y k ł a d ,  w s k a z u j ą c y  i ż  w a r u n k i  t y p u  I I . 1 . 1 9  m o g ą  n i e  w y s t a r ­

c z y ć  d l a  z a p e w n i e n i a  e r g o d y c z n o ś c i  r o z p a t r y w a n e g o  ł a ń c u c h a  M a r k o w a .
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I I . 2 .  A n a l i z a  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o

P r z e d s t a w i m y  o b e c n i e  ( w g  [ w O L I  8 1 D ] )  m e t o d ę  w y z n a c z a n i a  d y s t r y b u a n t y  

s t a c j o n a r n e g o  r o z k ł a d u  c z a s u  o c z e k i w a n i e  z g ł o s z e ń  w  m o d e l u  p o d s t a w o w y m ,  

t o  z n a c z y  m e t o d ę  r o z w i ą z y w a n i a  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  ( I I . 5 )  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  

ż e  s y s t e m  j e s t  s t a b i l n y ,  a  w i ę c ,  ż e  s p e ł n i o n a  j e s t  n i e r ó w n o ś ć  ( I I . 1 . 1 9 ) .

W d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  o g r a n i c z y m y  s i ę  d o  p r a w i e  d o w o l n y c h  r o z k ł a d ó w  

o d s t ę p ó w  m i ę d z y  c h w i l a m i  n a p ł y n i ę c i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń ,  t o  j e s t  p r z y p a d ­

k u ,  g d y  a ( s )  d a n e  j e s t  z a l e ż n o ś c i ą  ( 1 . 1 . 7 ) ,  p r z y a C 0  =  1 .
Z a u w a ż m y ,  ż e  t T ( s )  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w  r ó w n o w a ż n e j  p o s t a c i

m - 1  °  .  .
Tu ) .  (, . ] T a k>‘ >/<- * £ o t , k) - K f } .  ( i i . 2 . 1 )

m - 1  m

S d k s k ) / ( 1
k = 1  k = 1

N a  w s t ę p i e  u d o w o d n i m y ,  ż e  p o s z u k i w a n a  d y s t r y b u a n t s  tC(x)  ma p o s t a ć :

x
« V 0 [ l  + J  v ( y ) d y ]  ;  x  > 0  ( I I . 2 . 2 )

I
g d z i e  v ( y )  j e s t  f u n k c j ą  n i e u j e m n ą .  ( D o w ó d  d l a  p r z y p a d k u  o  =  1 ,  z a w i e r a

[ M O R O  8 0 ]  a  p r z y  d o d a t k o w y c h  o g r a n i c z e n i a c h  r ó w n i e ż  [ L I B U  7 l ] ) .  W t y m  c e ­

l u  o s z a c u j e m y ,  k o r z y s t a j ą c  z  ( I I . 5 ) ,  i l o r a z ,  r ó ż n i c o w y

oo 0*3

=J  j  * ( ,.Y ^ z - x ? i- A ( y ^ _z - x - h 2 ,  d z B ( z / y ) d W y )  ( I I . 2 . 3 )

> 0 '  o
'I

dla x+h, x c [0 ,00) .
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W p r z y p a d k u  g d y  A ( x )  j e s t  d y s t r y b u a n t ą  r o z k ł a d u  C o x a ,  f u n k c j a  g ę s t o ś c i  

r o z k ł a d u  a ( x )  j e s t  o g r a n i c z o n a ,  t j .

3 V
11 x , x + h

A ( x )  -  A ( x + h )  <  M
( I I . 2 . 4 )

a t ą d :

OQ 0 0

W ( x + h j )  ~  w ( * i> c  J  J  M d z B ( z / y ) d V f y )  = 1 1 , ( I I . 2 . 5 )
0  O

t a k  w i ę c  b a d a n y  i l o r a z  r ó ż n i c o w y  j e s t  o g r a n i c z o n y ,  a  w i e c ' W ’ ( x )  j e s t  a b s o ­

l u t n i e  c i ą g ł a  w  p r z e d z i a l e  o t w a r t y m  ( 0 , ° ® ) .  Z  d r u g i e j  s t r o n y ,  w p r o s t  z  

1 1 , 3  w y n i k a ,  ż e  W ( x )  j e s t  t e ż  a b s o l u t n i e  c i ą g ł a  ( i  t ó ż s a m o ś c i o w o  r ó w n a  

z e r u )  d i s  x  C  O .

T a k  w i e c  W ( x )  p o s i a d s  c o  n s j w y ż e j  j e d e n  p u n k t  n i e c i ą g ł o ś c i  d l a  x  =  O  i  

m o ż e  b y ć  p r z e d s t a w i o n a  w  p o s t a c i !

'W’ ( x )  = ' H ’ 0 H ( x )  + V ^ ( x ) , ( I I . 2 . 6 )

g d z i e  H ( x )  j e s t  j e d y n k ą  H e a v i s i d e ' s ,  n a t o m i a s t  V ,  ( x )  j e s t  f u n k c j ą  a b s o ­

l u t n i e  c i ą g ł ą ,  t a k ą  ż e  ( x )  *  0  d l a  x < 0 .

Z a u w a ż m y ,  ż e  w o b e c  f e k t u ,  i ż  V  j e ( x ) = » o l ,  w p r o s t  z  ( I I . 5 )  w y n i k a
x > 0 l  >

V 0  > 0 ,  a w i e c  ( I I . 2 . 6 )  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w  p o s t a c i *

x)

V ( x )  » ' « ’ ^ ( x )  ♦  £ . * , ( « > ] • ( I I . 2 . 7 )

c o  p r z y  w y k o r z y s t a n i u  t w i e r d z e n i a  R a d o n a .  -  N i k o d y m a  [ P E L L  8 0 ]  p r o w a d z i  

w p r o s t  d o  ( I I . 2 . 2 ) .  Z a l e ż n o ś ć  t a  j e s t  p r a w d z i w a  r ó w n i e ż  d l a  w s z y s t k i c h  

i n n y c h  r o z k ł a d ó w  z a i e n n e j  l o s o w e j  r a ,  p o s i a d a j ą c y c h  o g r a n i c z o n ą  g ę s t o ś ć  r o z ­

k ł a d u .

P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  d o  o m ó w i e n i a  m e t o d y  w y z n a c z a n i a  y{’ 0  o r a z  v ( t ) .

Z  ergodyczności rozpatrywanego procesu wynika, ż e  równanie ( I I . 5 )  po­
siada dokładnie jedno rozwiązanie o własnościach dystrybuanty. W dalszym 
ciągu, wychodząc z ( I I . 5 ) ,  wyprowadzimy układ równań różniczkowo-całko- 
w y c h ,  w ś r ó d  rozwiązań którego znajdować s ie  będzie funkcja v ( t ) .

T iD i s  k a ż d e j  s k o ń c z o n e j  w a r t o ś c i  'w +  b ^  z a c h o d z i  b o w i e m

89 -

W t y m  c e l u  z r ó ż n i c z k u j e m y  n —k r o t n i e  o b i e  s t r o n y  r ó w n a n i a  ( I I . 5 )  i  r o z ­

p a t r z y m y  s u m e t

y ( x )  +  ^ ( - l ) k c k ' W ( k )  ( x ) . ( I I . 2 . 8 )

k = 1

Z a u w a ż m y ,  ż e  w s z y s t k i e  d y s t r y b u a n t y  s ą  d y s t r y b u c j a m i ,  p o s i a d a j ą  w i e c  p o ­

c h o d n e  d y s t r y b u c y j n e  w s z y s t k i c h  r z ę d ó w  [ A N T O  7 3  .
W d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  o z n a c z a ć  b ę d z i e m y  p r z e z  tp ' ( x )  k - t ą  p o c h o d n ą  d y ­

s t r y b u c j i  f ( x ) .  P o  p r o s t y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  o t r z y m a m y »

a ̂ <*• a ^
W( x ) - f^ -1  ( - 1 ) k CifV ^ k  ̂ ( x )  ° /  f | i - A ( y + z - x ) - ^ c lcA (l£  ̂ ( y + z - x ) J  d z B ( z / y ) d V < y )  

k - 1  0 "  0  k = 1  ( I I . 2 . 9 )

Z  d r u g i e j  s t r o n y  n a  p o d s t a w i e  ( I I . 2 . 1 )  m a m y :

a(s) +'y cvska(s) = 1 + ^ ( I I . 2 . 1 0 )

k - 1  k = 1

Przeprowadzając odwrotną transformacje o b u  s t r o n  ( I I . 2 . 1 0 )  o t r z y m u j e m y :

m ■ - !

A ( x )  + ^ ~ ’ c k A ( k ) ( x )  »  ł K x )  + ^ d k H ( l c ) ( x ) .  ( I I . 2 . 1 1 )

k=» 1 k - 1

O d e j m u j ą c  o b i e  s t r o n y  ( I I . 2 . 1 1 )  o d  j e d n o ś c i  o t r z y m u j e m y :

aa j b —1

1  -  A ( x )  - ^ c k A ( k ) ( x )  -  1  - H ( x )  - ^ d k U ( k ) ( x ) .  ( I I . 2 .
1 -t

1 2 )

k - 1 k - 1

K o r z y s t a j ą c  z  ( I I . 2 . 1 2 )  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  ( I I . 2 . 9 )  w  p o s t a c i :

V (x )
m 0 ,0 0 0

+' y ( - 1) kc k<H'{ k ) ( x ) - /  / [ l - K ( y + z - x ) - ^ d y k ) ( y +z - x ) ]  dzB ( z / y ) d V ( y )  

k=1 0 "  0 k-1 ( I I . 2.1 3)

Stosując znane w teo r ii dystrybucji zależności:

f (k ) ( x ) « g ( x )  = f ( x ) # g (n~k ) (x ) ,  

|f(ax + b )J (k ) = akf (k ) (Bx + b)>

I
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g d z i e ś  f ( x ) ,  g ( x )  s ą  d y s t r y b u c j a m i ,  

*  o z n a c z a  d z i a ł a n i e  s p l o t u ,  
o t r z y m u j e m y s

k= l -0

W p r o w a d ź m y  c i ą g  f u n k c j i s

°  x  m 1

v < * > + X < - ' i > V ( k ) < * )  - / B ( W / y ) W ( y ) +2 ; ( - i ) ^ k  f  B ^ ( x - y/y)dV. (y l

k=1 V  ( I I . 2.14)

v p ( x )  =  v ( x )  d l a  0 < x ^ w p ,  P  *  1 , 2 , . . . J  ( n . 2 . 15)

O c z y w i ś c i e  V j ( x )  =  v ( x ) .

K o r z y s t a j ą c  z  t e j  d e f i n i c j i ,  ( I I . 2 . 2 )  i  d z i e l ą c  o b i e  s t r o n y  p r z e z  K  o t r z y .  
m u  j e m y :

1  + /  v p ( x >  + 2 ( - i ) 1 v j k " i ) ( x )  “  [ B o u )  + 5 ( - i ) k d X k ) ( i ) ] +
0  k = l  '  '0  k = 1

p - 1  f  ~

k = 1

♦ Z
i = 1 i - 1

/  B i ( * - y ) v i ( y ) d y  + 2 ( - ‘I )kdk f  sl k ) (x -y )v . ( y )dy  
'  k - 1  w .  .

" i - 1

P - 1

/»  " » - I  x

f  B p ( x - y ; v p ( y ) d y  B ^ k ) ( x - y ) v p ( y ) d y  < 1 1 . 2 . 1 6 )
k = 1  w

P - 1

d l a  w p _ 1 <  x  «  w p ,  p  =  1 , 2 , . . . , J .  
W p r o w a d ź m y  d o d a t k o w o

Up(x) v ( x )  d l a  w    <  x  «S  w  ,  p  =  1 , 2 , . . . , J
P - 1  p  ( I I . 2 . 1 7 )

0  d l a  x  >  w p ,  x  «  w p _ 1

Z a u w a ż m y

DO

» ż e  V 0  u p ( x ) d x  o k r e ś l a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  c z a s  o c z e ­

k i w a n i a  m i e ś c i  s i ę  w  p r z e d z i a l e  ( w p _ i  • w p J  • 
O c z y w i ś c i e  z a c h o d z i :

J - V , X )  .  [ ,  J  „ ( , W , J  ,  » , . , < » >  J .  < 1 1 .2 .

0  J  L  i - 1  0  O  J
18)

-  91 -

g d z i e  1  w y z n a c z a  s i ę  z  n i e r ó w n o ś c i :

w x  <  x  <  w l + 1 .

N a  p o d s t a w i e  ( I I . 2 . 1 6 )  i  ( I I . 2 . 1 7 )

m - 1

k - 1  k * l

^  ^  U - » ’]

1 + J  V p ( y ) d y f ^ ( - l ) k c k v J k - l ) ( x )  -  [ B o ( x ) + X ( “ l ) k d k B o k > ( x ) ]  +

p - 1

* 2
i - 1

( x - y )  - B p  ( x - y  )J u  x ( y )  d y + 5 ~ l  ( - 1 )  k d  j f [ B i  k )  ( x - y ) - B p ( x - y ) J  u ± ( y ) d y  
O  k - 1  0  ‘

x  a - l  x

+  I  3 p ( x - y ) v  ( y ) d y  + ^ ] < - l ) k d k J  B p k ) ( x - y ) v p ( y ) d y  ( I I . 2 . 1 9 )
1. 4 V ł

d l a  0  <  x  < W p ,  p  -  1 , 2 , . . . , J .

R o z s z e r z m y  d z i e d z i n ę  f u n k c j i  v p ( x ) ,  p  -  1 , 3 , . . . , J .  P r z y j m i e m y ,  ż e  w a r ­

t o ś c i  f u n k c j i  V p ( x )  d l a  x > w p  o k r e ś l o n e  e ą  o d p o w i e d n i m  p - t y m  r ó w n a n i e m  u -  

k ł a d u  ( I I . 2 . 1 8 ) ,  ( I I . 2 . 1 9 ) ,  n a t o m i a s t  v p ( x )  -  0  d l a  x  < 0 .

O z n a c z m y  p r z e z  v p ( x , 6 1 , . . .  , 6 m_ 1) ,  p  -  1 , . . . , J  d o w o l n e  r o z w i ą z a n i e  u k ł a d ó w  

r ó w n a ń  ( I I . 2 . 1 8 ) ,  ( I I . 2 . 1 9 ) ,  z a l e ż n e  o d  w a r u n k u  p o c z ą t k o w e g o  6 . | . . .  , ó B _ .|  • 

D o k o n u j ą c  t r a n s f o r m a c j i  L a p l 8 c e ’ a  o b u  s t r o n  r ó w n a n i a  ( I I . 2 . 1 9 )  i  w p r o w a ­

d z a j ą c  o z n a c z e n i e

f * ( s )  =  e “ s t f ( t ) d t ,

0

o t r z y m u j e m y  p o  p r o s t y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h *

y ^ s . ó ^ . . ^ , ^  -  1 + X ( " s ) k o k ~ ( 1 + S ( ‘ 8 ) k d k ) 7 P < 8 )  *
L  k - 1  k - 1

m - 1  m k - 1

! - i + v s ) + Z ( ' 8 ) V o ( 8 ) + 2 ( ' i ) k c i t Z 8 k " i 4 i +
k-1 k=1 i-1
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gdzie :

O©

. . . 6^ )  - / e ' 8\ < t , 61 ....................6  ) d t ,
o

I

 .....................W « - / 1   6 . . , ) « ,

Wi“ 1 ( I I . 2 .21 )

s k ą d  p o  d a l s z y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  o t r z y m u j e m y  o s t a t e c z n i e >

v p ( B * 6 V * » 6 m_ 1 )  =

m k-1 p-1

-1+b0 ( a ) N ( - a ) + ^  ^kck S * i s 1 ( e ) - b p (s )J  u * ( 8 ,61 »••• .6 n_ 1)N ( - s )

____________________ *Ź2__________ Ł 5 J __________ ±żl________________________________________________ _
D (- a ) - H ( - s )b p ( s )

ę> ( a ,  6- , •  . .  , 6  . )
-  -------------- 3----------------=?=± - .  ( I I . 2 . 2 2 )

D (- a ) - K ( - 8 )b p( s )

N a  p o d s t a w i a  ( I I . 2 . 2 )  o r a z  ( I I . 2 . 1 6 )  w i d a ć ,  ż e  t r a n s f o r m a t a  L a p l a c e ’ e  -  

S t i e l t j e a a  d y s t r y b u a n t y > P ( x )  n a l e ż y  d o  r o d z i n y  f u n k c j i  f ( s , 6 . , ,  . . . , 6 ^ . , )  
t a k i c h ,  ż e t

f  ( s , 6  ̂ i « . .  )  - V 0 [ l  +  v j  i . . .  ) J  •  ( I I . 2 . 2 3 )

T a k  w i ę c  o k r e ś l i l i ś m y  t r a n s f o r m a t ę  p o s z u k i w a n e j  d y s t r y b u a n t y  z  d o k ł a d n o ­
ś c i ą  d o  m s t a ł y c h  ( V 0 , 6 1 , .  , 6 ^ ) .

O z n a c z m y  p r z e z  & . ,  . . . ,  ś B_ 1 p o a z u k i w a n e  w a r t o ś c i  s t a ł y c h  6 1 ,  . . . ,  ó 0 _ - | «  

D l a  w y z n a c z e n i a  S - j « •  w y k o r z y s t a m y  w a r u n e k  o g r a n i c z o n o ś c i  t r a n s ­
f o r m a t y  L a p l a c e * a - S t i e l t j e s a  d y s t r y b u a n t y ,  a  w ó w c z a s  w a r t o ś ć  b ę d z i e
w y n i k a ł a  w p r o s t  z  w a r u n k u  n o r m a l i z a c j i .

R o z p a t r z m y  p i e r w i a s t k i  r ó w n a n i a

D ( - s )  -  H ( - s ) b j ( a )  =  0 .  ( I I . 2 . 2 4 )

l

D o w o d z i  s i e  ( p a t r z  ( Ć O H E  69] ) ,  ż e  r ó w n a n i e  ( I I . 2 . 2 4 )  ma d o k ł a d n i e  ( m - 1 )  
p i e r w i a s t k ó w  s r ,  r  =  1 ,  . . . ,  m- 1  t a k i c h ,  ż e  R e ( s r )  > 0 .
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P o n i e w a ż  m o d u ł  t r a n s f o r m a t y  L e p i ą c e  ’ a - S t i e l t j  e s a  d o w o l n e j  d y s t r y b u a n t y

j e s t  z a w s z e  m n i e j s z y  o d  j e d n o ś c i  p r z y  R e ( s )  >  0 ,  w i ę c  m u s i  z a c h o d z i ć !

^ j (  Sj, |6^fÓ2 f * . .|ó m—1  ̂ = r =1 » 2 , . . . » m—1. ( I I  .2.25)

U k ł a d  r ó w n a ń  ( I I . 2 . 2 5 )  j e s t ,  j a k  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  l i n i o w y  z e  w z g l ę d u  n a  

41 » * ' * , 6 m - r
J e ż e l i  w s z y s t k i e  r ó w n a n i a  n a l e ż ą c e  d o  u k ł a d u ( I I . 2 . 2 5 ) s ą  l i n i o w o  n i e z a ­

l e ż n e ,  t o  m o ż l i w e  j e s t  j e d n o z n a c z n e  o k r e ś l e n i e  s t a ł y c h  , . . . , i  J a k o  

p i e r w i a s t k ó w  t e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń .

Z a u w a ż m y ,  ż e  w  p r z y p a d k u  g d y  n i e k t ó r e  p i e r w i a s t k i  s r  r ó w n a n i a  d l . 2 . 2 4 )  

s ą  w i e l o k r o t n e ,  w ó w c z a s  o d p o w i e d n i e  r ó w n a n i e  u k ł a d u  ( I I . 2 . 2 5 )  s ą  i d e n ­

t y c z n e ,  c o  n i e  p r z e k r e ś l a  j e d n a k  m o ż l i w o ś c i  z n a l e z i e n i a  Z a ­

ł ó ż m y ,  ż e  w ś r ó d  e r  » ^ s t ę p u j e  j e d e n  p i e r w i a s t e k  1 - k r o t n y ,  p o d c z a s  ® J y  w s z y s t ­

k i e  p o z o s t a ł e  s ą  p o j e d y n c z e  i  p o n u m e r u j m y  r o z p a t r y w a n e  p i e r w i a s t k i  t a k ,  

a b y !

8 i  "  ° i + i  ■ • • • . "  B i + i - i *

W t a k i m  p r z y p a d k u  n a l e ż y  w  u k ł a d z i e  ( I I . 2 . 2 5 )  z a s t ą p i ć  r ó w n a n i a !

^ j f S k . ó ^  » • . . » 60_ i )  * 0 »  k  -  i + l , i + 2 , . . . , i + l - 1  ( I I . 2 . 2 6 )

r ó w n a n i a m i !

( ® <̂ (̂s. 61 ... .6— <) \
— 1 ! J .-------- S = l _ . )  ,  o  ( I I . 2 . 2 7 )

® s K  / s - s k

k - i + 1 , i + 2 ...................i + 1 - 1

i  z n a l e ź ć  p i e r w i a s t k i  ^ , . . . . ó m_ 1 t a k  z m o d y f i k o w a n e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń .  Z n a -  

j 4 «  s t a ł e  m o ż n a  ł a t w o  w y z n a c z y ć  yro z  w a r u n k u  n o r m a l i z a c j i

j a k o

E ( a )  -  B ( b j )  / /
V g  .  ------------- — ------------------------------------------ J T i ----------------------------------------------.

S i  - S ( - 1 ) k c A - i  + Z [ E ( b i )  -  E ( b J )] J ł i  
1 k «1  i -0

g d z i e !
u *  ( O , ^ , . . . , ^ . , )  d l a  i  > 0 ,

? i  -
1  1 d l a  i  -  0 .

(II.2.28)
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P o  ł a t w y c h ,  a l e  p r a c o c h ł o n n y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  m o ż n a  t e ż  w y k a z a ć ,  ż e i

c -  -  d ?  -  d - E f b j )  -  0 , 5  E ( b j )

E < » >  “    k ( b j j  -  ------  -

m J - 1  « J - 1

v X ( - , ) kcA - 2 tI v ! 1 )( 0^ l ........

 &  i=lj   jT, ---------------, (II. 2.29)

< i 2 h M ,  + X ^ i pi
k = 2  1 - 0

g d z i e :

cfi  «  E ( b j )  -  E f b ^  u ^ 1 ^ ( 0 , < S 1 , . . . , ź m_ 1 )  ”  ^  u i ( 8 » ^ i » ^ 2 ’ ’ ”  , ó r a - 1 ^ | B (

f i± =  E ( b J )  -  E ( b f )

R o z p a t r z m y  t e ż  d a l a z e  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u .

W y z n a c z m y  7 * ( A )  -  ś r e d n i  J e d n o s t k o w y  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń ,  b e z v « z g l ę -  
d u  n a  i c h  c z a a  o c z e k i w a n i a

O© 00

^*(A) . f  f  X ćB(x/U»dV(x). (II. 2.30)
0  0

Ł a t w o  w i d a ć ,  ż e :

- V 0 ^ P 1 E ( b i ) . (II. 2 .  3 1 )
i - 0

O c z y w i ś c i e  s t o p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i

1 = 0
( I I .  2 . 32)

N i e c h  z m i e n n a  l o s o w a  o z n a c z a  ł ą c z n y  c z a s  p o b y t u  i - t e g o  z g ł o s z e n i a  w 
s y s t e m i e  i

gi - b ^ + « > i . ( I I .  2. 33)

T a b e l a  I I .  1

W y z n a c z a n i e  d y s t r y b u a n t y V * ( x )  d l a  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o  W A D
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a ( s )

1 +  7  . d k 8
k - 1

k - 1

B Q ( x )  d l a  -  0

B ^ s )  d l a  w i _ 1 < ‘# - c w i ,  1 - 1 , 2 .................... J ;

g d z i e :
0 <  w Q ^  w ,  <  . . .  <  w J _ 1 c w j

* K b )  - V b [ l  +  v j ( s , § 1 , ^ 2 , , ” , ^ m - 1 ^ J ,

g d z i e  f u n k c j ę  v * ( s , ó 1,62 > • • • t ó m_ i ) w y z n a c z a  s i ę  i t e r a c y j n i e  z  r ó w n a ń

m k - 1

-1+b0(s)N(-8)+^(-1)kck^ s k_i<Si
___________ k - 2 __________ 1 - 1

D ( - s ) - N ( - s ) b p ( s )

p - 1

7  . P Ń  ( s ) - b n ( s ) 1  u * ( s ,  • •
i - 1

D ( - s ) - N ( - s ) b p ( s ) D ( - s ) < * N ( - s ) F p ( s )

s  ,  Ó i  , 6 2 « • • • » 6 m_1  )  ■  J  8 v p  ( t  ,  6  ̂ ,  62  ,  • • • » 6 m_ i  ) d t ,

WP - 1

OO

^ ( s ,  6  ̂ , 6 2 » • • • » ó m - ^ )  38 /  e  V p ( t , , 6 2 *  • • • ) d t ,
0

*  A A
n a t o m i a s t  s t a ł e  6  ̂ , 6 2 * • • • »<3m a ą  r o z w i ą z a n i a m i  u k ł a d u  r ó w n a ń  l i n i o w y c h  z  

e w e n t u a l n y m i  m o d y f i k a c j a m i  -  p a t r z  ( I I . 2 . 2 6 )  o r a z  ( I I . 2 . 2 7 ) .

j  (  » ó * | » ó g ,  • *  ■ 9  ■]) *  0 r  —1 , 2 , . . . ,  m —1 ,
p r z y  c z y m  w a r t o ś c i  s r  s ą  p i e r w i a s t k a m i  r ó w n a n i a  D ( - s ) - N ( - 8 ) b j ( s )  =  O  t a ­

k i m i ,  ż e  R e ( s r )  > 0 .  S t a ł ą  W'0 w y z n a c z a  s i ę  z e  w z o r u :

E ( a )  -  E ( b j ) __________________________________________
i^i. 9  i i .  i. ■ i 1 1 1  ........* -  ""  * *    ~  1 ■

°  c 1 - ± ( - 1 ) k c k 3 k _ i + S [ E ( b i ) - E ( b J ) ] u J ( 0 , g i , S 2 ....................4 B . 1 ) + E ( b 0 ) - B ( b J )
k - 2  i - 1
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D y s t r y b u a n t ę  r o z k ł a d u  g r a n i c z n e g o  G ( x )  *  l i m  G i ( x )  m o ż n a  w y z n a c z y ć  

w p r o s t  n a  p o d s t a w i e  ( I I . 2 .  3 3 )  j a k o :  i - * - “

x

G ( x )  -  J  B ( x - y / y ) d V ( y ) .  ( I I .  2 .  3 4 )

W y p r o w a d z o n e  w y ż e j  r e l a ć j e ,  o k r e ś l a j ą c e  d y s t r y b u a n t ę  c z a s u  o c z e k i w a n i a  

w  m o d e l u  p o d s t a w o w y m  W A D ,  z e b r a n o  w  t a b e l i  I I . 1 .  B i o r ą c  p o d  u w a g ę  p r z y j ę ­

t e  z a ł o ż e n i e  o  p r a w i e  d o w o l n y m  r o z k ł a d z i e  o d s t ę p ó w  m i ę d z y  c h w i l a m i  n a p ł y ­

n i ę c i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń  o r a z  p o s t a c i  z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  

o c z e k i w a n i a ,  m o ż n a ,  d l a  k a ż d e g o  j e d n o k a n a ł o w e g o  s y s t e m u  W A D ,  d o b r a ć  m o d e l  

p o d s t a w o w y  p r z y b l i ż a j ą c y  z  d o w o l n ą  d o k ł a d n o ś c i ą  p a r a m e t r y  z a r ó w n o  p r o c e s u  

n a p ł y w a n i a ,  j a k  i  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń .  T a k  w i ę c ,  t e o r e t y c z n i e  r z e c z  b i o r ą c ,  

m o ż e m y  r o z p a t r z y ć  z  d o w o l n ą  d o k ł a d n o ś c i ą  k a ż d y  j e d n o k a n a ł o w y  s y s t e m  WAD 

z  r e g u l a m i n e m  n a t u r a l n y m .  U ż y t a  d o  a n a l i z y  b a d a n e g o  m o d e l u  m e t o d a  o d c i n ­

k o w e g o  o k r e ś l a n i a  f u n k c j i  g ę s t o ś c i  r o z k ł a d u  c z a s u  o c z e k i w a n i a  b y ł a  p i e r ­

w o t n i e  s t o s o w a n a  d o  s y s t e m ó w  z  o g r a n i c z o n y m  c z a s e m  o c z e k i w a n i a  ( p a t r z  n p .  

[ G N E D  7 1 ]  ) .

N a  t e j  d r o d z e  u z y s k a n o  t e ż  w  [ l I B U  7 l ] ,  [ p O S N  7 3 ^  w y n i k i  a n a l i t y c z n e  d l a  

n i e k t ó r y c h  s p e c j a l n y c h  p r z y p a d k ó w  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e ­

n i e m  P o i s s o n a  i  o g r a n i c z e n i a m i  n a  p o s t a ć  z a l e ż n o ś c i  B(x/yy). P i e r w s z y  p r z y ­

p a d e k  a n a l i z y  s y s t e m u  W A D  z e  s t r u m i e n i e m  z g ł o s z e ń  r ó ż n y m  o d  s t r u m i e n i a  

P o i s s o n a  z a w i e r a ł a  d o p i e r o  p r a c a  ( W O L I  8 0 b J .

W n a s t ę p n y m  p u n k c i e  p r z e d s t a w i m y  r o z w i ą z a n i a  k i l k u  s z c z e g ó l n y c h  p r z y ­

p a d k ó w  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o .  Ł a t w o  p r z y  t y m  z a u w a ż y ć ,  ż e  p r a k t y c z n e  w y k o ­

r z y s t a n i e  p r z e d s t a w i o n e j  m e t o d y  w i ą ż e  s i ę  j e d n a k  z e  z n a c z n ą  p r a c o c h ł o n n o ­

ś c i ą ,  w z r a s t a j ą c ą  s i l n i e  z e  w z r o s t e m  J  ( o k r e ś l a j ą c e j  l i c z b ę  p r z e d z i a ł ó w ,  

w  k t ó r y c h  r ó ż n e  s ą  r o z k ł a d y  c z a s ó w  o b s ł u g i ) ,  p o n i n w a ż  J  r a z y  k o n i e c z n e  

j e s t  z n a j d o w a n i e  o r y g i n a ł u  f u n k c j i  v p ( t , 6 1 , . . . , 6 m _ 1 ) ,  a  w i ę c  d o k o n y w a n i e  

o d w r o t n e j  t r a n s f o r m a c j i  L a p l a c e ’ a  o r a z  c a ł k o w a n i e  j e j  w  p r z e d z i a l e ,  d l a  

o k r e ś l e n i a  u ^ ( s , 6 1 , . . . , 6 m _ 1 ) ,  p r z y  c z y m  z ł o ż o n o ś ć  t e j  f u n k c j i  r o ś n i e  z e  

w z r o s t e m  p .  N i e z a l e ż n i e  o d  t e g o  p r z y  r z ę d z i e  r o z k ł a d u  C o x a  w y ż s z y m  n i ż  

t r z e c i  ( m  >  3 )  k o n i e c z n e  j e s t  n u m e r y c z n e  p o s z u k i w a n i e  p i e r w i a s t k ó w  r ó w n a ­

n i a  ( I I . 2 . 2 4 ) .

I I . 3 .  P r z y p a d k i  s z c z e g ó l n e  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o

O m ó w i o n y  w  p o p r z e d n i m  p u n k c i e  m o d e l  p o d s t a w o w y  u m o ż l i w i ł  n a m  b a r d z o  

o g ó l n e  u j ę c i e  s z e r o k i e g o  w a c h l a r z a  r ó ż n y c h  s y s t e m ó w  c e c h u j ą c y c h  s i ę  z a ­

l e ż n o ś c i ą  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a .  P o n i ż e j  p o d a m y  j e g o  w y s p e ­

c y f i k o w a n i e  d l a  p e w n y c h ,  w y b r a n y c h  p r z y p a d k ó w  s z c z e g ó l n y c h , z  k t ó r y c h  w i e ­
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l e  w y k o r z y s t a m y  w  d a l s z y c h  c z ę ś c i a c h  n i n i e j s z e j  p r a c y  d l a  l e p s z e g o  p o z n a ­

n i a  w ł a s n o ś c i  s y s t e m ó w  W A D .

)  Z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a . l a c e  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  

W p r z y p a d k u ,  g d y  z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a j ą  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a ,  z a l e ż n o ś c i  

p r z e d s t a w i o n e  w  t a b e l i  1 z n a c z n i e  s i ę  u p r a s z c z a j ą  i  p r z y j m u j ą  p o s t a ć :

“  T - r < r p p  ( U . 3 . 1 )

g d z i e :  c 1 =  E ( a )  = j -  ( A  -  i n t e n s y w n o ś ć  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń ) .

W ( s )  =  V . 0 [ l  +  v * ( s ) ]  ,  ( I I . 3 . 2 )

d z i e  f u n k c j ę  v ^ ( s )  w y z n a c z a  s i ę  i t e r a c y j n i e  z  r ó w n a ń :

P - 1  r  _  l  »
- 1  +  b Q ( s )  ł ^ j b ^ s )  - b p f s j j u ^ s )

v * ( s ) ----------------------------------- i  u  ---------------------------------------  ( I I . 3 . 3 )

1  "  *  8  “  b p ( s )

p r z y

W OC

up ( a )  = J e _ 8 t v p ( t ) d t ,  vp ( s )  = J  e " 8 t v p ( t ) d t .  

Wp - 1  0

S t a ł a  "H*0  w y r a ż a  s i ę  w  t y m  p r z y p a d k u  w z o r e m :

1 -  * E ( b T )

* 0  — p r r : -------------------- — - 1 --------------------------------------- 7 -
l ł A [ ^ [ E ( b i ) - E ( b J ) J u * ( 0 ) + E ( b o ) - E ( b J ) j

na tom ias t

i ^E(bj) ~ i*1
E < » >  -  i  -  ° ’ 5^ — — *---------------------i - s i ł f t p -----------------------------------------------------

( I I . 3 . 5 )
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gd z i  e :

ui1)(0) - 3 5  u?(s)|
8 »0

* i
1 d l a  i  »  o

“ ? ( 0 )  d l a  i  > o .

A n a l i z a  t a k i e g o  p r z y p a d k u  n i e  w y m a g a  w i ę c  n i g d y  o f i c z e ń  n u m e r y c z n y c h . !

[ L I B U  7 1 ]  r o z p a t r y w a n o  t e ż  d l a  t a k i e g o  s y s t e m u  r o z k ł a d  l i c z b y  z g ł o s z e ń »  
k o l e j c e .

B i e c h  36 ^  o z n a c z a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  w  c h w i l i  z a k o ń c z e n i a  o b s ł u ­
g i  p o z o s t a j e  w s y s t e m i e  k  z g ł o s z e ń .

W p r o w a d ź m y  f u n k c j ę  t w o r z ą c ą  31 ( ® ) ,

Wykazano, żes

5 l ( ® )  -  £  3^ 0 *
k»0

* ( • )  • g (*  -ste),

( U . 3.6)

( I I . 3.7)

g d z i e :  g(s )  j e s t  t r a n s f o r m a t ą  L a p l a c e ’ a - S t i e l t j e s a  d y s t r y b u a n t y  r o z k ł a d u  
c z a s u  p o b y t u  z g ł o s z e ń  w  s y s t e m i e ,  z a d a n e j  w z o r e m  ( I I . 2 . 3 4 ) .

B a r d z i e j  s z c z e g ó ł o w e  w y n i k i  m o ż n a  u z y s k a ć  p o  p r z y j ę c i u  d o d a t k o w y c h  z a ł o ­
ż e ń  u p r a s z c z a j ą c y c h .

a 1 )  W y k ł a d n i c z e  r o z k ł a d y  C ł a a ó w  o b s ł u g i

W p r a c y  [ P O S N  7 3 j  r o z p a t r y w a n o  p r z y p a d e k ,  g d y :

B 0 ( x )  -  B l ( x )  =. 1 -  e - f V

- P i*Bi ( x )  -  1 -  e n ■i-* 2 » 3 » *  • •  ,  J , ( I I . 3.8)

uzysku jąc  n a s tęp u ją ce  w y ra żen ie  na ok reś lonp  i
c j e  U p (x ) :  na ok re ś lo n e  z a l e ż n o ś c ią  ( I I . 2 . 1 7 )  funk-

(

u p ( x )
f p ( x )  d l a

wp-1 < x < w p .
d i e  x : > w  .  t c wp ,  x ^ w p _ 1 t ( I I . 3.9)

V

f . ( x )  = X e
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(*-/*., ) x

v  r  i  - M - i  - A r ) w  i  _  1 1

V * >  ■ - * •  1 •  '' 1 J *

dla

g d z ie :

° l  j » 2 ,  3 ,  • -  • ,  J |  r » 1 , 2 , 3 , .  • • , J r 1 . ( I I .  3 - 1 0 )

A w ,
K 1 -  e  -  1 ,

4 ^  * Kr [  < W > j  e ^ j - ^ - A )w j - 1  e* Wjl j - 2 , 3  J.

Przy czym d la  kompletnego o k r e ś le n ia  dystrybuanty 'W ’ ( x )  n a le ż y  wyznaczyć 

VQ z warunku n o r m a l i z a c j i :

J  ° °

* 0  [ i + X !  / v x)dx]  • 1 - ( n . 3 . 1 1 )
i » 1  0

Tak w ięc  ro zk ład  czasu oczek iw an ia  j e s t  w t y m  przypadku kombinacją l i n i o ­

wą rozk ładów w yk ładn iczych . W przypadku gdyby i s t n i a ł a  taka para j , r  

( j  = 2 , 3 , . . .  ,JJ r - 1 , 2 , 3  J - D r  -dla k t ó r e j  = 0, wówczas z a l e ż ­

n o ś c i  o k r e ś la ją c e  fu n k c je  f j ( x )  skomplikowałyby s i ę  do p o s ta c i  kom binac ji  

l i n i o w e j  rozk ładów  w yk ładn iczych  o ra z  rozk ładów  Erlanga d ru g iego  rzędu.

W cytowanej p racy  wyznaczono t e ż  p rz ed z ia ła m i  fu n k c ję  g ę s t o ś c i  r o z k ła ­

du czasu pobytu z g ło s z e n ia  w sys tem ie  g ( x )

4 - i  Miy
g ( x ) "  V  ny  Kr exp ( -jXr x ) + p  j e x p ( - jX jX )  J  e J f j ( y ) d y ,  ( I I .  3-12)

r-1 W ».,

gdzie j wyznacza się  jako w^_1< x ^ w ^ .



/

a 2 )  P r z y p a d e k  J  »  2

A n a l i z ę  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  

P o i s s o n a  o r a z  J  -  2  p r z e d s t a w i o n o  w  [ L I B U  7 1 ]  .  P o n i e w a ż  d l a  p r z y p a d k u  t e ­

g o  w z o r y  ( I I . 3 . 1 ) - ( I I « 3 . 5 )  n i e  u l e g a j ą  i s t o t n y m  u p r o s z c z e n i o m  w i ę c  n i e  

b ę d z i e m y  i c h  w  o d p o w i e d n i o  z m o d y f i k o w a n e j  p o s t a c i  p r z y t a c z a ć .

Z a m i e ś c i m y  n a t o m i a s t  z a l e ż n o ś ć  d e f i n i u j ą c ą  t r a n s f o r m a t ę  L a p l a c e ' a - S t i e l t -  

j e s a  d y s t r y b u a n t y  c z a s u  p o b y t u  z g ł o s z e n i a  w  s y s t e m i e
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g(s) - 'H’0jb2(s)v*(a) + »»*(•)[)>.,(•) - b2(s)] + bQ(a)| 

g d z i t ,  z g o d n i e  z  p o p r z e d n i o  w p r o w a d z o n y m i  o z n a c z e n i a m i

o® mm

J e " ” v (x )d x ,

,  ( I I .  3 . 1 3 )

v f ( e > .  -  f  e - s x v 2 ( x ) d x

W 1

U *  ( 8 )  -  j  a ’ * cv ( x ) d x .

S a  p o d s t a w i e  ( 1 1 . 3 * 7 )  o r a z  ( I I . 3 . 1 3 )  o k r e ś l a  s i ę  f u n k c j ę  t w o r z ą c ą  l i c z b ;  

z g ł o s z e ń  o c z e k u j ą c y c h  w  k o l e j c e

* ( « )  -  W r
b 2  ( X  -X  e )  - 9 b 0  - « u *  [ b  ,  ( X  - A 9 )  -  b 2 ( * - J k ® ) ]

b 2 ( x - A 9 )  - e
( i i .  3 . U )

W d a l s z y m  c i ą g u  p o d a m y  w y s p e c y f i k o w a n i e  z a l e ż n o ś c i  o k r e ś l a j ą c y c h  c h a ­

r a k t e r y s t y k i  s y a t e m u  W A D  d l a  p r z y p a d k ó w  w y b r a n y c h  p o s t a c i  r o z k ł a d ó w  B i ( x ) }  

i  -  0 , 1 , 2 .

B ę d z i e m y  p r z y  t y m  z a k ł a d a ć ,  ż e  B Q ( x )  «  B ^ ( x )  i  w p r o w a d z i m y  o z n a c z e n i e

D  ■  w 1 .  

T a k  w i ę c :

B  ( x M )
B Q ( x )  ■ B ^ i )  d l a  0  ^  < D ,

B „ ( x ) d l a
( I I . 3 . 1 5 )

M o ż e m y  m i a ć  w i ę c  d o  c z y n i e n i a  z  o b s ł u g ą  o  r o z k ł a d z i e  c z a s u  t r w a n i a  B . ,  ( x )  

z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m V ( D )  l u b  o  r o z k ł a d z i e  c z a a u  t r w a n i a  B 2 ( x )  w  p r z e ­

c i w n y m  r a z i e .
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Tak więc zachodzi

,*(*) - E(b2)[l-1f<D)] + E(b,JłftD) - E(b2 )-[E(b2)-E(b1)]'H>(D).

i) Regularny rozkład c z a s u  obsługi [wOLI 79^
N i e c h

5( x )  .  B , ( x )  - H ( x  -  B 8 ) ,  

B 2 ( x )  - H ( x  -  B L ) .

W [ w o l i  79]  w y k a z a n o ,  ż e :

v * ( s )
s - A

V *  ( s )
r ,  .  . " B . l  .  J . - *  -  

 .  . » [ ,  -

g d z i e :

u * ( . )  -  J  e_8tv1 (t ) d t ,

n a  t o m i a s t

g d z i e :

d l a

W s z c z e g ó l n o ś c i

1  - A B L

^ o  ■  i

M x - j B „ )  [ - * ( x - j B 8 ) ]  J

— 3 i — ’
j - 0

j B 6 « x  « =  U  +  1 ) B 8

t f ( x )  - v 0 y * )  dla x<ŚD,

( I I .  3-16)

( I I . 3 - 1 7 )

( I I . 3 - 1 8 )

( I I . 3 - 1 9 )

( I I . 3 . 2 0 )

( I I . 3 . 2 1 )

( I I .  3-22)
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a stąd prawdopodobieństwo wykonania obsługi o rozkładzie B, (x) wynos1 
W(D), 1

V(D) = V 0̂ (D)
1 - a b l

( I I .  3.23)

Po żmudnych przekształceniach wyznaczono także średni czas oczekiwania 
zgłoszenia na rozpoczęcie obsługi

ABf 2V+(BL+B )V(D)
K( Z I> )  "  ? '( i - a b l i  d i - 3 . 2 4 )

gdzie:

k  J

ES
j»C i-0

zaś k wyznacza się z nierówności kBH ^  D <  (ktl)BQ.

*> -J(D) D + 1  Jn+1 - £  [->(0-jB8)] 1

ii) Wykładniczy rozkład czasu obsługi £l,IBU 71] , JPOSN 73J 
Niech

- u . x
BQ(x) = B 1 (x) - 1 - e ,

- u a x
B2(x) = 1 - e r 2  . 

Wykazano, że w tym przypadku zachodzi:

( I I .  3-25)

2.  .  ~ ( f ^ i ~ X ) D

fti-A+a <̂ 1 +a; (fi1 -a+s; {fi2-x+B) e * (11.3.26)-sD

* r x )

£ * 1 (*2^1  “ A ) - A ( j X . |  - f c )

( I I .  3.27)

d i a  ^ 1d la  u .  = A .

W s z c z e g ó ln o ś c i

* ( * >  ^ 0{ t  + i v s [ 1' e <Fl ^ dla x <  D ( I I .  3. 28)
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natoniast w a r to śc i  u * ( 0 ) ,  u^1^ (0 )  n iezbędne do o k r e ś le n ia  E(W) według wzr.- 

ru ( I I .  3 .5 )  w y ra ża ją  s i ę  z a le żn o śc ia m i :

( I I . 3 .29)

( I I . 3 .30 )

Zgodnie z Konwencją omówioną w rozdziale I parametry d ii>c ii>c2i wyrazimy 
jednoznacznie przez wartość oczekiwaną E(b^) oraz współczynnik zmienności 
rozkładu jak następuje: '

0 , 5  ^ c B 1 ^  1 O tu V 1

c * 1 * li ‘ E(bi) 2(bi)[l+cBi]

c2i 0,5[E(bi)]2 (1-cBi) 0,5(1+cBi)[fi(bi)] 2

d 1i 0 E(bi)cBi

i oczywiśc/e
\

E(bf )  ♦ cBJ .

Łatwo sprawdzić, że zachodzi relacja

c 1i “ d 1i " E(bi)‘

Z a ł ó ż m y

°B1 "  °B2 "  CB'

( I I . 3-31)

( I I .  3 .32 )

( I I . 3.33)

* • >  ■

iii) Czasy obsługi o rozkładzie Coxa II rzędu [wOLI 80bJ

_  _  1 +  d .  , s
bQ(8) * b- (s) a . ------ - .

1 +  c ^ a  +

Niech

1 + d - ~s b2(s) -   —  _ 'y
1 + c ̂  28  ̂ c22a
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W r o z p a t r y w a n y m  p r z y p a d k u

v ? ( e ) I « , ! ,1 o ' t' 6 : i i  a  1 o , f ^ i 1 i  _ i  +  1
A  A  A  A  A  A
8 ^ -8 2 8**8 ̂ 8 2*8  ̂ 9~flr“ o + D ^ s + e 2

a  s t ą d

v  ( t )  -  i d i i i s  . V  +  * 2 1 i ł l o  * 2 *

M 2 M ,

v 0 f i  +  f i i ł ^ 2 _  , V  +  f 2 i i ^ o _  A X 1  . .

*- ś i ( » i - 2 )  M V » i )  J X ^ D

1 - A E ( b 2 )

1 +  A  ^ ( b , )  -  E ( b 2 ) ]  [ 1  +  u * ( 0 ) J

o r a z

.  » y  D ♦ ą j

2 l s  "  E ( fa2 ) ]

) - E ( b 1 ) | u ( 1 ) ( 0 ) - 0 , 5 [ E ( b 2 ) - t- E ( b T ) ]  ( 1 + c B ) [ l W * ( 0 ) ]  

• J  + [ E ( b 2 ) - E ( b 1 ) J  [ l + u * ( 0 ) ]

? * ( A )  - ^ [ B f b , )  -  E ( b 2 ) ]  [ 1  +  u * ( 0 ) ]

g d z i e *

« • ( O )  . i - i i
1 “ o  *

« / ’ > ( 0 )  .  -  ( 1 - D f l j H ,

%  Y a

(ii. 3.34)

( I I .  3.35) 

( I I .  3-36) 

( I I - 3.37)

. ( I I .  3.38) 

( I I .  3.39)

( 1 1 . 3 . 4 0 )
/

( 1 1 . 3 . 4 1 )
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p r z y

A  »  m 1 -  4 m 0 ,

® 1 , 2  "  ° ' 5 ( ~ m i  ”  V a ) »

1 , 1 ,  + i „  d S^t T 1 - 1 0 . 1  4 4 0e  ,

( I I . 3.42)

A E f b , )

2 1
1 ,  ” A  ,  m „

1 - A E ( b .  )  0 1 1 - ^ ’0 2 1
"■ ■ ■■■■■■■. m. «  ■     .

'21 ' 2 1
( I I .  3 . 4 3 )

P r z y t o c z o n e  z a l e ż n o ś c i  o k r e ś l a j ą  w p r o s t  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u  i  u m o ż l i ­

w i a j ą  b e z p o ś r e d n i e  o k r e ś l e n i e  V( .x )  d l a  x > D  n a  m o c y  w z o r ó w  ( I I .  3 - 2 )  o r a z  

( I I .  3 . 3 ) .

b )  O d s t ę p y  m i e d z y  c h w i l a m i  n a p ł y n i ę c i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń  p o s i a d a j ą c e  r o z ­

k ł a d  C o x a  I I  r z ę d u  [ w O Ł I  8 0 b ]

R o z p a t r z m y  p r z y p a d e k  z g ł o s z e ń  n a d c h o d z ą c y c h  w o d s t ę p a c h  o  r o z k ł a d z i e  

C o x a  d r u g i e g o  r z ę d u ,  t j . i

a ( a )  »  -
1 +  d . , 8

1 +  C .j8  +  c 2 s
( I I .  3 . 4 4 )

p r z y  c z y m  p a r a m e t r y  d . j ,  c ^ ,  c 2  w y r a ż o n e  s ą  p r z e z  w a r t o ś ć  o c z e k i w a n ą  E ( a )  

o r a z  w s p ó ł c z y n n i k  z m i e n n o ś c i  r o z k ł a d u  C A  w s p o s ó b  a n a l o g i c z n y  d o  p o d a n e g o  

w  r o z d z i a l e  I .

J e ś l i  c h o d z i  o  c h a r a k t e r y s t y k ę  c z a s ó w  o b s ł u g i ,  t o  p r z y j m i e m y :

B0( x )  -  B ^ i )  « 1 - e  

B , ( x )  - 1 - e

~ h x
(II.3.4 5 )

Można s p r a w d z i ć ,  ż e  w tym p rzypadku  za ch o d z i?

M 1 . 8  +  1  
V*(s,6) « -5-- (II.3-46)

g d z i e «

1 ,  =  6 ,  1 Q ^ i6 c 2-di h - 1 ^1°2"c1 ! - E ( a ) ^
(II.3.47)



Zauważmy, że  ( I I .  3 .46 )  ma poatać  id en ty c zn ą  z ( I I .  3 .24 )  p rz y  zastąpieniu 

( I I .  3 -43) p r z e z  ( I I .  3 *4 6 ) .  Tak w ię c  p o z o s ta ją  w mocy z a l e ż n o ś c i  ( I I .  3 . 35) 

i  ( I I . 3 . 36 ) oraz  ( I I . 3 . 3 9 ) ,  o k r e ś la ją c e  v 1 ( t  , 6 ) ,  V ’ ( x )  d la  x < D  o r a z ^ * ( A ) .  
W rozpatrywanym modelu w y l i c z a  s i ę  natom iast in a c z e j ,

C1 ~  c 2 6 +  [ E ( b , )  -  E ( b 2 ) J [ i  +  u * ( 0 , ó ) ] ’  ( ! ! •  3 . 4 8 )

*  f t i »

^ ( b g j - E f h ^ ]  ( u ( l ) ( 0 , 6 ) - [ E ( b 2 ) - ^ E ( b 1 ) + d ^  [ 1  + u * ( 0 , 6 ) ]

' ( I I . 3 . 4 9 )

przy  czym u * (0 ,6 )  oraz  u j 1^ (0 ,6 )  wyznacza s i ę  z r e l a c j i  ( I I . 3 . 4O) oraz 
( I I . 3 .41 )  p rzy  u w zg lędn ien iu  ( I I . 3 .42 )  o ra z  ( I I . 3 . 4 7 ) .

Dla kompletnego wyznaczen ia  c h a ra k te r ys ty k  badanego modelu n a l e ż y  j e ­
s z c z e  wyznaczyć s t a ł ą  6 .

W rozpatrywanym przypadku układ równań ( I I . 2 .2 5 )  redukuje  s i ę  do pojedyn­
c zego  równania jed n ozn a c zn ie  o k r e ś la ją c e g o  6 ,

. o f 2 ( a . )

( I I .  3 . 5 0 )
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przy:

S0 -  [ ( a i -  * , ) ( « ,  -  ś2 ) ]
- 1

- D f s , - ^ )

S i - 5 — 7 ------------.  i - 1 . 2 .
1 i

n a t o m i a s t  s 1 j e s t  d o d a t n i m  p i e r w i a s t k i e m  r ó w n a n i a  ( I I . 2 . 2 4 ) , k t ó r e  [cOHE 

69]  p o s i a d a  w  r o z p a t r y w a n y m  p r z y p a d k u  d w a  p i e r w i a s t k i ,  d l a  k t ó r y c h  R e ( s ) > Q  

w t y m  j e d e n  r ó w n y  z e r u

N a  p o d s t a w i e  z a m i e s z c z o n y c h  t u  r o z w i ą z a ń  p r z y p a d k ó w  s z c z e g ó l n y c h  m o d e ­

l u  p o d s t a w o w e g o  w i d a ć ,  ż e  j e g o  a n a l i z a  m o ż e  b y ć  d o ś ć  p r a c o c h ł o n n a  n a w e t  

w ó w c z a s ,  g d y  n i e  z a c h o d z i  k o n i e c z n o ś ć  o d w o ł y w a n i a  s i ę  d o  o b l i c z e ń  n u ­

m e r y c z n y c h .

0) A n a l i z a  p e w n e g o  s y s t e m u  z e  s t r a t a m i

D o t y c h c z a s o w e  r o z w a ż a n i a  o g r a n i c z y l i ś m y  d o  S y s t e m ó w  z  c z a s e m  o b s ł u g i  

z a l e ż n y m  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  i  t o  b e z  o g r a n i c z a n i a  t e g o  o s t a t n i e g o .

W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę  n a  f a k t ,  i ż  p r z e a n a l i z o w a n y  m o d e l  p o d s t a w o w y  o b e j m u j e  

j a k o  s z c z e g ó l n e  p r z y p a d k i  r ó w n i e ż :

-  s y s t e m y  t y p u  K n / G / 1  z  r o z k ł a d e m  c z a s u  o b s ł u g i  p i e r w s z e g o  z g ł o s z e n i a  w 

k a ż d y m  o k r e s i e  c z y n n y m  r ó ż n y m  o d  p o z o s t a ł y c h  ( p r z y  p r z y j ę c i u  J  »  1 ) ,  a 

w i ę c  i s t o t n y  ( j a k  t o  p o d k r e ś l o n o  w  r o z d z i a l e  I )  d l a  w i e l u  z a s t o s o w a ń  

p r z y p a d e k  n i e k o n w e n c j o n a l n e g o  s y s t e m u  o b s ł u g i ;

-  s y s t e m y  t y p u  K n / G / 1  z  o g r a n i c z o n y m  w  s p o s ó b  d e t e r m i n i s t y c z n y  c z a s e m  0-  

c z e k i w a n i a  n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i  ( i  b y ć  m o ż e  r ó ż n y m  o d  p o z o s t a ł y c h  c z a ­

s e m  o b s ł u g i  p i e r w s z e g o  z g ł o s z e n i a  w  o k r e s i e  c z y n n y m ) ,  p r z y  p r z y j ę c i u  

J  m 2 o r a z  B 2 ( x )  >  H ( x ) ;

-  s y s t e m y  W A D  z  o g r a n i c z o n y m  w  s p o s ó b  d e t e r m i n i s t y c z n y  o z a s e m  o c z e k i w a n i a  

n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i ,  p o  u p ł y w i e  k t ó r e g o  z g ł o s z e n i e  J e s t  t r a c o n e  ( p r z y  

B j ( x )  - H ( x ) ) .
P o n i ż e j  w y z n a c z y m y  r o z k ł a d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  w p e w n y m  s y s t e m i e  W A D  z  

o g r a n i c z o n y m  c z a s e m  o c z e k i w a n i a  n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i .  P r z y p a d e k  t e n  b ę ­

d z i e  p o d s t a w ą  d o  a n a l i z y  w  r o z d z i a l e  I I I  p e w n y c h  b a r d z i e j  z ł o ż o n y c h  r e g u ­

l a m i n ó w  o b s ł u g i .

R o z p a t r z m y  s y s t e m ,  w  k t ó r y m  z g ł o s z e n i a  n a d c h o d z ą  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  

o  i n t e n s y w n o ś c i  & ,  n a t o m i a s t  c z a s  o b s ł u g i  z a l e ż y  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  w 

s p o s ó b  o p i s a n y  d y s t r y b u a n t ą .

I
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B(x /w-) =

3t(x,m,^,x ) d la  lit-» O

“ Ć V1 -  e 1 d la  O <  H>'< D

1 -  e d la  O <  t
( I I . 3.51)

H ( x ) d la V>> t

g d  z i  e j

_ b_  + ( 1 - m ) - J i l _  J k - h . e " ^ 0  e - s D l
B+th B+P*L J

!J2̂Hx f "fttD -aD^xr -,»*1 ~/î< _„r
+  T i ^ T T e ^ T L e  6 _ e  e  J + ^ e  e ■ 0 ^ m ^ 1 ;

■ U ,  .  • -  *  .  J L „ - W  J -

K o r z y s t a j ą c  z  z a l e ż n o ś c i  ( I I . 3 - 2 )  —( I I .  3 . 4 )  o t r  z y n u  j e n i y :

vi ( b) “ + $ ^ r [ -  “ % ] + *,<a>e"aIW 8>e
_ - s  t

d l a  &  f

Z i p ,  - p x , 

g d z i e i  3 t ^ , X 2 -  p e w n e  f u n k c j e .

d l a  t « S D .  ( I I .  3 . 5 2 )
- ( u . - A ) t  f c u - O - m )  [  - u  t  - ( ^ - A j t l»,<*)-*• n -• J

u*(a)  1 L • (̂ 1 +B‘^ )I1 L  ^ i d - m ) ]  , f. -(flx *s)D]>,^( 1 -m)
l (  J L  ^ r ^ - ^ J  8 ^ x L "  J / m - m * - * ‘

< ( I I . 3.53)

v*/-\ _ n 1 . d _ 1__ . „ 1 -(fii"X)D D
2 '  '  R 1 s + ^ - A  +  2  8 + ^  +  R 3  a + j i g - A  e  e  +

T . “ ^ l ^ ^ . - a D  „  1 - ( f l i " > . ) D  D
4 7 + ^  e - R1 e d +

1 "hP.-e-D . „ 1 _-ftcD . „ 1 .“^xD .-aD . ,_.x.-s£
+ 5 bT ^ - J  e e + R5 aTJZ 5 sTu” e 8 + a M 8' »  -h
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R

gdzie:

R 3 - r ^ K 1 *  R 4 - ń ] v ^ R r

/ M A i I U  - A )  + A u n 

R 5  " * ( ^ 1  ” ^ 2 ) ( 1  "  m )  (9, - ^ 2 + ^  ) ' ( i  - p ' 2 ^ x J  ( j l ^ - W  ’

dla A f fi-)
»  *  -  f 1 *

>  *  *  p i

*  *  ^ 2  -  P x

A  ł  f o '
• '  /

- ( u . . - A ) t  - u  t  - ( u . 2 - A ) t  - (Uj - f ipJD
v 2 ( t )  -  R ^ e  r l  +  R 2 e  r x  +  R j e  r < !  e  r l  ^  H ( t - D )  +

+  R 4 e  ^ t e ^ D H ( t - D ) - R 1 e  ^ ^ H f t - D )  +

-  R 5 e  ^*x t  H ( t - D )  d l a  t  < t  ( I I .  3

* /  n R 2  r ~ ( ti x ' t'a ) D  ~ K + a ) r l

"  ^ i 8 "  -I +

R3 f-(^2“a,+b̂ I) -Qł2-A+b)?|
+ a+^-A L® '  ® J ® +

p 1 r - ( 8+<VD -(8+H)tl , D
+ 4 8 Y ^ [ e -  e J e +

|" -<|U.2~a+s) d -({i2-A+8)tj -( îx-̂ .2+A)D
+  R c  —5 a ^ 2 -

. 5 4 )
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v 3 ( t )  -  v 2 ( t )  d l a  t  < t  ( I I . 3 . 5 6 )

$
O z n a c z m y  p r z e z  V-  ( x )  d y s t r y b u a n t ę  c z a s u  o c z e k i w a n i a ,  g d z i e  $  ( x ) a 3 C ( x t m f p x )

b ę d z i e  o k r e ś l a ł o ,  p r z y  j a k i e j  p o s t a c i  d y s t r y b u a n t y  D C ( x , m , ^ x )  b y ł a  p r o ­
w a d z o n a  a n a l i z a  m o d e l u ,  Ł a t w o  w i d a ć ,  ż e :

V # ( 0 )  -  £ l  +  * E ( k )  + » J j ( 0 ) / ^  +  A u * ( 0 ) / p 2J ' 1 ,  ( I I .  3 . 5 7 )

t

w * ( t )  - . ^ ( O j j l  v 2 ( t ) d t j  d l a  t « t r

l 1

■tfhz)  - ' W , $ ( 0 ) [ l  +  u * ( 0 )  +  U 2 ( 0 ) J  ,

W ^ D )  - ł f $ ( 0 ) [ l  +  u * ( 0 ) J .

I I . 4 .  I n n e  a o d s l e

N i e z a l e ż n i e  o d  o m ó w i o n y c h  w p u n k c i e  I I . 2  r ó ż n y c h  w a r i a n t ó w  m o d e l u  p o d ­

s t a w o w e g o  r o z p a t r y w a n e  b y ł y  j e s z c z e  d w a  s p e c y f i c z n e  p r z y p a d k i  s y s t e m ó w  z  

c z a s e m  o b s ł u g i  z a l e ż n y m  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  n a  j e j  r o z p o c z ę c i e  i  n a t u r a l ­
n y m  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i ,  k t ó r e  t u  p o k r ó t c e  p r z e d s t a w i m y .

a )  L i n i o w a  z a l e ż n o ś ć  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a

W p r a c y  [ m U D R  6 l ]  a n a l i z o w a n o  j e d n o k a n a ł o w y  s y s t e m  W A D  z e  z g ł o s z e n i a m i  

n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  ( o  i n t e n s y w n o ś c i & . ) o r a z  z a l e ż n o ś c i ą  c z a ­
s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  o k r e ś l o n ą  j a k o :  >

B ( x / u > )  »  K ( x - ^ > ( y > ) ) ,  « i |) (w ) -  S  -  c u ) ,  c  > - 0 .  ( I I .  4 . 1 )

C z a s  o b s ł u g i  b y ł  w i ę c  d e t e r m i n i s t y c z n ą ,  m a l e j ą c ą ,  f u n k c j ą  c z a s u  o c z e k i w a ­

n i a ,  p r z y  c z y m  d o d a t k o w o  c z a s  o c z e k i w a n i a  o g r a n i c z o n y  b y ł  d o  w a r t o ś c i

W u i a x  “  T ^ c *  p o  P r z e l Ł r o c z e n i u  k t ó r e j  z g ł o s z e n i a  o p u s z c z a ł y  k o l e j k ę ,  r e ­
z y g n u j ą c  z  d a l s z e g o  o c z e k i w a n i a  ( b y ł y  t r a c o n e ) .  U z y s k a n o  w y r a ż e n i e  n a

j e d n o s t k o w y  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  t j * ( 9 « )  o r a z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  u t r a t y  

z g ł o s z e n i a  n a  s k u t e k  n a d m i e r n i e  d ł u g i e g o  o c z e k i w a n i a  P s t r >

7 * ( * )  - S .  + f c - 1 e " A W n l a *  +  c X - 1 ( 1  _  ^ a * )  

P s t r  “  1 - [ * •  ? * ( * ) ]  _ 1  g d z i e  S m m J  - c » B # x

( I I . 4 . 2 )

b )  W i e l o k a n a ł o w y  s y s t e m  z  o g r a n i c z o n ą  w y m i a r o w o ś c i ą  ź r ó d e ł  z g ł o s z e ń

W p r a c y  [ s W E N  5 9 ]  r o z p a t r z o n o  n - k a n a ł o w y  s y s t e m  m a s o w e j  o b s ł u g i  w k t ó ­

r y m  z g ł o s z e n i a  g e n e r o w a n e  s ą  p r z e z  K  w y m i a r o w e  ź r ó d ł o  z g ł o s z e ń  t a k i e ,  ż e  

c z a s  p o b y t u  k a ż d e g o  z e  z g ł o s z e ń  w  ź r ó d l e  j e s t  z m i e n n ą  l o s o w ą  o  r o z k ł a d z i e  

w y k ł a d n i c z y m  z  p a r a m e t r e m  A  ( p a t r z  w z ó r .  ( I .  1 .  1 8 ) ) .
P r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć  z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i ­

w a n i a

b ( a / u y )  -  ^  e x p [ - X di i K l  -  - ^ ) J  ,  ( I I . 4 . 3 )

g d  z i e :

eto

b(s/u>) - J e~BXdxB(xM) ■
0

T a k a  p o s t a ć  z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  p o s i a d a  n a ­

s t ę p u j ą c ą  i n t e r p r e t a c j ę :  P r o c e s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r e g o  c z a s  o c z e k i ­

w a n i a  j e s t  r ó w n y  z e r u ,  s k ł a d a  s i ę  z  j e d n e j  f a z y  o  c z a s i e  b ę d ą c y m  z m i e n n ą  

l o s o w ą  b ^ ,  p o s i a d a j ą c ą  r o z k ł a d  w y k ł a d n i c z y  z  p a r a m e t r e m  [ i  . O c z e k i w a n i e  n a  

r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i  p o w o d u j e  k o n i e c z n o ś ć  r o z b u d o w y  t e j  o b s ł u g i  o  n a s t ę p n e  

f a z y ,  p r z y  c z y m  l i c z b a  t y c h  f a z  j e s t  z m i e n n ą  l o s o w ą  o  r o z k ł a d z i e  P o i s s o n a  

z  p a r a m e t r e m  ( A ^ W ) ,  n a t o m i a s t  d ł u g o ś ć  k a ż d e j  z  k o l e j n y c h  f a z  j e s t  z m i e n ­

n ą  l o s o w ą  o  r o z k ł a d z i e  w y k ł a d n i c z y m  z  p a r a m e t r e m  Ł ą c z n e  r o z p a t r z e n i e

c z a s u  o b s ł u g i  p r o w a d z i  w  t a k i m  m o d e l u  d o  z a l e ż n o ś c i  p r z e d s t a w i o n e j  w z o r e m

( I I . 4 . 3 ) .
A n a l i z ę  t a k  z d e f i n i o w a n e g o  m o d e l u  p r z e p r o w a d z o n o  m e t o d ą  p r z y b l i ż o n ą .  

Z a ł o ż o n o  m i a j i o w i c i e ,  ż e  a n a l i z o w a n y  b ę d z i e ,  j a k o  a p r  o k a y  ( n a c j a  s y s t e m u  w y j ­

ś c i o w e g o ,  s y s t e m  z a s t ę p c z y ,  w  k t ó r y m  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  ma r o z k ł a d  

w y k ł a d n i c z y  o  p a r a m e t r z e  z a l e ż n y m  o d  l i c z b y  z g ł o s z e ń  " i "  a k t u a l n i e  z n a j ­

d u j ą c y c h  s i ę  p o z a  ź r ó d ł e m  ( t z n .  o b s ł u g i w a n y c h  l u b  o c z e k u j ą c y c h  w k o l e j c e ) .  

P r z y j ę t o ,  ż e  z a l e ż n o ś ć  o d  " i "  m a  p o s t a ć :
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Mi
dla i  ^  n

( I I . 4.4)

I L j
g d z i e :  ® =  j f .

P r z y  z a p e w n i a j ą c y m  s t a b i l n o ś ć  s y s t e m u  z a ł o ż e n i u ,  że

n^. >  ( X -  n)»Ad,

w y z n a c z o n o  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  31̂  t e g o ,  że w s t a c j o n a r n y «  s t a n i e  g r a n i c z ­
n y m  p o z a  ź r ó d ł e m  p r z e b y w a  " i "  z g ł o s z e ń :

X  i  .
*o ♦ Z*]'1.

L  i » 1  i « n  -1

%  “  P o « * ) 1 ®  d l .  i  < n , ( I I . 4 . 5 )

» i  “  P 0 * i d l a  J t > i  ^  n ,

g d z i e :

- 1

( : K ) i  *

\,
N a  t e j  p o d s t a w i a  p r z y  u p r a s z c z a j ą c y m  z a ł o ż e n i u  % =  o r a z  w y z n a ­

c z o n o  s z e r e g  c h a r a k t e r y s t y k  s y s t e m u ,  m i ę d z y  i n n y m i  ś r e d n i  c z a s  o c z e k i w a ­
n i a  z g ł o s z e ń  w  k o l e j c e ,  w y r a ż a j ą c y  s i ę  w z o r e m :

E ( 1 1 > )  ’  i ? p ' - f f l b ]  S f T ’  ( u . 4 . 6)

g d z i e :

V (* >  "  f r r  ( n -4-7)

i  p o r ó w n a n o  j e  z  w y n i k a m i  b a d a ń  s y m u l a c y j n y c h ,  u z y s k u j ą c  d o b r ą  z g o d n o ś ć .  .

Z e  w z g l ę d u  n a  u ż y c i e  b a r d z o  k r ó t k i c h  s e r i i  z d a r z e ń  p r z y  s y m u l a c j i  n i e  
m o ż n a  t u  j e d n a k  m ó w i ć  o  o s z a c o w a n i u  b ł ę d u  m e t o d y .

n ( i ) 1
y

J « i  
i - nn ! n ‘

n 1
k - 0

( 1  -
k J M y

0) Przypadek dyskretnych rozkładów zmiennych losowych definiujących sy­
stem WAD
W p r a c y  [ s Z N E  6 8 ]  r o z p a t r z o n o  p r z y p a d e k ,  g d y  z m i e n n e  l o s o w e  a 1 ,  w 1 , b ur

s ą  z m i e n n y m i  d y s k r e t n y m i  p r z y j m u j ą c y m i  w a r t o ś c i  c a ł k o w i t o l i c z b o w e  n i e u j e m -  

n e  ( a  w i ę c  i d e n t y c z n y  z  z a ł o ż e n i a m i ,  p r z y  k t ó r y c h  w  [ C A L L  7 3 ]  d o w o d z o n o  

w a r u n k u  s t a b i l n o ś c i ) .  P r z y j ę t o ,  ż e  o ś  c z a s u  p o d z i e l o n a  j e s t  n a  o d c i n k i  

c z a s u  b ę d ą c e  c a ł k o w i t ą  w i e l o k r o t n o ś c i ą  k w a n t u  A t .  Z a ł o ż o n o ,  ż e  w  o d c i n k u  

A t  d o  s y s t e m u  n a p ł y w a  c o  n a j w y ż e j  j e d n o  z g ł o s z e n i e .  N i e c h  ef  ̂ o z n a c z a  p r a w ­

d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  o d s t ę p  c z a s u  m i ę d z y  n a p ł y n i ę c i e m  k o l e j n y c h  z g ł o ­

s z e ń  w y n o s i  i  k w a n t ó w  ( a f o  -  0 ) ,  q k ( i )  o z n a c z a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  

c z a s  o c z e k i w a n i a  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r e  n a p ł y n ę ł o  w  c h w i l i  i  A t  w y n i e s i e  k A t  

o r a z  o z n a c z a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  c z a s  o b s ł u g i  w y n o s i  i A t  p o d  

w a r u n k i e m ,  ż e  c z a s  o c z e k i w a n i a  w y n o s i  j A t .

G r a n i c z n y  r o z k ł a d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  q k ,  k  «  0 , 1 ................... m o ż n a  z n a l e ź ć  n a

p o d s t a w i e  i t e r a c y j n e j  z a l e ż n o ś c i :

[ S * j  + *iA>.k+i]<łk+i +

k - 1

+ ̂ lftk ■ 1 q̂k + °flX-^k+1-j,jqj * °* k-1.2,...,
j-0

p r z y  c z y m  q Q  w y z n a c z a  s i ę  z  w a r u n k u  n o r m a l i z a c j i

k - 1

W s z c z e g ó l n o ś c i  w y k a z a n o ,  ż e  j e ś l i  z a ł o ż y ć :

1 )

%  *  ° *

Cfi -oę( 1 -op)i-1 i-1,2,... 0 <  <*<1.

i i )

floj  ‘  1

^  -  i p 2 ( J + 1 ) ( i  -  P J + V - y .  

i  >  1 »  j  ^  0 ;

i
o <  i>,< i , o <  p <  1 j
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( I I . 4 . 8 )

( I I . 4 . 9 )

( I I . 4 . 1 0 )

( I I . 4.11)
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t o  z n a c z y  s c h a r a k t e r y z o w a ć  s t r u m i e ń  z g ł o s z e ń  j a k o  d y s k r e t n ą  a n a l o g i ę  

k ł a d u  w y k ł a d n i c z e g o ,  n a t o m i a s t  c z a s  o b s ł u g i  j a k o  d y s k r e t n ą  a n a l o g i ę  .  

k ł a d u  E r l a n g a  d r u g i e g o  r z ę d u ,  w ó w c z a s  r o z w i ą z a n i e  g r a n i c z n e  m a p o s t a ć :

roz-
roz-

* k + 1
-  1

k - 1

♦ . PJ*')k' V ,  1
j - 0  J

.  k - 1 , 2 , . . .

g d z i e :  q _ 1 «  0 ,  n a t o m i a s t  q Q  w y z n a c z a  s i ę  z  w a r u n k u  n o r m a l i z a c j i .  Z i l u -  

a t r o w a n o  r ó w n i e ż  r o z w i ą z a n i e  d l a  p r z y k ł a d o w y c h  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u .

I I . 5 .  N i e k t ó r e  w ł a s n o ś c i  s y s t e m ó w  W A D  z  n a t u r a l n y m  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i

K o r z y s t a j ą c  z  p r z e d s t a w i o n y c h  p o p r z e d n i o  a n a l i t y c z n y c h  r o z w i ą z a ń ,  w y ­

z n a c z a j ą c y c h  c h a r a k t e r y s t y k i  s z e r o k i e j  k l s s y  s y s t e m ó w  o b s ł u g i  z  c z a s e m  o b ­

s ł u g i  z a l e ż n y m  o d  o z a a u  o c z e k i w a n i a  o r a z  r e g u l a m i n e m  n a t u r a l n y m ,  p r z e d y ­
s k u t u j e m y  o b e c n i e  n i e k t ó r e  w ł a s n o ś c i  t a k i c h  s y s t e m ó w .

W s z c z e g ó l n o ś c i  p o s t a r a m y  s i ę  o d p o w i e d z i e ć  n a  p y t a n i e ,  f e z y  i  n a  i l e  

c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m ó w  W A D ,  a  t a k ż e  i c h  w r s ż l i w o ś ć  n a  p o s z c z e g ó l n e  p a ­

r a m e t r y  s y s t e m u ,  r ó ż n i ą  s i ę  o d  p o d o b n y c h  r e l a c j i  w  s y s t e m a c h  k o n w e n c j o ­

n a l n y c h .  Z a s t a n o w i m y  s i ę  t e ż ,  c z y  i  I n a  i l e  d o k ł a d n i e  m o ż n a  b y ł o b y  w n i o s ­

k o w a ć  o  p e w n y c h  c h a r a k t e r y s t y k a c h  s y s t e m u  W A D  n a  p o d s t s w i e  a n a l i z y  o d p o ­
w i e d n i o  d o b r a n e g o  s y s t e m u  k o n w e n c j o n a l n e g o .

a )  P o r ó w n a n i e  w ł a s n o ś c i  p r o s t e g o  s y s t e m u  W A D  i  s y s t e m u  M / G / 1  [ W O L I  7 9 3

R o z p a t r z m y  s y s t e m  W A D  z  r e g u l a r n y m  r o z k ł a d e m  c z a s u  o b s ł u g i  i  z g ł o s z e ­

n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  przeanalizowany w p u n k c i e  I I . 3 . « 2 ,  

k t ó r e g o  c h a r a k t e r y s t y k i  z a d a n e  s ą  z a l e ż n o ś c i a m i  ( I I . 3 . 1 8 ) —(  1 1 . 3 * 2 4 ) .

T a k  w i ę c  c z a s  o b s ł u g i  i - t e g o  z g ł o s z e n i a  b ^ .  o k r e ś l o n y  j e s t  J a k o :

|  B 8  d l a  W 1  *  0 ,

p r z y  c z y m  z a ł o ż y m y  d o d a t k o w e ,  ż e  B ^  >  B g .

S y s t e m  t e n  b ę d z i e m y  w  d a l s z y m  c i ą g u  n a z y w a ć  s y s t e m e m  b a z o w y m .

N i e c h  b ę d z i e  d a n a  r o d z i n a  s y s t e m ó w  M / G / 1  t a k i c h ,  ż e :

i )  z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a j ą  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  o  i n t e n s y w n o ś c i  i d e n t y c z ­
n e j  J a k  w  b a d a n y m  s y s t e m i e  b a z o w y m ,

i i )  c z a s y  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  s ą  n i e z a l e ż n y m i  z m i e n n y m i  l o s o w y m i  o  r o z k ł a ­

d z i e  z a l e ż n y m  o d  w a r t o ś c i  ,  p o s i a d a j ą c y m  d y s t r y b u a n t ę

V X )  “ 'Wy D > ł I < x  “  V  +  [ 1  "  V * ( D ) ]  H ( x  "  B L } ’  ( I I . 5 . 2 )

g d z i e :  W ^ (D )  - 'W ( D )  j e s t  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  w y k o n a n i a  w  s y s t e m i e  

b a z o w y m  o b s ł u g i  o  c z a s i e  t r w a n i a  B s ,  z a d a n y m  w z o r e m  ( I I . 3 . 2 3 ) .  

k t ó r e  nazywać b ę d z i e m y  d a l e j  s y s t e m a m i  z a s t ę p c z y m i .

Z a u w a ż m y ,  ż e  z  ( I I . 4 . 2 )  w y n i k a  r ó w n o ś ć  w a r t o ś c i  o c z e k i w a n e j  c z a s u  o b ­

s ł u g i  z g ł o s z e n i a  w  s y s t e m i e  z a s t ę p c z y m  E ( b ^ )  o r a z  j e d n o s t k o w e g o  c z a s u  o b ­

s ł u g i  z g ł o s z e n i a  w  s y s t e m i e  b a z o w y m ,  w y z n a c z o n e g o  p r z e z  z a l e ż n o ś ć  { I I . 3 - 1 Q  

T a k  w i ę c  d l a  d o w o l n e j  i n t e n s y w n o ś c i  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń  z d e f i n i o w a l i ś m y  s y s t e m  

z a s t ę p c z y  i d e n t y c z n y  z  s y s t e m e m  b a z o w y m  p o d  w z g l ę d e m  s p o s o b u  w y k o r z y s t a ­

n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i ,  j a k o  ż e  r o z k ł a d y  c z a s ó w  o b s ł u g i  w  o b u  t y c h  p r z y ­

p a d k a c h  s ą  i d e n t y c z n e .
P o r ó w n a n i e  p a r a m e t r ó w  t y c h  s y s t e m ó w  p o z w o l i  s t w i e r d z i ć ,  c z y  p o p e ł n i o n y  

z o s t a ł b y  d u ż y  b ł ą d ,  g d y b y  p r z y  b a d a n i u  o b i e k t u  r z e c z y w i s t e g o  o  c h a r a k t e ­

r z e  s y s t e m u  WAD z a m i a s t  a n a l i z o w a ć  j a k o  j e g o  m o d e l  s y s t e m  b a z o w y ,  w z i ą ć  

p o d  u w a g ę  w y z n a c z o n y  n a  p r z y k ł a d  e k s p e r y m e n t a l n i e ,  d r o g ą  p o m i a r ó w  n a  o b i e k ­

c i e ,  r o z k ł a d  B a , 0 ( x )  ( p r z y  p e w n e j  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  A Q )  i  

w n i o s k o w a ć  o  w ł a s n o ś c i a c h  o b i e k t u  n a  p o d s t a w i e  w ł a s n o ś c i  s y s t e m u  z a s t ę p ­

c z e g o .

W p r o w a d ź m y  o z n a c z e n i a :
V ( A )  «  E ( W )  -  ś r e d n i  c z a s  o c z e k i w a n i a  w  s y s t e m i e  b a z o w y m  ( o k r e ś l o n y

w z o r e m  ( I I . 3 . 2 4 ) ) ,
U ( A ,  A 0 )  -  ś r e d n i  c z a a  o c z e k i w a n i a  w  s y s t e m i e  z a s t ę p c z y m ,  d l a  k t ó ­

r e g o  r o z k ł a d  c z a s u  o b s ł u g i  z o s t a ł  o k r e ś l o n y  r ó w n a n i e m

( I I . 4 . 2 )  p r z y  X -  A Q .
K o r z y s t a j ą c  z  e l e m e n t a r n y c h  z a l e ż n o ś c i  d l a  s y s t e m ó w  M / G / 1  [ K L E I  7 5 ]  m a m y :

* k ( D K B s  “  B " )  +  b l ]
u u ,  % )  -  y  0 -  r----------------------------------- —I* ( I I * 5 *3 )

2 j l  - ^ [ ^ o ( D ) ( B e  -  B L )  +  B L ] j

P r z y k ł a d o w e  w y k r e s y  f u n k c j i  V ( J V )  o r a z  U ( A , A 0 )  d l a  d w ó c h  z e s t a w ó w  p a r a m e ­

t r ó w  B ^ ,  B 0 ,  D p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s u n k a c h  I I . 1 o r a z  I I . 2 .
P o r ó w n a n i e  w a r t o ś c i  V ( f t )  o r a z  U ( A , % )  p o z w a l a  o c e n i ć  r ó ż n i c ę  ś r e d n i c h  

c z a s ó w  o c z e k i w a n i a  z g ł o s z e ń  w  s y s t e m i e  b a z o w y m  i  z a s t ę p c z y m  p r z y  z a ł o ż e ­

n i u ,  i ż  d l a  k a ż d e j  i n t e n s y w n o ś c i  &  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  r o z k ł a d y  c z a s ó w  

o b s ł u g i  w  o b u  t y c h  s y s t e m a c h  s ą  j e d n a k o « « .  J a k  w i d z i m y ,  u z a l e ż n i e n i e  c z a ­

s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  w  s y s t e m i e  b a z o w y m  p o w o d u j e ,  i ż  V [ V ( A )  -  

i  *-  U ( & , & ) >  O J »  p r z y  c z y m  w a r t o ś ć  t e j  r ó ż n i c y  s i l n i e  r o ś n i e  z e  w z r o s t e m
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rtys. II.3. Wydajność granicz­
na systemu zastępczego przy 

» 0.1, Bg » 0 . 0 5  w funkcji 
A 0  1  D

Rys. II.4. Wydajność graniczna sy­
stemu zastępczego przy BT »0.1,

D =» 0.01 w funkcji i B^

Kys. 11.^. Wyda,iność graniczna sy­
stemu zastępczego przy Bg * 0.05.

D = 0.1 w funkcji X  i  BT
O xj
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W z a m i e s z c z o n y c h  p r z y k ł a d a c h  w a r t o ś ć  t e j  r ó ż n i c y  m o ż e  n a w e t  k i l k a k r o t n i e  
p r z e w y ż s z a ć  w a r t o ś ć  U ( A , A ) .

K r z y w e  U ( A , A 0 )  p r z y  A  f  A Q  p r z e d s t a w i a j ą  p r o g n o z ®  c z a s u  o c z e k i w a n i a  d l a  

r ó ż n y c h  A  ,  w y z n a c z o n ą  p r z y  u ż y c i u  s y s t e m u  z a B t ę p c z e g o  n a  p o d s t a w i e  z n a ­

j o m o ś c i  r o z k ł a d u  c z a s u  o b s ł u g i  B .  ( x ) .  B ł ą d  p r o g n o z y  V ( A )  -  U ( A , A  )  j e s t
* o

u j e m n y  d l a  m a ł y c h  A  i  z e  w z r o s t e m  A  r o ś n i e  ( m a l e j e  p o d  w z g l ę d e m  w a r t o ś c i  

b e z w z g l ę d n e j )  d o  z e r a  w p u n k c i e  5kx < A 0 .  p r z y j m u j ą c  n a s t ę p n i e  c o r a z  w i ę ­
k s z e  w a r t o ś c i  d o d a t n i e .

P r z e j d ź m y  o b e c n i e  d o  p r z e d y s k u t o w a n i a  n a j i s t o t n i e j s z e g o  z  p u n k t u  w i ­

d z e n i a  u ż y t k o w n i k a  s y s t e m u  p a r a m e t r u ,  j a k i m  j e s t  w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n a .  W 
p r z y p a d k u  s y s t e m u  b a z o w e g o  w y n o s i  o n a  ( p a t r z  p u n k t  I I . 1 ) :

( I I . 5 . 4 )

W y d a j n o ś ć  g r a n i c z n a  s y s t e m u  z a s t ę p c z e g o ,  d e f i n i o w a n e g o  d l a  i n t e n s y w n o ś c i  
s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  A 0 ,  w y n o s i  n a t o m i a s t t

W E ( b  )  
o

- 1
( I I . 5 . 5 )

N a  r y s u n k a c h  I I . 3 ,  I I . 4  i  I I . 5  p r z e d s t a w i o n o  w y k r e s y  r e p r e z e n t u j ą c e  p r z e ­

b i e g  f u n k c j i  T Z ( A Q )  p r z y  r ó ż n y c h  w a r t o ś c i a c h  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u  b a z o w e g o .  
J a k  w i d a ć  z  t y c h  w y k r e s ó w ,  z a c h o d z i  z a w s z e

R ( A 0 ) W  -  T B  * ( I I . 5 . 6 )

p r z y  c z y m  r ó ż n i c a  t a  m a l e j e  z e  w z r o s t e m  w a r t o ś c i  A  ,  j a k o  ż e

l i m  R ( * o )  .  f  -  1

A o - 0  8  L

l i m  R ( A 0 )  »  o .
* o ~ T B

( I I . 5 . 7 )

F u n k c j a  R ( A 0 )  ś c i ś l e  m a l e j ą c a  j e s t  j e d n a k  w  p r a k t y c z n i e  i n t e r e s u j ą c y m  z a ­

k r e s i e  z m i e n n o ś c i  p a r a m e t r ó w  B L ,  B 0 ,  D  s i l n i e  n i e l i n i o w a .  Z a c h o w u j e  o n a  

p r z y  w z r a s t a j ą c y c h  w a r t o ś c i a c h  A Q  d o ś ć  d ł u g o  p r a w i e  s t a ł ą  w a r t o ś ć ,  a b y  

g w a ł t o w n i e  z m a l e ć  p r z y  A 0  b l i s k i c h  T g .  J e ś l i  c h o d z i  o  w p ł y w  p a r a m e t r ó w  s y ­

s t e m u  b a z o w e g o  n a  w a r t o ś ć  b ł ę d u  R ( A Q ) ,  t o  z  z a ł ą c z o n y c h  r y s u n k ó w  w i d a ć ,  

ż e  d ^ a  u s t a l o n e g o  A Q  w a r t o ś ć  R  r o ś n i e  s e  w z r o s t e m  0  o r a z  B ^ ,  n a t o m i a s t  m a -  
l e j f e - ^ z e  w z r o s t e m  B a .

Z a s t ą p i e n i e  s y s t e m u  b a z o w e g o  s y s t e m e m  z a s t ę p c z y m  t y p u  M / G / 1  p r o w a d z i ł o b y  

w i ę c  z  r e g u ł y  d o  b a r d z o  d u ż y c h  b ł ę d ó w  w  o c e n i e  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j .

P r z y k ł a d o w e  w a r t o ś c i  b ł ę d u  w z g l ę d n e g o  w  o c e n i e  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  

d l a  p r z y p a d k u  B ^  =  0 . 1 ,  B g  ■ 0 . 0 5 ,  D  «  0 . 1  z a m i e s z c z o n o  w t a b e l i  I I . 2 .

T a b e l a  I I . 2

P r z y k ł a d y  w a r t o ś c i  b ł ę d u  w  o c e n i e  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j

* 0
2 4 6 8

ft0/TB ^ i 2 0 4 0 6 0 8 0

h< V /t b 0 1  i 9 9 . 9 9 9 9 . 4 8 9 7 . 2 6 8 7 . 7 6

V Tz [*] 1 0 . 0 2 0 . 0 3 0 . 4 4 2 . 6

Z w r ó ć m y  u w a g ę  n a  j e s z c z e  j e d n ą  i s t o t n ą  p r a w i d ł o w o ś ć  w y n i k a j ą c ą  z  d a ­

n y c h  z a w a i t y c h  w  t a b e l i  I I . 2 .
O t ó ż  w  s y s t e m a c h  k o n w e n c j o n a l n y c h  z a c h o d z i ł a  r ó w n o ś ć

? Z ( A )  ( I I . 5 . 8 )

a w i ę c  p o m i a r  s t o p n i a  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  p o z w a l a ł  w p r o s t  o -  

k r e ś l i ć ti n a  i l e  m o ż l i w e  j e s t  z w i ę k s z e n i e  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o ­

s z e ń .
W p r z y p a d k u  r o z p a t r y w a n e g o  s y s t e m u  b a z o w e g o ,  z e  w z g l ę d u  n a  w s p o m n i a n ą  n i e ­

l i n i o w o ś ć  f u n k c j i ^ ^ ( A ) ,  t a k i e  r o z u m o w a n i e  p r o w a d z i ł o b y  d o  d u ż y c h  b ł ę d ó w .

W s z c z e g ó l n o ś c i  w i ę c ,  j e ś l i  p r z y  A 0 / T g  =  0 . 8  s t w i e r d z a m y ,  ż e  s t o p i e ń  

w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  w y n o s i  4 2 . 6 % ,  t o  n i e  m o ż n a  s t ą d  w n i o s k o ­

w a ć ,  ż e  m o ż l i w e  j e s t  z n a c z n e ,  n p .  d w u k r o t n e  z w i ę k s z e n i e  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u ­

m i e n i a  z g ł o s z e ń ,  g d y ż  w i s t o c i e  j u ż  w z r o s t  A Q  o  2 5 %  w a r t o ś c i  p o c z ą t k o w e j  

s p o w o d u j e  p r z e k r o c z e n i e  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j .
W s k a z a n e  w y ż e j  p r a w i d ł o w o ś c i  m o ż n a  u o g ó l n i ć  r ó w n i e ż  n a  i n n e  s y s t e m y  

W A D  ( b e z  s t r a t  z g ł o s z e ń )  m i e a z c z ą c e  s i ę  w  r a m a c h  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o .  

G d y b y  z a c h o d z i ł o  w  m o d e l u  p o d s t a w o w y m i

E f b ^  E ( b i + 1 ) ,  i - 1 , 2 ......................J - 1 ,

w ó w c z a s  * } * ( A )  b y ł a b y  n i e m a l e j ą c ą  f u n k c j ą  A  i  w n i o s k i  w y ż e j  s f o r m u ł o w a n e  

p o z o s t a ł y b y  ( w  s e n s i e  j a k o ś c i o w y m )  s ł u s z n e .
T a k  w i ę c  w  s z c z e g ó l n o ś c i  w  s y s t e m a c h  t y c h  n a l e ż y  z  d u ż ą  o s t r o ż n o ś c i ą  

o d n o s i ć  s i ę  d o  m o ż l i w o ś c i  z w i ę k s z e n i a  i c h  o b c i ą ż e n i a  w p r z y p a d k u  s t w i e r ­

d z e n i a  n i s k i e g o  s t o p n i a  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i ,  k t ó r e  -  j a k  t o  

w s k a z a n o  -  m o g ą  b y ć  z ł u d n e .
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b) Wpływ współczynn ika  zm ienności rozk ładu  czasów o b s łu g i  i  odstępów mie­

dzy n ap łyn ięc iem  z g ło s zeń  na ch a rak te rys tyk ę  systemów WAD [WOLI 80Bl

Rozpatru jąc  systemy masowej o b s łu g i  dążymy c z ę s to  do o g ra n ic zen ia  s ię ,  

p.rzy charak teryzowan iu  rozk ładów zmiennych losowych d e f in iu ją c y c h  ta sy­

stemy, do podania m oż l iw ie  małej l i c z b y  i c h  momentów.

W s z c z e g ó ln o ś c i  podejmuje s i ę  próby o g ru n ic zen ia  op isu tych zmiennych 

do w a r to ś c i  oczekiwanych i  p r z y j ę c i a  rozk ładów wyk ładn iczych  ( c o  zasadn i­

c zo  upraszcza a n a l i z ę  -  w przypadku systemów WAD j e s t  to  w yraźn ie  w idocz­

ne na p r z y k ła d z ie  systemu omawianego w punkcie I I . 3 . a 1  -  a l e  z r eg u ły  pro­

wadzi do sporych błędów) bądź t e ż  dwóch p ie rw szych  momentów w ie lu  p rzy ­

padkach ta k ie  p r z y b l i ż e n i e  j e s t  w y s ta r c z a ją c e j  fa k to w i  temu zawdzięcza 

dużą popularność metode aproksym acji  d y fu z y jn e j  [ k l e i  7ć] ) .

Jak t o  ju ż  wspomniano w r o z d z i a l e  I ,  w przypadku systemów konwencjo­

na lnych  prowadzone b y ły  prace  (np. [GROS 7“? ] )  nad wpływem .ode jśc ia  od za­

ł o ż e ń  o r o z k ła d z i e  wykładniczym na c h a r a k te r y s t y k i  systemu. W tym miejscu 

przedyskutujemy wpływ współczynn ika  zm ienności rozk ładów d e f in iu ją c y c h  sy­

stem masowej o b s łu g i  z czasem o b s łu g i  zależnym od czasu oczek iw an ia  na j e ­

go c h a r a k te r y s t y k i .

Zarówno rozk ład  odstępów między z g ło s z e n ia m i ,  j s k  t e ż  ro zk ład y  czasów 

o b s łu g i  będziemy charakteryzować p r z e z  podanie w a r to śc i  oczek iwanej oraz 

współczynn ika  zm ienności r o zk ładu ,  d e f in iow an ego  (p a t r z  1 .1 .2 )  jatco s t o ­

sunek w a r ia n c j i  rozk ładu  do kwadratu j e g o  w a r to ś c i  o czek iw an e j .  Oba te 

parametry mogą przyjmować w a r to ś c i  z p r z e d z ia łu  [q ,° °  ) .

Tak w ięc  d la  ce lów  eksperymentu, k tó r y  m ia łby  na ce lu  zbadanie wpływu 

p o s ta c i  rozk ładów  na parametry systemu masowej o b s łu g i ,  n a le ż a ło b y  wybrać 

taką r od z in ę  rozk ładów , w k tó rych  możliwa byłaby  zmiana zarówno w ar to śc i  

ś r e d n i e j ,  ja k  i  współczynn ika  zm ienności r o zk ładu  w w yże j podanym p rz e ­

d z i a l e .  Często  do ta k ich  eksperymentów w y k o rzys tu je  s i ę  ro zk łady  Coxa, t j .  

t a k i e ,  d la  k tó ry ch  trans form ata  L a p ia c e ’ a -  S t i e l t j e s a  dys trybu anty  j e s t  

fu n k c ją  wymierną. Pokrywają  one pe łn y  zakres zm ienności obu in t e r e s u ją ­

cych nas parametrów. U w zg lędn ien ie  małych -  b l i s k i c h  ze ra  -  w a r to ś c i  współ­

czynnika zm ienności rozk ładu  wymaga jednak użyc ia  rozk ładów Coxa w ysok ie ­

go rzędu .  Ponieważ w yk o rzys ta n ie  rozk ładów  Coxa wysok iego  rzędu prowadzi 

do bardzo z ło żon ych  o b l i c z e ń ,  w ięc  c z ę s t o  o g ran ic za  s i ę  w badaniach eks­

perymentalnych do rozk ładów  Coxa rzędu d ru g ie g o ,  dla k tó rych  wartość  o c ze ­

kiwana może przyjmować dowolne w a r to ś c i  n ieu jem ne, na tom iast współczynnik  

zm ienności może przyjmować w a r to ś c i  z p r z e d z ia łu  [ o . 5 , ° ®  ) ,  co pokrywa 
w iększość  s y t u a c j i  p ra k ty c zn ie  in t e r e s u ją c y c h .

W dalszym c ią gu  t e g o  r o z d z ia łu  wykorzystywać będziemy zarówno d la  o p i ­

su odstępów pomiędzy na p łyn ię c iem  k o le jn y c h  z g ło s z e ń ,  ja k  i  d la  opisu 

czaau o b s łu g i  s z c z e gó ln ą  pos ta ć  rozk ładu  Coxa d ru g iego  rzędu ,  d la  k tó r e j  

dystrybuanta  R (x )  pos iada  tran s fo rm a tę  L a p la c e ’ a -  S t i e l t j e s a  r ( a ) s
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" ( a )
1 *  ae0 a

„ „ « « » i  d k r . i l o n > n i  № >  C, »  Ł

l u t a u u w  P O  W * * “  0 "  P° °

B ( x / u > )

B.j(x ) d la  J1> « D

B2 (x )  d la  u>> D

( I I . 5 .9 )

i założymy, że C£ CQ , t j
i .  oba rozk łady  czasów o b s łu g i  mają jednakowy

apółczynnik zm ienności.

HyS . n . 6 .  śre d n i  czas o c z e k i w a n i a ^ s y a t e m i e  WAD dla Cfi -  1 w  funkcji C,
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System WAD będzie więc jednoznacznie zdefiniowany przez podanie szóstki 
<J(a), CA, Efb^, E(b2), Cg, D >  .
frzy założeniu, że zawsze oo najmniej jedna z wartości CA, Cg będzie rów­
na jedności, możemy określić dla rozpatrywanych systemów WAD charaktery­
styki, a to:
- ś r e d n i  c z a e  o c z e k i w a n i a  E(v>) » V ( E ( a ) ,  C A ,  E ( b . | ) ,  E f b g ) ,  C g ,  D), 
- j e d n o s t k o w y  c z a s  o b s ł u g i  * E ( E ( a ) ,  C^, E ( b ^ ) ,  E ( b g ) , Cg, D)
»  o p e r c i u  o  wzory p o d a n e  w  punkcie X I .  3 *

Dla porównania zamieścimy też wyniki analizy konwencjonalnych systemów 
Kj/Kj/I* Takie systemy jednoznacznie definiujemy czwórką «^E(a), CA , E(b), 
Cg> , na którą składają aię wartości oczekiwane oraz współczynniki zmien­
ności rozkładów odstępów między zgłoszeniami oraz rozkładów czasów obsłu­
gi"
Wartości średniego czasu oczekiwania dla takich systemów, które oznaczać 
będziemy przez U(E(a), C., E(b), Cg), można określić w oparciu o znane 
zależności podane np. w [COHE 69 ] .

R y s .  I I . 8 .  Ś r e d n i  c z a s  o c z e k i w a n i a  w  s y s t e m i e  W A D  d l a  C .  ■ 1 w  f u n k c j i
o r a z  %  A  a
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Na r y s .  I I . 6 p rzeds taw iono  r o d z in ę  krzywych V (-j,  CA> 0 .0 5 ,0 .1 ,  1, 0 .1 )  

obrazującą wpływ w a r to ś c i  współczynn ika  CA (p r z y  wykładniczym r o z k ła d z i e  

czasów o b s łu g i )  na ś red n i  czas  oczek iw an ia  z g ło s z e ń .  Dla porównania na 

rys. I I . 7 p rzeds taw iono  ś red n i  c zas  oczek iw an ia  w sys tem ie  konwencjonal­

nym przy  tym samym strum ien iu  wejściowym o ra z  c z a s i e  o b s łu g i  o r o z k ła d z i e  

B.|(x) (k rzyw e  U (^ ,  CA , 0 .05 ,  0.1 -  prźypadek a ) ,  w zg lęd n ie  B2 ( x )  (k rzywe 

U ( i ,  C . ,  0 .1 ,  0.1 -  przypadek b ) . Tak w ięc  r y s .  I I . 7 d o ty c z y  systemów

konwencjonalnych, w k tó rych  czas  o b s łu g i  s tanow i oszacowan ie  od dołu  bądz 

oszacowanie od g ó ry  systemu WAD, k tó re go  ch a ra k te r y s ty k ę  przedstaw iono  na 

rys. I I . 6 p rzy  identycznym s trum ien iu  zg ło s z e ń .

A n a l o g i c z n y  z e s t a w  w y k r e s ó w ,  a  t o :  r o d z i n ę  k r z y w y c h  1 »  0 . 0 5 ,  0 . 1 ,

C g ,  0 . 1 )  i l u s t r u j ą c ą  w p ł y w  w a r t o ś c i  w s p ó ł c z y n n i k a  C g  ( p r z y  z g ł o s z e n i a c h  

n a p ł y w a j ą c y c h  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a )  n a  ś r e d n i  c z a s  o c z e k i w a n i a  z g ł o s z e ń  w 

s y s t e m i e  W A D  o r a z  z a m i e s z c z o n e  d l a  p o r ó w n a n i a  w y k r e s y  U ( - l ,  1 ,  0 . 0 5 ,  C , , )  i  

1 »  0 . 1 ,  C g ) ,  d o t y c z ą c e  d o b r a n y c h  a n a l o g i c z n i e  j a k  p o p r z e d n i o  s y s t e ­

mów k o n w e n c j o n a l n y c h ,  z a w i e r a j ą  r y s u n k i  I I . 8 o r a z  I I . 9.

W obu w yże j z i lu s t r o w a n y ch  eksperymentach ś red n ie  c zasy  oczek iwan ia  w 

systemie WAD m ies zc zą  s i ę  pomiędzy czasami oczek iw an ia  porównywanych z nim 

systemów konwencjonalnych.

Z p r z e d s t a w i o n y c h  w y k r e s ó w  w y n i k a  d u ż e  p o d o b i e ń s t w o  w p ł y w u  w s p ó ł c z y n ­

n i k ó w  C A  o r a z  C g  w  s y s t e m a c h  W A D  o r a z  w  s y s t e m a c h  k o n w e n c j o n a l n y c h .

W c e l u  d o k ł a d n i e j s z e g o  p r z e b a d a n i a  t e g o  e w e n t u a l n e g o  p o d o b i e ń s t w a  p r z e ­

p r o w a d z o n o  n a s t ę p u j ą c y  e k s p e r y m e n t .

D l a  s y s t e m ó w  W A D ,  r o z p a t r y w a n y c h  w y ż e j  i  c h a r a k t e r y s u j ą c y c h  s i ę  w a r t o -  

ś c i a m i  C A  l u b  C g  r ó ż n y m i  o d  j e d n o ś c i ,  w y z n a c z o n o  o s z a c o w a n i e  T  w a r t o ś c i  

ś r e d n i e j  c z a s u  o c z e k i w a n i a  p o s t a c i

^ , C A , E ( b 1 ) , E ( b 2 ) , C B , D )  - a e V ( ^ , 1 , E ( b 1 ) , E ( b 2 ) , 1 , D ) , .  ( I I . 5 . 1 0 )

gdzie:

. .  U ( S ’  C A *  / * *  C B >

U ( £ ,  1 ,  Ib.  1 )

przy czym w artość  fi j e s t  jednostkowym czasem o b s łu g i  z g ło s z e n ia  w s y s t e ­

mie WAD, w którym CA »  Cg »  1 i  zachowanymi p ozo s ta łym i parametrami, a 

w ięc :

fl~  E ( i ,  1, E f b , ) ,  E (b 2 ) ,  1, D).

Innymi s łow y ,  szacujemy czas  oczek iw an ia  z g ło s z e ń  w rozpatrywanym s y s t e ­

mie WAD na podstaw ie  czasu oczek iw an ia  w przypadku id en ty c zn eg o  systesau
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W A D  z  w y k ł a d n i c z y m i  r o z k ł a d a m i  A ( x ) ,  B i ( x ) ;  1 * 1 , 2  o r a z  w s p ó ł c z y n n i k a  k o ­

r e k c y j n e g o  X ,  o k r e ś l a j ą c e g o  w p ł y w  w a p ó ł c z y n n i k a  z m i e n n o ś c i  r o z k ł a d ó w  aa 
c z a a y  o c z e k i w a n i a  w  s y s t e m a c h  k o n w e n c j o n a l n y c h .

Z a u w a ż m y  p r z y  o k a z j i ,  ż e  w  p r z y p a d k u  s y s t e m ó w  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a d c h o ­
d z ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n s  z a c h o d z i ł

X. U(S» 1> f>> cb> 1 + ci
U ( J ,  1 ,  / * ,  1 )  ’  " ~ r

( I I . 5 . 1 1 )

c o  w y n i k a  z e  z n a n y c h  w z o r ó w  o p i s u j ą c y c h  s y s t e m  o b s ł u g i  K / G / 1 .  R o z p a t r z m y  
d l a '  w y ż e j  z d e f i n i o w a n e g o  o s z a c o w a n i a  w y r a ż e n i a  i

»  .  %
V ( £ ,  C A ,  E ( b 1 ) ,  E ( b 2 ) ,  C B ,  D ) ’

( I I . 5 . 1 2 )

b ę d ą c e  m i a r ą  r ó ż n i c y  w p ł y w u  w s p ó ł c z y n n i k ó w  C j  i  O j  n a  c z a a  o c z e k i w a n i a  w 

s y s t e m a c h  W A D  w  s t o s u n k u  d o  s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l n y c h .  W y k r e s y  w a r t o ś c i  cf 

w  f u n k c j i  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s u n k a c h
1 1 . 1 0  ( p r z y  C A  ■ 1 )  o r a z  1 1 . 1 1  ( p r z y  ■ 1 ) .

B ł ą d  j e s t  d o d a t n i  w  p r z y p a d k u ,  g d y  C A  = »  1 ( l u b  c B  > 1 )  1  u j e m n y  w  p r z e ­

c i w n y m  r a z i e ,  p r z y  c z y m  d l a  d o w o l n e g o  w a r t o ś ć  | J |  r o ś n i e  z e  w z r o s t e m  
( C A  -  1 )  w z g l ę d n i e  ( C g  -  1 ) .

c T ( % ]  l 
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R y s .  1 1 . 1 1 .  B ł ą d  w z g l ę d n y  ć  w  f u n k c j i  A ,  i  C f i ,  C A  ■  1

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  w y k r e s ó w  w y n i k a  j e d n o z n a c z n i e ,  ż e  w p ł y w  w s p ó ł c z y n n i ­

k a  z m i e n n o ś c i  r o z k ł a d u  o d s t ę p ó w  m i ę d z y  z g ł o s z e n i a m i  o r a z  r o z k ł a d u  c z a a u  

o b s ł u g i  j e s t  w  p r z y p a d k u  s y s t e m u  W A D  i s t o t n i e  s i l n i e j s z y  a n i ż e l i  w  p r z y ­

p a d k u  k o n w e n c j o n a l n y c h  s y s t e m ó w  o b s ł u g i .
R o z p a t r u j ą c  z m i e n n o ś ć  w  f u n k c j i  X  w i d z i m y ,  ż e  <? d ą ż y  d o  s e r a  w  p r z y ­

p a d k u ,  g d y  A  —  0  o r a z  g d y  9, —  y x P I P 0
( t j .  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j

s y s t e m u ) ,  s  w i ę c  w  t y c h  p r z y p s d k a c h  w p ł y w  C A  i  C f i J e ł t  w  s y s t e m i e  W A D

i d e n t y c z n y  J a k  w  s y s t e m i e  k o n w e n c j o n a l n y m .  " I s t o t n i e  z a u w a ż m y ,  ż e  p a r a m e ­

t r y  s y s t e m u  W A D  p r z y  t a k i c h  g r a n i c z n y c h  p r z e j ś c i a c h  d ą ż ą  a s y m p t o t y c z n i e  

d o  p a r a m e t r ó w  s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l n y c h  o  c z a s i e  o b s ł u g i  s c h a r a k t e r y z o w a ­

n y c h  d y s t r y b u a n t ą  B ^ z )  l u b  B g ( x ) .
N a j s i l n i e j s z y  w z r o s t  o d d z i a ł y w a n i a  C A  i C B  w  p o r ó w n a n i u  d o  s y a t e m ó w  

k o n w e n c j o n a l n y c h  o b s e r w u j e  s i ę  p r z y  t a k i c h  w a r t o ś c i a c h  &  ,  g d y  n a j w i ę k s z a  

j e s t  n i e p e w n o ś ć  c o  d o  w y b o r u  r o z k ł a d u  c z a s u  o b s ł u g i  w  s y s t e m i e  W A D .

S p o s t r z e ż e n i e  t o  s t a j e  s i ę  j e s z c z e  b a r d z i e j  w y r a ź n e ,  g d y  w e ź m i e  s i ę  

p o d  u w a g ę  p r z e d s t a w i o n e  n a  r y s .  1 1 . 1 2  w y k r e s y  s t o p n i a  w y k o r z y s t a n i a  s t a ­

n o w i s k a  o b s ł u g i  w  s y s t e m i e  W A D ,  <j ( s O .  N a  r y a u n k u  l i n i a m i  p r z e r y w a n y m i  z a ­

z n a c z o n o  s t o p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  w  t y c h  s a m y c h  d w ó c h  a y -  

s t e m a c h  k o n w e n c j o n a l n y c h ,  k t ó r y c h  u ż y w a l i ś m y  d o  p o p r z e d n i c h  p o r ó w n a ń  ( r y s .

I I . 7 ,  I I . 9 ) .  r y s u n k ó w  1 1 . 1 2  o r a z  1 1 . 1 3  w y n i k a  t e ż  i n n e ,  i s t o t n e  s p o ­

s t r z e ż e n i e ,  ż e  z m i a n y  w s p ó ł c z y n n i k a  C A  m a j ą  s i l n i e j s z y  w p ł y w  z a r ó w n o  n a  

c z a s  o c z e k i w a n i a ,  j a k  i  n a  s t o p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  a n i ­

ż e l i  i d e n t y c z n e  z m i a n y  w s p ó ł c z y n n i k a  C g .
T a k  w i ę c  w i d z i m y ,  ż e  o  i l e  j u ż  w  s y s t e m a c h  k o n w e n c j o n a l n y c h  p o d k r e ś l a ­

n o ,  ż e  n i e c e l o w e  j e s t  o g r a n i c z a n i e  s i ę  d o  p i e r w 8 z e g o  m o m e n t u  w  c h a r a k t e ­

r y z o w a n i u  z m i e n n y c h  l o s o w y c h  d e f i n i u j ą c y c h  s y s t e m  m a s o w e j  o b s ł u g i ,
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f l y s .  1 1 . 1 2 .  S t o p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  s y s t e m u  W A D  w  f u n k c j i  A  d l a  r ó ż n y c h  C  i

R y s .  1 1 . 1 3 .  P o r ó w n a n i e  b ł ę d ó w  w z g l ę d n y c h  <5^ ( p r z y  C A  *  C ,  C f i  •  1 )  o r a z  

<Jg ( p r z y  C A  »  1 ,  C f i  »  C )  w  f u n k c j i  C  p r z y  A  «  7 . 5
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t o  t y m  b a r d z i e j  j e s t  t o  n i e w s k a z a n e  w  s t o s u n k u  d o  s y s t e m ó w  W A D ,  a  s p e ­
c j a l n i e  w  o d n i e s i e n i u  d o  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń .

D ą ż ą c  d o  u z y s k a n i a  w a ż n y c h  p o d  w z g l ę d e m  i l o ś c i o w y m  c h a r a k t e r y s t y k  n a ­

l e ż y  w i ę c  k o r z y s t a ć  z  p r z e d s t a w i o n y c h  w  p u n k c i e  1 1 . 2  r e l a c j i  u m o ż l i w i a j ą ­

c y c h  d o k ł a d n e  o d w z o r o w a n i e  r z e c z y w i s t e g o  c h a r a k t e r u  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  
o r a z  r o z k ł a d ó w  c z a s ó w  o b s ł u g i .

M i m o  -  p o d k r e ś l o n e j  j u ż  -  p r a c o c h ł o n n o ś c i  z w i ą z a n e j  z  i c h  s t o s o w a n i e m ;  w 

ś w i e t l e  w n i o s k ó w  w y n i k a j ą c y c h  z  p r z e d s t a w i o n y c h  p o w y ż e j  b a d a ń  f a k t  p o s i a ­

d a n i a  t a k i c h  o g ó l n y c h  r o z w i ą z a ń  a n a l i t y c z n y c h  n a b r a ł  -  o b o k  c z y s t o  t e o r e ­

t y c z n y c h  w a r t o ś c i  -  r ó w n i e ż  z n a c z e n i a  p r a k t y c z n e g o ,  a u w a ż m y  p r z y  o k a z j i ,  

ż e  w  r o z p a t r y w a n y c h  p r z y k ł a d a c h  n a j w i ę k s z e  n i e r e g u l a r n o ś c i  z w i ą z a n e  z  r ó ż ­

n y m i  o d  j e d n o ś c i  w a r t o ś c i a m i  C A  i  C f i  w y s t ę p o w a ł y  d l a  X *  0 . 7 - 0 . 9  T ,  a  w i ę c  
w  z a k r e s i e ,  g d z i e  n a  o g ó ł  d o b i e r a n y  j e s t  p u n k t  p r a c y  s y s t e m u .

P r z e d s t a w i o n e  n a  r y s u n k a c h  I I . 6 - I I . 1 3  w y k r e s y  d o t y c z y ł y  p e w n e g o  z e s t a ­

w u  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u  E ( b . j )  »  0 . 0 5 »  E ( b 2 )  » 0 . 1 ,  D  »  0 . 1 .  W y c i ą g n i ę t e  s t ą d  

w n i o s k i  p o z o s t a j ą ,  j a k  t o  s p r a w d z o n o ,  w  c a ł e j  r o z c i ą g ł o ś c i  w  m o c y  ( p o d  
w z g l ę d e m  j a k o ś c i o w y m )  r ó w n i e ż  w  i n n y c h  p r z y p a d k a c h .

I l u s t r a c j ę  w p ł y w u  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u  ( a  s p e c j a l n i e  E ( b 1 )  o r a z  D )  n a  

w a r t o ś ć  b ł ę d u  J  z a w i e r a j ą  r y s u n k i  1 1 . 1 4  i  1 1 . 1 5 .  W z r o s t  w a r t o ś c i  | t f |  p r z y  

w z r o ś c i e  [ E ( b j )  -  E ( b . j ) ]  j e s t  o c z y w i s t y ,  n a t o m i a s t  k s z t a ł t  k r z y w y c h  o b r a ­

z u j ą c y c h  z m i a n y  w a r t o ś c i  | 6 1 w  f u n k c j i  D  m o ż n a  u z a s a d n i ć  w  s p o s ó b  a n a l o ­

g i c z n y  d o  w y w o d u ,  j a k i  p r z e p r o w a d z o n o  w  o d n i e s i e n i u  d o  k r z y w y c h  p r z e d s t a ­
w i o n y c h  n a  r y s .  1 1 . 1 0  o r a z  1 1 . 1 1 .

c )  M o ż l i w o ś c i  z w i ę k s z e n i a  w y d a j n o ś c i  s y s t e m u  W A D  z  n a t u r a l n y m  r e g u l a m i n e m  
o b s ł u g i  .

R o z p a t r z m y  s y s t e m  p o d s t a w o w y  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  
P o i s s o n a ,  J  -  2  o r a z

- A t i X
B Q ( x )  -  B / i )  -  1 -  e

B 2 ( x )  -  1 -  e  ^

Z g o d n i e  z  o m a w i a n y m i  s z c z e g ó ł o w o  w  p u n k c i e  I I .  1  w a r u n k a m i  s t a b i l n o ś c i  w y ­

d a j n o ś ć  g r a n i c z n a  t a k i e g o  s y s t e m u  w y n o s i  “  ^ 2 *

W p r o w a d ź m y  o b e c n i e  p e w n ą  m o d y f i k a c j ę  r o z p a t r y w a n e g o  s y s t e m u  z a k ł a d a j ą c ,  

ż e  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r y c h  c z a s  o c z e k i w a n i a  p r z e k r a c z a  z a d a n ą  w a r t o ś ć  • £ ,  s ą  
t r a c o n e  ( i c h  c z a s  o b s ł u g i  j e s t  r ó w n y  z e r u ) .

P r z y  t a k i m  t r y b i e  p r a c y  ż a d n e  z g ł o s z e n i e  n i e  m o ż e  o c z e k i w a ć  z  d e f i n i ­

c j i  d ł u ż e j  a n i ż e l i  t  i  s y s t e m  p o z o s t a j e  s t a b i l n y  d l a  d o w o l n y c h  w a r t o ś c i  
i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  A  .

d l a  w 1 i  D ,

d l a  >  w .  m d ,
( I I . 5 . 1 3 )
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D l a  a n a l i z y  t e g o  z m o d y f i k o w a n e g o  s y s t e m u  n a l e ż y  

p a d k i :

i )  p r z y  t  « D

r o z p a t r z y ć  d w a  p r z y -

B ( x / u > )

B ^ ) - 1 - e  

H ( x )

d l a

d l a
( I I . 5 . 1 4 )

W o p a r c i u  o  w y p r o w a d z o n e  d l a  m o d e l u  p o d s t a w o w e g o  z a l e ż n o ś c i  m o ż n a  ł a t w o  

w y z n a c z y ć  w s z y s t k i e  c h a r a k t e r y s t y k i  t e g o  w a r i a n t u ,  p o k r y w a j ą c e g o  s i ę  z  

r o z p a t r y w a n y m  n p .  w  [BROD 7 3 ]  s y s t e m e m  z  o g r a n i c z o n y m  c z a s e m  o c z e k i w a n i a ,  

w t y m  w y d a j n o ś ć  s y s t e m u  V ,  w y n o s z ą c ą :

( ^  - p - , )  D

v  -  * 1 ~  a - i L -m  ( d l a  *
1 - p e

( I I . 5 . 1 5 )

g d z i e :  p  »  — •

i i )  p r z y  t  > D

B(x/nO -

B j U )

B2(x)
B(x)

1 -  e

1 -  e

' h x

-fi2x
d l a

d l a

d l a

£:  D ,  

D <  t ( I I . 5 .  1 6 )

C h a r a k t e r y s t y k i  t e g o  w a r i a n t u  m o ż n a  m z y s k a ć  w p r o s t  w  o p a r c i u  o  w z o r y  p o ­

d a n e  w  p u n k c i e  I I I . 3 c .
R o z p a t r z y m y  w y d a j n o ś ć  t a k i c h  s y s t e m ó w  o b s ł u g i  p r z y  r ó ż n y c h  w a r t o ś c i a c h  

X,  a  w  s z c z e g ó l n o ś c i  z a s t a n o w i m y  s i ę ,  c z y  m o ż l i w e  j e s t  o s i ą g n i ę c i e  w y d a j ­

n o ś c i  p r z e k r a c z a j ą c e j  w a r t o ś c i  ^ i 2 *
Z a u w a ż m y ,  ż e  r o z p a t r y w a n y m  s y s t e m o m  m o ż n a  t e ż  n a d a ć  i n n ą ,  r ó w n o w a ż n ą  

i n t e r p r e t a c j ę .  W p r z y p a d k u ,  g d y  z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a j ą  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a ,  

s t r a t a  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r e g o  c z a s  o c z e k i w a n i a  p r z e k r a c z a  (  ,  j e s t  r ó w n o w a ż ­

n a  z a b l o k o w a n i u  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń  k a ż d o r a z o w o  n a  o k r e s ,  g d y  z a p a s  p r a c y  w  

s y s t e m i e  p r z e k r o c z y  ' t  .
P a r a m e t r  &  o k r e ś l a  w ó w c z a s  m o c  ź r ó d ł a  ( t j .  ś r e d n i ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń ,  k t ó r e  

m o g ł y  z o s t a ć  w y g e n e r o w a n e  w  j e d n o s t c e  c z a s u )  a  n i e  r z e c z y w i s t ą  i n t e n s y w ­

n o ś ć  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń ,  k t ó r a  w o b e c  b r a k u  s t r a t  i  s t a b i l n o ś c i  s y s t e m u  

j e s t  o s z y w i ś c i e  r ó w n a  w y d a j n o ś c i  s y s t e m u  V .
P r z e b a d a j m y  n a  p r z y k ł a d z i e ,  p r z y  «  2 0 ,  m D  •  0 . 0 5 ,  z a l e ż n o ś ć  

w y d a j n o ś c i  s y s t e m u  V o d  p a r a m e t r ó w  &  o r a z  t  ,  z i l u s t r o w a n ą  n a  r y a .  I I .  1 6  

i  p o s i a d a j ą c ą  t y p o w ą  p o s t a ć .



Rys. I I . 16.
-  1 0 ,

Z a l e ż n o ś ć  w y d a j n o ś c i  s y s t e m u  
D  -  0 . 0 5

P r z y  A  2 w y d a j n o ś ć  V < A  i  V — A ,  g d y  t  —- * • .  Z a s t o s o w a n i e  w a r ­

t o ś c i  A  n i e w i e l e  p r z e k r a c z a j ą c y c h  p r o w a d z i  d o  i d e n t y c z n e j  p o s t a c i  z a ­

l e ż n o ś c i  V  o d  A  i  i. j a k  t o  m a  m i e j s c e  p r z y  A <  N a t o m i a s t  s i l n i e j s z e  

z w i ę k s z e n i e  ^  p r o w a d z i  d o  u z y s k i w a n i a  w a r t o ś c i  w y d a j n o ś c i  V  p r z e k r a c z a j ą ­

c y c h ,  i  t o  z n a c z n i e ,  w a r t o ś ć

Ł a t w o  z a u w a ż y ć ,  ż e  j e ś l i  t y l k o  V  t o  m a k s y m a l n ą  w y d a j n o ś ć  o s i ą g a  s i ę

p r z y  i  ■  D ,  c o  z n a l a z ł o  p o t w i e r d z e n i *  r ó w n i e ż  w s z e r e g u  i n n y c h  p r z y k ł a ­

d a c h .

Z a l e ż n o ś ć  w y d a j n o ś c i  V  o d  A  p r z y  t  “  D  d l a  r o z p a t r y w a n e g o  p r z y k ł a d u  z a ­

w i e r a  t a b e l a  I I .  3 .

T a b e l a  I I . 3

Z a l e ż n o ś ć  w y d a j n o ś c i  V  s y s t e m u  o b s ł u g i  o d  A  
p r z y  s t r a t a c h  z g ł o s z e ń  ( b l o k o w a n i u  ź r ó d ł a )

»  2 0 ,  [ i 2  *  1 0 ,  U m X w 0 . 0 5

A 10 12 14 16 18 20 25 30

V 8.21 9.46 10.58 11.60 12.51 13- 33 15.03 16.31

A 40 50 60 70 80 90 100

V 17.97 18.89 19.39 19.67 19.81 19.90 19.94

Z  ( I I . 5 < 1 5 )  w y n i k a ,  i ż  l i m  V ( A )  ■ > fi 2 '  c o  o l c r e ^ a  m a k s y m a l n ą  w y d a j ­

n o ś ć  r o z p a t r y w a n e g o  s y s t e m u  p r z y  t  ■  D .

W a r t o  p o d k r e ś l i ć ,  i ż  p r z y  1  «  D  w y d a j n o ś ć  s y s t e m u  r o ś n i e  z e  w z r o s t e m  A  • 

D l a  t  >  D  s y t u a c j a  J e a t  z n a c z n i e  b a r d z i e j  z ł o ż o n a .  J a k  t o  w y n i k a  z  r y s .

1 1 . 1 6 ,  p r z y  p e w n y c h ,  w y s t a r c z a j ą c o  d u ż y c h  w a r t o ś c i a c h ,  w y d a j n o ś ć  s y s t e m u  

m a l e j e  z e  w z r o s t e m  m o c y  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń  A  ! T e n  p o z o r n y  p a r a d o k s  w y n i k a  z  

f a k t u  z w i ę k s z e n i a  s i ę  u d z i a ł u  p r o c e n t o w e g o  z g ł o s z e ń  w y m a g a j ą c y c h  o b s ł u g i  

o  c z a s i e  o k r e ś l o n y m  r o z k ł a d e m  B g ( x ) .  W y n i k a  s t ą d ,  ż e  s a m  t y l k o  d o b ó r  m o c y  

ź r ó d ł a  *  n i e  p r z e s ą d z a  o  w y d a j n o ś c i  s y s t e m u .

W s k a z a n e  p o w y ż e j  n a  p r o s t y m  p r z y k ł a d z i e  p r a w i d ł o w o ś c i  m o ż n a  ł a t w o  u -  

o g ó l n i ć .  W s z c z e g ó l n o ś c i ,  r o z p a t r u j ą c  d o w o l n y  s y s t e m  p o d s t a w o w y ,  o k r e ś l o ­

n y  z a l e ż n o ś c i ą  ( I I . 6 ) ,  m o ż n a ,  d r o g ą  o g r a n i c z e n i a  c z a s u  o c z e k i w a n i a  d o  D ^  

( g d z i e «  D .  «  li>. ,  n a t o m i a s t  k  w y z n a c z a  s i ę  z  r e l a c j i  £ ( b v ) >  H i n  E ( b i ) )
1 • r  1 - 1  i - 1 ' 2 ...............J

u z y s k a ć  w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n ą  d ą ż ą c ą  d o  | _ E ( b fc) J  p r z y  A  — ■* * .  T a k i e  o g r a ­

n i c z e n i e  c z a s u  o c z e k i w a n i a  u z y s k u j e  s i ę  d r o g ą  b l o k o w a n i a  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń  

( b ą d ź  o d r z u c a n i a  z g ł o s z e ń ) ,  c o  j e s t  e f e k t y w n y m  ś r o d k i e m  k s z t a ł t o w a n i a  c h a ­

r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u .  J e s t  t o  j e s z c z e  j e d n a  c e c h a  r ó ż n i ą c a  s y s t e m y  W A D  o d  

s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l n y c h ,  g d z i e  w p r o w a d z a n i e  o g r a n i c z e ń  n a  p o b y t  z g ł o ­

s z e ń  w  s y s t e m i e  ( b ą d ź  b l o k o w a n i e  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń )  n i e  m o ż e  b y ć  n a r z ę d z i e m  

d l a  z w i ę k s z e n i a  w y d a j n o ś c i .

P o n i e w a ż  o c z y w i ś c i e  z w i ę k s z a n i e  m o c y  ( p r s e d y m e n s j o n o w a n i e )  ź r ó d ł a  z g ł o ­

s z e ń  w i ą ż e  s i ę  z  d o d a t k o w y m  k o s z t e m ,  m o ż n a  s f o r m u ł o w s ć  w  o p a r c i u  o  z a l e ż -
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d )  P o d g u m o w a n i e

P o n i e w a ż  z a m i a s t  b l o k o w a ć  ź r ó d ł o  z g ł o s z e ń  m o ż n a  o d r z u c a ć  z  k o l e j k i  

z g ł o s z e n i a ,  k t ó r y c h  c z a a  o c z e k i w a n i a  p r z e k r o c z y ł  w a r t o ś ć  D ,  w i ę c  n a t u r a l ­

n e  j e s t  r o z p a t r z e n i e  m a g a z y n o w a n i a  t a k i c h  o d r z u c o n y c h  z g ł o s z e ń  i  w p r o w a ­

d z a n i e  i c h  n a  s t a n o w i s k o  o b s ł u g i  w  p r z y p a d k u ,  g d y  k o l e j k a  o p r ó ż n i  s i ę .

n o ś c i  a n a l i t y c z n e ,  w y p r o w a d z o n e  w  t y m  r o z d z i a l e  o r a z  w y z n a c z o n e  d l a  k o n ­

k r e t n e g o ,  p r a k t y c z n i e  r o z p a t r y w a n e g o  p r z y p a d k u ,  f u n k c j e  k o s z t ó w ,  z a d a n i e  

o p t y m a l i z a c j i ,  d l a  o k r e ś l e n i a  c z y  i  w  j a k i m  s t o p n i u  b a r d z i e j  o p ł a c a l n e  

j e s t  z w i ę k s z e n i e  m o c y  ź r ó d ł a  w  s t o s u n k u  d o  a l t e r n a t y w n e g o  p o d e j ś c i a ,  j a ­

k i m i  j e s t  z w i ę k s z a n i e  m o c y  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  ( a  w i ę c , w  e f e k c i e  z w i ę k s z a ­

n i e  z a r ó w n o  j a k  i  ) .
P r z y k ł a d  s f o r m u ł o w a n i a  i  r o z w i ą z a n i a  t a k i e g o  z a d a n i a  o p t y m a l i z a c j i  p c -  

d a m y  w  r o z d z i a l e  I V .

T a k i e  r e g u l a m i n y  o b s ł u g i  o m ó w i m y  s z c z e g ó ł o w o  w  r o z d z i a l e  I I I .

P r z e d s t a w i o n e  w  n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  w y n i k i  a n a l i t y c z n e  p o z w a l a j ą  n a  

b a d a n i e  -  w  s p o s ó b  ś c i s ł y  -  b a r d z o  s z e r o k i e j  k l a s y  j e d n o k a n a ł o w y c h  s y s t e ­

m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i  z  c z a s e m  o b s ł u g i  z a l e ż n y m  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a ,  u m o ż ­

l i w i a j ą c  r ó w n o c z e ś n i e  r o z p a t r y w a n i e  w  s p o s ó b  p r z y b l i ż o n y ,  z  d o w o l n i e  d u ­

ż ą  d o k ł a d n o ś c i ą ,  w  z a s a d z i e  w s z y s t k i c h  t a k i c h  s y s t e m ó w .

D o t y c z y  t o  n i e  t y l k o  s y s t e m ó w  z  o c z e k i w a n i e m ,  l e c z  r ó w n i e ż  s y s t e m ó w  z e  

s t r a t a m i .  W p r o w a d z a j ą c  b o w i e m  w  d e f i n i c j i  ( I I . 6 )  d y s t r y b u a n t y  B i ( x )  o  p o ­

s t a c i :

g d z i e :  ( X  l|> « £  1 ,  $ ( x )  p s w n a  d y s t r y b u a n t a ,  

m o ż n a ,  p r z y  o d p o w i e d n i o  d u ż e j  l i c z b i e  p r z e d z i a ł ó w  J ,  a p r o k s y m o w a ć z  d o w o l ­

n ą  d o k ł a d n o ś c i ą  d y s t r y b u a n t ę  w a r u n k o w ą  o  p o s t a c i  ( I I . 1 . 1 6 ) .  T a k  w i ę c  p r z e d ­

s t a w i o n e  r o z w i ą z a n i e  m o ż e  b y ć  t r a k t o w a n e  j a k o  a l t e r n a t y w a  w  s t o s u n k u  d o  

o g ó l n e g o  r o z w i ą z a n i a  t a k i e g o  p r z y p a d k u  p r z e d s t a w i o n e g o  w  [ B A C E  8 l ]  .

D o d a t k o w o ,  s p e c j a l n y m i  p r z y p a d k a m i  r o z p a t r y w a n e g o  m o d e l u  s ą  r ó w n i e ż  

s y s t e m y  t y p u  K ^ / G / 1  z  r ó ż n y m  o d  p o z o s t a ł y c h  r o z k ł a d e m  c z a s u  o b s ł u g i  p i e r ­

w s z e g o  z g ł o s z e n i e  w  k a ż d y m  o k r e s i e  c z y n n y m .

P o s ł u g u j ą c  s i ę  u z y s k a n y m i  r o z w i ą z a n i a m i ,  w s k a z a n o  n a  p r z y k ł a d a c h  p e w n e  

w ł a s n o ś c i  s y s t e m ó w  W A D .  W s z c z e g ó l n o ś c i  s t w i e r d z o n o  b r a k  m o ż l i w o ś c i  r a ­

c j o n a l n e g o  p r o g n o z o w a n i a  c h a r a k t e r y s t y k  t a k i c h  s y s t e m ó w ,  a  n a w e t  o c e n y  

i c h  s t a b i l n o ś c i  w  o p a r c i u  o  r o z p a t r z e n i e  p e w n y c h  s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l ­

n y c h ,  a  t a k ż e  z n a c z n y  ( s i l n i e j s z y  j e s z c z e  a n i ż e l i  w  s y s t e m a c h  k o n w e n c j o ­

n a l n y c h )  w p ł y w  d r u g i e g o  m o m e n t u  z m i e n n y c h  l o s o w y c h  o p i s u j ą c y c h  s y s t e m  n a  

j e g o  c h a r a k t e r y s t y k i .

U p r o s z c z e n i a  p o l e g a j ą c e  n i e  t y l k o  n a  p o m i n i ę c i u  . z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b ­

s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  a l e  n a w e t  n a  p r z y j ę c i u  r o z k ł a d ó w  w y k ł a d n i c z y c h  

( c o  z n a c z n i e  u p r a s z c z a  a n a l i z ę  -  p a t r z  p u n k t  I I . 3 - a l )  n i e  p o w i n n y  w i ę c  

b y ć  s t o s o w a n e ,  j a k o  p r o w a d z ą c e  d o  i s t o t n y c h  b ł ę d ó w .  W s k a z a n o  t e ż  n a  d o -

BA(x) -  (1 -  *4») H(x) + t|>$(jc) ,



/

I I I .  S Y S T E M Y  M A S O W E J  O B S Ł U G I  Ż '  C Z A S E M  O B S Ł U G I  

Z A L E Ż N Y M  O D  C Z A S U  O C Z E K I W A N I A  I  D O W O L N Y M  R E G U L A M I N E M  O B S Ł U G I

W p o p r z e d n i m  r o z d z i a l e  o m ó w i l i ś m y  m e t o d y  a n a l i z y  o r a z  p o d s t a w o w e  w ł a s ­

n o ś c i  s z e r o k i e j  k l a s y  s y s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i  z  c z a s e m  o b s ł u g i  z a l e ż n y m  

od c z a s u  o c z e k i w a n i a  i  n a t u r a l n y m  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i .  O b e c n i e  r o z p a t r z y ­

my t ę  s a m ą  k l a s ę  s y s t e m ó w  o b s ł u g i  p r z y  z a s t o s o w a n i u  i n n y c h  r e g u l a m i n ó w  

o b s ł u g i .

N a l e ż y  o d  r a z u  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  p r z y  o d e j ś c i u  o d  z a ł o ż e n i a  o  n a t u r a l n y m  r e ­

g u l a m i n i e  o b s ł u g i  r o z p a t r y w a n y  p r o b l e m  z n a c z n i e  s i ę  k o m p l i k u j e ,  c o  z i l u ­

s t r u j e m y  n a  p r o s t y m  p r z y k ł a d z i e :

N i e c h  d a n y  b ę d z i e  j e d n o k a n a ł o w y  s y s t e m  W A D ,  d o  k t ó r e g o  z g ł o s z e n i a  n a ­

p ł y w a j ą  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  z  p a r a m e t r e m  X .  Z a ł ó ż m y ,  ż e  w  c h w i l i  -  0  

w k o l e j c e  z n a j d u j e  s i ę  1  z g ł o s z e ń  ^ i - 2 , . . .  ,  k t ó r e  n a p ł y n ę ł y  d o

s y s t e m u  w  c h w i l a c h  c z a s u  ...................n a t o m i a s t  n a  s t a n o w i s k u  o b ­

s ł u g i  z n a j d u j e  s i ę  z g ł o s z a n i s  i " i “ 1 ,  k t ó r e g o  p o z o s t a ł y  c z a s  o b s ł u g i  w y ­

n o s i  “p  1 .

Z a u w a ż m y ,  ż e  z a p a s  p r a c y  w  s y s t e m i e

y t 1-0) » <p (S,*1-1 ,ti_2, .. z,«1"1,*1) .

z a l e ż y  w  s p o s ó b  i s t o t n y  n i e  t y l k o  o d  m o m e n t ó w  n a p ł y n i ę c i a  p o s z c z e g ó l n y c h  

z g ł o s z e ń ,  a l e  t a k ż e  o d  z a s t o s o w a n e g o  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i .  C o  w i ę c e j ,  o g ó l ­

n i e  r z e c z  b i o r ą c ,  z a p a s  p r s c y  w  s y s t e m i e  p o  n a d e j ś c i u  k o l e j n e g o  z g ł o s z e ­

n i a

z J l ( < i + o )  i  y ^ - o )  +  b * ,  w -  Z ^ - O ) .

D l a  j e d n o z n a c z n e g o  s c h a r a k t e r y z o w a n i a  s t a n u  s y s t e m u  w  c h w i l i  f *  w  o p a r c i u  

o  z n a j o m o ś ć  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i  i  s t a n u  s y s t e m u  w  c h w i l i  k o n i e c z n e

b y ł o b y  w p r o w a d z e n i e  w e k t o r a  s t a n u ,  k t ó r e g o  s k ł a d o w y m i  b y ł y b y  m o m e n t y  n a ­

d e j ś c i a  d o  s y s t e m u  w s z y s t k i c h  z g ł o s z e ń  o c z e k u j ą c y c h  w  k o l e j c e  o r a z  p o ­

z o s t a ł y  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a ^ a k t u a l n i e  o b s ł u g i w a n e g o .

W e k t o r  s t a n u  m ó g ł b y  m i e ć  z m i e n n ą  w y m i a r o w o ś ć .  P r o c e s  z m i a n  t a k i e g o  w e k t o ­

r a  s t a n u  b y ł b y  ł a ń c u c h e m  M a r k o w a  z  d y s k r e t n y m  c z a s e m ,  c i ą g ł ą  p r z e s t r z e n i ą  

s t a n ó w ,  w i e l o w y m i a r o w y m  o  z m i e n n e j  w y m i a r o w o ś c i  -  c o  p r z e s ą d z a  o  p r a k t y c z ­

n e j  n i e m o ż l i w o ś c i  b a d a n i a  w a r u n k ó w  s t a b i l n o ś c i  s y s t e m u  ( t j .  e r g o d y c z n o ś c i



ł a ń c u c h a  M a r k o w a ) ,  c z y  t e ż  a n a l i z y  j e g o  c h a r a k t e r y s t y k ,  w  s p o s ó b  a n a l o ­

g i c z n y  d o  p r z e d s t a w i o n e g o  w  r o z d z i a l e  I I  ( z  w y j ą t k i e m  s p e c j a l n y c h  p r o ­

s t y c h  p r z y p a d k ó w ) .

B i o r ą c  p o d  u w a g ę  z a l e ż n o ś ć  z a p a s u  p r a c y  o d  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i  m o ż n a  

s i ę  p r z y  t y m  s p o d z i e w a ć ,  ż e  w a r u n k i  s t a b i l n o ś c i  t e ż  b ę d ą  r ó ż n e  d l a  r ó ż ­

n y c h  r e g u l a m i n ó w  o b s ł u g i  i  k o n i e c z n e  b ę d z i e  o d d z i e l n e  i c h  w y z n a c z a n i e  d l a  

k a ż d e g o  r o z p a t r y w a n e g o  p r z y p a d k u .

J a k  d o t ą d ,  u k a z a ł a  s i ę  t y l k o  j e d n a  p r a c a  [ B U Z A  7 4 ]  t r a k t u j ą c a  o  t r z e c h  

p r o s t y c h  p r z y p a d k a c h  s y s t e m ó w  W A D  z  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i  r ó ż n y m  o d  n a t u ­

r a l n e g o ,  k t ó r e j  w y n i k i  p r z e d y s k u t o w a n o  w  p u n k c i e  I l l . l . d .

M o ż n a  w i ę c  p o w i e d z i e ć ,  ż e  w  z a k r e s i e  b a d a n i a  s y s t e m ó w  W A D ,  z  r ó ż n y m i  

o d  n a t u r a l n e g o  r e g u l a m i n a m i  o b s ł u g i ,  p o j a w i a j ą  s i ę  t r z y  z a s a d n i c z e  z a d a ­

n i a :

a )  w y z n a c z e n i e  w a r u n k ó w  s t a b i l n o ś c i  s y s t e m ó w ,

b )  w y z n a c z e n i e  c h a r a k t e r y s t y k  s y s t e m ó w  s t a b i l n y c h  w  s t a c j o n a r n y m  s t a n i e  

g r a n i c z n y m ,

c )  o k r e ś l e n i e  w s k a z a ń  d l a  d o b o r u  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i  ( n p .  p o d  k ą t e m  m a k s y ­

m a l i z a c j i  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j ) .

W d a l s z y m  c i ą g u  o m ó w i m y  k o l e j n o  m e t o d y  r o z w i ą z y w a n i a  t y c h  t r z e c h  z a d a ń  

p r z y  u ż y c i u  z a r ó w n o  m e t o d  a n a l i t y c z n y c h ,  J a k  i  s y m u l a c y j n y c h ,  a  w  z a k r e ­

s i e  o s t a t n i e g o  z  n i c h  r ó w n i e ż  -  w  p e w n y m  z a k r e s i e  -  m e t o d  h e u r y s t y c z n y c h .

M e t o d y  s y m u l a c y j n e  p r z e d s t a w i o n e  w  t y m  r o z d z i a l e  m o g ą  t e ż  b y ć  z  p o w o ­

d z e n i e m  s t o s o w a n e  d o  i n n y c h  p r z y p a d k ó w  n i e k o n w e n c j o n a l n y c h  s y s t e m ó w  m a s o ­

w e j  o b s ł u g i .

I I I . 1 .  W a r u n k i  s t a b i l n o ś c i

W n i n i e j s z y m  p u n k c i e  z a p r o p o n u j e m y  o r a z  u d o w o d n i m y  p r a w i d ł o w o ś ć  w a r u n ­

k u  s t a b i l n o ś c i  d l a  p e w n e j  k l a s y  s y s t e m ó w  z  c z a s e m  o b s ł u g i  z a l e ż n y m  od 

c z a s u  o c z e k i w a n i a ,  w s k a z u j ą c  t e ż  m o ż l i w o ś c i  o s ł a b i e n i a  z a ł o ż e ń ,  p r z y  k t ó ­

r y c h  d o w ó d  ' z o s t a ł  p r z e p r o w a d z o n y .

A n a l i t y c z n ą  p o s t a ć  w a r u n k u  s t a b i l n o ś c i  u d a ł o  s i ę  w c z e ś n i e j  u z y s k a ć  d l a  

b a r d z o  n i e l i c z n y c h  p r o s t y c h  p r z y p a d k ó w .

P o k a ż e m y ,  ż e  c z ę ś ć  t y c h  w y n i k ó w  s t a n o w i  s z c z e g ó l n y  p r z y p a d e k  r o z p a t r y w a ­

n e j  t u  k l a s y  s y s t e m ó w  i  o m ó w i m y  p o z o s t a ł e .

a )  O p i s  r o z p a t r y w a n e j  k l a s y  s y s t e m ó w

W d a l s z y m  c i ą g u  r o z p a t r y w a ć  b ę d z i e m y  j e d n o k a n a ł o w e  s y s t e m y  W A D  o  n a ­

s t ę p u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i a c h .

Z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a j ą  p o j e d y n c z o ,  t w o r z ą c  s t r u m i e ń  P o i s s o n a  o  p a r a m e t r z e  9,, 
a  w i ę c :
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A(x) -  1 -  e " *x . ( I I I . 1.1)
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Założymy też, że w każdej chwili t dostępna jest określona w sposób de­
terministyczny prognoza faktu, czy w odcinku czasu (t,t +^), >0 napły­
nie kolejne zgłoszenie.
Oczywiście, z definicji strumienia zgłoszeń wynika, że prognoza będzie 
negatywna z prawdopodobieństwem [b

(b-  e - * ^  ( I I I . 1 . 2 )

i pozytywna z prawdopodobieństwem (1 -[>>)■
Możliwość uzyskania takiej prognozy wynika zwykle z faktu, iż napływa­

jący do rozpatrywanego systemu strumień zgłoszeń jest strumieniem wyjścio­
wym innego stanowiska obsługi, umożliwiającego określenie momentu wyemi­
towania zgłoszenia.

A(x)
0 -

! JCz Y M
1 1 1 1  m

7 \
i i  f i  i i t

w

F(x/w )

Rys. I I I . 1 .  Schemat rozpatrywanej klasy systemów masowej obsługi (linią 
kreskowaną zaznaczono możliwość powrotu do kolejki Q2 zgłoszeń, których 

obsługa została przetwana, jeśli dopuszcza się taki wariant)

Z a ł o ż y m y ,  ż e  c z a s  o b s ł u g i  k a ż d e g o  z g ł o s z e n i a  J e s t  

c z e k i w a n i a  w  s p o s ó b  o k r e ś l o n y  w a r u n k o w ą  d y s t r y b u s n t ą

z a l e ż n y  od c z a s u  o -

B(x/u»)
? ( * № )

Y ( x )

d l a

d l a

( I I I . 1 . 3 )

E(y)<~> 3 V j / j
J d - c - «  w i o

co stanowi uogólnienie zależności przyjmowanej dla modelu podstawowego. 
Przyjmiemy, że system obsługi ma następującą strukturę (zilustrowaną na
r y s .  I I I . 1 ) :



-  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r y c h  c z a s  o c e e k i w a n i a  n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i  n i e  p r z e ­

k r o c z y ł  w a r t o ś c i  X  t w o r z ą  k o l e j k ę  3C1 ,  o b s ł u g i w a n ą  w g  d o w o l n e g o  r e g u l a ­

m i n u  o b s ł u g i

-  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r y c h  c z a s  o c z e k i w a n i a  n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i  p r z e k r o c z y ł  

w a r t o ś ć  X  ,  t w o r z ą  k o l e j k ę  X  o b s ł u g i w a n ą  w g  d o w o l n e g o  r e g u l a m i n u  o b ­

s ł u g i  R Z a u w a ż m y ,  ż e  c z a s  o b s ł u g i  t y c h  z g ł o s z e ń  n i e  z a l e ż y  o d  c z a s u  

i c h  o c z e k i w a n i a ,

-  z g ł o s z e n i a  z  k o l e j k i  X 1 p o s i a d a j ą  p r i o r y t e t  w z g l ę d n y ,  b e z w z g l ę d n y  l u b  

m i e s z a n y  b e z w z g l ę d n o - w z g l ę d n y  w  s t o s u n k u  d o  z g ł o s z e ń  z  k o l e j k i  K  2 ,

-  d o d a t k o w o ,  j e ś l i  k o l e p k a  X^  j e s t  p u s t a ,  t o  n a s t ę p u j e  a n a l i z a  p r o g n o z y .  

W p r z y p a d k u  p r o g n o z y  p o z y t y w n e j  o c z e k u j e  s i ę  n a p ł y n i ę c i a  n o w e g o  z g ł o ­

s z e n i a  ( k t ó r e g o  o b s ł u g a  r o z p o c z y n a  s i ę  b e z z w ł o c z n i e ) ,  n a t o m i a s t  w  p r z y ­

p a d k u  p r o g n o z y  n e g a t y w n e j  d o  o b s ł u g i  w y b i e r a n e  j e s t  z g ł o s z e n i e  z  k o l e j ­

k i  ( z g o d n i e  z  r e g u l a m i n e m  J l 2 ) ,

-  j e ż e l i  o b i e  k o l e j k i  s ą  p u s t e ,  s y s t e m  o c z e k u j e  b e z c z y n n i e  n a  n a p ł y n i ę c i e  

z g ł o s z e n i a ,  k t ó r e g o  o b s ł u g ę  r o z p o c z y n a  s i ę  b e z z w ł o c z n i e .

P r z e z  p o j ę c i e  p r i o r y t e t u  m i e s z a n e g o  b e z w z g l ę d n o - w z g l ę d n e g o  [ j A I S  6 8 ] ,  

[ C H A C  7 4 ]  ,  [ W O L I  7 6 ]  r o z u m i e m y  p r z y p a d e k ,  g d y  o b s ł u g a  z g ł o s z e n i a  o  n i ż ­

s z y m  p r i o r y t e c i e  m o ż e  b y ć  p r z e r w a n a ,  j e ś l i  z a l i c z o n y  d o t ą d  c z a s  o b s ł u g i  

n i e  p r z e k r o c z y ł  p e w n e j  z a d a n e j  w a r t o ś c i  ? ,  b ę d ą c e j  p a r a m e t r e m  r e g u l a m i n u

-  w  p r z e c i w n y m  r a z i e  p r z e r w a n i e  n i e  m o ż e  n a s t ą p i ć .  R e g u l a m i n  t a k i  o b e j m u ­

j e ,  j a k o  p r z y p a d k i  s z c z e g ó l n e ,  r e g u l a m i n  p r i o r y t e t o w y  w z g l ę d n y  ( p r z y F » 0 )  

o r a z  r e g u l a m i n  p r i o r y t e t o w y  b e z w z g l ę d n y  ( p r z y  ? — “ ° ) .

W p r z y p a d k u  p r i o r y t e t u  b e z w z g l ę d n e g o  £bądź p i e r w s z e j  f a z y  o b s ł u g i  p r z y  

p r i o r y t e c i e  m i e s z a n y m )  d o p u s z c z a  s i ę  p r z y  t y m  k o n i e c z n o ś ć  w y k o n a n i a  p r a c y  

w ł a s n e j  z w i ą z a n e j  z  o p r ó ż n i e n i e m  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i .  N i e  s ą  n a t o m i a s t  n a ­

k ł a d a n e  ż a d n e  o g r a n i c z e n i a  n a  w a r i a n t  s t o s o w s n e g o  p r i o r y t e t u  b e z w z g l ę d n e ­

g o  ( z  k o n t y n u a c j ą  o b s ł u g i  p r z e r w a n e j ,  w z n o w i e n i e m  o b s ł u g i  p r z e r w a n e j  o d  

p o c z ą t k u  w g  i d e n t y c z n e g o  l u b  r ó ż n e g o  r o z k ł a d u  c z a s u  o b s ł u g i ) .

T a k  w i ę c  r o z p a t r u j e m y  r o d z i n ę  s y s t e m ó w ,  w k t ó r y c h  z g ł o s z e n i a  n i e  p o ­

s i a d a j ą c e  j u ż  u w a r u n k o w a n i a  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  t w o r z ą  o d ­

r ę b n ą  k o l e j k ę ,  o  n i ż s z y m  p r i o r y t e c i e  w  s t o s u n k u  d o  k o l e j k i  z g ł o s z e ń ,  k t ó ­

r y c h  u w a r u n k o w a n i e  t a k i e  j e s z c z e  d o t y c z y .  W p r o w a d z o n o  t e ż  d o d a t k o w e  o g r a ­

n i c z e n i e  n a  m o ż l i w o ś ć  r o z p o c z y n a n i a  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  o  n i ż s z y m  p r i o r y t e ­

c i e ,  z w i ą z a n e  z  p r o g n o z ą  n a p ł y w a n i a  z g ł o s z e ń  o  p r i o r y t e c i e  w y ż s z y m .

b )  D o w ó d  w a r u n k u  s t a b i l n o ś c i

N i e c h  ^ 1 , ^ 2 , • • • , ^ i  o z n a c z a j ą  c h w i l e  c z a s u ,  w  k t ó r y c h  k o ń c z y  s i ę  o b ­

s ł u g a  z g ł o s z e n i a ,  k o l e j k a  D C 1 j e s t  p u s t a  i  p r o g n o z a  n a d e j ś c i a  z g ł o s z e n i a  

w  o d c i n k u  c z a s u  ( J ^ ,  +  <^1)  j e s t  n e g a t y w n a .

I n n y m i  s ł o w y ,  j e ś l i  t y l k o  k o l e j k a  D C 2  n i e  j e s t  p u s t a ,  w ó w c z a s  w  c h w i l i

+  0  r o z p o c z y n a  s i ę  o b s ł u g a  z g ł o s z e n i a  z  t e j  k o l e j k i  -  w  p r z d c i w n y m  r a ­

z i e  s t a n o w i s k o  o b s ł u g i  r o z p o c z y n a  b e z c z y n n e  o c z e k i w a n i e  n a  n a p ł y n i ę c i e  

z g ł o s z e n i a .
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Oznaczmy p r z e z  X m  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  w  k o l e j c e  X  2  w  c h w i l i  ^  o k r e ś l a j ą ­

cą  j e d n o z n a c z n i e  a t a n  s y s t e m u  w  t y c h  c h w i l a c h  c z a s u .  Ł a t w o  w i d a ć ,  ż e  c i ą g  

j x  l  j e s t  ł a ń c u c h e m  K a r k o w a  z  d y s k r e t n y m  c z a s e m ,  p r z y j m u j ą c y m  w a r t o ś c i

J a ł k o w i t o l i c z b o w e  n i e u j e m n e .
N i e c h  [ P i j ]  o z n a c z a  m a c i e r z  p r z e j ś ć  r o z p a t r y w a n e g o  ł a ń c u c h a  M a r k o w a

\

P i j  “  =
( I I I . 1 . 4 )

W p r o s t  z  d e f i n i c j i  o r a z  z  p r z y j ę t e j  p o a t a c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  w y n i k a ,  

te ł a ń c u c h  j Xm| JeBt n i e o k r e a o w y  o r a z :

i )  P i ; j ”  0  d l a  i  >  1 ,  j  <  i - 1 ,

i i )  p i  i _ 1 >  0  d l a  i  >  1 ,

i i i )  p i j J  > 0  d l a  i  ?  0 ,  j  j  i ,

( I I I . 1 . 5 )

a w i ę c  j e s t  o n  t e ż  n i e p r z y w i e d l n y .  

N i e c h

T i  *  E ] X m + 1  "  X m ^ Z m  “  1\  - 2 > u  
> > 1

( n i . 1 . 6 )

0  e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h ó w  K a r k o w a  z  d y s k r e t n y m  c z a a e m ,  n i e p r z y w i e d l n y c h ,  

n i e o k r e s o w y c h ,  p r z y j m u j ą c y c h  c a ł k o w i t e ,  n i e u j e m n e  w a r t o ś c i  m o ż n a  r o z s t r z y ­

g a ć  w  o p a r c i u  o  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i :

W a r u n e k  1  [ P A K E  69]
W a r u n k i e m  w y a t a r c z a j ą c y m  e r g o d y c z n o ś c i  z d e f i n i o w a n y c h  w y ż e j  ł a ń c u c h ó w  

K a r k o w a  J e s t ,  a b y t

i )  v  I f i r -

i i )  l i m  e u p f j '  < 0 .

( 1 1 1 . 1 . 7 )

( 1 1 1 . 1 . 8 )

\
W a r u n e k  2 i / K \
J e ż e l i  c i ą g  I  ^  |  B k ł a d a  s i ę  z  r  p o d c i ą g ó w  m o n o t o n i c z n i e  m a l e j ą c y c h ,  

z b i e ż n y c h  o d p o w i e d n i o  d o  g r a n i c  ó 1 , 6 2 , . . . , 6 r  i  k a ż d y  e l e m e n t  c i ą g u  j ^ i f  

n a l e ż y  d o  j e d n e g o  z  t y c h  p o d c i ą g ó w ,  w ó w c z a s  w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  e r g o -  

d y c z ń o ś c i  z d e f i n i o w a n y c h  w y ż e j  ł a ń c u c h ó w  M a r k o w a  j e s t ,  a b y 1

l i m  i n f  f i  m m i n  ó s <  0 .
i— . 1 i - 1 ,2,...,r

( I I I . 1.9)



D o w ó d  t e g o  w a r u n k u  z a m i e s z c z o n o  w  d o d a t k u  d o  n i n i e j s z e g o  p u n k ­
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t u  

c h ó d  z i :

W o- r

Ł a t w o  w i d a ć ,  ż e  w  p r z y p a d k u  r o z p a t r y w a n e g o  ł a ń c u c h a  M a r k o w a  i  X  lidzis ' J

&  h  -  * . )•i > 0

t a k  w i ę c  o s t a t e c z n i e  m o ż n a  s f o r m u ł o w a ć :

W a r u n e k  e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h a  M a r k o w a !  X  )  

J e ż e l i  o r a z  t o  n i e r ó w n o ś ć

1,  < 0

( I I I .  1 .  1 0 )

<  ®C

( I I I .  1 . 1 1 )

j y t  w a r u n k i «  k o n i e c z n y m  i  w y s t a r c z a j ą c y m  e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h a  M a r k o , .

tracone

^  a
Q -------------------------------- j i  f i ■ ■>

igioszemo 
g tóu rte

zgłoszenia ł-racone 
tgtosrema f  jeśli obsługa
dodatkone prreryuołna.)

Y(x)

R y s .  I I I . 2 .  S c h e m a t  p o m o c n i c z e g o  s y s t e m u  o b s ł u g i  z e  s t r a t a m i

U d o w o d n i o n y  w a r u n e k  e r g o d y c z n o ś c i  p o z w a l a  n a m  w i ę c  o r z e k a ć  o  s t a b i l n o ś c i

r o z p a t r y w a n y c h  s y s t e m ó w  W A D  w  o p a r c i u  o  n a s t ę p u j ą c ą  p r o c e d u r ę t
-  p r z y j ą ć ,  ż e  k o l e j k a  5 C 2  n i e  m o ż e  b y ć  p u s t a ,

-  w y z n a c z y ć  w a r t o ś ć  o c z e k i w a n ą  L ( & ) .  l i c z b y  z g ł o s z e ń  p r z e c h o d z ą c y c h  d o  k o ­

l e j k i  3 C 2  w  c z a a i e  p o m i ę d z y  m o m e n t a m i  r o z p o c z ę c i a  o b s ł u g i  d w ó c h  k o l e j ­

n y c h  z g ł o s z e ń  p o c h o d z ą c y a h  z  k o l e j k i  % 2  p r z y  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  
z g ł o s z e ń  w y n o s z ą c e j  ^  ,

-  s y s t e m  j e s t  s t a b i l n y  d l a  w s z y s t k i c h  w a r t o ś c i  A  ,  p r z y  k t ó r y c h

L ( A )  <  1 .
( I I I . 1 . 1 2 )

Z a u w a ż n y ,  ż e  w a r t o ś ć  L ( A )  j e s t  s t o s u n k i e m  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o ­

s z e ń  t r a c o n y c h  d o  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h ,  w  p o m o c n i c z y m  s y s t e m i e  

o b s ł u g i  W A D  ( r y s .  I I I . 2 )  z e  s t r a t a m i ,  w  k t ó r y m  p r z y  p u s t e j  k o l e j c e  X  i
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n e g a t y w n e j  p r o g n o z i e  z a w s z e  r o z p o c z y n a  s i ę  o b s ł u g a  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o ,  

o d y s t r y b u a n c i e  c z a s u  t r w a n i a  Y ( x ) .

N a  s t r u m i e ń  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  s k ł a d a j ą  s i ę  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r y c h  c z a s  

o c z e k i w a n i a  w  k o l e j c e  T C  p r z e k r o c z y ł  t  o r a z  -  w  p r z y p a d k u  s y s t e m ó w  z  

o b s ł u g ą  p r z e r y w a l n ą  w z n a w i a n ą  o d  p o c z ą t k u  -  r ó w n i e ż  z g ł o s z e n i a ,  k t ó r y c h  

o b s ł u g a  z o s t a ł a  p r z e r w a n a .

S p e ł n i e n i e  s f o r m u ł o w a n e g o  w  w a r u n k u  s t a b i l n o ś c i  w y m a g a n i a ,  a b y  z a c h o d z i ł o  

| ^ o  | | ^ i  | < ■ » » ,  s p r o w a d z a  s i ę  w o b e c  s k o ń c z o n e j  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e ­

n i a  z g ł o s z e ń  d o  z a p e w n i e n i a ,  b y  o k r e s  c z a s u  p o m i ę d z y  k o l e j n y m i  c h w i l a m i  

^ b y ł  s k o ń c z o n y  z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  r ó w n y m  j e d n o ś c i ,  c o  -  j a k  i 

ł a t w o  s p r a w d z i ć  -  z a c h o d z i  z a w s z e  p r z y  p r z y j ę t y c h  d l a  r o z p a t r y w a ­

n e g o  s y s t e m u  z a ł o ż e n i a c h .

W a r t o ś ć  L ( A )  n i e z b ę d n a  d o  o r z e k n i ę c i a  o  s t a b i l n o ś c i  s y s t e m u  m o ż e  b y ć  

w y z n a c z o n a  n a  d r o d z e  a n a l i t y c z n e j  b ą d ź  t e ż  p r z y  u ż y c i u  m e t o d  s y m u l a c y j ­

n y c h .  U ż y t e c z n o ś ć  w y p r o w a d z o n e g o  k r y t e r i u m  w y k r a c z a  w i ę c  z n a c z n i e  p o z a  

k l a s ę  p r z y p a d k ó w ,  w  k t ó r y c h  m o ż l i w e  j e s t  a n a l i t y c z n e  b a d a n i e  s y s t e m u  p o ­

m o c n i c z e g o .  Z n a c z e n i e  p o s i a d a n i a  t a k i e g o  k r y t e r i u m  p r z y  u ż y c i u  m e t o d  s y ­

m u l a c y j n y c h  s t a n i e  s i ę  j e s z c z e  b a r d z i e j  o c z y w i s t e  w  ś w i e t l e  r o z w a ż a ń  z a ­

m i e s z c z o n y c h  w  n a s t ę p n y m  p u n k c i e ,  a  d o t y c z ą c y c h  s z a r a M j  k l a s y  s y s t e m ó w  W A D .

R o z p a t r z m y  j e s z c z e  k r ó t k o  m o ż l i w o ś c i  o s ł a b i e n i a  z a ł o ż e ń ,  p r z y  k t ó r y c h  

w y ż e j  p o d a n y  w a r u n e k  z o s t a ł  w y p r o w a d z o n y .

Z a u w a ż m y ,  ż e  w  o p a r c i u  o  z a c y t o w a n e  w a r u n k i  ( w y s t a r c z a j ą c y  o r a z  k o ­

n i e c z n y )  e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h ó w  M a r k o w a  m o ż n a  o r z e k a ć  o  s t a b i l n o ś c i  s y ­

s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i  o  z d e f i n i o w a n e j  n a  w s t ę p i e  s t r u k t u r z e ,  w  p r z y p a d k u  

o g ó l n i e j s z y m ,  w  k t ó r y m  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  o c z e k u j ą c y c h  w k o l e j c e  "K 1 

b y ł b y  z a l e ż n y  o d  l i c z b y  z g ł o s z e ń  " i "  o c z e k u j ą c y c h  w  k o l e j c e  DC g i  p o s i a ­

d a ł  d y s t r y b u a n t ę  F * ( x / y y )  i  =  0 , 1 , ................... P o d o b n i e  o d  l i c z b y  z g ł o s z e ń  w  k o ­

l e j c e  m o ż e  b y ć  z a l e ż n y  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  p o c h o d z ą c y c h  z  k o l e j k i
i l  3 C 2  i  p o s i a d a j ą c y c h  w ó w c z a s  d y s t r y b u a n t ę  Y  ( x )  d l a  i » 0 , 1 , . . . , l  o r a z  Y  ( x )

d l a  i  >  1 .  S p o s ó b  u o g ó l n i e n i a  j e s t  w  t y m  p r z y p a d k u  o c z y w i s t y  i  n i e  b ę d z i e ­

m y  g o  o m a w i a ć .

M o ż n a  s f o r m u ł o w a ć  h i p o t e z ę ,  ż e  a n a l o g i c z n y  w a r u n e k  s t a b i l n o ś c i  b ę d z i e  

o b o w i ą z y w a ł  r ó w n i e ż  w  p r z y p a d k u  w i e l o k a n a ł o w y m ,  t a k ż e  d l a  p r a w i e  d o w o l ­

n y c h  s t r u m i e n i  z g ł o s z e ń .  Z  p u n k t u  w i d z e n i a  k o l e j k i  T C 2  n a m y  b o w i e m  d o  

c z y n i e n i a  j a k  g d y b y  z  j e d n o s t a n o w i s k o w y m  k o n w e n c j o n a l n y m  s y s t e m e m  m a s o w e j  

o b s ł u g i ,  w  k t ó r y m  o b s ł u g a  z g ł o s z e n i a  p o l e g a  n a  " r z e c z y w i s t e j  o b s ł u d z e "  

z g ł o s z e n i a  p o b r a n e g o  z  k o l e j k i  3 C 2  o r a z  o p r ó ż n i e n i u  k o l e j k i  3 C . j .  D o w o d u  

p r a w d z i w o ś c i  t e j  h i p o t e z y  n i e  b ę d z i e m y  t u  z a m i e s z c z a ć .

c )  P r z y k ł a d

D l a  z i l u s t r o w a n i a  s p o s o b u  u ż y c i a  p r z e d s t a w i o n e j  m e t o d y  w y z n a c z y m y  w y ­

d a j n o ś ć  g r a n i c z n ą  p r z y k ł a d o w e g o  s y s t e m u  o b s ł u g i .
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l i e c h  z a l e ż n o ś ć  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  b ę d z i e  z a d a n a  w  p o s t a ­

c i :

B ( x M )

H f x  -  B g )  d l a  i t f s ś B g «  B L ,

H ( x  -  B T )  d l a
( I I I . 1 . 1 3 )

Z a ł ó ż m y ,  ż e  z a r ó w n o  r e g u l a m i n  3 Ł j ,  j a k  i  r e g u l a m i n  3? 2  s 3  r e g u l a m i n a m i  

o d w r o t n y m i  ( L I P O )  i  o b s ł u g a  w s z y s t k i c h  z g ł o s z e ń  j e s t  n i e p r z e r y w a l n a .  0 -  

» z g l ę d n i a j ą c  i s t n i e n i e  p r o g n o z y  n a p ł y w u  z g ł o s z e ń  r e g u l a m i n  t e n  o z n a c z a ć  

b ę d z i e m y  L I P O  ( 1 ^ .

1  r o z p a t r y w a n y m  p r z y p a d k u  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e  m a j ą  w i ę c  c z a s  o b s ł u g i  Bg, 
n a t o m i a s t  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e  c z a s  o b s ł u g i  B ^ .

Z a u w a ż m y  p r z y  t y m ,  ż e  p r z y  p r z y j ę t e j  p o s t a c i  z a l e ż n o ś c i  B ( x / u > )  o b s ł u g ę  

z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  m o ż n a  p o d z i e l i ć  n a  d w i e  f a z y :

i )  f a z ę  p i e r w s z ą ,  o  c z a s i e  t r w a n i a  W s z y s t k i e  z g ł o s z e n i a  k t ó r e  n a ­

p ł y n ą  w  t y m  c z a s i e  s ą  t r a c o n e ,  

i i )  f a z ę  d r u g ą ,  o  c z a s i e  t r w a n i a  B g .  T y l k o  j e d n o  s p o ś r ó d  z g ł o s z e ń ,  k t ó r e  

n a p ł y n ą  w  t e j  f a z i e  ( o s t a t n i e ) ,  z o s t a n i e . o b s ł u ż o n e ,  p o z o s t a ł e  z o s t a n ą  

s t r a c o n e .

W p r z y p a d k u  t5* >  0  m o ż e  o k a z a ć  s i ę ,  ż e  -  z g o d n i e  z  p o d a n ą  p r o g n o z ą  -  

p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  n a p ł y n i ę c i a  z g ł o s z e n i a  b ę d z i e  z e r o w e  p r z e z  z n a c z n ą  

c z ę ś ć  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o .

l a  r y s .  I I I . 3  p r z e d s t a w i o n o  s c h e m a t  i l u s t r u j ą c y  p r z e b i e g  z d a r z e ń  w  p o m o c ­

n i c z y m  s y s t e m i e  o b s ł u g i ,  o d p o w i a d a j ą c y m  r o z p a t r y w a n e m u  p r z y p a d k o w i .  Z d a ­

r z e n i a  o z n a c z o n e  e t y k i e t a m i  r e p r e z e n t u j ą  o d p o w i e d n i o :

1 -  m o m e n t  r o z p o c z ę c i a  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o ,

2 -  m o m e n t  z w o l n i e n i a  s i ę  s t a n o w i s k a  p r z y  p u s t e j  k o l e j c e  3 C 1 ,

3 -  m o m e n t  r o z p o c z ę c i a  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o ,
4  -  m o m e n t  r o z p o c z ę c i a  p i e r w s z e j  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o  p o  z a k o ń c z e ­

n i u  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  l u b  p o  o c z e k i w a n i u  s t a n o w i s k a  o b ­

s ł u g i  n a  n a p ł y n i ę c i e  n o w e g o  z g ł o s z e n i a .

Ś r e d n i ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  L(X)  t r a c o n y c h  w  o k r e s i e  m i ę d z y  k o l e j n y m i  m o ­

m e n t a m i  r o z p o c z ę c i a  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h  w y z n a c z y m y  e t a p a m i :

W p i e r w s z y m  k r o k u  w y z n a c z y m y  ś r e d n i ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  p o m i ę ­

d z y  k o l e j n y m i  z d a r z e n i a m i  4  i  2 ,  k t ó r ą  o z n a c z y m y  L 1 ,



W i d e n t y c z n y  s p o s ó b  m o ż n a  t e ż  o k r e ś l i ć  ś r e d n i ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  L 2  t r a c o ­
n y c h  p o m i ę d z y  k o l e j n y m i  z d a r z e n i a m i  2  i  3 »

1  -  P -i
I>2 -  L - ,  p  ( I I I . 1 . 1 6 )

Ł ą c z n a  w i ę c  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  1 ( 5 0  w y n o s i :

L(fc) = (1 - P-,)^ + Ł, + L2] + P^L2 + 10 -

-  L 2  +  ( 1  -  P 1 ) ( l 1 +  I , )  +  1 0 .  ( I I I . 1 . 1 7 )

Z a l e ż n o ś ć  ( I I I . 1 . 1 7 )  w y k o r z y s t a n y  w  w a r u n k u  s t a b i l n o ś c i  ( I I I . 1 . 1 2 ) ,  ep e-

c y f i k u j ą c  j ą  o d d z i e l n i e  d l a  p r z y p a d k u  ■i' =S %  “  B s  o r a z  ^  >  B L  -  B g
i )  H i e c h  V  <  B T -  B

i i  8

W t y m  p r z y p a d k u  z a c h o d z i  m »  B s ,  a  w i ę c  1 1  =  1 2  o r a z  P 1 =  P 2 ,  a  t a k ż e

l o  = * ( B L -  B s  " * > •
S t ą d ,  p o  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  o t r z y m u j e m y :

L U )  -  1 ,  +  ^ B L  -  B s  -  x ) ‘

W a r u n e k  s t a b i l n o ś c i  m a  w i ę c  p o s t a ć :

1 , ( 1  -  P.,) +  P1P3»,(BIi -  B s  - t f )  <  P1P3 , ( I I I . 1 . 1 9 )

( I I I , 1 . 1 8 )

i  o s t a t e c z n i e :

( I I I . 1 . 2 0 )

1 B .  . - « W ]

i i )  H i e c h  >  Bj^ -  B s

W t y »  p r z y p a d k u  z a c h o d z i  m  -  Bj^ o r a z  1 0  ■  0 ,  g d z i e  m j e s t  j e d y n y »  

f r a g m e n t e m  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  ( d r u g i e j  f a z y ) ,  w  c z a s i e  k t ó r e ­
g o  m o g ą  n a p ł y w a ć  n o w e  z g ł o s z e n i a .  Z  ( I I I . 1 . 1 7 )  w y n i k a  w a r u n e k :

P o  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  o t r z y m u j e m y  s t ą d :
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.  " * B L ,A B S  +  e S ( 1  -  e ”  )  +  e  ( 1  -  ^ B g )  -

- * B  _ A * |
-  e  s  e [ i  - M B ^ - i T ) ]  < 1 ,  ( I I I . 2 . 2 2 )

d l a  t f > B L - B s .

d )  I n n e  w a r u n k i  s t a b i l n o ś c i

W a r u n k i  s t a b i l n o ś c i  ( I I I . 1 . 2 0 )  o r a z  ( I I I . 1 . 2 2 )  n i e  s ą  w y n i k a m i  o r y g i ­

n a l n y m i .  Z o s t a ł y  o n e  p o d a n e  p o  r a z  p i e r w s z y  w  p r a c y  [ b O Z A  7 4 ]  -  j e d y n e j  

j a k  d o t ą d  -  p o ś w i ę c o n e j  s y s t e m o m  W A D  z  r ó ż n y m i  o d  n a t u r a l n e g o  r e g u l a m i n a ­

m i  o b s ł u g i .

R o z p a t r y w a n o  t a m  j e d n o k a n a ł o w y  s y s t e m  W A D ,  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  

s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  o r a z  z a l e ż n o ś c i ą  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  

o k r e ś l o n ą  w z o r e m  ( I I I . 1 . 1 3 )  p r z y  d w ó c h  r e g u l a m i n a c h  o b s ł u g i :  P I P O  o r a z

L I P O  i  d o d a t k o w y m  z a ł o ż e n i u ,  ż e  p r z e d  w p r o w a d z e n i e m  d o  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  

w y m a g a j ą c e g o  o b s ł u g i  " d ł u g i e j "  ( o  c z a s i e  t r w a n i a  B ^ )  a n a l i z o w a n a  j e s t  

p r o g n o z a  n a p ł y w u  z g ł o s z e ń  w  p e w n y m  h o r y z o n c i e  H1 ,  a  w  p r z y p a d k u  p r o g n o z y  

p o z y t y w n e j  w p r o w a d z a  s i ę  o d s t ę p s t w o  o d  z a s a d n i c z e g o  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i ,  

w y m u s z j ą c  o c z e k i w a n i e  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  n a  n a d e j ś c i e  n o w e g o  z g ł o s z e n i a .  

R e g u l a m i n y  t e  o z n a c z a ć  b ę d z i e m y  P I P O  (i? *)  o r a z  L I P O  ( ' i ' ) .  Z a u w a ż m y ,  ż e  r e ­

g u l a m i n  L I P O  ('&') j e s t  i d e n t y c z n y  z  p r z y p a d k i e m  r o z p a t r y w a n y m  p o p r z e d n i o .

W c y t o w a n e j  p r a c y  p r z e p r o w a d z o n o  a n a l i z ę  w s p o m n i a n y c h  w y ż e j  d w ó c h  r e ­

g u l a m i n ó w  o b s ł u g i  ( p o p r z e d z o n ą  o d d z i e l n y m  p o t r a k t o w a n i e m  p r z y p a d k ó w  P I P O  =  

F I P 0 ( 0 )  o r a z  L I P O  h  L I F 0 ( 0 ) )  m e t o d ą  w y m u s z o n y c h  ł a ń c u c h ó w  M a r k o w a ,  c o  b y ­

ł o  m o ż l i w e ,  a c z k o l w i e k  p r a c o c h ł o n n e ,  z e  w z g l ę d u  n a  p r o s t ą  s t r u k t u r ^ j p r z e -  

s t r z e n i  s t a n ó w ,  w y n i k a j ą c ą  z  p o s t a c i  z a l e ż n o ś c i  ( I I I . 1 . 1 3 ) .

W y z n a c z o n o  r ó w n i e ż  w a r u n k i  s t a b i l n o ś c i  p o s t a c i  A  ■< t g ,  g d z i e  w a r t o ś c i  w y ­

d a j n o ś c i  g r a n i c z n y c h  T ^  s ą  p i e r w i a s t k a m i  r ó w n a ń  z a w a r t y c h  w  t a b e l i  I I I .  1 .  

J a k  t o  p o k a z a n o  w  p r z y p a d k u  w y ż e j  r e g u l a m i n u .  L I P O ^ ) ,  i d e n t y c z ­

n e  w y n i k i  m o ż n ą  u z y s k a ć  w  p r o s t s z y  s p o s ó b ,  b e z p o ś r e d n i o 1 -1  b e z  p r o w a d z e n i a  

p e ł n e j  a n a l i z y  s y s t e m u .

P r z e d s t a w i o n ą  p r z e z  n a s  m e t o d ę  c e c h u j e  p r z y  t y m  w i ę k s z a  o g ó l n o ś ć ,  c o  

u m o ż l i w i a  w y j ś c i e  n a  d r o d z e  a n a l i t y c z n e j  p o z a  w y m i e n i o n e  w  t a b e l i  I I I . 1  

r e g u l a m i n y  o b s ł u g i ,  j e d y n e ,  j a k  d o t ą d , d l a  k t ó r y c h  w a r u n k i  s t a b i l n o ś c i  zo­
s t a ł y  o k r e ś l o n e .

   x
X  j D l a  ś c i s ł o ś c i  n a l e ż y  w s p o m n i e ć ,  i ż  B u z a c o t t  z a u w a ż y ł '  w  w y p r o w a d z o n y c h  

w a r u n k a c h  p r a w i d ł o w o ś ć  p o z w a l a j ą c ą  j e  i n t e r p r e t o w a ć  j a k o  wymaganie, b y  
ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  n a p ł y w a j ą c y c h  d o  s y s t e m u  w  c z a s i e  m i ę d z y  chwi­
l a m i  z a k o ń c z e n i a  d w ó c h  k o l e j n y c h  o b s ł u g  ( p o d  w a r u n k i e m  o b e c n o ś c i  w s y ­
s t e m i e  c h o c i a ż  j e d n e g o  z g ł o s z e n i a  o  c z a s i e  o c z e k i w a n i a  w i ę k s z y m  n iż  z )  
b y ł a  mniejsza o d  j e d n o ś c i .  T a k a  ( n i e  u d o w o d n i o n a )  p r a w i d ł o w o ś ć  j e s t  jed­
nak t e ż  d o ś ć  t r u d n a  d o  s t o s o w a n i a .

I
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Warunki stabilności dla czterech
T a b e la  I I I . i

L I F O ( O )  

P I  P O  W

U P O ( t T)

systemów WAD (wg [BUZA 74])

I  =  1

-TB
T B q *  • " • B L  .  B 8 ) e  o  .  ,

T B S  +  1 -  e - T i r +  e - T ^
B L  "  B8 "  ^  -  1 d l a  0 s= < B T

T B 8 + e - ^ e " T B « C B L - B 3 - ^ T + e ' T \ 1 . e - ^ ) . 1 d l a  0  ^  ^  ^

T B a + e r T B s (  i _ e " T B 8 ) + e - T B L (  i _ T B  ) . e - ™ . e - T < - r
r [ i - T ( B L - ^ j  =  1

dla BL-Bs ig <  BL

W p u n k c i e  I I I . 3  w y z n a c z y m y  w a r t o ś c i  L ( A )  d l a  p e w n y c h ,  d a l s z y c h  p r z y ­
p a d k ó w .

M o ż n a  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  r y d t - j n o ś c i  g r a n i c z n e  T R  s p e ł n i a j ą  n a s t ę p u j ą ­
c e  r e T a c j t :

^ B j W * )  " TREG(BL-B8)>

V T .

H ° ' h ]

* . [o,BJ TLIP0(,ri } "  Troo(#2) •

RiiG(iT) >  TRfi0(0)>

>  T „
1 ’  2

g d z i e -  R E G f t ) ’ )  s  L I P 0 ( ' i > ' ) ,  P I F O ^ * ) .

» H r t o ś c i  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  r ó ż n y c h  r e g u l a m i n ó w  o b s ł u g i  w p r z y k ł a d o w y m  s y s t e m i e  o b s ł u g i  ( w g  lBOZA 7 4 ] )

( I I I .  1 . 2 3 )  

( I I I .  1 . 2 4 )  

( I I I . 1 . 2 5 )

T a b e l a  I I I . 2
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Zależność ( I I I . 1 . 2 3 )  określa optymalny horyzont prognozy dla rozpatry­
wanych regulaminów obsługi, nierówność ( I I I . 1 . 2 4 )  pozwala stwierdzić, że 
uwzględnienie p r o g n o z y  zaw sze  p r o w a d z i  do z w i ę k s z e n i a  w y d a jn o ś c i  granicz­
nej, natomiast n ie r ó w n o ś ć  ( I I I . 1 . 2 5 )  s t w i e r d z a ,  że każd y  r e g u la m in  b azu ­

jący na odwrotnym (w  stosunku do kolejności napływania z g ł o s z e ń )  por ządku  

obsługi cechuje w ię k s z a  wydajność g r a n i c z n a  a n i ż e l i  dowolny z regulaminów 
bazujących na regulaminie naturalnym. ,

Przykładowe relacje ilościowe przy parametrach systemu B^ ■ 2Bg przed­
stawia zaczerpnięta z [ B U Z A  7 4 ]  tabela I I I . 2 .

Będziemy mówili, że regulamin JŁ, jest lepszy od regulaminu £ 2» jeśli«

T * ,  58 T J
(III.1.26)

*  r o z p a t r y w a n y m  przypadku regulamin naturalny jest więc zdecydowanie naj­
gorszy, przy czym zjawisko to nie jest specjalną własnością klasy syste­
mów zdefiniowanych w  punkcie I I . 1 . a.
Rozważmy dowolny system podstawowy, dla którego określimy!

E(bx)

Min E( bj ) 
iei,2,...,J

M a x  
i £1,2,... , J

B ( b i )

( I I I . 1 . 2 7 )

W przypadku regulaminów obsługi nie dopuszczających bezczynności stanowi­
ska obsługi przy niepustej kolejce zachodzi:

a ponieważ

więc:

E ( b  )  «  17* 1- J O  =S B ( b 1 ) ,

lim-O (A) 3 1, 
* - T R

( I I I . 1 . 2 8 )

(III.1.29)

E (  b ,  ) - 1  .
E ( b „ ) ‘ 1 . ( I I I . 1 . 3 0 )

W s z c z e g ó l n o ś c i ,  j e ż e l i  w a r t o ś ć  o c z ek iw a n a  c za su  o b s ł u g i  j e s t  n i e m a le -  

j ą c ą  f u n k c j ą  c za su  o c z e k iw a n ia ,  a w i ę c  j e ś l i  z a c h o d z i :

E(bi ) E(bi+1 ) ,  i= 0 ,1 , . . . ,  J-1 , ( I I I . 1.31'



I
t o  r e g u l a m i n  n a t u r a l n y  j e s t  z a w s z e  n a j g o r s z y  w  k l a s i e  r e g u l a m i n ó w  o b s ł u g i  

n i e  d o p u s z c z a j ą c y c h  b e z c z y n n o ś c i  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  p r z y  n i e p u s t e j  k o l e j ­
c e ,  p o n i e w a ż t

» E C b ^ - 1  =  E t b j ) " 1 =  T p l p o .  ( I I I .  1 . 3 2 )

I f i e r ó w n o ś ć  ( I I I . 1 . 3 0 )  p o d a j e  t e ż  m a k s y m a l n ą ,  t e o r e t y c z n i e  m o ż l i w ą  d o  o -  

s i ą g n i ę c i a  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n ą ,  p r z y  c z y m  -  j a k  t o  w i d a ć  w p r o s t  w  t a b e l i

I I I . 2  -  n a w e t  n a j l e p s z y  z  r o z p a t r y w a n y c h  r e g u l a m i n ó w  o b s ł u g i  c e c h o w a ł a  

w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n a  n i ż s z a  o  o k .  1 3 %  o d  m a k s y m a l n e j .

P r z y t o c z o n e  d a n e  p o z w a l a j ą  n a  s t w i e r d z e n i e ,  ż e  d r o g ą  d o b o r u  r e g u l a m i n u  

o b s ł u g i  m o ż n a  i s t o t n i e  z w i ę k s z y ć  w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n ą  s y s t e m u  z  c z a s e m  o b ­

s ł u g i  z a l e ż n y m  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  w  s t o s u n k u  d o  w a r t o ś c i  ' ' u z y s k i w a n y c h  

p r z y  s t o s o w a n i u  r e g u l a m i n u  n a t u r a l n e g o .

H a  s z c z e g ó l n e  p o d k r e ś l e n i e  z a s ł u g u j e  f a k t ,  ż e  w  p r z e c i w i e ń s t w i e  d o  k o n ­

w e n c j o n a l n y c h  s y s t e m ó w  o b s ł u g i  c e l o w e ,  z  p u n k t u  w i d z e n i a  z w i ę k s z e n i e  w y ­

d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j ,  o k a z u j e  s i ę  w  n i e k t ó r y c h  p r z y p a d k a c h  u t r z y m a n i e  s t a ­

n o w i s k a  o b s ł u g i  w  s t a n i e  b e z c z y n n o ś c i  m i m o  n i e p u s t e j  k o l e j k i .

D o  p r o b l e m a t y k i  d o b o r u  r e g u l a m i n ó w  o b s ł u g i  p o d  k ą t e m  w i d z e n i a  m a k s y m a ­

l i z a c j i  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  w r ó c i m y  j e s z c z e  s z e r z e j  w  p u n k c i e  I I I . 5 .
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e )  D o d a t e k

D o w ó d  w a r u n k u  k o n i e c z n e g o  e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h ó w  M a r k o w a .

W i e c h :

a )  P »  b ę d z i e  ł a ń c u c h e m  M a r k o w a  z  d y s k r e t n y m  c z a s e m ,  n i e p r z y w i e d l n y m , n i e -  

o k r e s o w y m ,  p r z y j m u j ą c y m  w a r t o ś c i  c a ł k o w i t e ,  n i e u j e m n e ,  o  m a c i e r z y  

p r z e j ś ć  ^ P ± J J  ,

b )  • f i  b ę d z i e  o k r e ś l o n e

ł i  "  E { X m + 1  -  l » 7 * *  =  i )  = " X j P i j  "  i >
’  i = 1

c )  c i ą g - j ^ j  s k ł a d a  s i ę  z  r  p o d c i ą g ó w ,  m o n o t o n i c z n i e  m a ł e j ą c y c h , z b i e ż n y c h  

o d p o w i e d n i o  d o  g r a n i c  6^ ,62f • • >6r  ( k a ż d y  e l e m e n t  c i ą g u  j t f j ]  n a l e ż y  d o  

j e d n e g o  z  t y c h  p o d c i ą g ó w ) .

U d o w o d n i m y ,  ż e  w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  e r g o d y c z n o ś c i  j e s t ,  a b y :

l i m  i n f  2 f i  <  0  •
i —  90

-  151 -

s p e ł n i a j ą c y c h  w a r u n e k  a ) ,  e r g o d y c z n y c h ,  z a c h o d z i
D l a  ł a ń c u c h ó w  M a r k o w a  

[KARL 68] :

v l v u .
i » 0

*v ^ ~l —- * ( I I I .  1 . 3 4 )
-  1 »

i s s O

,  » 0 .  ( i n . 1 . 3 5 )

g i s l ,  -  p r . . a » p « d o b i , » « o  p o b y t u  .  . « » i .  - i "  *  . « O « ™ ™ -

p t r o n y  ( I I I . 1 . 3 3 )  p r , n  i  o t « y . u i « » y .

j 3 >  3 - 0  1 " °

i P i  j  ’

i  po p r z e k s z t a ł c e n i a c h :

Różniczkując

z J p i j *
i - 0  j “ °

o b u s t r o n n i e  w z g l ę d e m  z  i  k ł a d ą c  z  -  1 o t r z y m u j e m y :

2 > j  - £ * i ! E ^ i j  
7 ” ? i - o  3 - 1

Z m i e n i a j ą c  w s k a ź n i k  s u m o w a n i a  l e w e j  s t r o n y  m a m y :

] T  i * i  J P i j '
i « 1  i - 0  j - 1

( I I I . 1 . 3 6 )

p o  u p o r z ą d k o w a n i u

2 > i c S  3?i i  - 0  = °*
i = 0  ' j - 1
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oo

'y  *iti ■ 0. cm. 1.37)i=*C

Z a u w a ż M y  j e d n a k ,  ż e i

czy li*

a c

^ j P oJ > 0 ,  ( I I I .  1.38)
j - 1

a więc»

V o >  ° -

Z d r u g i e j  s t r o n y  n a  m o c y  ( I I I . 1 . 3 5 )  p o  t o ,  a b y  m o t l i w e  b y ł o  s p e ł n i e n i e  
r ó w n a n i a  ( I I I . 1 . 3 7 ) ,  m a s i  z a c h o d z i ć t

3
i«[l,-o)

'

0  .
J

( I I I . 1 . 3 9 )

J e ś l i  i s t n i e j e  c h o c i a ż  j e d n o  i ,  d ] a  k t ó r e g o  z a c h o d z i  ( I I I . 1 . 3 9 ) ,  t o  n a

m o c y  w a r u n k u  c )  j e s t  e l e m e n t e m  c i ą g a  z d ą ż a j ą c e g o  d o  g r a n i c y  ó - ^ ,  t a k i e j ,  
ż e  ó Ł  « £

W i d z i m y  w i ę c ,  ż e  w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  s p e ł n i e n i a  ( I I I . 1 . 3 7 ) ,  a  w i ę c  i  
e r g o d y c z n o ś c i  ł a ń c u c h a  j ^ n j  j e s t »  a b y  z a c h o d z i ł o i

l i m  i n f  ^  0  c . b . d . o .  
i —  <»o

U w a g a

U d o w o d n i o n a  w ł a s n o ś ć  s t a n o w i  d y s k r e t n ą  a n a l o g i ę  t w i e r d z e n i a  5  p o d a n e g o  
w e r r a c i e  d o  [ P U J O  7 8 ]  ( j a k o  k o n s e k w e n c j a  t w i e r d z e n i a  u d o w o d n i o n e g o  w 

[ T W E E  7 5 j )  d l a  p r z y p a d k u ,  g d y  ł a ń c u c h  z d e f i n i o w a n y  j e s t  n a  c i ą g ł e j  p r z e ­

s t r z e n i  s t a n ó w  i  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a  p r z e j ś ć  s ą  f u n k c j a m i  ś c i ś l e  c i ą g ł y m i .

I I I . 2. M e t o d a  s z a c o w a n i a  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  w  o p a r c i u  o modelowanie 
c y frow e

Konwencjonalne systemy masowej o b s łu g i ,  a  ta k ż e  systemy n iekonw enc jo ­

n a ln e ,  zachowujące p ra cę ,  mają t ę  dogodną cech ę ,  że  znane są i c h  warunki 

s t a b i l n o ś c i  nawet d la  przypadków n a j o g ó ln i e j s z y c h  G/G/n, d la  k tó r y ch  moż­

na udowodnić brak i s t n i e n i a  dokładnych r o zw ią za ń  a n a l i t y c z n y c h  o k r e ś l a j ą ­
cych i c h  c h a r a k t e r y s t y k i .
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'v  z w i ą z k u  z  t y m ,  p r z y  s p e ł n i e n i a  w a r u n k ó w  s t a b i l n o ś c i ,  c h a r a k t e r y s t y k i  

s y s t e m u  m o ż n a  w  k a ż d y m  p r z y p a d k u  o k r e ś l i ć  d r o g ą  m o d e l o w a n i a  c y f r o w e g o ,  

k t ó r e  j e s t  t e ż  b e z c e n n y m  n a r z ę d z i e m  d l a  w e r y f i k a c j i  i  o c e n y  d o k ł a d n o ś c i  

p r z y b l i ż o n y c h  m e t o d  a n a l i z y .  J a k  t o  p r z e d s t a w i o n o  w  r o z d z i a l e  I I ,  p o d o b ­

n i e  p r z e d s t a w i a  s i ę  s y t u a c j a  w  l a k r e s i e  s y s t e m ó w  W A D  z  r e g u l a m i n e m  n a t u ­

r a l n y m  ( g d z i e  z r e s z t ą  m o d e l o w a n i e  c y f r o w e  j e s t  j e d y n ą  d o s t ę p n ą  m e t o d ą  b a ­

d a n i a  s y s t e m ó w  w i e l o k a n a ł o w y c h ) .  )

P o n i e w a ż  z a s a d n i c z ą  w a d ą  m o d e l o w a n i a  c y f r o w e g o  j e s t  d u ż a  c z a s o c h ł o n n o ś ć ,  

w i e l e  u w a g i  p o ś w i ę c o n o  z a g a d n i e n i o m  s p o s o b u  o r g a n i z a c j i  e k s p e r y m e n t ó w  s y -  

■ u l a c y j m y c h  w  s y s t e m a c h  s t a b i l n y c h ,  t a k  a b y  z m n i e j s z y ć  n a k ł a d  o b l i c z e ń  

n i e z b ę d n y  d l a  w y z n a c s e n i a  p o s z u k i w a n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  w  s t a c j o n a r n y m  s t a ­

n i e  g r a n i c z n y m  z  z a d a n ą  d o k ł a d n o ś c i ą  ( z  o d p o w i e d n i o  w ą s k i m  p r z e d z i a ł e m  u f ­

n o ś c i ) .

W s z c z e g ó l n o ś c i  r o z s t r z y g n i ę c i a  w y m a g a j ą  d w a  p r o b l e m y *

-  s p o s ó b  u w z g l ę d n i e n i a  z a l e ż n o ś c i  l o s o w e j  k o l e j n y c h  o b s e r w a c j i  ( n p .  c z a ­

s ó w  o c z e k i w a n i a  k o l e j n y c h  z g ł o s z e ń ) ,  k t ó r e j  i s t n i e n i e  s k ł a n i a  d o  u ż y c i a  

m e t o d  a n a l i z y  s z e r e g ó w  c z a s o w y c h  ( p a t r z  n p .  [ B 0 X G  7 0 ] )  w m i e j s c e  s t a n ­

d a r d o w y c h  m e t o d  s t a t y s t y k i  m a t e m a t y c z n e j ,

-  s p o s ó b  w y b o r u  p a n k t u  s t a r t o w e g o .  W s t a r s z y c h  p r a c a c h  z  r e g u ł y  z a l e c o n o  

d l a  w y z n a c z e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  s y s t e m ó w  s t a b i l n y c h  p o m i n i ę c i e  p o c z ą t k o ­

w e g o  o d c i n k a  s y m u l a c j i  w  c e l u  w y e l i m i n o w a n i a  s t a n ą  n i e u s t a l o n e g o  ( i  

p r z y j ę c i e  n a s t ę p n i e  d o w o l n e g o  p u n k t u  s t a r t o w e g o ) .  W i e l o k r o t n i e  w s k a z y ­

w a n o  p r z y  t y m  n a  n i s k ą  e f e k t y w n o ś ć  w s z y s t k i c h  z n a n y c h  k r y t e r i ó w  o s i ą g ­

n i ę c i a  s t a c j o n a r n e g o  s t a n u  g r a n i c z n e g o .

A k t u a l n i e  w i e l e  b a d a ń  k o n c e n t r u j e  s i ę  n a  r o z p a t r z e u i u  w j a s n o ś c i  a l t e r ­

n a t y w n e g o  p o d e j ś c i a  p o l e g a j ą c e g o  n a  r o z p o c z y n a n i u  s y m u l a c j i  o d  p e w n e g o  

o d p o w i e d n i o  w y b r a n e g o  s t a n u  s y s t e m u  ( c o  p o z w a l a  n a  e f e k t y w n e  w y k o r z y s t a ­

n i e  c a ł e g o  p r z e b i e g u  s y m u l a c j i ) .

W o s t a t n i c h  l a t a c h  r o z w i n i ę t o  w  l i c z n y c h  p r a c a c h  z a p o c z ą t k o w a n y c h  p r z e z  

[ C R A N  7 4 ]  m e t o d ę  o m i n i ę c i a  o b u  w y ż e j  w y m i e n i o n y c h  t r u d n o ś c i  d r o g ą  p o g r u ­

p o w a n i a  o b s e r w a c j i  s y s t e m u  w  z b i o r y  n i e z a l e ż n e  l o s o w o  o r a z  c h a r a k t e r y z u ­

j ą c e  s i ę  j e d n a k o w y m i  r o z k ł a d a m i .

G r u p o w a u i e  t a k i e  j e s t  m o ż l i w e ,  g d y  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y  o p i s u j ą ­

c y  z a p a s  p r a c y  w  s y s t e m i e ,  j e s t  p r o c e s e m  r e g e n e r u j ą c y m  s i ę  [ K O P O  7 3 a ] ,  

t z n .  c h a r a k t e r y z u j ą c y m  s i ę  i s t n i e n i e m  p e w n e g o  z d a r z e n i a  £  ( t z w .  z d a r z e n i a  

r e k u r e n c y j n e g o )  t a k i e g o ,  ż e  j e ś l i  w  j a k i m ś  m o m e n c i e  z d a r z e n i e  fi z a j d z i e ,  

t o  d a l s z y  p r z e b i e g  p r o c e s u  p o  t y m  m o m e n c i e  n i e  z a l e ż y  o d  h i s t o r i i  t e g o  

p r o c e s u ,  p r z y  c z y m  o k r e s y  c z a s u  p o m i ę d z y  d w o m a  k o l e j n y m i  z a j ś c i a m i  z d a ­

r z e n i a  S ( m o m e n t a m i  r e g e n e r a c j i )  s ą  z m i e n n y m i  l o s o w y m i  o  j e d n a k o w y c h  r o z ­

k ł a d a c h  ( n i e z a l e ż n y m i ) .

O c z y w i ś c i e ,  a b y  z a g w a r a n t o w a ć  e f e k t y w n o ś ć  m e t o d y  o p a r t e j  n a  t a k i m  g r u ­

p o w a n i u  ( s k o ń c z o n y  c z a s  t r w a n i a  e k s p e r y m e n t u ) ,  t r z e b a  z a ł o ż y ć ,  ż e  z  p r a w ­

d o p o d o b i e ń s t w e m  j e d e n  z d a r z e n i e  £  m u s i  p o j a w i ć  s i ę  n i e s k o ń c z e n i e  w i e l e  

r a z y  ( j e s t  t o  t z w .  z d a r z e n i e  r e k u r e n c y j n e  p o w r a c a j ą c e ) ,  a  o d s t ę p y  p o m i ę ­

d z y  m o m e n t a m i  r e g e n e r a c j i  m a j ą  s k o ń c z o n ą  w a r t o ś ć  o c z e k i w a n ą .
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D l a  p r z e w a ż a j ą c e j  w i ę k s z o ś c i  s t a b i l n y c h  s y s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i  mo- 

■ e n t y  r o z p o c z y n a n i a  k o l e j n e g o  o k r e s u  c z y n n e g o  ( t j .  m o m e n t y  n a d e j ś c i a  z g t o -  

s z e n i a  d o  s y s t e m u ,  w  k t ó r y m  k o l e j k a  j e s t  p u s t a  a  w s z y s t k i e  k a n a ł y  o b s ł u g i  

b e z c z y n n e )  a ą  m o m e n t a m i  r e g e n e r a c j i  o  w y m i e n i o n y c h  w y ż e j  w ł a s n o ś c i a c h .

N a  p r z y k ł a d  w  p r a c y  [ W H I T  7 2 ]  w y k a z a n o ,  ż e  w i e l o k a n a ł o w e ,  k o n w e n c j o n a l n e  

s y s t e m y  m a s o w e j  o b s ł u g i  t y p u  G I / G / n  p o s i a d a j ą  t ę  w ł a s n o ś ć ,  o  i l e  z a c h o d z i  

P r  \ >  b i _ 1  [  >  0 ,  c o  j e s t  w y m a g a n i e m  b a r d z o  o g ó l n y m ,  a c z k o l w i e k  s i l n i e j ­
s z y m  a n i ż e l i  w a r u n e k  s t a b i l n o ś c i  s y s t e m u .

M o ż n a  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  z a c h o d z i  . t o  n p .  d l a  w s z y s t k i c h  s y s t e m ó w  s t a b i l ­

n y c h ,  w  k t ó r y c h  d y a t r y b u a n t a  A ( x )  p o s i a d a  g ę s t o ś ć  _ f x )  t a k ą ,  ż e  V  A ( x ) > 0
x>0n a  m o c y  i d e n t y c z n e g o  r o z u m o w a n i a  j a k  p r z y t o c z o n e  w  p u n k c i e  I I I , 2 .

W p r o s t  z  d e f i n i c j i  e r g o d y c z n y c h  ł a ń c u c h ó w  B a r k o w a  z  c i ą g ł ą  p r z e s t r z e ­
n i ą  s t a n ó w  [ T W E E  7 5 ]  w y n i k a ,  ż e  t a k i e  s t w i e r d z e n i e  j e s t  t e ż  p r a w d z i w e  »  

k a ż d y m  p r z y p a d k u ,  g d y  2 ^  j e s t  e r g o d y c z n y m  ł a ń c u c h e m  M a r k o w a ,  o  i l e  t y l ­

k o  s p e ł n i o n e  s ą  p e w n e  w a r u n k i  n i e p r z y w i e d l n o ś c i  ( w  s z c z e g ó l n o ś c i  n i e p r z y -  

w i e d l n o ś ć  w z g l ę d e m  d o w o l n e j  m i a r y  p o s i a d a j ą c e j  p o j e d y n c z y  a t o m  p r z y  
Z ( -  0) -  0 ) .

Z  d r u g i e j  s t r o n y ,  j e ś l i  p r z e d m i o t o w y  ł a ń c u c h  M a r k o w a  ( p r z y  s p e ł n i e n i *  
p o w y ż s z y c h  w a r u n k ó w )  j e s t  c h w i l o w y ,  t o  z  p e w m y «  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  aę > 0  

k o l e j n y  m o m e n t  r e g e n e r a c j i  n i e  n a s t ą p i  w  s k o ń c z o n y m  c z a s i e ,  t o  z n a c z y ,  że 

z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  of o k r e s  c z y n n y  n i e  z a k o ń c z y  s i ę  w  s k o ń c z o n y m  c z a ­
s i e  ( w ł a s n o ś ć  t a  z o s t a n i e  p r z e z  n a s  d a l e j  w y k o r z y s t a n a ) .

O m ó w i e n i e  s p o s o b u  w y k o r z y s t a n i a  w ł a s n o ś c i  p r o c e s ó w  r e g e n e r u j ą c y c h  s i ę  

d l a  s y m u l a c j i  s t a b i l n y c h  s y s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i  ( z e  s z c z e g ó l n y m  u w z g l ę d ­

n i e n i e m  s p o s ą h u  w y z n a c z a n i a  p r z e d z i a ł ó w  u f n o ś c i )  m o ż n a  z n a l e ź ć  w  w i e l u  

p u b l i k a c j a c h .  "W b i a l e t y n a c h  w y d a w n i c z y c h  z a s y g n a l i z o w a n o  t e ż  w y d a n i e  p o ­
z y c j i  m o n o g r a f i c z n y c h  [ C R A I  7 7 ]  ,  [ i G L E  8 0 J .

W p r z y p a d k u  s y s t e m ó w  W A D  z  d o w o l n y m  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i  ( a  t a k ż e  w i e l u  

i n n y c h  s y s t e m ó w  n i e k o n w e n c j o n a l n y c h ,  j a k  n p .  s y s t e m ó w  p r i o r y t e t o w y c h  z  u -  

w z g l ę d n i e n i e m  p r a c y  w ł a s n e j )  s y t u a c j a  J e s t  z n a c z n i e  t r u d n i e j s z a ,  b o w i e »  

n i e  m o ż n a  -  o g ó l n i e  r z e c z  b i o r ą c  -  p o d a ć  w a r u n k ó w  s t a b i l n o ś c i  n a  d r o d z e  
a n a l i t y c z n e j .

O c z y w i s t e  j e s t ,  ż e  b e z p o ś r e d n i e  z a m o d e l o w a n i e  p r a c y  b a d a n e g o  s y s t e m u  o b ­

s ł u g i  ( p r z y  p e w n e j  z a d a n e j  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń )  i  o b s e r w a ­

c j a  j e g o  p a r a m e t r ó w  w  s k o ń c z o n y m  c z a s i e  n i e  m o g ą  b y ć  p o d s t a w ą  d o  o r z e c z e ­
n i a  c z y  s y s t e m  t e n  j e s t  s t a b i l n y ,  c z y  t e ż  n i e .

S p r a w ą  p o d s t a w o w e j  w a g i  j e s t  w i ę c  o k r e ś l e n i e  t a k i e g o  e k s p e r y m e n t u  s y ­

m u l a c y j n e g o ,  p r o w a d z o n e g o  n a  p r z y k ł a d  w  o p a r c i u  o  p e w n ą  m o d y f i k a c j ę  s y ­

s t e m u .  b a d a n e g o ,  k t ó r y  p o z w o l i ł b y  w s k o ń c z o n y m  c z a s i e  o s z a c o w a ć  ( z  o d p o ­
w i e d n i m  p o z i o m e m  u f n o ś c i )  w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n ą  b a d a n e g o  s y s t e m u .

D o  n i e d a w n a  z n a n a  b y ł a  w  l i t e r a t u r z e  t y l k o  j e d n a  p r a c a  [ L A V E  7 8 j  ( o m a ­

w i a n a  w  r o z d z i a l e  I ) ,  k t ó r e j  w y n i k i  m o g ł y  p o s ł u ż y ć  d l a  o r g a n i z a c j i  t a k i e ­

g o  e k s p e r y m e n t u .  W s z c z e g ó l n o ś c i  w  o d n i e s i e n i u  do'  s y s t e m ó w  j e d n o s t a n o w l -  

s k o w y c h  w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n ą  ( p r z y  p e w n y c h  z a ł o ż e n i a c h )  m o ż n a  w y z n a c z a ć  

j a k o  i n t e n s y w n o ś ć  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  o p u s z c z a j ą c y c h  s t a n o w i s k o  o b s ł u g i
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p r z y  n i e p u s t e j  k o l e j c e .  N i e  w d a j ą c  s i ę  w  s z c z e g ó ł o w e  w y m i e n i a n i e  p r z y p a d ­

kó w ,  w  k t ó r y c h  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e ń  I a v e n b e r g a  n i e  s ą  s p e ł n i o n e ,  z  i s t o t y  

e k s p e r y m e n t u  j e  w y k o r z y s t u j ą c e g o ,  w y n i k a  b r a k  m o ż l i w o ś c i  s t o s o w a n i a  t a ­

k i e g o  p o d e j ś c i a  w  p r z y p a d k u  s y s t e m ó w ,  w  k t ó r y c h  s p o s ó b  o b s ł u g i  j e s t  u z a ­

l e ż n i o n y  o d  p a r a m e t r ó w  z w i ą z a n y c h  z  p o b y t e m  z g ł o s z e ń  w  k o l e j c e ,  a  w  s z c z e ­

g ó l n o ś c i  w  p r z y p a d k u 1 ( o g ó l n y m )  w y s t ę p o w a n i a  z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b s ł u g i  o d  

c z a s u  o c z e k i w a n i a .  W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  w p r o w a d z o n y  w  p u n k c i e  I I I . 1  s p o s ó b  

w y z n a c z a n i a  w a r u n k u  s t a b i l n o ś c i  p e w n e j  k l a s y  s y s t e m ó w  p r z e z  w y z n a c z a n i e  

s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  w  s y s t e m i e  p o m o c n i c z y m  j e s t  s p e c y f i c z n ą  a -  

n a l o g i ą  t w i e r d z e ń  L a v e n b e r g a  i  -  j a k  t o  w s k a z a n o  -  m o ż e  t e ż  b y ć  p o d s t a w ą  

d l a  o k r e ś l e n i a  e f e k t y w n e g o  e k s p e r y m e n t u  s y m u l a c y j n e g o .
P o n i ż e j  p r z e d s t a w i m y  e f e k t y w n ą  m e t o d ę  ( s t a n o w i ą c ą  r o z w i n i ę c i e  p r o p o z y ­

c j i  z a w a r t e j  w  [ W O L I  8 1 B ] ) ,  d o s t a r c z a j ą c ą  o s z a c o w a n i e  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z ­

n e j  d l a  s z e r o k i e j  k l a s y  s y s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i ,  p o s i a d a j ą c y c h  o m ó w i o n y  

w y ż e j  c h a r a k t e r  p r o c e s u  r e g e n e r u j ą c e g o  s i ę  w  m o m e n t a c h  z a k o ń c z e n i a  b e z ­

c z y n n o ś c i  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i .
P o  s p r e c y z o w a n i u  r o z p a t r y w a n e j  k l a s y  s y s t e m ó w  p r z e d s t a w i m y  z a s a d ę  o m a ­

w i a n e j  m e t o d y  n a  p r z y k ł a d z i e  j e d n o k a n a ł o w y c h  s y s t e m ó w  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a ­

p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a ,  a  n a s t ę p n i e  u d o w o d n i m y  p o p r a w n o ś ć  j e j  

u o g ó l n i e ń .
W d a l s z y m  c i ą g u  p r z e d s t a w i m y  s p o s ó b  o k r e ś l e n i a  w i a r y g o d n o ś c i  w y n i k ó w ,  

w ł a s n o ś c i  o s z a c o w a n i a ,  z a l e c a n y  s p o s ó b  o r g a n i z a c j i  e k s p e r y m e n t u  s y m u l a ­

c y j n e g o  a  t a k ż e  p r z y k ł a d y  o b l i c z e n i o w e ,

a )  O k r e ś l e n i e  r o z p a t r y w a n e j  k l a s y  s y s t e m ó w

W d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  o g r a n i c z y m y  s i ę  d o  p r z y p a d k u  j e d n o s t a n o w i s k o ­

w y c h ,  w i e l o k a n a ł o w y c h  s y s t e m ó w  o b s ł u g i  z  n i e o g r a n i c z o n y m  b u f o r e m  o  n a s t ę ­

p u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i a c h «  .  .
-  Z g ł o s z e n i a  n a p ł y w a j ą  p o j e d y n c z o  i  z m i e n n e  l o s o w e  i a 1  |  a ą  n i e z a l e ż n e  

l o s o w o ,  o  j e d n a k o w y m  r o z k ł a d z i e  i  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  A  j

-  C z a s y  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  | ' > i |  s ą  z m i e n n y m i  l o s o w y m i  t a k i m i ,  ż e  0 < b ^ < » o ,  

i  °  0 , 1 , . . . }  b y ć  m o ż e  z a l e ż n y m i  l o s o w o ,  z a l e ż n y m i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a

z g ł o s z e n i a  i t p . |
-  S p o s ó b  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  j e s t  j e d n o z n a c z n i e  o k r e ś l o n y  ( b y ć  m o ż e  z  u w z g l ę d ­

n i e n i e m  p r a c y  w ł a s n e j  n a  i m p l e m e n t a c j ę  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i ,  c z a s o w ą  n i e ­

d o s t ę p n o ś c i ą  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  i t p . )  t a k ,  ż e  m o t l i w e  j e s t  z a s y m u l o w a -  

n i e  s y s t e m u ;
-  J e d n o s t k o w y  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  ^ * ( A )  ( a  t y m  s a m y m  i  s t o p i e ń  w y k o ­

r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  ^  ( & )  o r a z  p o j e d y n c z e g o  k a n a ł u  o b s ł u g i  f 1 « ) )

j e s t  n i e m a l e j ą c ą  f u n k c j ą  A  .
-  O z n a c z m y  p r z e z  P . ( A )  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  s y s t e m  j e s t  b e z c z y n n y ,

t  in a t o m i a s t  p r z e z  e  ( J V )  =  1  -  f )  ( A )  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  t e  p o j e d y n ­

c z y  k a n a ł  o b s ł u g i  j e s t  b e z c z y n n y .



Przy jm iem y, że  s tanow isko  o b s łu g i  j e s t  jedn orodn e ,  a kanały o b s łu g i  ob­

c ią ż o n e  jednakowo, t  j , e ^ A )  = eCA ),  i  = 1 , 2 , . . . ,n o ra z  że zachodzi 
zwykła w systemach w ie lokan a łow ych  r e l a c j a

[e C A ) ]n «  PQCA), ( I I I .  2.1)

g d z i e  o c z y w iś c i e  p rzy  n = 1 mamy P0CA) = 6 CA) 5

-  J e ś l i  s tan ow isko  o b s łu g i  s t a n i e  s i ę  bezczynne w c h w i l i  t ,  t o  pozostanie 
bezczynne  do c h w i l i  n a p ł y n i ę c i a  n a jb l i ż s z e g o  z g ło t . z e n ia j

-  I s t n i e j e  w a r to ś ć  w y d a jn o śc i  g r a n ic z n e j  T  taka ,  że  d la  w s zy s tk ich  A < T  

w a r to ść  oczek iwana czasu  t rw a n ia  okresu  czynnego  j e s t  skończona, j e ś l i  

na tom ias t  A >  T ,  t o  z pewnym prawdopodobieństwem oę >  0 okres  czynny 
j e s t  n ie s k o ń c z en ie  d łu g i .

Oznaczmy p r z e z  ^>g (A ) prawdopodobieństwo t e g o ,  że  w c z a s i e  pojedyn­

c z e go  okresu  czynnego z o s t a n ie  wykonanych K ob s łu g ,  p r z y  intensywności 
s t ru m ie n ia  z g ł o s z e ń  A  , n a tom ias t
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JTjCA) = ±C A ) . C I I I .  2.2)
i - K

Zakładamy w ię c ,  że  d la  r o zp a tr y w a n e j  k la s y  systemów o b s łu g i  i s t n i e j e  ta ­

k i e  T >  0 ( w y d a j n o ś ć  g r a n i c z n a ) ,  że d la  każdego A <  f  system j e s t  s ta­
b i l n y  i  w a r to ś ć  oczek iwana

•  (A) i>pi(A) ( I I I . 2.3)
i-1

j e s t  skończona.

P r z e c iw n ie ,  d la  A >■ T system j e s t  n i e s t a b i l n y ,  z prawdopodobieństwem 

qp>0 l i c z b a  ob s łu g  w  o k r e s i e  czynnym j e s t  n ie s k o ń cz en ie  w ie lk a ,  a w ięc  i  
w a r to ść  8 ( A )  j e s t  n ieskoń czona .

Oznaczmy p r z e z  ( A )  prawdopodobieństwo t e g o ,  że  k o l e jn e  nadchodzące 

z g ł o s z e n i e  z a p o czą tk u je  nowy ok res  czynny ( a  w ięc  z a s ta n ie  stanow isko  ob­
s ł u g i  b e z c z y n n e ) .  Zachodz i  p rzy  tymi

^ ( A )  » [ s  ( A ) ] - 1 . ( I I I . 2 .4 )

b ) System jednokanałowy z e  z g ło s z e n ia m i  napływającym i strumieniem P o is s o -  
ną

Przedstaw imy ob ecn ie  metodę szacowania  w y d a jn o śc i  g r a n i c z n e j ,  o g r a n i ­

c z a j ą c  s i ę  chw ilowo do jednokanałowych  systemów masowej o b s łu g i  ze  z g ł o ­

szeniami napływającymi strumieniem Po isaona .  Z de f in iu jm y  e lementarny eks­

peryment sym ulacy jny , p o l e g a ją c y  na zamodelowaniu w  rozpatrywanym s y s t e ­

mie po jedyn czego  okresu czynnego ,  o g ra n ic zo n ego  co  n a jw yże j  do K ob s łu g ,  

przy z a ło ż e n iu  in ten syw n ośc i  s tru m ien ia  z g ł o s z e ń  równej pewnej,  a r b i t r a l ­

n ie  p r z y j ę t e j  w a r to ś c i  A  . Taki e lem entarny eksperyment musi zakończyć 

s i ę  w skończonym c z a s i e ,  na jeden  z n a stępu ją cych  sposobów:
i )  zakończeniem okresu czynnego po wykonaniu l i c z b y  ob s łu g  m n ie js z e j  

a n i ż e l i  K i  będziemy wówczas m ów i l i  o negatywnym wyniku eksperymentu 

e lem entarnego ,
i i )  przerwaniem s y m u la c j i  po wykonaniu K obs ług  w  c ią g u  p o jed yn czego  pkre- 

su czynnego i  będziemy wówczas m ów i l i  o pozytywnym wyniku eksperymen­

tu  e lem entarnego .
Opisany e lem entarny eksperyment n a le ż y  pow tórzyć  "m " -k ro tn ie  d la  t e j  

samej w a r t o ś c i  A  (w y n ik i  k o le jn y c h  eksperymentów e lementarnych są o c z y ­

w iś c i e  losowo n i e z a l e ż n e )  i  na t e j  podstaw ie  o k r e ś l i ć  oszacowanie  Jf ^ (A )  

prawdopodobieństwa %  j^(A) o k re ś lo n ego  p r z e z  ( I I I . 2 . 2 ) .  Sposób w yznaczen ia  

te g o  oszacowania  omówimy s zc zegó łow o  p o n i ż e j .
Odwołamy s i ę  t e r a z  do znanej z rachunku prawdopodobieństwa n ie rów n ośc i  

Markowa Cnp. [KLE I 7 5 ] ) ,  k tó ra  o r z e k a ,  że d la  dowolnej zmiennej losow e j x, 

p o s ia d a ją c e j  w ar to ść  oczek iwaną ECx), za ch odz i

P r j x ; s $  ^  $ >  0 .  C H I . 2 .5 )

W o p a r c i u  o t ę  n i e r ó w n o ś ć  te s tow ać  będziemy h ip o t e z ę ,  że  p rzy  in t e n ­

s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  A  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ło s z e ń  obs łużonych  w o -

k r e s i e  c z y n n y m  j e s t  r ó w n a  c :> 1, a  w i ę c ,  ż e  zach odz i

5f KC A ) ^ f .  ( i i i .  2 . 6 )

O czy w iś c ie ,  n ierówność  C I I I . 2 . 6 )  j e s t  sp e łn ion a  z d e f i n i c j i  Cdla  dowolne­

go K) w przypadku gdy c = 0 ( A ) ,  p rz y  czym r z e c z  ja sn a  skończona lub n i e ­

skończona w a r to ść  ® CA.) j e s t  n ieznana .
Miech c *  o a a c z a  dowolną w a r to ść  c ,  d la  k t ó r e j  tes tow ana h ip o t e z a  z o ­

s t a ł a  odrzucona.
Ponieważ

c * < e ( A ) ,  C I I I . 2 .7 )

w ięc  uzyska liśm y pewne oszacowanie  w a r to ś c i  ® C A ), k tó r e  b ę d z ie  obarczone 

na jm n ie jszym  błędem, gdy wybierzemy c *  = cQ, g d z i e  c Q j e s t  największą l i c z ­

bą r z e c z y w is t ą ,  d la  k t ó r e j  n ierówność  C I I I . 2 .6 )  n i e  j e s t  sp e łn ion a .
Przedyskutujmy obecn ie  m oż l iw ość  oszacowania  w yda jn ośc i  g ra n ic z n e j  roz ­

patrywanego systemu w opa rc iu  o znajomość pary  w a r t o ś c i  < A .  9 (A ) > .
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I
D l a  s y s t e m ó w  j e d n o k a n a ł o w y c h  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e »  

P o i s s o n a  z a c h o d z i :

[ ® ( X ) ] “ 1 - + ( * )  -  P 0 ( A )  »  e ( A )  -  1 ( A ) ,  ( I I I . 2 . 8 )
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a  w i ę c

( I I I .  2 . 9 )

G d y b y  r o z p a t r y w a n y  s y s t e m  o b s ł u g i  b y ł  s y s t e m e m  k o n w e n c j o n a l n y « ,  wów ­
c z a s  ( p a t r z  r o z d z .  1 . 1 )  z a c h o d z i ł o b y * ^ :

? * ( * )  -  $  d l a  A  < T

* ? * ( * )  d l a  A
( I I I . 2 . 1 0 )

P o n i e w a ż  n i e  w i e m y  c z y  s t o s o w a n a  d l a  e k s p e r y m e n t u  i n t e n s y w n o ś ć  s t r u m i e n i a  

z g ł o s z e ń  A  J e s t  w i ę k s z a ,  c z y  m n i e j s z a  o d  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  T, m u s i m y  
p r z y j ą ć ,  ż e :

1J (A .)< ( I I I . 2 . 1 1 )

Ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  n i e r ó w n o ś ć  ( I I I . 2 . 1 1 )  j e s t  r ó w n i e ż  p r a w d z i w a  d l a  s y ­

s t e m ó w  n i e k o n w e n c j o n a l n y c h ,  o  i l e  t y l k o  ^ * ( 5 0  j e s t  n i e m a l e j ą ę ą  f u n k c j ą  a .  

H a  p o d s t a w i e  ( I I I . 2 . 9 )  o r a z  ( I I I . 2 . 1 1 )  m o ż e m y  w i ę o  p o w i e d z i e ć ,  ż e *

T  ^  1 "  5T A T ’ 0 < A ( I I I . 2 . 1 2 )

g d z i e  r ó w n o ś ć  w y s t ę p o w a ł a b y  w  p r z y p a d k u  s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l n y c h  p r z y  

c o  p r o w a d z i  d o  o s z a c o w a n i a  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  T  p o s t a c i *

A   i
1  -

e t T J
( I I I . 2 . 1 3 )

P r z e p r o w a d z o n y  e k s p e r y m e n t  s y m u l a c y j n y  n i e  p r o w a d z i ł  j e d n a k  d o  w y z n a c z e ­

n i a  w a r t o ś c i  0 ( A )  ,  a  t y l k o  d o  j e j  o s z a c o w a n i a  p o s t a c i  ( I I I . 2 . 7 ) ,  w i ę c  p r a k ­
t y c z n i e  m o ż n a  s k o r z y s t a ć  z  n i e r ó w n o ś c i *

,  1 <  c *  c o ,  0 < A < “ °
C f

( I I I . 2 . 1 4 )

Ti
I n d e k s  dt o z n a c z a  p a r a m e t r y  s y s t e m u  k o n w e n c j o n a l n e g o .

O s t a t e c z n i e  w i ę c ,  b i o r ą c  p o d  u w a g ę  d o k ł a d n o ś ć  o s z a c o w a n i a  ( I I I . 2 . 7 )  n a j -• J  #
l e p s z e  m o ż l i w e  d o  u z y s k a n i a  t ą  d r o g ą  o s z a c o w a n i e  o d  g ó r y  T  w a r t o ś c i  w y r  

d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  T  m a  p o s t a ć *
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T -  A v , 0 ( I I I . 2 . 1 5 )

Kależy podkreślić, iż  dokładnsść oszacowania, t j .  wartość różnicy ( T - T ) ,  

zależy od wybranych dla eksperymamtu parametrówA, K, m, których wpływ 

zostanie przedyskutowany nieco póńsiej.

c )  t t o g ó l n i e n l e  o s z a c o w a n i a  n a  p r z y p a d e k  w i e l o k a n a ł o w y  i  d o w o l n y  s t r u m i e ń  

z g ł o s z e ń

W y k a ż e m y  o b e c n i e  m o ż l i w o ś ć  u o g ó l n i e n i a  p o d a n e g o  w y ż e j  o s z a c o w a n i a  n a  

p e ł n ą  k l a s ę  s y s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i  s c h a r a k t e r y z o w a n y c h  w  u s t ę p i e  a ) .

R o z p a t r z m y  p r z y p a d e k  s y s t e m u  w i e l o k a n a ł o w e g o  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a ­

j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a .  K o r z y s t a j ą c  z  n i e r ó w n o ś c i  ( I I I . 2 . 1 )  w i d z i m y ,  

ż e *

e ( A )  ^  i/ P 0 U ) , ( I I I . 2 . 1 6 )

a  w i ę c  r ó w n o ś ć  ( I I I . 2 . 8 )  p r z e c h o d z i  w  t y m  p r z y p a d k u  w  n i e r ó w n o ś ć

5-  1 -  ^ ( A ) '  -  \  P 0( A ) '  5 *  e ( J v )  -  1 - ? ( X ) .  ( I I I . 2 . 1 7 )

J e ż e l i  n a t o m i a s t  s t r u m i e ń  z g ł o s z e ń  j e s t  r ó ż n y  o d  s t r u m i e n i a  P o i s s o n a ,  t o  

z  z a ł o ż o n e g o  f a k t u ,  i ż  s t a n o w i s k o  o b s ł u g i ,  k t ó r e  s t a n i e  s i ę  b e z c z y n n e  w  

c h w i l i  t ,  p o z o s t a j e  b e z c z y n n e  a ż  d o  c h w i l i  n a d e j ś c i a  n a j b l i ż s z e g o  z g ł o ­

s z e n i a  w y n i k a ,  ż e

< ^ t t )  > P 0 U ) , ( I I I . 2 . 1 8 )

I • I . /
a  w i ę c  r e a l c j a  a n a l o g i c z n a  d o  ( I I I . 2 . 8 )  p r z y b i e r a  o s t a t e c z n i e ,  w  p r z y p a d ­

k u  o g ó l n y m ,  p o s t a ć *

=  V i K f c )  >  l !  P 0( A )  ^  e ( f c )  =  1  - ? ( * ) ,  ( I I I . 2 . 1 9 )

V ® O O

a  s t ą d  z a m i a s t  r ó w n o ś c i  ( I I I . 2 . 9 )  o t r z y m u j e m y  n i e r ó w n o ś ć :

•7 (A ) >  1 -  s p = r .  ( I I I . 2 . 2 0 )

1 ®  C A . )



I
1 60

P r o w a d z ą c  d a l s z e  r o z u m o w a n i e  a n a l o g i c z n i e  j a k  p o p r z e d n i o ,  a  w  s z c z e g ó l n o ­

ś c i  u w z g l ę d n i a j ą c  n i e r ó w n o ś ć  ( I I I . 2 . 1 1 )  o r a z  ( I I I . 2 . 7 )  u z y s k u j e m y  d l a  0-  

g ó l n f e g o  p r z y p a d k u  o s z a c o w a n i e  T  p o s t a c i :

A

1 -
( i i i . 2 . 21 )

d )  W y z n a c z a n i e  w a r t o ś c i  J I ^ U )

P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  d o  s z c z e g ó ł o w e g o  o m ó w i e n i a  s p o s o b u  s t a t y s t y c z n e j  

o c e n y  w a r t o ś c i  H j ę ( A )  w  o p a r c i u  o  o p i s a n y  p o w y ż e j  e k s p e r y m e n t  s y m u l a c y j n y .

K a ż d y  z  e l e m e n t a r n y c h  e k s p e r y m e n t ó w  p o l e g a j ą c y c h  n a  s y m u l o w a n i u  p o j e ­

d y n c z e g o  o k r e s u  c z y n n e g o  ( o g r a n i c z o n e g o )  k o ń c z y  s i ę  w y n i k i e m  p o z y t y w n y m  2 
p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  J l R ( > , )  i  w y n i k i e m  n e g a t y w n y m  z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e *  

[1 -  J t R ( ^ ) ]  ,  p r z y  c z y m  w y n i k i  i c h  s ą  n i e z a l e ż n e  l o s o w o .

N i e c h  f ( j , m , J t K ( & ) )  o z n a c z a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  j  s p o ś r ó d  a 

p r z e p r o w a d z o n y c h  e k s p e r y m e n t ó w  e l e m e n t a r n y c h  s k o ń c ^ j  s i ę  w y n i k i e m  p o z y ­

t y w n y m .  P r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t o  o k r e ś l a  r o z k ł a d  B e r n o u l l i e g o

f ( j , M , J t K ( X ) )  -  ( “ ) [ % ( » ) ]  3 [1  - % ( * ) ]
m - o ( I I I . 2 . 2 2 )

W r o z p a t r y w a n y m  p r z y p a d k u  w  w y n i k u  m o d e l o w a n i a  c y f r o w e g o  u z y s k u j e  s i ę  po 

p r z e p r o w a d z e n i u  " m "  e k s p e r y m e n t ó w  e l e m e n t a r n y c h  p e w n ą  l i c z b ę  " j "  s u k c e s ó w  

i  z a d a n i e m  n a s z y m  j e s t  o s z a c o w a ć  w a r t o ś ć  J l ^ ( A )  w  o p a r c i u  o  z n a j o m o ś ć  "m" 

i  " j " .

J a k  t o  w y k a z a n o  n p .  w  [ S M I R  65]  « w a r t o ś ć :

»  j -
■A m ( I I I . 2 . 2 3 )

j e s t  n i e o b c i ą ż o n y m ,  n a j b a r d z i e j  e f e k t y w n y m  i  a s y m p t o t y c z n i e  n o r m a l n y ®  

e s t y m a t o r e m  w a r t o ś c i  3 t K ( A ) .

R o z p a t r z m y  p r z e d z i a ł  u f n o ś c i  d l a  t e g o  e s t y m a t o r a .  P o n i e w a ż  p o s z u k i w a n e  

o s z a c o w a n i e  31 g ( ^ )  b ę d z i e  u ż y t e  w  n i e r ó w n o ś c i  ( I I I . 2 . 6 ) ,  n i e  j e s t e ś m y  z a ­

i n t e r e s o w a n i  w  u z y s k a n i u  f o r m o w a n e g o  z w y k l e  s y m e t r y c z n e g o  p r z e d z i a ł u  u f ­

n o ś c i ,  a  p r z e c i w n i e ,  d ą ż y m y  d o  w y z n a c z e n i a  t a k i e j  w a r t o ś c i  5l K ( k ) ,  d l a  k t ó ­

r e j  z a c h o d z i ł o b y *

Pr . K ( * 0  -  ^

g d z i e  j e s t  p r z y j ę t y m  p o z i o m e m  u f n o ś c i .

t ( I I I . 2 . 2 4 )
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W a r t o ś c i  ó  z w i ą z a n e  z  p o z i o m e m  u f n o ś c i  f  m o ż n a  w y z n a c z y ć  ( p a t r z  [ S M I R  65] )

w n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b *
i )  J e ś l i  s p e ł n i o n a  j e s t  n i e r ó w n o ś ć

( I I I . 2 . 2 5 )

w ó w c z a s  r o z k ł a d  B e r n o u l l i e g o  m o ż e  b y ć ,  z  p r a k t y c z n i e  w y s t a r c z a j ą c ą  d o k ł a d ­

n o ś c i ą ,  p r z y b l i ż o n y  r o z k ł a d e m  n o r « a l * y *  o  w a r t o ś c i  ś r e t a i e j  7 1  K ( A )  i  o d ­

c h y l e n i u  s t a n d a r d o w y m  6

p o s ia d a ją cy m  e s t y m a to r  E^

Pon iew aż

P r

d i i . 2 . 2 6 )

( i i i . 2 . 2 7 )

( I I I . 2 . 2 8 )

g d z i e *

w i ę c

P r j f K ( A )  >  E *  -
( I I I . 2 . 2 9 )

g d z i e *  $ ( t , j )  »  f ,
n a t o m i a s t  E ^  w y z n a c z a  s i ę  z e  w z o r u  ( I I I . 2 . 2 7 ) .

D l a  p r z y j m o w a n e g o  z w y k l e  p o z i o m u  u f n o ś c i  #  =  0,95 z a c h o d z i *

Pr | * ś (JO >  1.645 Eó | = 0 ,95 . ( I I I . 2 .30 )

Z e  względu  na czas  t rw an ia  eksperymentu dążymy do wykonania m o ż l iw ie  ma­

ł e j  l i c z b y  e k s p e r y m e n t ó w  e lementarnych zap ew n ia ją c e j  uzyskan ie  pewnej 

z a d a n e j  w i e l k o ś c i  p r z e d z i a ł u  u f n o ś c i  tJ *  na p o z i o m i e  u f n o ś c i  f  .

l
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W p r o s t  z  ( I I I . 2 . 2 9 )  o r a z  ( I I I . 2 . 2 6 )  w y n i k a ,  
n o ś ć  *

ż e  m j ,  m u s i  s p e ł n i a ć  n i e r ó w -

( H I . 2 . 3 1 )

a  p o n i e w a ż *

3TK U ) [ l  -  3TK U ) J  s £  ( I I I . 2 . 3 2 )

w i ę c  w y m a g a n ą  d o k ł a d n o ś ć  m o ż n a  z a w s z e  u z y s k a ć  p o  p r z e p r o w a d z e n i u

2
" V  “  ° * 2 5 ( p )  ( I I I . 2 . 3 3 )

e k s p e r y m e n t ó w  ( o c z y w i ś c i e  p r z y  r ó w n o c z e s n y m  s p e ł n i e n i a  ( I I I . 2 . 2 5 ) ) .

i i )  W p r z y p a d k u  g d y  n i e r ó w n o ś ć  ( I I I . 2 . 2 5 )  n i e  j e s t  s p e ł n i o n a ,  w ó w c z a s  o m ó ­

w i o n a  w y ż e j  a p r o k s y m a c j a  n i e  m o ż e  b y ć  u ż y t a  i  n a l e ż y  w y k o r z y s t a ć  n a s t ę p u ­
j ą c ą  p r o c e d u r ę :

N i e c h  B ( 3 t K ( A ) )  o z n a c z a  s u m ę

m

S 1  m ( l r K (3 l ') )  "  S  ^ ( i . « » % ( * ) ) .
ł  i - 1

D o w o d z i  s i ę  [ d H I I  5 5 ]  ,  ż e *

P r  j  7 ^ ( 3 0 ^  =

g d z i e  ^  j e s t  j e d y n y m  r o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i a

^ . » ( J )  -  1  ~ f ,

l e ż ą c y m  w  p r z e d z i a l e  [ 0 , 1 ] .

W c y t o w a n e j  p r a c y  z a m i e s z c z o n o  t e ż  t a b l i c e  u m o ż l i w i a j ą c e  b e z p o ś r e d n i o  
w y z n a c z e n i e  w a r t o ś c i  ^  d l a  r ó ż n y c h  m ,  1 ,  f .

T a k  w i ę c  p o t r a f i m y  w  k a ż d y m  p r z y p a d k u  u z y s k a ć ,  z  w y m a g a n y m  p o z i o m e m  n f -  

n o s c i  * J  ,  o s z a c o w a n i e  31 j j C A J  » a  b i o r ą c  p o d  u w a g ę  o s t r e  n i e r ó w n o ś c i  w y k o -  

r z y s t y w a n e  p r z y  w y p r o w a d z e n i u  ( 1 1 1 . 2 . 2 1 )  m o ż n a  s t w i e r d z i ć ,  i ż  T  > T  n a  p o ­
z i o m i e  u f n o ś c i  w y ż s z y m  n i ż  ■fl-.

( I I I . 2 . 3 4 )

( I I I . 2 . 3 5 )

( I I I . 2 . 3 6 )

D o k ł a d n o ś ć  u z y s k a n e g o  o s z a c o w a n i a  ( T  -  T )  z a l e ż y  w  s p o s ó b  i s t o t n y  o d  

d o b o r u  p a r a m e t r ó w  e k s p e r y m e n t u  A  ,  K ,  m ,  k t ó r y c h  w p ł y w  o b e c n i e  p r z e d y s k u ­

t u j e m y .  D l a  u p r o s z c z e n i a  o g r a n i c z y m y  s i ę  c h w i l o w o  d o  p r z y p a d k u  j e d n o k a n a ­

ł o w e g o  ( n  =» 1 ) .
5 a  w s t ę p i e  p r z e d y s k u t u j e m y  z a l e ż n o ś ć  w a r t o ś c i  T  o d A  ,  r o z p a t r u j ą c  o d ­

d z i e l n i e  p r z y p a d e k  A < T  o r a z  A > - T .
i )  Z a ł ó ż m y ,  ż e  j i \ _ > T .  W t y m  p r z y p a d k u ,  z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  o f  >  0 ,  n a  o -  

k r e s  c z y n n y  s k ł a d a  s i ę  n i e s k o ń c z e n i e  w i e l e  o b s ł u g ,  c z y l i

e) Wpływ parametrów eksperymentu na wartość oszacowania T

( I I I . 2 . 3 7 )
K > 1

P o n i e w a ż  j e d n a k  w a r t o ś ć  c 0  w y s t ę p u j ą c ą  w e  w z o r z e  ( I I I . 2.21) w y z n a c z a  s i ę  

j a k o *

c „  -  5 L c a ) k  -  e  s i  j r K ( A ) K  -  e ,  ( i n . 2 . 3 8 )
O K  A.

g d z i e  f i  j e s t  m a ł ą  d o d a t n i ą }
g d y ż  p r z y  m — » o  w a r t o ś ć  o s z a c o w a n i a  J I j ę C A . ) ,  w i ę c :

c o > o * K  -  e 0 ,

a c o  z a  t y m  i d z i e  c Q—-  < »  ,  g d y  K — ■ » » ,  e  - o o .

I n n y m i  s ł o w y ,  j e ś l i  t y l k o  _ A _ > T ,  w ó w c z a s :

l i m  - A r -  - A ,
K - ~ ~  1 -  i -  

c o

( I I I . 2 . 3 9 )

( I I I . 2 . 4 0 )

c z y l i  m o ż l i w e  j e s t  ( t e o r e t y c z n i e  r z e c z  b i o r ą c )  u z y s k a n i e  w a r t o ś c i  o s z a c o ­

w a n i a  T  — T  p r z y  . A . - * -  T  p r z e z  w a r t o ś c i  w i ę k s z e  o d  T .
i i )  W p r z y p a d k u  v Y <  T  z a c h o d z i  n a t o m i a s t  d l a  s y s t e m ó w  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a ­

p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a  ( I I I . 2 . 8 )

[©(A) ] " 1 - 1 - ? (A ). ( I I I .  2 . 4 1 )

T a k  w i ę c ,  g d y b y  z a c h o d z i ł o  ® ( A )  =  c 0 ,  w ó w c z a s  m i e l i b y ś m y r

T * -  y t f j '  ( I I I . 2.42)



T
A.

R y s .  I I I . 4 .  S z k i c e  z m i e n n o ś c i  o s z a c o w a n i a  T  w  f u n k c j i  A  t
a )  w a r t o ś c i  o s i ą g a n e  a s y m p t o t y c z n i e  ( p r z y  K — w  ,  i - »  )  d l a  A  >  T ,  b )  o -rO A

s z a c o w a n i e  i d e a l n e  T £  w  s y s t e m i e  k o n w e n c j o n a l n y m ,  c )  o s z a c o w a n i e  i d e a l n e  

T *  w  s y s t e m i e  n i e k o n w e n c j o n a l n y *  ( ® ( A )  »  ° 0 ^ '  ^  o s z a c o w a n i e  T  p r z y

° o  e )  s p o d z i e w a n e  r z e c z y w i s t e  p r z e b i e g i  z a l e ż n o ś c i  T ( A ) ,  K ,  <  K g

a  w  s z c z e g ó l n o ś c i  d l a  s y s t e m ó w  k o n w e n c j o n a l n y c h ,  s p e ł n i a j ą c y c h  ( I I I . 2 . 1 0 )  
b y ł o b y

A < T  I * * ’  T  '  ( I I I . 2 . 4 3 )v kA . < T  *

W p r z y p a d k u  s y s t e m ó w  n i e k o n w e n c j o n a l n y c h  o  n i e m a l e j ą c e j  f u n k c j i  ^ * ( 3 l )  z a ­
c h o d z i  n a t o m i a s t ,  j a k  ł a t w o  s p r a w d z i ć :

^  ' T * ( A 1 )  J s  T * ( A > )  >  T  .  ( I I I . 2 . 4 4 )0 < 7 L < A 2 < t (

J e ś l i  n a t o m i a s t  c Q  <  ® CA) t o  o c z y w i ś c i e  o s z a c o w a n i e  T  b ę d z i e  d l a  k a ż d e j  

o ś c i  A  o b a r c z o n e  d o d a t k o w y m  b ł ę d e m  w  s t o s u n k u  d o  o m a w i a n y c h  w y ż e j  w a r -

-  1 6 5  -
\  f

D o d a t k o w y  b ł ą d  w p r o w a d z a  t e ż  p r z y j ę c i e  o g ó l n i e j s z e j  p o s t a c i  

s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń .

O m a w i a n e  w y ż e j  p r a w i d ł o w o ś c i  i l u s t r u j e  r y s .  I I I . 4 .

W a r t o ś ć  o s z a c o w a n i a  T  o s i ą g a  więc minimum ( t e o r e t y c z n e )  r ó w n e  T  w p u n ­

k c i e  A  =  T  +  0 .  W y n i k a  s t ą d  b e z p o ś r e d n i o  s u g e s t i a  d o t y c z ą c a  d o b o r u  w a r -  

t o ś c i A  ,  p r z y  k t ó r y c h  n a l e ż y  w y z n a c z a ć  o s z a c o w a n i e  T .  C e l o w e  j e s t  r o z p o ­

c z ę c i e  e k s p e r y m e n t ó w  o d  dużych w arto śc iA , p r z e k r a c z a j ą c y c h  T  ( c o  ł a t w o  

s p r a w d z i ć ,  p o n i e w a ż  p o w i n n y  one p r o w a d z i ć  d o  T (A ) * A  ) , a  n a s t ę p n i e  z m n i e j ­

s z a j ą c  s t o p n i o w o  A , d ą ż y ć  d o  znalezienia m i n i m a l n e j  w a r t o ś c i  T .

C e l o w e  w y d a j e  s i ę  p r z y  t y m ,  p o  z l o k a l i z o w a n i u  m i n i m u m ,  p o w t ó r z e n i e  e k s p e ­

r y m e n t u  p r z y  u ż y c i u  w i ę k s z y c h  w a r t o ś c i  K  o r a z  m d l a  z w i ę k s z e n i a  d o k ł a d n o ­

ś c i .  Z a u w a ż m y ,  że u z y s k a n a  p o  p r z e p r o w a d z e n i u  o p i s a n e g o  e k s p e r y m e n t u  w a r ­

t o ś ć  A q  m i n i m a l i z u j ą c a  f u n k c j e  T(_AJ j e a t  r ó w n i e ż  o s z a c o w a n i e m  o d  g ó r y  

p o s z u k i w a n e j  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j ,  c o  w i ę c e j  z  p o s t a c i  z a l e ż n o ś c i  ( 3 . 2 . 2 1 )  

ł y n i k a ,  i ż  J e s t  t o  p r z y b l i ż e n i e  d o k ł a d n i e j s z e !

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  w y ż e j  r o z w a ż a ń  w y n i k a  j a s n o ,  ż e  z a r ó w n o  w z r o s t  w a r ­

t o ś c i  K ,  j a k  i  m w p ł y w a j ą  n a  z w i ę k s z e n i e  d o k ł a d n o ś c i  m e t o d y .  S p r ó b u j e m y  

s f o r m u ł o w a ć  t ę  z a l e ż n o ś ć  w  s p o s ó b  b a r d z i e j  p r e c y z y j n y .

W s z c z e g ó l n o ś c i ,  k o r z y s t a j ą c  z  ( I I I . 2 . 2 9 )  o r a z  ( I I I . 2 . 2 7 )  m o ż n a  p r z e d s t a ­

w i ć  3 T j ę ( & )  w  p o s t a c i :

3tK ( A ) ( I I I . 2 . 4 5 )

g d z i e  G ^ ,  G g  -  s t a ł e  z a l e ż n e  o d  p a r a m e t r ó w  m o d e l o w a n e g o  s y s t e m u  i  p r z y j ę ­

t e g o  p o z i o m u  u f n o ś c i  o r a z  K ,  a  s t ą d :

1 -  [ Ą ( * > ]  “ 1 ’  1 -  [ W G ,  -  G 2
( I I I . 2 . 4 6 )

Z a l e ż n o ś ć  1  o d  i  j e s t  t u  w i d o c z n a  b e z p o ś r e d n i o .  Z a l e ż n o ś ć  T  o d  K  m a  n a t o ­

m i a s t  c h a r a k t e r  b a r d z i e j  z ł o ż o n y  i  ż e  w z g l ę d u  n a  b r a k  z n a j o m o ś c i  w p ł y w u  K  

n a  w a r t o ś ć  3(K ( A )  ( z  w y j ą t k i e m  o g ó l n e j  p r a w i d ł o w o ś c i ,  i ż  3TK ( A )  j e s t  z  d e ­

f i n i c j i  n i e  r o s n ą c ą  f u n k c j ą  K )  m u s i m y  o g r a n i c z y ć  s i ę  d o  r o z p a t r y w a n i a  w y ­

ł ą c z n i e  d u ż y c h  K  t a k i c h ,  d l a  k t ó r y c h  z a c h o d z i :

V  V  .
A > T  K 1' > K 2

KK (A ) S  Jtrr (A ) i 
K 1 2

( I I I . 2 . 4 7 )

P r z y  t y m  z a ł o ż e n i u  z a c h o d z i :

T  = - A 6  ,  ( I I I . 2.48

1 ‘  k 2

g d z i e  G j  -  s t a ł a ,  z a l e ż n a  o d  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u ,  p o z i o m u  u f n o ś c i  o r a z  rn



Ponieważ czasochłonność modelowania wzrasta liniowo ze wzrostem m i co 
najwyżej liniowo (gdy spełnione jest (III.2.47) - w przeciwnym razie wzrost 
ten jest słabszy*) ze wzrostem K, więc wydaje się bardziej celowe zwiększę- 
nie wartości K w celu zwiększania dokładności oszacowania T.
Biorąc pod uwagę postać (III.2.21) można łatwo stwierdzić, że wszystkie 
omówione wyżej prawidłowości pozostają ważne również dla systemów wielo­
kanałowych. Należy jednak, ze względu na pierwiastkowanie wartości c

eo 0liczyć się z istotnym spadkiem dokładności oszacowania T (uzyskiwanej 
przy identycznych wartościach A ,  K,- m) ze wzrostem liczby kanałów obsługi 
n. Tak więc uzyskanie odpowiednio dokładnych wyników dla systemów wielo­
kanałowych musi być związane ze wzrostem czasochłonności symulacji.
f) Przykłady ilustrujące dokładność metody

Ścisłe wyznaczenie błędu oszacowania wydajności granicznej wymagałoby 
każdorazowo pełnego, analitycznego znalezienia parametrów badanego syste­
mu obsługi. Z tego względu, jak to zresztą ma miejsce w przypadku wielu 
metod przybliżonych, o dokładności metody będziemy wnioskować, ogranicza­
jąc się do zbadania błędu metody przez jej stosowanie do pewnych, repre­
zentatywnych systemów obsługi, możliwych do analitycznego przebadania,
i) System typu M/G/1

Dla systemów typu M/G/1 zachodzi:

T -  O b ) ] ' 1, ( I I I . 2.49)

gdzie E(b) jest wartością oczekiwaną czasu obsługi.
Dla takich systemów można wyznaczyć w sposób analityczny wartości 3tj,(A)j 
oceny własności oszacowania T możemy więc w tym przypadku dokonać z pomi­
nięciem błędu związanego z określaniem wyników symulacji (błędu, którego 
wielkość możemy, jak to wyżej pokazano dokładnie określić).

Oznaczmy

F(z) - /p ia ) z i . (III.2.50)
i-1

Dowodzi się [kLEI 75] , że F(z) spełnia równanie funkcyjne

F(z) - zb [A-A, F(z)] , (III.2.51)

gdzie b(s) jest transformatą Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty czasu ob­
sługi.
Równanie III.2.51 zostało rozwiązane dla pewnych, szczególnych przypadków 
J tak:
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-  d l a  s y s t e m ó w  t y p u  M / D / 1

P i ( & )  -  e " 1 ? ,  ( I I I . 2 . 5 2 )

-  d l a  s y s t e m ó w  t y p u  M / M / 1

P i t t )  -  j  ( 2 | l f )  p i - 1 ( 1 +  9 ) 1 - 2 i ,  ( I I I . 2 . 5 3 )
I

g d z i e :  p  »  A  E ( b )  .
W o p a r c i u  o  ( I I I . 2 . 5 2 )  o r a z  ( I I I . 2 . 5 3 )  m o ż n a  ł a t w o  w y z n a c z y ć  w a r t o ś ć  

IKK ( A ) ,  a  c o  z a  t y m  i d z i e ,  u z y s k a ć  o d p o w i e d n i e  w a r t o ś c i  o s z a c o w a n i a  T  d l a

d o w o l n e g o  A .
W t a b e l i  I I I . 3  z e s t a w i o n o  w a r t o ś c i  3 1 ^ ( 3 0  o r a z  w a r t o ś c i  s t o s u n k u  T / T ,  

o z n a c z a j ą c  j e  o d p o w i e d n i o  i n d e k s e m  D  d l a  s y s t e m u  M / D / 1  o r a z  i n d e k s e m  M

d l a  s y s t e m u  M / M / 1 .
Z p r z e d s t a w i o n y c h  w y n i k ó w  m o ż n a  w y c i ą g n ą ć  n a s t ę p u j ą c e  w n i o s k i :

-  z g o d n i e  z  o c z e k i w a n i a m i ,  d l a  k a ż d e g o  K  i s t n i e j e  t a k i e A 0 t p r z y  k t ó r y m  

o s z a c o w a n i e  T  o s i ą g a  m i n i m u m .  W a r t o ś ć A Q s t a n o w i  b a r d z o  d o b r e  o s z a c o w a ­

n i e  o d  g ó r y  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  i  m a l e j e  ( c h o ć  w o l n o )  z e  w z r o s t e m  K ,

-  d o k ł a d n o ś ć  o s z a c o w a n i a  ¥  s i l n i e  r o ś n i e  z e  w z r o s t e m  K ,
-  z a r ó w n o  w a r t o ś c i  T  j a k  i A 0  w z r a s t a j ą  z e  w z r o s t e m  w s p ó ł c z y n n i k a  z m i e n ­

n o ś c i  r o z k ł a d u  c z a s ó w  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń .
A n a l i z a  p r z e d s t a w i o n y c h  w y n i k ó w  p o t w i e r d z a  t e ż  s f o r m u ł o w a n ą  w y ż e j  m e ­

t o d y k ę  p o s t ę p o w a n i a  p r z y  p o s z u k i w a n i u  n a j l e p s z e g o  o s z a c o w a n i a  w y d a j n o ś c i

g r a n i c z n e j :
-  w  p i e r w s z y m  r z ę d z i e ,  u ż y w a j ą c  n i e w i e l k i c h  s t o s u n k o w o  w a r t o ś c i  K 1 ( n p .  

4 0 0 - 6 0 0 ) ,  n a l e ż y  z l o k a l i z o w a ć  w a r t o ś c i A ^ 1 \

-  n a s t ę p n i e ,  p r z y  i s t o t n i e  z w i ę k s z o n e j  w a r t o ś c i  K 2  >  K 1 n a l e ż y  p o n o w i ć  

e k s p e r y m e n t  d l a  J V . < a £ 1 ^ p o s z u k u j ą c  n o w e g o  m i n i m u m  A ^ 2 ^  A ^ 1 \
W a r t o  z a u w a ż y ć ,  i ż  p r z y  w ł a ś c i w e j  o r g a n i z a c j i  e k s p e r y m e n t u  s y m u l a c y j ­

n e g o  m o ż n a  w  d r u g i m  k r o k u  d l a  w a r t o ś c i  A  ,  k t ó r e  b y ł y  j u ż  u ż y t e  p o p r z e d ­

n i o ,  o g r a n i c z y ć  s i ę  d o  m o d e l o w a n i a  t y c h  o k r e s ó w  c z y n n y c h ,  k t ó r e  w  p i e r ­

w s z y m  k r o k u  z o s t a ł y  p r z e r w a n e  p o  K 1 o b s ł u g a c h  ( d a ł y  p o z y t y w n y  w y n i k  e k s ­

p e r y m e n t u  e l e m e n t a r n e g o )  i  t o  k o n t y n u u j ą c  i c h  m o d e l o w a n i e  o d  p u n k t u  p r z e r ­

w a n i a .
T a k i e  p o s t ę p o w a n i e  p o z w a l a  i s t o t n i e  z m n i e j s z y ć  c z a s o c h ł o n n o ś ć  s y m u l a ­

c j i .

i i )  J e d n o k a n a ł o w y  s y s t e m  W A D
W p o p r z e d n i m  p u n k c i e  w y z n a c z y l i ś m y ,  w  s p o s ó b  a n a l i t y c z n y ,  w y d a j n o ś ć  

g r a n i c z n ą  s y s t e m u  m a s o w e j  o b s ł u g i  z  c z a s e m  o b s ł u g i  z a l e ż n y m  o d  c z a s u  o c z e ­

k i w a n i a  z a d a n y m  z a l e ż n o ś c i ą  ( I I I .  1 . 1 3 ) ,  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i  L I F O  (•&) i  

z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a .  D l a  & -  0  o s z a c u j e m y  t e -
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W y n i k i  obliczeń testowych dla systemów M/M/1 oraz U/D/1  , , ---------------------

Tabela I ]

5 0 0

1000

2000

0 . 9 8
0 . 9 9
1.00
1.01
1.02
1 . 0 3
1 . 0 4
1 . 0 5  
1.10 
1.20

0 . 9 8
0 . 9 9
1.00
1 . 0 0 5  
1.01 
1.02
1 . 0 3
1 . 0 4
1 . 0 5  
1.10 
1.20

0 . 9 8
0 . 9 9
1.00
1 . 0 0 5  
1 . 0 1  
1 . 0 2
1 . 0 3
1 . 0 4
1 . 0 5  
1.10 
1.20

0 . 9 8
0 . 9 9
1.00
1 . 0 0 5  
1.01 
1.02
1 . 0 3
1 . 0 4
1 . 0 5  
1.10 
1.20

0 . 0 3 9 3  
0 . 0 4 7 3  
0 . 0 5 6 3  
0.0662 
0 . 0 7 6 9  
0.0883 
0 . 1 0 0 4  
0 . 1 1 3 0  
0 . 1 8 1 1  
0 . 3 1 3 8

0 . 0 1 9 5  
0.0268 
0 . 0 3 5 7  
0 . 0 4 0 7  
0 . 0 4 6 1  
0 . 0 5 7 8  
0 . 0 7 0 8  
0 . 0 8 4 8  
0 . 0 9 9 5  
0 . 1 7 6 6  
0 . 3 1 3 7

0.0102
0 . 0 1 6 6
0 . 0 2 5 2
0 . 0 3 0 4
0 . 0 3 6 0
0 . 0 4 9 0
0 . 0 6 3 4
0 . 0 7 9 0
0 . 0 9 5 3
0 . 1 7 6 2
0 . 3 1 3 7
0 . 0 4 5 8  
0 . 0 9 6 7  
0 . 0 1 7 8  
0 . 0 2 3 2  
0 . 0 2 9 3  
0 . 0 4 3 5  
0 . 0 5 9 5  
0.0766 
0 . 0 9 3 9  
0 . 1 7 6 1  
0 . 3 1 3 7

1 . 1 2 3 0  
1 . 1 0 6 9  
1 . 0 9 7 4  
1 . 0 9 2 5  
1 . 0 9 0 9  
1 . 0 9 1 8  
1 . 0 9 4 5  
1 . 0 9 8 6  
1 . 1 3 1 2  
1 . 2 1 9 4

1 . 0 9 2 2  
1 . 0 6 9 9  
1 . 0 5 9 4  
1 . 0 5 7 0  
1 . 0 5 5 9  
1 . 0 5 6 5  
1 . 0 5 9 9  
1 . 0 6 5 1  
1 . 0 7 1 5  
1 . 1 1 2 6  
1 . 2 0 7 7
1.0860
1 . 0 5 3 4
1 . 0 4 1 3  
1 . 0 3 9 2  
1.0388
1 . 0 4 1 3  
1 . 0 4 6 5  
1 . 0 5 3 3  
1.0611 
1 . 1 0 6 3  
1.2038
1.1002 
1 . 0 3 4 0  
1.0283 
1 . 0 2 7 2  
1 . 0 2 7 7  
1 . 0 3 1 9  
1 . 0 3 8 8  
1.0468 
1 . 0 5 5 6  
1 . t 0 3 1  
1 . 2 0 1 9

5 f “ ( A )
J _______ ¥~

0 . 0 3 0 9 1 . 1 6 9 2
0 . 0 3 5 2 1 . 1 5 3 8

I 0 . 0 3 9 9 1 . 1 4 3 4
0 . 0 4 4 8 1 . 1 3 6 8
0 . 0 5 0 1 1 . 1 3 3 2
0 . 0 5 5 6 1 . 1 3 1 9
0 . 0 6 1 3 1 . 1 3 3 2
0 . 0 6 7 3 1 . 1 3 4 3
0 . 0 9 9 6 1 . 1 5 8 2
0 . 1 6 7 9 1 . 2 3 6 8
0 . 0 1 6 6 1 . 1 1 4 6
0 . 0 2 0 6 1 . 0 9 6 3
0 . 0 2 5 2 1 . 0 8 6 1
0 . 0 2 7 7 I 1 . 0 8 3 1
0 . 0 3 0 3 1 . 0 8 1 2
0 . 0 3 6 0 1 . 0 8 0 0
0 . 0 4 2 1 1 . 0 8 1 4
0 . 0 4 8 6 1 . 0 8 4 7
0 . 0 5 5 4 1 . 0 8 9 3
0 . 0 9 2 6 1 . 1 2 4 3
0 . 1 6 6 7 1 . 2 1 4 6
0 . 0 0 9 6 1 . 0 9 3 6
0 . 0 1 3 3 1 . 0 7 0 3
0 . 0 1 7 8 1 . 0 5 9 4
0 . 0 2 0 4 1 . 0 5 6 8
0 . 0 2 3 1 1 . 0 5 5 6
0 . 0 2 9 2 1 . 0 5 6 2
0 . 0 3 5 9 1 . 0 5 9 6
0 . 0 4 3 1 1 . 0 6 4 7
0 . 0 5 0 7 1 . 0 7 1 1
0 . 0 9 1 2 1 . 1 1 2 2
0 . 1 6 6 7 1 . 2 0 7 2
0 . 0 0 5 1 1 . 0 8 7 6
0 . 0 0 8 3 1 . 0 5 3 8
0 . 0 1 2 6 1 . 0 4 1 3
0 . 0 1 5 2 1 . 0 3 9 1
0 . 0 1 8 1 1 . 0 3 8 7
0 . 0 2 4 7 1 . 0 4 1 1
0 . 0 3 2 1 1 . 0 4 6 3
0 . 0 4 0 1 1 . 0 5 3 1
0 . 0 4 8 4 1 . 0 6 1 0
0 . 0 9 0 9 1 . 1 0 6 1
0 . 1 6 6 7 1 . 2 0 3 6

raz wydajność graniczną tego systemu, przy wykorzystaniu omówionych wyżej eksperymentów symulacyjnych.
Obliczenia przeprowadzono dla parametrów systemu « 100, Bg ■ 50,

dla których, posługując się równaniem z a m i e s z c z o n y m  w tabeli II1.1, n o ż n a
łatwo wyznaczyć dokładną wartość wydajności granicznej T = 0.01318.
Stosując zaproponowaną wyżej metodę postępowania uzyskano wyniki przed­stawione w tabeli I I I . 4 .
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Tabela I I I . 4

Szacowanie wydajności granicznej prostego systemu WAD

A K m
«W
T % [ « ]

0 . 0 1 3 0 2 0 0 4 0 0 0 . 0 2 0 1 7 0
""""l

5 3

0 . 0 1 3 5 2 0 0 2 0 0 0 . 0 1 5 9 6 5 2 1

0 . 0 1 4 0 2 0 0 2 0 0 0 . 0 1 7 5 6 2 3 3

0 . 0 1 3 5 2 0 0 0 4 0 0 0 . 0 1 3 9 3 6 5 . 3

Również i w ty« przypadku metoda okazuje s i ę  stosaskowe dokładna, przy 
o z y «  u z y s k a n a  przy małych K oraz m wartośćA p  “  0 . 0 1 3 5  stanowi zaskakują­
co dobre oszacowanie (błąd wynosi tylko 2,4%).

Przedstawiona metoda szacowania od góry wydajności granicznej systeaów 
masowej obsługi cechuje sit asymptotyczną zbieżnością wyników do rozważań 
dokładnych. Zamieszczone przykłady wskazują, iż możliwe jest uzyskanie 
dobrej dokładności przy stosunkowo niewysokiej czasochłonności. W punkcie 
I I I . 5 pokażemy, że w wielu przypadkach możliwe jest, na innej drodze, u- 
zyskanie dodatkowo oszacowania poszukiwanej wydajności granicznej od dołu.

Omawiane tu przykłady dotyczyły syste«ów, w których stanowisko obsługi 
nie pozostaje bezczynne przy niepustpj kolejce. Uwzględnienie tej dodat­
kowej cechy nie powoduje żadnych dodatkowych trudności - należy po prostu 
jako zakończenie okresu czynnego przyjąć moment, w którym rozpoczyna się 
bezczynność stanowiska obsługi przy pustej kolejce (okresy oczekiwania 
stanowiska obsługi na napłynięcie nowego zgłoszenia przy niepustej kolej­
ce wchodzą w skład okresu czynnego).

Ha zakończenie rozważań na temat przedstawionej metody należy podkreś­
lić, i ż  możliwości jej stosowania wykraczają poza syste«y z czasem obsłu­
g i  zależnym od czasu oczekiwania i może ona być z powodzenie« stosowana 
również do innych, niekonwencjonalnych systemów Basowej obsługi.

III.3. Analiza modelu pomocniczego

P o w r ó c i « y  obecnie d o  o m a w i a n i a  k l a s y  s y s t e m ó w  j e d n o s t a n o w i s k o w y c h  z d e ­

f i n i o w a n y c h  w  p u n k c i e  III.1, w  k t ó r y m  u d o w o d n i o n o ,  iż warunek s t a b i l n o ś c i  

t a k i c h  s y s t e m ó w  ( k t ó r y c h  s t r u k t u r ę  p r z e d s t a w i a  rys. I I I . 1 )  można o k r e ś l i ć  

w  o p a r c i u  o wyniki a n a l i z y  s y s t e m ó w  p o m o c n i c z y c h ,  p r z e d s t a w i o n y c h  n a  rys. 
I I I . 2. Analiza takich s y s t e m ó w  p o m o c n i c z y c h  j e s t  i n t e r e s u j ą c a  r ó w n i e ż  z  

i n n y c h  w z g l ę d ó w .  Z a ł ó ż m y ,  że bufor, w  k t ó r y m  t w o r z y  s i ę  k o l e j k a  3^, w  s y ­

s t e m i e  n a  r y s .  I I I . 1  m a  d u ż ą  p o j e m n o ś ć ,  t a k  ż e  m o ż l i w a  j e s t  w  d ł u g i c h  o- 
k r e s a c h  c z a s u  p r a c a  s y s t e m u  z  r ó ż n ą  i n t e n s y w n o ś c i ą  n a p ł y w u  i  w y p ł y w u  zgło­
s z e ń  z  t e g o  b u f o r a ,  b e z  j e g o  p r z e p e ł n i e n i a  l u b  o p r ó ż n i e n i a .  I d e n t y c z n a  s y ­

t u a c j a  w y s t ą p i  w p r z y p a d k u  s p r z ę ż e n i a  t e g o  b u f o r a  z  i n n y m i  s y s t e m a m i  o b -
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s ł u g i ,  t a k ,  ż e  n i g d y  n i e  u l e g n i e  o n  p r z e p e ł n i e n i u  a n i  o p r ó ż n i e n i u .  T e c h -j'
n i c z n y  p r z y k ł a d  t a k i e j  s y t u a c j i  p o d a m y  w  z a k o ń c z e n i u  p r a c y .

W ó w c z a s  n i e i s t o t n y  o k a z u j e  s i ę  p r o b l e m  s t a b i l n o ś c i ,  a  a n a l i z a  s y s t e m u  po­

m o c n i c z e g o  s t a j e  s i ę  z a g a d n i e n i e m  i s t o t n y m  s a m y m  w  s o b i e .  P o n i ż e j  p o d a n y  

m e t o d ę  a n a l i z y  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o  p o d  w a r u n k i e m ,  ż e  z n a n e  j e s t  a n a l i ­

t y c z n e  r o z w i ą z a n i e  s y s t e m u  W A D  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e n i e »  

P o i s s o n a ,  o b s ł u g i w a n y m i  z g o d n i e  z  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i  o r a z  z a l e ż n o ś c i ą  
c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a ,

B ( x / u > )
$ ( x )  d l a  u > =  j

F ( x / u > )  d l a  0  <  <  1 (III.3.1)
H ( x )  d l a  t

g d z i e  $ ( x )  j e s t  p e w n ą ,  d o w o l n ą  d y s t r y b u a n t ą ,  n a t o m i a s t  F ( x / n > )  j e s t  i d e n ­

t y c z n a  j a k  w e  w z o r z e  ( I I I . 1 . 3 )  ( t z n .  m . i n . ,  ż e  i s t n i e j e  F ( x / 0 ) ) ,  k t ó r y  b ę ­

d z i e m y  d a l e j  n a z y w a ó  s y s t e m e m  b a z o w y m .  S y s t e m  b a z o w y  j e s t  w i ę c  s y s t e m e m  

o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  g ł ó w n y c h  o  z m o d y f i k o w a n e j  c h a r a k t e r y s t y c e  c z a s ó w  o b s ł u g i  

i  z e  w z g l ę d u  n a  o g r a n i c z o n y  d o  X c z a s  o c z e k i w a n i a  ( z g ł o s z e n i a  o c z e k u j ą c e  

d ł u ż e j  m a j ą  c z a s  o b s ł u g i  r ó w n y  z e r u  -  s ą  t r a c o n e )  j e s t  o n  z a w s z e  s t a b i l n y .
W _ _ _ _ __ £.  * - * "  ------- ,  t , ----------- —  « « r t o - o  o  u a u l I D J ,

W s z c z e g ó l n o ś c i  z a ł o ż y m y ,  ż e  z n a n a  j e s t  d y s t r y b u a n t a  c z a s u  o c z e k i w a n i a  

s y s t e m i e  b a z o w y m  ł f ^ ^ ) ,  p o s i a d a j ą c a  t r a n s f o r m a t ę  Laplace’ a -S t ie lt  j e s a
a ) ^ ( s )  o  p o s t a c i »

W$( s )  - W #( 0 ) [ l  + v $( s ) ] ,  ( I I I . 3.2)

g d z i e  i n d e k s  0  o k r e ś l a ,  d l a  j a k i e j  f u n k c j i  B ( x / 0 )  = $ ( x )  r o z w i ą z a n i e  z o ­
s t a ł o  u z y s k a n e .

Z a u w a ż m y ,  ż e  n p .  d o w o l n y  s y s t e m  p o d s t a w o w y ,  a n a l i z o w a n y  w  r o z d z i a l e  I I . 3 ,  

m o ż e  b y ó  p r z y j ę t y  j a k o  s y s t e m  b a z o w y  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  z g ł o s z e n i a  n a p ł y ­
w a j ą  s t r u m i e n i e m  P o i s s o n a .

a )  S t r u k t u r a  o k r e s u  c z y n n e g o

W d a l s z y m  c i ą g u  b ę d z i e m y  m ó w i l i ,  ż e  w  s y s t e m i e  p o m o c n i c z y m  t r w a  o k r e s  

c z y n n y  w ó w c z a s ,  g d y  k o l e j k a  j e s t  n i e p u s t a  l u b  o b s ł u g i w a n e  j e s t  z g ł o ­

s z e n i e  g ł ó w n e .  O k r e s  c z y n n y  r o z p o c z y n a  s i ę  w i ę c  z  c h w i l ą  n a p ł y n i ę c i a  z g ł o ­

s z e ń  i  g ł ó w n e g o  d o  s y s t e m u ,  w  k t ó r y m  s t a n o w i s k o  o b s ł u g i  j e s t  z a j ę t e  p r z e z  

z g ł o s z e n i e  d o d a t k o w e  b ą d ź  b c z e k u j e  n ą  n a p ł y n i ę c i e  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o .

P r z y j m i e m y  p e w n e  d a l s z e  z a ł o ż e n i a  o k r e ś l a j ą c e  z a c h o w a n i e  s i ę  s y s t e ­

m u  w  s y t u a c j i ,  g d y  w  c z a s i e  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  n a p ł y n i e  z g ł o ­
s z e n ie  główne i n i c j u j ą c e  k o l e j n y  o k r e s  c z y n n y .

I  t a k ,  j e ś l i  z g ł o s z e n i e  główne n a p ły n ę ło  zanim czas o b s łu g i  z g ło s zen ia  

dodatkowego p r z e k r o c z y ł  pewną u s ta lo n ą  w a r to ść  7 ,  wówczas obs ługa  t a  j e s t  

przerywana , p rz y  czym z przerwaniem  j e j  zw iązana j e s t  pewna praca  własna 

o d ys t ry bu an c ie  czasu  t rw an ia  Q (x ) ,  na tom iast przerwana obs ługa  musi być 
n a s tęp n ie  wznowiona od  począ tku .

/

J e ś l i  n a t o m i a s t  w  c h w i l i  n a d e j ś c i a  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o ­

s z e n i a  d o d a t k o w e g o  p r z e k r o c z y ł  f ,  w ó w c z a s  o b s ł u g a  t a  n i e  m o ż e  h y ć  p r z e r ­

w a n a .
Z d e f i n i o w a n y  w y ż e j  s p o s ó b  u p r z y w i l e j o w a n i a  z g ł o s z e ń  g ł ó w n y c h  w  s t o s u n k u  

do z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h  n o s i  n a z w ę  r e g u l a m i n u  p r i o r y t e t o w e g o  m i e s z a n e g o ,  

b e z w z g l ę d n o - w z g l ę d n e g o  ( d i s c r e t i o n a r y  p r i o r i t y  d i s e i p l i n e ) .
T a k  w i ę c ,  o b s ł u g a  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  o  d y s t r y b u a n c i e  c z a s u  t r w a n i a  

Z ( x )  ( p o s i a d a j ą c e j  f u n k c j ę  g ę a t o ś c i  r o z k ł a d u  z  ( x ) )  j e s t  w  i s t o c i e  r o z b i t a  

n a  d w i e  f a z y  [ W O L I  7 6 ]  :
-  f a z ę  p r z e r y w a l n ą ,  o  f u n k c j i  g ę s t o ś c i  r o z k ł a d u  v 1 t ] ( x )
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* . , ( x )  - 2 ( x ) [ l  -  H ( x  - F ) ]  + < ? ( x  - 3 0  I  S E ( t ) d t ,  ( I I I .  3 .3 )

p o s i a d a j ą c e j  t r a n s f o r m a t ę  L a p l a c e ’ a

T  ^

! , ( ■ )  - / e ' 8 X Z ( x ) d x  +  e~"r  f  i (  t ) d t ,  ( I I I .  3 . 4 )

i

j a k o  ż e  f a z a  t a  o b e j m u j e  c a ł ą  o b s ł u g ę  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o ,  j e ś l i  j e s t  

o n a  k r ó t s z a  a n i ż e l i  7  l u b  t e ż  o d c i n e k  c z a s u  7 ,  w  p r z e c i w n y m  r a z i e  

-  f a z ę  ń i e p r z e r y w a l n ą ,  w y s t ę p u j ą c ą  z  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  P

? . f  * ( t ) d t ,  (  i i i .  3 .5)
i

f u n k c j i  g ę s t o ś c i  r o z k ł a d u  c z a s u  t r w a n i a

.  { l )  ,  Ł l L i l l ,  ( I I I . 3 . 6 )

£ < * >t ) d t

p o s i a d a j ą c e j  t r a n s f o r m a t ę  L a p l a c e ’ a

e s j r /  e - 8 X j t ( x ) d x

2f (  a )  
2

• Ł
f g ( x ) d x

7

( I I I . 3.7)



O c z y w i ś c i e , *  p r z y p a d k a c h  g r a n i o w y c h  o t r z y m u j e m y  d l a  F  »  O  c a ł k o w i c i e  n ie -  

p r z e r y w a l n ą ,  n a t o m i a s t  d l a  F — ° o  c a ł k o w i c i e  p r z e r y w a l n ą  o b s ł u g ę  z g ł o s z e ń  
d o d a t k o w y c h .

R o z p a t r z m y  o b e c n i e  z a l e ż n o ś ć  p o m i ę d z y  w a r t o ś c i a m i  h o r y z o n t u  p r o g n o z y  ■f 

o r a z  $ .  J e ś l i  t J * ^  F, w ó w c z a s  n i e  d y s p o n u j e m y  ż a d n ą  i n f o r m a c j ą  o  p r o c e s i e  

n a d c h o d z e n i a  z g ł o s z e ń  p o d c z a s  n i e p r z e r y w a l n e j  f a z y  o b s ł u g i .  J e ś l i  n a t o ­

m i a s t  w ó w c z a s  n i e m o ż l i w e  j e s t  n a p ł y n i ę c i e  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o  w

c z a s i e  t r w a n i a  p r z e r y w a l n e j  f a z y  o b s ł u g i  i  w  k o n s e k w e n c j i  b e z  z n a c z e n i a  

j e s t  f a k t  c z y  w  o d c i n k u  c z a s u  0  4 o b s ł u g a  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  j e s t  

p r z e r y w a l n a ,  c z y  t e ż  n i e p r z e r y w a l n a .  W d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  b ę d z i e m y ,  d l a  
u p r o s z c z e n i a  n o t a c j i ,  w  k a ż d y m  p r z y p a d k u ,  g d y  ,  p r z y j m o w a ć  <F co

-  j a k  t o  w y ż e j  u z a s a d n i o n o  -  w  n i c z y m  n i e  w p ł y w a  n a  r z e c z y w i s t y  p r z e b i e g  

o b s ł u g i .

T a k  w i ę c ,  n i e  o g r a n i c z a j ą c  o g ó l n o ś c i  r o z w a ż a ń ,  a o ż e m y  o g r a n i c z y ć  s i ę  do 

p r z y p a d k u  ^ F .

Z a u w a ż m y ,  ż e  w  r o z p a t r y w a n y m  s y s t e m i e  p o m o c n i c z y m  m o g ą  w y s t ę p o w a ć  t r z j  

t y p y  o k r e s ó w  c z y n n y c h ,  r ó ż n i ą c y c h  s i ę  s p o s o b e m  i c h  r o z p o c z ę c i a :  

t y p  y  O k r e s  c z y n n y ,  w  k t ó r y m  z g ł o s z e n i e  g ł ó w n e  i n i c j u j ą c e  g o  z a s t a j e  s t a ­

n o w i s k o  o b s ł u g i  p u s t e  i  w  z w i ą z k u  z  t y m  r o z k ł a d  c z a s u  t r w a n i a  o b ­

s ł u g i  t e g o  z g ł o s z e n i a  o k r e ś l a  d y s t r y b u a n t a  Y ( x )  -  F ( x / 0 ) .  

t y p  c  O k r e s  c z y n n y ,  w  k t ó r y m  z g ł o s z e n i e  g ł ó w n e  i n i c j u j ą c e  g o  z a s t a j e

s t a n o w i s k o  o b s ł u g i  z a j ę t e  o b s ł u g ą  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  w  j e g o  f a ­

z i e  p r z e r y w a l n e j .  Z g ł o s z e n i e  t o  o c z e k u j e  w i ę c  n a  r o z p o c z ę c i e  o b ­

s ł u g i  p r z e *  c z a s  o k r e ś l o n y  d y s t r y b u a n t ą  Q ( x ) ,  k t ó r y ,  u w z g l ę d n i a j ą c  

p o s t a ć  d y s t r y b u & n t y  F(x/uf), w p ł y w a  t e ż  n a  c z a s  o b s ł u g i  t e g o  z g ł o ­

s z e n i a  g ł ó w n e g o .

D l a  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  w y g o d n i e  j e s t  p r z y j ą ć ,  ż e  p r z e «  p o j ę c i e  c z a ­

s u  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o ,  i n i c j u j ą c e g o  t a k i  o k r e s  c z y n n y , r o ­

z u m i e ć  b ę d z i e m y  s u m ę  e z a s u  o c z e k i w a n i a  o r a z  c z a s u  r z e c z y w i s t e j  o b ­

s ł u g i  t e g o  z g ł o s z e n i a .

Z a ł o ż y m y ,  ż e  t a k  r o z u m i a n y ,  z m o d y f i k o w a n y  c z a s  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  

i n i c j u j ą c e g o  o k r e s  c z y n n y ,  o k r e ś l a ć  b ę d z i e  p e w n a  d y s t r y b u a n t a  C ( x ) .  

t y p  d  O k r e s  c z y n n y ,  w  k t ó r y m  z g ł o s z e n i e  g ł ó w n e  i n i c j u j ą c e  g o  z a s t a j e  s t a ­

n o w i s k o  o b s ł u g i  z a j ę t e  o b s ł u g ą  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  w  j e g o  f a z i e  

n i e p r z e r y w a l n e j .  Z g ł o s z e n i a  t o  o c z e k u j e  w i ę c  n a  z a k o ń c z e n i e  o b s ł u ­

g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o .  Z a k ł a d a j ą c ,  p o d o b n i e  j a k  p o p r z e d n i o ,  ż e  

p r z e z  p o j ę c i e  c z a s u  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  i n i c j u j ą c e g o  o k r e s  c z y n n y  

r o z u m i e ć  b ę d z i e m y  s u m ę  c z a s u  o c z e k i w a n i a  i  c z a s u  o b s ł u g i ,  p r z y j ­

m i e m y ,  ż e  t a k  z m o d y f i k o w a n y  c z a s  o b s ł u g i  o k r e ś l a ć  b ę d z i e  p e w n a  d y ­

s t r y b u a n t a  J X x ) .

V  d a l s z y m  c i ą g u  w s k a ż e m y  j a k  m o ż n a  o k r e ś l i ć  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m ó w ,  

w  k t ó r y c h  w y s t ę p o w a ł y b y  w y ł ą c z n i e  o k r e s y  c z y n n e  j e d n e g o  z  w y ż e j  w y m i e n i o ­

n y c h  t y p ó w ,  a  n a s t ę p n i e  w y z n a c z y m y  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o ,  

u w z g l ę d n i a j ą c  f a k t  w y s t ę p o w a n i a ,  z  o d p o w i e d n i m i  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a m i ,  o -  
k r e s ó w  c z y n n y c h  r ó ż n e g o  t y p u .
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W p r z y p a d k u ,  g d y b y  w  s y s t e m i e  o b s ł u g i  w y s t ę p o w a ł y  w y ł ą c z n i e  o k r e s y  

c z y n n e  t y p u  y ,  b y ł b y  o n  i d e n t y c z n y  z  s y s t e m e m  b a z o w y m ,  w  k t ó r y m  $ ( x ) « Y ( x ) ,  

a  w i ę c  t e n  p r z y p a d e k  z  z a ł o ż e n i a  p o t r a f i m y  p r z e a n a l i z o w a ć .
P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  d o  s y s t e m u ,  w  k t ó r y m  w y s t ę p u j ą  w y ł ą c z n i e  o k r e s y

c z y n n e  t y p u  c .
H i e c h  of 1  o z n a c z a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  r o a p o o z ę ł a  s i ę  o b s ł u g a  

z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  w  j e g o  f a z i e  p r z e r y w a l n e j  i  d o  c z a s u  z a k o ń c z e n i a  

t e j  f a z y  n i e  n a p ł y n ę ł o  a n i  j e d n o  z g ł o s z e n i e  g ł ó w n e . P o n i e w a ż  o b s ł u g ę  z g ł o ­

s z e n i a  d o d a t k o w e g o  r o z p o c z y n a  s i ę  w y ł ą c z n i e  p r z y  n e g a t y w n e j  p r o g n o z i e ,  w i ę c  

f u n k c j a  g ę s t o ś c i  r o z k ł a d u  c z a s u  p o m i ę d z y  c h w i l ą  r o z p o c z ę c i a  o b s ł u g i  z g ł o ­

s z e n i a  d o d a t k o w e g o  a  c h w i l ą  n a p ł y n i ę c i a  p i e r w s z e g o  s g ł o s z a n i a  g ł ó w n e g o  m a

p o s t a ć

a * ( t )  “  ( i i i . 3 . 8 )

a  o d p o w i a d a j ą c a  j e j  d y s t r y b u a n t a

A „ ( t )  -  [ i  -  e * * - M ]  H ( t  - V ) .

W a r t o ś ć  1 -  c f 1  m o ż n a  w i ę c  w y z n a s z y ć  j a k o :

0

t a k  w i ę c

^  -  Z - j O T )  +  e ^ ^ U )  -  /  • - f c t d Z 1 ( t ) ]  .
( I I I .  3 . 9 )

W s z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k u  d l a  ■ 0  o t r z y m u j e m y  z n a n ą  z a l e ż n o ś ć

P o n i e w a ż  d y s t r y b u a n t a  e z a s u  o c z e k i w a n a  z g ł o s z e n i a  g ł ó w n e g o  i n i c j u j ą c e ­

g o  o k r e s  c z y n n y  t y p u  c  j e s t  i d e n t y c z n a  z  d y s t r y b u a n t ą  p r a c y  w ł a s n e j  Q ( x ) ,



T
m o ż e m y  w y z n a c z y ć  f u n k c j ę  r o z k ł a d u  z m o d y f i k o w a n e g o  c z a s u  o b s ł u g i  t e g o  z g ł o ­
s z e n i a  c ( x )  j a k o

x

c ( x )  f ( x  / ] p q ( l p d ] j .  ( I I I . 3 . 1 0 )
e

Ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  s y s t e m  o b s ł u g i ,  w  k t ć r y m  w s z y s t k i e  o k r e s y  c z y n n e  są 

o k r e s a m i  t y p u  c ,  p o s i a d a  d y s t r y b u a n t ę  c z a s u  o c z e k i w a n i a v 9 ( x )  o  t r a n s f o r - ri O-
m a c i e  L a p l a c e * a - S t i e l t j e s a W , ( s ) ,  w y r a ż a j ą c e j  s i ę  w z o r e m t

a > ° ( a )  =  W C ( 0 ) [ q ( s )  +  v c ( s ) ] ,  ( I I I . 3 . 1 1 )

c c
g d z i e  V  ( O )  o r a z  v  ( s )  s ą  r o z w i ą z a n i a m i  s y s t e m u  b a z o w e g o  p r z y  $ ( x )  =  C ( x ) ,  

S k ł a d n i k  q ( s )  w e  w z o r z e  ( I I I . 3 . 1 1 )  o d z w i e r c i e d l a  £ a k t ,  i e  w  i s t o c i e  
z g ł o s z e n i e  i n i c j u j ą c e  o k r e s  c z y n n y  o c z e k u j e  p r z e z  c z a s  q ,  k t ó r y  w ł ą c z y ­

l i ś m y  d o  c z a s u  o b s ł u g i  t e g o  z g ł o s z e n i a  p o  t o ,  a b y  m o ż l i w e  b y ł o  b e z p o ś r e d ­
n i e  w y k o r z y s t a n i e  w y n i k ó w  a n a l i z y  s y s t e m u  b a z o w e g o .

P r z e j d z i e m y  o b e c n i e  d o  o m ó w i e n i a  s y s t e m ó w  z  o k r e s a m i  c z y n n y m i  t y p u  d .  

N i e c h  o f 2 o z n a c z a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  r o z p o c z ę ł a  s i ę  o b s ł u g a  z g ł o ­

s z e n i a  d o d a t k o w e g o  w  j e g o  f a z i e  n i e p r z e r y w a l n e j  i  d o  c z a s u  zakończenia 
t e j  f a z y  n i e  n a p ł y n i e  a n i  j e d n o  z g ł o s z e n i e  g ł ó w n e .

P o n i e w a ż  z  z a ł o ż e n i a  z a w s z e  z a c h o d z i  s i  f , w i ę c  b r a k  p r o g n o z y  

s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  n a d c h o d z ą c y c h  p o d c z a s  n i e p r z e r y w a l n e j  f a z y  o b ­

s ł u g i  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h  i  n a  p o d s t a w i e  r o z u m o w a n i a  i d e n t y c z n e g o  j a k  
p r z e d s t a w i o n e  p o p r z e d n i o  z a c h o d z i t

of2 -  Ź 2 ( * ) .  ( I I I . 3 . 1 2 )

R o z p a t r z m y  w a r u n k o w y  r o z k ł a d  o z a s u  o c z e k i w a n i a  z g ł o s z e n i a  i n i c j u j ą c e g o  

o k r e s  c z y n n y  t y p u  d  p o d  w a r u n k i e m ,  ż e  z g ł o s z e n i e  t a k i e  n a d e s z ł o  p o d c z a s  

t r w a n i a  n i e p r z e r y w a l n e j  f a z y  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o .  Z m i e n n a  l o ­

s o w a  h  s t a n o w i  w i ę c  r ó ż n i c ę  d w ó c h  z m i e n n y c h  l o s o w y c h  z 2 o r a z  a  ( p o s i a d a ­
j ą c e j  d y s t r y b u a n t ę  ( I I I . 1 . 1 ) )  p r z y  w y ż e j  s p r e c y z o w a n y m  w a r u n k u .

F u n k c j ę  g ę s t o ś c i  r o z k ł a d u  t a k i e j  z m i e n n e j  l o s o w e j  w y z n a c z o n o  w  [ w o l i  

7 5 j  ,  k o r z y s t a j ą c  z e  z n a n e g o  ( p a t r z  n p .  [ P A P O  72 ] )  w z o r u  n a  f u n k c j ę  g ę s t o ­
ś c i  r o z k ł a d u  r ó ż n i c y  d w ó c h  z m i e n n y c h  l o s o w y c h ,  o t r z y m u j ą c :

Km
h ( t )  =  J * 2 ( t - l p  J K t - ^ A e 5^  H ( - p d ^  =

— 00

= J 5f2( t+v)Ae~^vdv = A e ^  [jjgCO -  J  e-^'r22(u)du|
O  0 .
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S t o s u j ą c  t r a n s f o r m a c j ę  L a p l a c e ’ a  u z y s k u j e m y  s

  )  -  j f c p ( s )
- f s - Ł K l Ą ')  •  ( I I I . 3 . 1 3 )

P o d o b n i e  j a k  p o p r z e d n i o ,  m o ż e m y  w i ę c  w y z n a c z y ć  f u n k c j ę  g ę s t o ś c i  r o z k ł a d u  

z m o d y f i k o w a n e g o  c z a s u  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  i n i c j u j ą c e g o  o k r e s  c z y n n y  d ( x )

/ x

d ( x )  -  J  f ( x - ^ / p h ( p d ^  ( I I I . 3 . 1 4 )

0

o raz  t r a n s f o r m a t ę  L a p l a c e ’ a - S t i e l t j e s a  d y s t r y b u a n t y  c z a s u  o g i e k i w a n i a  

z g ł o s z e ń  g łó w n yc h  w s y s t e m i e ,  w k tó ry m  w s z y s t k i e  o k r e s y  c zyn n e  b y ł y b y  o -  

k resam i ty p u  d

5 > ® ( s )  = v a ,( 0 ) [ h ( s )  +  v ® ( s ) ]  ,  ( I I I . 3 . 1 5 )

ÓD 3)g d z i e  ’№ ( 0 )  i  v  ( s )  s ą  r o z w ią z a n ia m i  sys tem u  b a zo w ego ,  p r z y $ ( x )  = ® ( x ) .

b )  C h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u

D l a  w y z n a c z e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o , a  s p e o j a l n i e  ś r e d ­

n i e j  l i c z b y  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  w  o d c i n k u  c z a s u  p o m i ę d z y  d w o m a  k o l e j n y m i  

c h w i l a m i  r o z p o c z ę c i a  o b s ł u g i  z g ł o s z e n i a  d o d a t k o w e g o  L ( A ) . r o z p a t r z m y  p r z e d ­

s t a w i o n y  n a  r y s .  I I I . 5 s c h e m a t  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  w  s y s t e m i e  p o m o c n i c z y m .

Łatwo  za u w ażyć ,  ż e  w ro zp a t ryw an ym  p rzyp ad k u  ś r e d n i a  l i c z b a  L ( ^ )  z g ł o ­

s zeń  t r a c o n y c h  p om ięd zy  c h w i la m i  r o z p o c z ę c i a  k o l e j n y c h  o b s łu g  z g ł o s z e ń  

dodatkow ych  w y n o s i :

L ( & )  = » 0 ^ ( 1 - ? )  +Jfcę2] o  +  ( 1 - o * , ) L c ( A )  +  < * . , ? (  l - c ^ L ^  J O  +

PO

+  fi  ^  i ( 1 - / ł ) i L y ( % ) ,  '  ( I I I . 3 . 1 6 )

i=»1

g d z i e :  Ly ( A ) , L0( A ) ,  o z n a c z a j ą  ś r e d n i ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h

w c z a s i e  p o j e d y n c z e g o  o k r e s u  c z y n n e g o ,  o d p o w ie d n io  typ u  y ,  c ,  d .

T a k  w i ę c :

L ( J V )  =  ( 1 - < * , ) L C ( & )  +  O ^ K I - O f ^ l ^ a )  +  ± ę £ i y ( f c ) .  ( I I I . 3 . 1 7 )

Ś r e d n ią  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  w c z a s i e  o k r e s u  c zyn n eg o  typ u  y z n a j ­

d z iem y  na p o d s t a w ie  n a s t ę p u ją c e g o  ro zu m ow an ia :
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R y s .  I I I . 5 .  S c h e m a t  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  w  r o z p a t r y w a n y »  s y s t e m i e  p o m o c n i c a

Ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  g ł ó w n y c h ,  t r a c o n y c h  w  j e d n o s t c e  c z a s u  w  s y s t e ­

m i e ,  w  k t ó r y m  w s z y s t k i e  o k r e s y  c z y n n e  b y ł y b y  o k r e s a m i  t y p u  y )  w y n o s i  

f t [ l  - w J o t f ) ]  j a k o  ż e  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  c z a s  o c z e k i w a n i a  z g ł o ­

s z e n i a  g ł ó w n e g o  n a  r o z p o c z ę c i e  o b s ł u g i  w y n o s i  [ i  -'W,Y('f)J .  Z  d r u g i e j  s t r o ­

n y ,  ś r e d n i a  l i c z b a  o k r e s ó w  c z y n n y c h  w  t a k i m  s y s t e m i e  w y n o s i  A  W  ( 0 ) .

T a k  w i ę c  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  t r a c o n y c h  w  c z a s i e  o k r e s u  c z y n n e g o  t y p u  

y w y r a ż a  s i ę  w z o r e m :

L (j\) * JL=JiĆ i i l ,  (III.3.18)
y  » # (  0 )  r Y( 0 )

Analogicznie

o r a z

•j -

l - ( a ) ------------- a - i — +  i ,  ( i i i . 3 . 2 0 )
c  - W c ( 0 )

j a k o  ż e  w  p r z y p a d k u  o k r e s u  c z y n n e g o  t y p u  c ,  n i e z a l ę ł n i e  o d  s t r a t y  z g ł o ­

s z e ń  g ł ó w n y c h  ( k t ó r y c h  l i c z b a  w y z n a c z o n a  j e s t  i d e n t y c z n i e  j a k  w  p r z y p a d k u  

o k r e s ó w  c z y n n y c h  t y p a  y  i  t y p u  d )  t r a c o n e  j * s t  k a ż d o r a z o w o  r ó w n i e ż  p r z e r ­

w a n e  z g ł o s z e n i e  d o d a t k o w e ,  k t ó r e g o  o b s ł a g a  m u s i  b y ć ,  z g o d n i e  z  p r z y j ę t y m  

z a ł o ż e n i e m ,  w z n o w i o n a  o d  p o c z ą t k u .

A n a l i z a  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o  j e s t  i n t e r e s u j ą c a  n i e  t y l k o  z e  w z g l ę d u  n a  

m o ż l i w o ś ć  w y z n a c z a n i a  w y d a j n o ś c i  g r a n i c z n e j  s y s t e m ó w  w y j ś c i o w y c h ,  z d e f i ­

n i o w a n y c h  w  p u n k c i e  I I I .  1 .  C z ę s t o  d z i ę k i  o d p o w i e d n i e j  g o s p o d a r c e  z a p a s e m  

z g ł o s z e ń  w  k o l e j c e  ( n p .  i c h  w y m i a n i e  z  i n n y m i  s y s t e m a m i )  z a p e w n i o n a  j e s t  

s t a b i l n o ś ć  s y s t e m u  w y j ś c i o w e g o  z  j e d n e j  s t r o n y  o r a z  s t a ł a  o b e c n o ś ć  z g ł o ­

s z e ń  w  k o l e j c e  J C 2  z  d r u g i e j  s t r o n y .
W t a k i c h  p r z y p a d k a c h ,  i n t e r e s u j ą c a  j e s t  z n a j o m o ś ć  i n n y c h  c h a r a k t e r y ­

s t y k  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o ,  t a k i c h  j a k i  j e g o  w y d a j n o ś ć ,  s t r u m i e ń  z g ł o s z e ń  

t r a c o n y c h ,  s t r u m i e ń  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h  i t p . ,  d o  k t ó r y c h  w y z n a c z e n i a  o -  

b e c n i e  p r z e j d z i e m y .
H a  w s t ę p i e  r o z p a t r z y m y  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e g o ,  ż e  k o l e j n y  o k r e s  c z y n ­

n y  b ę d z i e  o d p o w i e d n i o  o k r e s «  c z y n n y m  t y p u  y ,  c ,  d ,  k t ó r e  o z n a c z y m y  o d p o ­

w i e d n i o  łj > ,  f ,  "> .
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N a  p o d s t a w i e  s c h e m a t u  p r z e d s t a w i o n e g o  n a  r y s .  I I I . 5 m o ż n a  ł a t w o  s t w i e r ­
d z i ć ,  ż e i

g d z i e :

■ * »  d - / ł ) 2 / X ( ( l - P )  + P o f 2 ] i - =  
i = 0  V

Cl =  + P o ę 2 j ;  ( I I I . 3 . 2 1 )

<

a 1 -  -  ■ _ n  .  ( I I I . 3 . 2 2 )•y
i =0

/

ki  = / ? c f 1 3 > d - o f 2 ) 2 _ ( a ł  -  1 1 1 - a ,  ,  (  i i i . 3 . 23 )
i -0

p r z y  c z y m  o c z y w i ś c i e  z a c h o d z i :

<ij)+ f  + " &  -  1 .

U w z g l ę d n i a j ą c  w y z n a c z o n e  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a  w y s t ą p i e n i a  o k r e s u  c z y n n e ­

g o  o d p o w i e d n i e g o  t y p u  o r a z  f a k t ,  i ż  ś r e d n i a  l i c z b a  o k r e s ó w  c z y n n y c h  d o ­

w o l n e g o  t y p u  $  w  j e d n o s t c e  c z a s u  w y n o s i  A W ^ C O ) ,  a  w i ę c  ś r e d n i a  l i c z b a  

c y k l i  o b s ł u g i  z ł o ż o n y c h  z  o k r e s u  c z y n n e g o  d a n e g o  t y p u  o r a z  o k r e s u  b e z ­

c z y n n e g o  w y n o s i  ( 0 ) ]  “ 1 ,  m o ż e m y  w y z n a c z y ć  ś r e d n i ą  l i c z b ę  c y k l i  o b s ł u ­
g i  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o  w  j e d n o s t c e  c z a s u  J P  j a k o :

f  ł  Tf  ' i  I ” 1
— 7  +  — n  +  — j J  •  ( I I I .  3 . 2 4 )

I X  **o ^0®|

P r z e z  w y d a j n o ś ć  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o  V  b ę d z i e m y  d a l e j  r o z u m i e ć  i n t e n s y w ­

n o ś ć  s t r u m i e n i a  c a ł k o w i c i e  o b s ł u ż o n y c h  z g ł o s z e ń ,  o p u s z c z a j ą c y c h  s t a n o w i ­
s k o  o b s ł u g i .

W p r o s t  z  d e f i n i c j i  m a m y  w i ę c :

V  -  J f L ,  ( I I I . 3 . 2 5 )

g d z i e :

Jf -  ś r e d n i a  l i c z b a  c y k l i  o b s ł u g i  w  j e d n o s t c e  c z a s u ,

L  -  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  o b s ł u ż o n y c h  w  j e d n y m  c y k l u  o b s ł u g i .

-  1 7 9  -  

O c z y w i ś c i e

L - i » I ^ + » ^ Ł * » i | > [ ^ l ) + L ^ 2 ) ]  + y [ l £ 1 ) + l £ 2 ) ]  + * [ l 4 l ) + I , d 2 ) ]  • ( I H . 3 . 2 6 )

g d z i e :  L * ,  L * ,  o z n a c z a j ą  ś r e d n i ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  o b s ł u ż o n y c h  w  c z a s i e  

c y k l u  o b s ł u g i ,  p o d  w a r u n k i e m  ż e  w  c y k l u  t y m  w y s t ą p i  o k r e s  c z y n n y  o d p o w i e d ­

n i e g o  t y p u .
B a  ł ą c z n ą  l i c z b ę  z g ł o s z e ń  o b s ł u ż o n y c h  w  c z a s i e  p o j e d y n c z e g o  c y k l u  o b ­

s ł u g i  s k ł a d a  s i ę  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h ,  o z n a c z a n a  o d p o w i e d ­

n i o  p r z e z  l £ 1 \  o r a z  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  g ł ó w n y c h ,  o z n a -
y  ( 2 )  ( 2 )  ( 2 )  

c z o n a  o d p o w i e d n i o  p r z e z  ,  L ^ .  ,  .
O d w o ł u j ą c  s i ę  p o n o w n i e  d o  s c h e m a t u  p r z e d s t a w i o n e g o  n a  r y s .  I I I . 4 ,  o t r z y ­

m u j  e m y :

a le

Ly1) = f  + + O - ^ a 2 * 2  +  • • • ]  = T V *

ę  nxn nx“ = — Ł — 2

t s  i '  - x )

t a k  w i ę c :

l ( d  i  u = m ,
y  1  ( 1 - Q )

( I I I . 3 . 2 7 )

( I I I . 3 . 2 8 )

a  w i ę c :

n i  i  a
Ls> -  7  a - P ) ^  7 7 ^ -

( I I I . 3.29)

(
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O c z y w i ś c i e

r ( 2 )

V ( O )

, ( 2 )  ^  

c  v ^ ( 0 )

( 2 )

® % ® ( 0 ) '
( I I I .  3.30)

K o r z y s t a j ą c  z  z a l e ż n o ś c i  ( I I I . 3 . 1 8 ) - ( I I I . 3 . 2 0 )  m o ż n a  t e ż  w p r o s t  o k r e ś l i ć  

i n t e n s y w n o ś ć  s t r u m i e n i a  t r a c o n y c h  z g j t o s z e ń  g ł ó w n y c h  S ^.

L V  (0 )  V - (0 )  W®(0)
( I I I . 3.31)

i  i n t e n s y w n o ś ć  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h

. JP[ t Lyl )  + ^ 4 1) * * Ldl )
f lo (1 

1 - a ( I I I . 3 . 3 2 )

N a  z a k o ń c z e n i e  w a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę  n a  f a k t ,  i ż  w  i s t o c i e  p r z y  a n a l i z i e  

s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o  k o r z y s t a m y  z  r o z w i ą z a n i a  s y s t e m u  b a z o w e g o  w y ł ą c z n i e  

d l a  s p e c y f i c z n y c h  p o s t a c i  d y s t r y b u a n t y  $ ( z ) ,  a  w  s z c z e g ó l n o ś c i »

$ ( x )

Y ( x )  -  F ( x / 0 ) ,  

C ( x ) ,

a x x ) .
( I I I . 3 . 3 3 )

g d z i e  C ( x )  i ® ( x )  o k r e ś l o n e  s ą  o d p o w i e d n i o  p r z e z  ( I I I . 3 . 1 0 )  o r a z  ( I I I . 3 . 1 4 ) ,  

c o  m o ż e  w  p r a k t y c e  r o z s z e r z y ć  k l a s ę  s y s t e m ó w  b a z o w y c h ,  k t ó r e  p o t r a f i m y  

p r z e a n a l i z o w a ć  w z g l ę d n i e ,  j a k  t o  p o k a ż e m y  n a  p r z y k ł a d z i e ,  z n a c z n i e  u p r o ­

ś c i ć  o b l i o z e n i a .

I I I . 4 .  P r z y p a d k i  s z c z e g ó l n e  i  w ł a s n o ś c i  m o d e l u  p o m o c n i c z e g o

P r z y  o b o w i ą z u j ą c y c h  w  p o p r z e d n i m  p u n k c i e  o g ó l n y c h  z a ł o ż e n i a c h  n i e  m o ż ­

n a  s f o r m u ł o w a ć  z a s a d  d o b o r u  w a r t o ś c i  h o r y z o n t u  p r o g n o z y  W o r a z  w a r t o ś c i  7.
P o n i ż e j  w y p r o w a d z i m y  t a k i e  r e g u ł y ,  z a k ł a d a j ą c  w y k ł a d n i c z y  r o z k ł a d  c z a ­

s u  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h ,  t j .

* » >

Z(x ) = 1 -  e rd

x ( I I I . 4.1)

V
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a n a s t ę p n i e  p r z y j m u j ą c  d a l s z e  u p r o s z c z e n i a  z i l u s t r u j e m y  n i e k t ó r e  s p e c y ­

f i c z n e  w ł a s n o ś c i  r o z p a t r y w a n e g o  m o d e l u .

a) D o b ó r  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  - J *  o r a z  ?

Korzystając z  wyprowadzonych w  p u n k c i e  I I I . 3  zależności o r a z  ( I I I . 4 . 1 )  

usyskujemy (przy uwzględnieniu n i e r ó w n o ś c i  tP ^ S ? ’ ) !  N \

"  1  "  T T

^ d

■ f * d ( I I I . 4 . 2 )

Wartości L 0 ( A )  oraz I < y ( A ) ,  występujące we wzorze ( I I I . 3 . 1 7 ) ,  nie zależą  
od iP. W przypadku wykładniczego czasu obsługi zgłoszeń dodatkowych za­

chodzi s

h ( s )
^ d

8  +  H d ’

( I I I .  4 . 3 )

a  więc również L j ( y )  nie zależy od V . 
Uwzględniając ( I I I . 4 .2 )  w ( I I I . 3 . 1 7 )  otrzymujemy!

"  d ^ [ e~ ^ - e ~ (* +^ e ^ ] v A )  +

v » w ^ - o v » > .

( I I I . 4 . 4 )

u p r a s z c z a j ą c ą  s i ę  w  s z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k u  i9" =  T d o  p o s t a c i :

( I I I .  4 . 5 )

• w a r t o ś c i  t  + m i n i m a l i z u j ą c e j  t f » )  w y z n a c z y m y  p o c h o d n ą :  
W c e l u  w y z n a c z e n i a  w a r t o ś c i

»  - G . . e  ^  +  G  d l a  <  7
© V* I c.

( I I I . 4 . 6 )

„ - o ^ e " ^  + . V *  dla t m 7 .
( I I I . 4.7)



?dzie:

“ i  - r f c  v » >

° 2 '  0 ^ 7  "  f t ł 2 f % > r v ; ' ) ł  * ' a * l V f v » >  *  » v » > .

C3 -  J n g  V A ) ’

G 4  - A L y ( * ) .

Ł a t w o  w i d a ć ,  ż e  d l a  p r z y p a d k u  i T  =  T ,  c z y l i  p r z y  b r a k u  f a z y  p r z e r y w a l n e j ,  

z a c h o d z i  G ^  > 0 ,  G ^  >  0 ,  a  w i ę c  i s t n i e j e  j e d n o z n a c z n e  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a -

- u ńV  
- G 3 e  r d  +  G 4 e

a  i r
o ,

o  p o s t a c i i

d r r -  m * .opt A +<ud g4

( I I I .  4 . 8 )

( I I I .  4 . 9 )

d l a  k t ó r e g o  o s i ą g a  s i ę  m i n i m a l n ą  w a r t o ś ć  f u n k c j i  I/ X ) .
Z  j e d n o z n a c z n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  ( I I I . 4 . 9 )  o r a z  c i ą g ł o ś c i  l e w e j  s t r o n y  r ó w ­

n a n i a  ( I I I . 4 . 8 )  w y n i k a ,  i ż  f u n k c j a  L ( A )  p o s i a d a  z e  w z g l ę d u  n a  nJ" j e d n o  
e k s t r e m u m  w  p r z e d z i a l e  z m i e n n o ś c i  i T  e ( 0 ,  o o  ) .

R o z p a t r z m y  o b e c n i e  p r z y p a d e k  t o  z n a c z y  r ó w n a n i e

■ o , . * * .  a ,,1' ,  o. ( I I I . 4 . 1 0 )

P o n i e w a ż  G j  >  0 ,  w i ę c  m o ż l i w e  s ą  d w i e  s y t u a c j e :  

i )  G 1 >  0  i  w ó w c z a s  i s t n i e j e  d l a  p r z y p a d k u  t T  <  f  j e d n o z n a c z n i e  o k r e ś l o ­

n a ,  o p t y m a l n a  w a r t o ś ć  ,  p r z y  k t ó r e j  f u n k c j a  Ł ( > , )  o s i ą g a  m i n i m u m

K p t  ■ ln^ > - ( I I I . 4 . 1 1 )

i i )  G.| <  0 i  wówczas w p r z e d z i a l e  zm iennośc i ■fi" e ( 0 ,  3P) w a r t o ś c i  L(3l) r o s ­

ną m on o ton ic zn ie  ze wzrostem ■fi" jako  że  ̂ ^  0 d la  każdego iJ* z

rozpatryw anego  p r z e d z ia łu  zm iennośc i .
Podane w yże j  r e g u ły  po zw a la ją  na o k r e ś l e n ie  w a r to ś c i  f i  1 m in im a l izu ją ­

cych L ( A ) .

b) System  bazowy w p o s t a c i  sys tem u pods taw owego  

P r z y jm ie m y ,  że i

B (x/w)

oraz

*(x) = B0(x) d l a «? n o

P(x/Tll) « Bi(x) d l a w .  ^ ^  i = 1 , 2 , • . . , J - 1  ( I I I . 4 . 1 2 )

M ( x ) d l a

\

F (x/0 )  »  B . , (x ) ,

g d z i e  B ^ ( x )  s ą  d o w o l n y m i  d y s t r y b u a n t a m i ,  t a k i m i  ż e  E ( b j ) < “  i » 0 , 1 , . . .  J - 1  

i  s k o r z y s t a m y  z  w y n i k ó w  a n a l i z y  s y s t e m u  p o d s t a w o w e g o  u z y s k a n y c h  w  r o z ­

d z i a l e  I I .  > 4
Z a u w a ż m y ,  ż e  z a l e ż n o ś ć  ( I I I . 3 . 1 0 )  p r z y b i e r a  w ó w c z a s  p o s t a ć :

c ( x )  = /  f ( x - ] / ] ) q ( p ^  =

0

■ Ź /  [m ( ^ - w 1 _ 1 )  ~ ® ( ^ - w i ) j d J ,  ( I I I . 4 . 1 3 )

i - 1  0

a  t r a n s f o r m a t a  L a p l a c e ’ a - S t i e l t j e s a  t e j  f u n k c j i  g ę s t o ś c i  w y r a ż a  s i ę  w z o ­

r e m :

J

ć ( e )  »  y ~ !  
i=1

« O

b ± ( B )  J* e - 8$ q ( $ )  [ ^ - w i - 1 > - * ^ - W i )] d5
( I I I . 4 . 1 4 )

Wyznaczenie t e j  t ran s fo rm a ty  może w z a l e ż n o ś c i  od p o s t a c i  fu n k c j i  q (^ )  

s tw arzać  i s t o t n e  t r u d n o śc i .  J e s t  ono na tom iast bardzo p ro a te  w przypadku, 

gdy q ( p  = ^ qe-< ^ ,  bowiem:



A n a l o g i c z n i e  m o ż n a  w y z n a c z y ć
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J  X.

2 / ( I I I . 4.15)  
i » 1  0

o r a z

d ( a )

___U

■Z
i = i

o©

b  1 ( > ) / e - 4 h C j )  [ * 5 - * ^ )  - H ^ - W . ) ] d ^ ,(111.4.16)

W d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  o g r a n i c z y m y  s i ę ,  z e  w z g l ę d u  n a  z ł o ż o n o ś ć  o b l i c z e ń ,  
d o  r o z p a t r y w a n i a  s y s t e m u  b a z o w e g o  t y p u  ( I I I . 4 . 1 2 ) ,  w  k t ó r y m

J ” 3,

K x / 0 )  =  B . , ( x )  -  1 -  e " ^ X ,

B2( x )  .  1 -  e

w 1  «  D . ( I I I . 4.17)

Przeanalizujemy system pomocniczy oparty na tym systemie bazowym przyjmu­
ją c , że dystrybuanta czasu obsługi zgłoszeń dodatkowych ma postać:

Z ( x )  -  1  - ( I I I . 4.18)

natomiast dystrybuanta czasu pracy własnej

Q ( x )  » 1 - e ( I I I . 4.19)

i  będziemy badać w łasności tego systemu.

Parametry of1, qfg, P , a także postać funkcji h (s ) d la rozpatrywanego 
przypadku ok reśla ją  zależności ( I I I . 4 .2 ) i  ( I I I . 4 .3 ).
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N i e c h  X ( t ,  1 ,  i i x )  o z n a c z a  d y s t r y b u a n t ę ,  k t ó r e j  t r a n s f o r m a t a  L a p l a c e ’ a -  

S t i e l t j e s a  m a  p o s t a ć :

W s , l >ftt) * I +

+  ( 1 - 1 ) s+ą a+̂xL J s+fb a+rtcL J■h  a + M

( I I I .  4 . 2 0 )

Ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  p r z y  u w z g l ę d n i e n i u  w y m i e n i o n y c h  w y ż e j  z a ł o ż e ń  z a c h o ­

d z i  :

ć ( e )  -  £ ( 8 , 0 , ^ ) ,  

d (  8 )  =  i ć ( 8 , 0 , ^ u d )

( 1 1 1 . 4 . 2 1 )

( 1 1 1 . 4 . 2 2 )

o r a z  o c z y w i ś c i e

o s

y (s )  = J e"s td?(t/0) - ^ ( 8 , 1 , ^ ) .  ( I I I . 4.23)

T a k  w i ę c  d l a  z n a l e z i e n i a  d y s t r y b u a n t y  c z a s u  o c z e k i w a n i a  w  s y s t e m i e  b a s o ­

w y m ,  p r z y  w y s t ą p i e n i u  d o w o l n e g o  s p o ś r ó d  t r z e c h  w y m i e n i o n y c h  w  p o p r z e d n i m  

p u n k c i e  o k r e s ó w  c z y n n y c h ,  w y s t a r c z y  p r z e a n a l i z o w a ć  p r z y p a d e k ,  d l a  k t ó r e g o :

$ ( t )  = OC( t , 1 ) ,  1 »  0. ( I I I . 4 . 2 4 )

W y n i k i  a n a l i z y  s y s t e m u  p o d s t a w o w e g o  z  w y ż e j  o k r e ś l o n ą  f u n k c j ą  B Q ( x ) ,  p r o ­

w a d z o n e j  z g o d n i e  z  z a s a d a m i  o k r e ś l o n y m i  w  r o z d z i a l e  I I ,  z a w i e r a  u s t ę p  

I I . 3 . C .
W o p a r c i u  o  n i e  m o ż e m y  w  s z c z e g ó l n o ś c i  w y z n a a z y ć :

V.Y( f )  - V Y(0 ) [ l  + u *(0 ) ♦ 4 ( 0 ) ] | Y (I )  . X ( x , 1f/ii) ,  ]

V ° ( t )  -W Y(0 ) [ l - e  +u*(0 )+u^(0 )] | c (x ) , X ( ł t 0 . ^ ) f J (111.4.25) 

- V ® (0 ) [ l - e  ^ * ( 0 ) ^ ( 0 ) ] ] ^  =3c(Xi9i/ld)>



g d z i e  w a r t o ś c i o w o )  o r a z  u * ( 0 ) ,  u | f ( 0 )  ( z a ch o w u ją c e  z n a c z e n  

r o z d z i a l e  I I )  w y z n a c z a  s i ę  w g  w z o r ó w  z  u s t ę p u  I I . 3 . C  p r z y  
p o s t a c i  f u n k c j i  $ ( x ) .

K o r z y s t a j ą c  z  ( I I I . 4 . 2 5 )  m o ż n a  j u ż  b e z p o ś r e d n i o  w  o p a r c i  

u z y s k a n e  w  p u n k c i e  I I I . 3  o k r e ś l i ć  r ó ż n e  p a r a m e t r y  s y s t e m u ,  

n i ż e j  p r z y k ł a d a c h  n u m e r y c z n y c h  w y z n a c z o n o  j e s z c z e  d o d a t k o w o  

n i e p r z e r y w a l n e j  o b s ł u g i  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h  j e d n o s t k o w y  
z g ł o s z e ń  y * ( & ) ,  w y r a ż a j ą c y  s i ę  z a l e ż n o ś c i ą :

i e  o m ó w i o n e  » 

o d p o w i e d n i e j

u o za le żn ośc i  

W omawianych 

d l a  przypadku 

c z a s  obsługi

.  i
( I I I . 4 . 2 6 )

g d z i e :

A V Y ( D ) B ( ' b 1 )  +  * [ w , Y ( t ; )  - W Y ( D )  E ( b 2 )
B S 1 *  — I  ......................   ■ ■■W — ! —  —

A ł C  ( « )

J kV ® ( D ) E ( b 1 )  + * [ v ^ 4 t : )  - W > ® ( D ) ] E ( b 2 )
B S 2  3  —  " 1 - 1 1 " wi ■■ —  ■■■'-' .

c )  P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e  i  w ł a s n o ś c i  m o d e l u

W y n i k i  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  p r z e d s t a w i o n y c h  p o n i ż e j  n i e  m a j ą  n a  c e l u  

s y s t e m a t y c z n e g o  b a d a n i a  w ł a s n o ś c i  r o z p a t r y w a n e j  k l a s y  s y s t e m ó w  a  j e d y n i e  
z i l u s t r o w a n i e  n a  p r z y k ł a d a c h  n i e k t ó r y c h  c e c h .

O b l i c z e n i a  p r o w a d z o n e  b y ł y  d l a  s y s t e m u  p o m o c n i c z e g o ,  d l a  k t ó r e g o  z a ­

l e ż n o ś ć  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  m a  p o s t a ć  ( 1 1 1 . 4 . 1 7 )  z  c a ł k o ­

w i c i e  n i e p r z e r y w a l n ą  o b s ł u g ą  z g ł o s z e ń  d o d a t k o w y c h ,  t j .  p r z y  ? = 1^ .

J a k o  p o d s t a w ę  d o  o b l i c z e ń  p r z ‘ y j ę t o  m o d e l  o  p a r a m e t r a c h :

^  -  2 ,  fX2 -  1 ,  (JLd =» 0 . 5 ,  D  =  5 ,  t  »  20.

P r o p o r c j e  m i ę d z y  p o s z c z e g ó l n y m i  p a r a m e t r a m i  t e g o  m o d e l u  s ą  p o d o b n e  d o  p r o ­

p o r c j i  p o m i ę d z y  p a r a m e t r a m i  p e w n e g o  p r o c e s u  t e c h n o l o g i c z n e g o  [ZSAK 8 0 ]  .

W t a b e l i  I I I . 6 p r z e d s t a w i o n o  w p ł y w  h o r y z o n t u  p r o g n o z y  w  r o z p a t r y w a ­
n y m  s y s t e m i e  n a  w y b r a n e  j e g o  c h a r a k t e r y s t y k i  ( ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  p r z y  
z a ł o ż o n y c h  p a r a m e t r a c h  *  1 . 8 3 ) .

J a k  w i d a ć ,  w y b ó r  h o r y z o n t u  p r o g n o z y  w p ł y w a  n a  s p o s ó b  i s t o t n y  na w s z y s t ­
k i e  r o z p a t r y w a n e  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u .

N a  u w a g ę  z a s ł u g u j e  s i l n a  z a l e ż n o ś ć  j e d n o s t k o w e g o  c z a s u  o b s ł u g i  y * ( h )  
o d  h o r y z o n t u  p r o g n o z y .  W p r z y p a d k u  g d y , ' j a k  t o  z w y k l e  m a  m i e j s c e ,  k o s z t  

p r a c y  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i ,  j e s t  p r o p o r c j o n a l n y  d o  7  ( A )  = * A i j * ( A ) ,  i s t n i e j e  

r e a l n a  m o ż l i w o ś ć  z n a c z ą c e g o  o b n i ż e n i a  k o s z t u  p r a c y  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  d r o ­

/

gą o d p o w ie d n ie g o  d ob o ru '# ’ . W s z c z e g ó l n o ś c i ,  p o n ie w a ż  i j * ( a , )  m a l e j e  m on o to -  

n iczn ie  z e  w z ro s tem  ■#’ , n a t o m ia s t  w y d a jn o ś ć  system u “V p o s i a d a  maksimum, 

możliwe j e s t  i s t o t n e  o b n i ż e n i e - w a r t o ś c i  • £ * (& )  p r z y  s tosunkowo n i e w i e l k i m  

zm n ie js zea iu  w y d a jn o ś c i  s y s tem u .

T a b e l a  I I I . 5
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Wybrane c h a r a k t e r y s t y k i  sys tem u p o m o c n ic z e g o  p r z y  'S' »  1

A - 1 L ( A ) V
V - S g ® d f * ( » )

. 7 5 5 2 . 6 7 9 3 0 1 . 0 2 2 7 4 1 . 0 1 6 7 3 0 . 0 0 6 0 1 0 . 9 6 9 9 7

.<30 1 1 . 4 7 0 9 2 1 . 0 5 2 3 6 1 . 0 3 3 4 9 0 . 0 1 8 8 9 0 . 9 2 8 3 1

. 8 5 3 . 1 1 2 8 7 1 . 0 8 7 2 2 1 . 0 4 4 9 8 0 . 0 4 2 2 4 0 . 8 7 5 6 0

. 9 0 1 . 0 0 6 7 1 1 . 1 1 0 6 3 1 . 0 3 9 0 8 0 . 0 7 1 5 5 0 . 8 3 1 8 3

. 9 4 0 . 4 0 9 6 2 1 . 1 1 5 6 4 1 . 0 1 9 3 5 0 . 0 9 7 2 9 0 . 8 0 8 4 7

. 9 8 0 . 1 8 0 1 3 1 . 1 0 8 2 4 0 . 9 8 8 5 4 0 . 1 1 9 7 0 0 . 7 9 8 8 4

W t a b e l i  I I I . 5  z i l u s t r o w a n o  w p ł y w  z m i a n  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o ­

s z e ń  n a  c h a r a k t e r y s t y k i  r o z p a t r y w a n e g o  m o d e l u .
H a  s z c z e g ó l n ą  u w a g ę  z a s ł u g u j e  f a k t ,  i ż  p r z y  u s t a l o n y c h  w a r t o ś c i a c h  i n n y c h  

p a r a m e t r ó w  w z r o s t  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  p o w y ż e j  p e w n e j  w a r t o ­

ś c i  p o w o d u j e  w y r a ź n y  s p a d a k  w y d a j n o ś c i  V  p r z y  r ó w n o c z e s n y m  w z r o ś c i e  j e d ­

n o s t k o w e g o  c z a s u  o b s ł u g i  t > * ( A ) .
T e n ^ p o z o r n y  p a r a d o k s ,  k t ó r e g o  s k u t k i  d l a  p r a c y  s y s t e m u  m o g ą  b y ć  p o w a ż n e ,  

w y n i k a  z  f a k t u ,  i ż  w  s t r u m i e n i u  o b s ł u g i w a n y c h  z g ł o s z e ń  g ł ó w n y c h  z w i ę k s z a  
s i ę  z e  w z r o s t e m  y, ,  u d z i a ł  z g ł o s z e ń ,  k t ó r y c h  c z a s  o c z e k i w a n i a  w  k o l e j c e  

p r z e k r o c z y ł  D  i  j e s t  a n a l o g i c z n y  d o  z j a w i s k a  z a o b s e r w o w a n e g o  w  p u n k c i e

I I . 5 . C .
W t a b e l i  I I I . 7  p o k a z a n o ,  i ż  p r z e c i w d z i a ł a ć  t e m u  z j a w i s k u  m o ż n a  d r o g ą  o b ­

n i ż a n i a  w a r t o ś c i  g r a n i c z n e g o ,  d o p u s z c z a l n e g o  c z a s u  o c z e k i w a n i a  t  p r z y  
w z r o ś c i e  w y d a j n o ś c i  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń .  R ó w n i e ż  i  t u  n a j l e p s z e  w y n i k i  o s i ą g a  

s i ę  p r z y  X =  D .  '
Tak w i ę c ,  w pewnych p rzyp a d k a c h  c e l o w e  może b y ć  o d r z u c e n i e  z g ł o s z e ń ,  k t ó ­

r y c h  c z a s  o c z e k iw a n ia  n i e  p r z e k r o c z y ł  j e s z c z e  w a r t o ś c i  g r a n i c z n e j .

P on iew a ż  w p rzy p a d k u ,  gdy  z g ł o s z e n i a  n a p ły w a ją  s t ru m ien ie m  P o i s s o n a ,  

pod w zg lędem  fo rm a lnym  r o z p a t r y w a n i e  s t r a t  z g ł o s z e n i a  j e s t  równoważne 

r o z p a t r y w a n iu  b lo k o w a n ia  ź r ó d ł a  z g ł o s z e ń ,  omawianym wynikom można nadać 

r ó w n ie ż  t ę  d ru gą  i n t e r p r e t a c j ę .
P r z e d s t a w io n e  tu  w z o r y  i  r o z w a ż a n ia  s t a n o w ią  u z u p e ł n i e n i e  uwag co  

d o  c e l o w o ś c i  o d d z i a ł y w a n ia  na ź r ó d ł o  z g ł o s z e ń  z a w a r t y c h  w u s t ę p i e  I I . 5 . c .  

P o z o s t a ł e ,  w y s t ę p u ją c e  w  p r z e d s t a w io n y c h  t a b e l a c h  p r a w id ł o w o ś c i  s ą  o c z y ­

w i s t e  i  n i e  wym aga ją  o d r ę b n e g o  k o m e n ta r za .
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W y b r a n e  c h a r a k t e r y s t y k i

t T L ( A ) V

0.00 1 . 5 3 7 6 3 1 . 0 7 6 1 1
0 . 2 5 1 . 3 6 8 6 0 1 . 0 8 5 3 1
0 . 5 0 1 . 2 2 4 5 2 1 . 0 9 4 6 8
0 . 7 5 1 . 1 0 4 1 0 1 . 1 0 3 4 2

1 . 0 0 1 . 0 0 6 7 1 1 . 1 1 0 6 3
1 . 2 5 0 . 9 3 2 5 0 1 . 1 1 5 5 8
1 . 5 0 0 . 8 8 2 * 8 1 . 1 1 7 9 8
1 . 7 5 0 . 8 5 8 7 7 1 . 1 1 8 1 4

2 . 0 0 0 . 8 6 4 8 3 1 . 1 1 6 6 4
2 . 2 5 0 . 9 0 5 8 0 1 . 1 1 4 1 9
2 . 5 0 0 . 9 8 8 9 7 1 . 1 1 1 3 9
2 . 7 5 1 . 1 2 4 4 6 1 . 1 0 8 6 3

3 . 0 0 1 . 3 2 5 9 8 1 . 1 0 6 1 1
3 . 2 5 1 . 6 1 2 0 2 1 . 1 0 3 9 4
3 . 5 0 2 . 0 0 7 2 9 1 . 1 0 2 1 2
3 . 7 5 2 . 5 4 4 7 0 1 . 1 0 0 6 4

W y b r a n e  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m  
w  f u n k c j i  m a k s y m a l n e g o  d o p u s z c

r I > ( A ) V

18 6 . 9 9 1 4 2 1 . 0 7 9 1 2
16 4 . 2 7 4 3 6 1 . 1 1 4 6 6
1 4 2 . 6 2 6 1 2 1 . 1 5 7 6 1
1 2 1 . 6 2 5 7 8 1 . 2 0 3 9 9
10  . 1 . 0 1 6 9 6 1 . 2 4 8 4 8
8 0 . 6 4 2 3 5 1 . 2 8 7 0 0
6 0  .  3 8  6 3 0 1 . 9 1 9 5 4

III.5 . D o b ó r  p n r n H f i t i - ń ®

We w c z e ś n ie j s z y c h  rozw ażan iach  
ż e j  sp ec ja ln ym i  przypadkami niemoż 

stemów WAD z dowolnym regulaminem i 

s tyk  systemu kon iec zn e  j e s t  u ż y c i e  

d la  systemów s t a b i ln y c h ,  można w ki 

r a k t e r y s t y k  i  t o  -  t e o r e t y c z n i e  rz<

T a b e l a  I I I  

e m u  p o m o c n i c z e g o  p r z y  a  0 . 9

v - s s ® d 7  ( A

1 . 0 1 1 0 1 0 . 0 6 5 1 0 0 . 9 2 7 5 6
1 . 0 1 5 3 3 0 . 0 6 9 9 9 O . 9 1 6 3 5
1 . 0 2 1 4 8 0 . 0 7 3 2 0 0 . 8 9 6 9 1
1 . 0 2 9 5 2 0 . 0 7 3 9 0 0 . 8 6 8 4 4

1 . 0 3 9 0 8 0 . 0 - 1 5 5 0 . 8 3 1 8 3
1 . 0 4 9 3 8 0 .0 66 20 0 . 7 8 9 8 7
1 . 0 5 9 4 3 0 . 0 5 8 5 7 0 . 7 4 6 5 6
1 . 0 6 8 3 8 0 . 0 4 9 7 6 0 . 7 0 5 8 3

1 . 0 7 5 7 6 0 . 0 4 0 8 8 0 . 6 7 0 3 5
1 . 0 8 1 4 6 0 . 0 3 2 7 3 0 . 6 4 1 2 7
1 . 0 8 5 6 8 0 . 0 2 5 7 2 0 . 6 1 8 4 8
1 . 0 8 8 6 8 0 . 0 1 9 9 4 0 . 6 0 1 1 8

1 . 0 9 0 7 8 0 . 0 1 5 3 3 0 . 5 8 8 3 1
1 . 0 0 9 2 2 0 . 0 1 1 7 2 0 . 5 7 9 7 7
1 . 0 9 3 2 0 0 . 0 0 8 9 2 0 . 5 7 1 9 9
1 . 0 9 3 8 6 0 . 0 0 6 7 8 0 . 5 6 7 0 0

T a b e l a  I I I .

p o m o c n i c z e g o  p r z y  A - 1  =  0 . 8  ^  =  1 
l n e g o  c z a s u  o c z e k i w a n i a  z g ł o s z e n i a

V ' S g ® d ? * ( A )

1 . 0 5 0 6 0 0 . 0 2 8 5 2 0 . 8 9 4 3 6
1 . 0 7 3 3 3 0 . 0 4 1 3 3 0 . 8 5 1 7 8
1 . 1 0 0 8 0 0 . 0 5 6 8 2 0 . 8 0  3 8 3
1 . 1 2 0 4 6 0 . 0 7 3 5 3 0 . 7 5 5 9 0
1 . 1 5 8 9 1 0 . 0 8 9 5 7 0 . 7 1 3 3 3
1 . 1 8 - 3 5 4 0 . 1 0 3 4 6 0 . 6 7 9 0 0
1 . 2 0 4 3 5 0 . 1 1 5 1 9 0 . 6 5 2 0 1

łrócono uwagę, że  poza  omówionymi wy- 

_we j e s t  a n a l i t y c z n e  r o z p a t r z e n i e  sy- 

>sługi i  d la  wyznaczen ia  charak tery-  

lodelowania  c y f ro w śg o .  Na t e j  drodze, 

dym przypadku uzyskać oszacowanie  cha- 
z b io r ą c  -  z dowo ln ie  dużą dokładnością.

t

Z n a n ą  n i e d o g o d n o ś c i ą  m o d e l o w a n i a  c y f r o w e g o  j e s t  d u ż a  c h a s o c h ł o n n o ś ć  o b l i ­

c z e ń ,  s i l n i e  u z a l e ż n i o n a  o d  p a r a m e t r ó w  m o d e l o w a n e g o  s y s t e m u ,  a  s z c z e g ó l ­

n i e  o d  s t o p n i a  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  i j  ( J O .  Z e  w z r o s t e m  ( A )  

r o ś n i e  b o w i e m  ś r e d n i a  d ł u g o ś ć  k o l e j k i ,  w z r a s t a  k o r e l a c j a  p o m i ę d z y  p o s z ­

c z e g ó l n y m i  r e a l i z a c j a m i  b a d a n y c h  z m i e n n y c h  l o s o w y c h ,  a  w i ę c  u z y s k a n i e  z a ­

ł o ż o n y c h  p r z e d z i a ł ó w  u f n o ś c i  d l a  p o s z u k i w a n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  s y s t e m u  m a ­

s o w e j  o b s ł u g i  w y m a g a  i s t o t n e g o  w y d ł u ż e n i a  s t o s o w a n y c h  c i ą g ó w  s y m u l a c y j ­

n y c h .

W t a b e l i  I I I . 8 a  p o d a n o  w  ś l a d  z a  [ h E I D  8 0 ]  m i n i m a l n ą  l i c z b ę  o b s ł u g  1 ,  k t ó ­

r ą  n a l e ż y  z a s y m u l o w a ć  d l a  u z y s k a n i a  z  p o z i o m e m  u f n o ś c i  90%  p r z e d z i a ł u  u f ­

n o ś c i  r ó w n e g o  1 0 %  w a r t o ś c i  E ( u > )  ,  p r z y  o k r e ś l a n i u  ś r e d n i e g o  c z a s u  o c z e k i ­

w a n i a  w  s y s t e m i e  M/M/1,  p r z y  r ó ż n y c h  w a r t o ś c i a c h  s t o p n i a  w y k o r z y s t a n i a  

s y s t e m u  1J ( A )  =  p  .

T a b e l a  I I I . 8 a

M i n i m a l n a  l i c z b a  o b s ł u g  p o z w a l a j ą c a  n a  o k r e ś l e n i e  
n a  p o z i o m i e  u f n o ś c i  90%  ś r e d n i e g o  c z a s u  o c z e k i w a n i a  

z  p r z e d z i a ł e m  u f n o ś c i  1 0 %  w a r t o ś c i  ś r e d n i e j  > [ H E I D  8 0  j
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P 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 0 . 9 5 0 . 9 9

E ( W ) 0 . 1 1 0 . 2 5 0 0 . 4 2 9 0 . 6 6 7 1 . 0 0 1 . 5 0 2 . 3 3 4 . 00 9 .00 1 9 . 0 9 9 . 0

1  [ t y s ] 8 . 2 0 6 . 0 2 5 . 8 3 6 . 4 3 7 . 8 5 1 0 . 6 0 1 6 . 7 0 3 3 . 4 1 2 9 4 5 5 1 0 4

W s p o m n i a n e  w  p u n k c i e  I I I . 2  m e t o d y  s y m u l a c j i ,  w y k o r z y s t u j ą c e  w ł a s n o ś c i  

p r o c e s ó w  r e g e n e r u j ą c y c h  s i ę ,  r ó w n i e ż  n i e  p o z w a l a j ą  n a  w y e l i m i n o w a n i e  t e g o  

z j a w i s k a  j a k o  ż e  z e  w z r o s t e m  ^ ( A )  r o ś n i e  t a k ż e  ś r e d n i a  l i c z b a  z g ł o s z e ń  

o b s ł u g i w a n y c h  w  c i ą g u  p o j e d y n c z e g o  o k r e s u  c z y n n e g o .

Z j a w i s k o  t o  z i l u s t r u j e m y  d a n y m i  d o t y c z ą c y m i  s y s t e m u  M / M / 1 .  W [ C R A N  7 4 ]  

p o d a n o ,  i ż  s z a c u j ą c  ś r e d n i  c z a s  o c z e k i w a n i a  w  t y m  p r o s t y m  s y s t e m i e  m a s o ­

w e j  o b s ł u g i  p r z y  u ż y c i u  10  000  o k r e s ó w  c z y n n y c h ,  w  z a k r e s i e  z m i e n n o ś c i  

^ ( A ) * ( 0 . 3 ,  0 . 5 )  ( p r z y  E ( b )  »  1 ) ,  u z y s k a n o  n a  p o z i o m i e  u f n o ś c i  0 . 9 8  p r z e ­

d z i a ł  u f n o ś c i  w y n o s z ą c y  o k o ł o  1 9 %  d o k ł a d n e j  w a r t o ś c i  p o s z u k i w a n e j  c h a r a k ­

t e r y s t y k i .
P o n i e w a ż  j e d n a k  w a r t o ś ć  o c z e k i w a n a  l i c z b y  z g ł o s z e ń  o b s ł u ż o n y c h  w  o k r e ­

s i e  c z y n n y m ® ( A )  o k r e ś l o n a  j e s t  z a l e ż n o ś c i ą  ( I I I . 2 . 4 ) ,  w i ę c  k o r z y s t a j ą c  

z e  z n a n y c h  w y n i k ó w  a n a l i z y  s y s t e m u  M / M / 1  o t r z y m u j e m y «

9 ( x )  ~ 1- - f W  ~ 1 -  A E ( b ) ’  ( H I * 5« 1)

T a b e l a  I I I . 8 b  i l u s t r u j e  p r z e b i e g  f u n k c j i  8  ( X )  p r z y  E ( b )  =» 1 .

U z y s k a n i e  j e d n a k o w e g o  b ł ę d u  w z g l ę d n e g o  w y m a g a ł o  w i ę c  w  c y t o w a n e j  p r a c y  

p r z y  A  =  0 . 5  n a k ł a d u  o b l i c z e n i o w e g o  1 . 4 - k r o t n e g o  w y ż s z e g o  a n i ż e l i  p r z y  

A  =  0 . 3  i  w y n o s z ą c e g o  o k o ł o  2 0  0 0 0  o b s ł u g .  Z a m o d e l o w a n i e  1 0  0 0 0  o k r e s ó w  

c z y n n y c h  p r z y  ^ ( A )  ■  0 . 8  w y m a g a ł o b y  j u ż  o k o ł o  5 0  000  o b s ł u g .
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T a b e l a  I I I . 8 b

Z a l e ż n o ś ć  ś r e d n i e j  l i c z b j r  z g ł o s z e ń  w  o k r e s i e  c z y n n y m

A .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .95 .98
e ( » ) 1.11 1.25 1.43 1 . 6 7 2 . 0 0 2 . 5 0 3.33 5 . 0 0 10.00 2 0 . 0 0 50.00

J e s z c z e  g o r z e j  p r z e d s t a w i a  s i ę  s y t u a c j a  w  p r z y p a d k u  s y s t e m ó w  w i e l o k a ­
n a ł o w y c h  M / M / n ,  d l a  k t ó r y c h  z a c h o d z i ł

© U )
n  <

■ 2 ł r
i = 0

n  ( £ )n v n '
ńT

n + 1

T T
n

( I I I .  5 . 2 )

g d z i e  ę  «  A  E ( b ) .

P r z y t o c z o n e  p r z y k ł a d y  w s k a z u j ą  j e d n o z n a c z n i e  n a  d u ż y  n a k ł a d  c z a s u  m a ­

s z y n o w e g o  n i e z b ę d n y  d l a  u z y s k a n i a  w y n i k ó w  w  o p a r c i u  o  m o d e l o w a n i e  c y f r o w e  
w  o d n i e s i e n i u  d o  j e d n e g o  z e s t a w u  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u .

T a k  w y s o k a  p r a c o c h ł o n n o ś ć  s t a w i a  p o d  z n a k i e m  z a p y t a n i a  m o ż l i w o ś ć  e f e k t y w ­

n e g o  w y k o r z y s t a n i a  m o d e l o w a n i a  c y f r o w e g o  j a k o  n a r z ę d z i a  d l a  p r o j e k t o w a n i a  

s y s t e m ó w  m a s o w e j  o b s ł u g i ,  p o l e g a j ą c e g o  n a  d o b o r z e  z e s t a w u  p a r a m e t r ó w ,  p r z y  

k t ó r y c h  c h a r a k t e r y s t y k i  s y s t e m u  s p e ł n i a j ą  p e w n e  z a d a n e  w a r u n k i .

P r z y k ł a d a m i  t a k i c h  z a d a ń  p r o j e k t o w a n i a  m o g ą  b y ć  ( d l a  z a ł o ż o n e j  p o s t a ­
c i  z a l e ż n o ś c i  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a ) i

-  d o b ó r  m a k s y m a l n e j  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń ,  p r z y  k t ó r e j  s t o ­

p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  n i e  p r z e k r a c z a  p e w n e j  w a r t o ś c i
( p r z y  o k r e ś l o n e j  m o c y  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i ) ,

-  d o b ó r  m i n i m a l n e j  m o c y  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i ,  p r z y  k t ó r e j  s t o p i e ń  w y k o r z y ­

s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  n i e  p r z e k r a c z a  p e w n e j  w a r t o ś c i  ( p r z y  o k r e ś l o ­
n e j  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń ) ,

-  d o b ó r  r e g u l a m i n u  o b s ł u g i  c e c h u j ą c e g o  s i ę  m a k s y m a l n ą  i n t e n s y w n o ś c i ą  g r a ­

n i c z n ą  ( p r z y  o k r e ś l e n i u  p e w n e g o  z b i o r u  r o z p a t r y w a n y c h  r e g u l a m i n ó w  o b ­
s ł u g i ) .

R o z w i ą z a n i e  k a ż d e g o  z  t y c h  z a d a ń  w  o p a r c i u  o  m o d e l o w a n i e  c y f r o w e  w y m a ­

g a  p r z e b a d a n i e  w i e l u  w a r i a n t ó w ,  w  t y m  c z ę s t o  r ó w n i e ż  w a r i a n t ó w  c e c h u j ą ­

c y c h  s i ę  s t o s u n k o w o  w y s o k i m  s t o p n i e m  w y k o r z y s t a n i a  s y s t e m u  ( j a k  t o  w i d a ć  

n p .  z  r y s • I I . 3 - I I . 5 ,  s t o p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  s y s t e m u  m o ż e  g w a ł t o w n i e  w z r o s ­
n ą ć  n a w e t  p r z y  n i e w i e l k i c h  z m i a n a c h  p a r a m e t r ó w  s y s t e m u ) .

O c z y w i ś c i e  o d p o w i e d n i  d o b ó r  p r o c e d u r  o p t y m a l i z a c j i  c z y  t e ż  z a s t o s o w a ­

n i e  m e t o d  p l a n o w a n i a  e k s p e r y m e n t u  m o ż e  z m n i e j s z y ć  l i c z b ę  r o z p a t r y w a n y c h  

w a r i a n t ó w ,  n a t o m i a s t  u ż y c i e  i d e n t y c z n y c h  c i ą g ó w  l i c z b  l o s o w y c h  w  p r z y p a d ­

k u  p o r ó w n y w a n i a  w a r i a n t ó w  a l t e r n a t y w n y c h  m o ż e  z m n i e j s z y ć  ł ą c z n y  c z a s  s y ­
m u l a c j i  n i e z b ę d n y  d l a  u z y s k a n i a  w y m a g a n e j  d o k ł a d n o ś c i .

Środki t e ,  k tó r y ch  d o k ła d n ie js z e  omówienie wykracza poza ramy n i n i e j ­

szej p ra cy ,  n ie  zapew n ia ją  jednak radyka ln ego  ob n iż e n ia  p racoch łon n ośc i  

związanej z rozw iązan iem  zadań p ro jek tow a n ia .
Istotnym krokiem naprzód może na tom iast być , jak  s i ę  w yda je ,  za s to s o ­

wanie tzw . metod kombinowanych, t j .  łą c z ą c y c h  modelowanie c y frow e  z wyko­

rzystaniem pewnych, uproszczonych  r o zw ią za ń  a n a l i t y c z n y c h .  Omówienie s z e ­

regu t a k ic h  metod, p o zw a la ją cy ch  na znaczne z m n ie js z e n ie  nakładów o b l i ­

czeniowych zw iązanych z wyznaczaniem ch a ra k te rys tyk  systemów, z a w ie r a ją

p r a c e  [ P U G A 7 3 ] ,  [ L A V E  7 9 B ] ,  [ H E I D  8 0 ] .
W n i n i e j s z y m  p u n k c i e  p r z e d s t a w i m y  k o n c e p c j ę  w y k o r z y s t a n i a  d o  r o z w i ą z y ­

w a n i a  n i e k t ó r y c h  z a d a ń  p o w s t a j ą c y c h  p ’ - z y  p i s ' ' e k t o w a n i u  s y s t e m ó w  W A D  z  d o ­

w o l n y m  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i ,  u z y s k a n y c h  w  s p o s ó b  o m ó w i o n y  w  r o z d z i a l e  I I  

r o z w i ą z a ń  a n a l i t y c z n y c h ,  d o t y c z ą c y c h  s y s ' t e m u  " ' A D  z  i d e n t y c z n ą  j a k  w  p r o ­

j e k t o w a n y m  s y s t e m i e  p c p t a c i ą  z a l e ż n o ś c i  c z a s ’ ,  o b s ł u g . 4 o d  c z a s u  ' ' c - e k i w a -  

n i a  i  n a t u r a l n y m  r e g u l a m i c e m  o b s ł u g i .  P r o p o n o w a n ą  r e t o d ^  e m ć w i t j y  a  p r z y ­

k ł a d z i e  r o z w i ą z y w a n i a  j e d n e g o  ł  z a d a ń  p r o j e k t o w a n i a ,  + J .  *r*ri  a c h a n i a  m r -  

k s y m a l n e j  i n t e n s y w n o ś c i  s t r u m i e n i a  z g ł o s z e ń  p r z >  k t ' - / e j  a y s t e m  o s i ą g a

z a d a n y  s t o p i e ń  w y k o r z y s t a n i a  of .
N i e c h  b ę d z i e  d a n y  j e d n o k a n a ł o w y  s y s t e m  p o d s t » . ; o w y  z  l e r u y m  r e g u l a m i n e m

o b s ł u g i  J {  t a k i ,  ż e y * ( X )  j e j t  n i e m a l e j ą c ą  f u n k c j ą  A .

Z a ł o ż e n i e  t o  j e s t  s p e ł n i o n e  n p . ,  g d y  z a c h o d z i ł

E ( b i )  = £  E ( b . + 1 ) ,  i = 0 , 1 ....................... J - 1 . ( I I I . 5 . : )

P r z y j m i e m y ,  ż e  p o t r a f i m y  z a m o d e l o w a ć  r o z p a t r y w a n y  s y s t e r . .  a  w  & 7 . c z e g ó l n o -  

ś c i ,  ż e  p o t r a f i m y  o k r e ś l i ć  d l a  k a ż d e g o  A <■ p r z e d z i a ł  [^"(A), y + ( & ) J  ,  

d o  k t ó r e g o  z  w y m a g a n y m  p o z i o m e m  u f n o ś c i  ^  n a l e ż y  w a r t o ś ć  s t o p n i a  w y k o ­

r z y s t a n i a  s t a n o w i s k a  o b s ł u g i  ^  ( A ) .
O z n a c z m y  w a r t o ś ć  o c z e k i w a n ą  t e g o  p a r a m e t r u  p r z e z  l | ł ( A ) .  Z g o d n i e  r  r e g a ł a n i  

o m a w i a n y m i  w  r o z d z i a l e  I I  p o t r a f i m y  t e ż  w y z n a c z y ć  d l a  k a i d e g o  - A -  <  T y j p 0  

w a r t o ś ć  ^
D l a  z n a l e z i e n i a  o s z a c o w a n i a  - A . ^  w a r t o ś c i  - A . . .  p r o p o n u j e  s i ę  u ż y c i e  n a s t ę -  

p u j ą c e g o  a l g o r y t m u «

A l g o r y t m  1

i )  P r z y j ą ć  p e w n ą  w a r t o ś ć  A 0  <  A . j  <  T p  i  w y z n a c z y ć  na d r o d z e  s y m u l a c y j ­

n e j  ^ ( A 0 ) ,  ^  ( A - ) ) .
i i )  S tosu jąc  podane w r o z d z i a l e  I I  metody wyznaczyć w a r to ś c i  oraz

t a k i e ,  ż e :

^ F I F O ^ o z ^

'VpiFO^Iz5

( I I I . r> . 4 )

( I I I .  5. . )
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i i i )  Zna leźć  w ar to ść  y ,  s p e łn ia ją c ą  rów nan ie :

? F I F O ^  a0f '

i v )  Wyznaczyć oszacowanie A ^  j a k o :

A  = 
<* ” 1 z - A,

( I I I . 5.6)

( I I I . 5.7)

A lgorytm  1 bazu je  na l in iowym  p r z e k s z t a łc e n iu  krzywej j ( ^ )  i  prowadziłby 

do dokładnego o k r e ś l e n ia  w a r t o ś c i  A ^  w przypadku, gdyby ^ oraz

? p ip 0( ^ )  b y ły  funkc jam i l in io w ym i o znanych d ok ładn ie  w a r to ś c ia c h .

Zastosowanie  a lgorytm u 1 wymaga, w przypadku ogólnym,zamodelowania roz­

patrywanego systemu d la  dwóch zestawów parametrów. P rzy jm u jąc  A »  0 (a 

w ięc  X oz = 0 ) możemy użyć te g o  a lgorytm u w o p a rc iu  o wynik modelowania 

d la  jedn ego  zestawu parametrów. P rzy jm u jąc  oę = 1 możemy uzyskać oszacowa­
n ie  w yd a jn o śc i  g r a n i c z n e j .

Rozpatrzmy b łą d  oszacowania  
Na b łąd  ten  s k ła d a ją  s i ę :

-  b łą d  w yn ik a ją cy  z n i e l i n i o w o ś c i  fu n k c j i  o ra z  ^ P jj,q( ^ ) ,

-  b łą d  w o k r e ś le n iu  na drodze  modelowania c y f r o w eg o ,  w a r t o ś c i  ,9* (^ '0 )  oraz

-  b łąd  w r o zw ią za n iu  równań ( I I I . 5 . 4 ) ,  ( I I I . 5 .5 )  o raz  ( I I I . 5 . 6 ) ,  które wy­
maga u ży c ia  metod numerycznych.

Omówimy k o l e jn o  t e  t r z y  s k ła d n ik i  b łędu  e ,
» lj> ( A )  =  ^ ) ( A )  =  ^ ( A ) .

J e ż e l i ,pj?l( A )  o ra z '

A ° T  A c<

Na w s tę p ie  założymy, że  “|J)+(JI)»

! ? * p i f o w
j ( * )  są s i l n i e  n i e l i n i o w e .  

Zauważmy, że p rz y  s p e łn ie n iu  warunku:

V

są funkcjam i n ie m a łe ją c y m i , to  fu n k c je  ? / * ) »

0 & P I P O ^ ^ ] .  • & , » > ]

* = * o z x 0

/

( I I I . 5 .8 )

g d z i e  A s p e łn ia  rów nan ie :

zachodzi:

? P I P 0 ^ ?  O Z ^  o > .

oę>V A 1) K<0}' ( I I I . 5.9)
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wówczas uzyskać o s za -a w ięc  w s z c z e g ó ln o ś c i  p r z y j ę c i e  of = 1 pozw a la łoby  

cowanie od dołu w yda jnośc i  g ra n ic z n e j  systemu.
W takim przypadku ce lowe  j e s t  i t e ra c .y jn e  pow tarzan ie  o b l i c z e ń  podanych 

N a le ży  p rz y  tym ro zp oc zą ć  od »  0 o ra z  m ałe j w a r to ś c i  
" ( 1)

a lg o r y tm ie  1 .
%, d la  u zyskan ia  pewnego o s z a c o w a n ia A V ; , a n a s tęp n ie  p r z y ją ć

f i )  V  \
i  wyznaczyć k o l e jn e  oszacowan i e  A  . Ze względu na

A 0  =  V  
( I I I . 5 . 9)

oraz ch a ra k te r  fu n k c j i  W  i t e r a c j e  t e  są asym p to tyczn ie  z b ie żn e  do do­

kładnego r o zw ią za n ia .
Prowadzone badania p o z w o l i ł y  na s tw ie r d z e n ie ,  i ż  za le żn o ś ć  1 1 1 . 5 . 8  

j e s t  typowa d la  systemów WAD z rosnącym w fu n k c j i  czasu  oczek iw an ia  śred­

nim czasem o b s łu g i .  Niemniej- jednak n ie  ma m o ż l iw o śc i  sprawdzen ia  czy  za ­

chodz i ona d la  konkretnego rozpatrywanego  regulaminu o b s łu g i ,  

każdym pi'z-ypa.uk.u u. —  -------
rft  i ) '

Stąd t e ż  w

rzypadku kon ieczn e  j e s t  dodatkowe zamodelowanie systemu przy  

i  spraw dzen ie ,  że  i s t o t n i e  w a r to ść ) j e s t  w y s ta r c z a ją co

b l i s k a  oę .
B iorąc  pod uwagę l in io w y  ch a ra k te r  p r z e k s z t a ł c e n ia  zastosowanego w a l ­

gory tm ie  1 można o czek iw ać ,  i ż  b łąd  e ^  b ę d z ie  tym w ięk s zy ,  im s i l n i e j s z a  

b ę d z ie  n i e l i n i o w o ś ć  fu n k c j i  ^ ( A )  o ra z  17 p j p g ( A ) .
Stąd t e ż  na zm n ie js z e n ie  b łędu  oszacowania  powinno wpłynąć w y k o rzys ta ­

n ie  r e l a c j i :

i  odwo łan ie  s i ę  do podobieństwa f u n k c j i ^ ^ A )  

a lgorytmu 2 .

M f l o r j f t m  , 2  

i )  P r z y ją ć  pewne w a r to ś c i  <  A 

ne j l|>(A0) ,  ^ ( ^ ^  

i i )  S tosu jąc  podane

i ^ p i p o O ) *  a  w i « c  u ż y c i e

’ 1
T jj i  wyznaczyć na drodze  sym ulacy j-

r o z d z i a l e  I I  metody wyznaczyć w a r to ś c i  % oraz

r 1 r t a k i e ,  ż e :

7*PIPO<',5Vo r ) =

7*FIF0( ^ 1 r ' ■ty ( & . , ) .

( I I I . 5 .10 )

( I I I . 5 .11 )

i i i )  Zna leźć  w ar to ść  x s p e łn ia ją c ą  równanie :

x ^  PIPO ^1r + "Xj"
^ 1 r  ~ ^ o r = <*. ( I I I . 5.12)
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i v )  Przyjąć oszacowanie _ŻL. jako«

- V  x* ( I I I . 5 . 1 3 )

P r z y  s t o s o w a n i u  a l g o r y t m u  2  z a c h o d z e n i e  r e l a c j i  ( I I I . 5 . 9 )  z a p e w n i a  s p e ł ­
n i e n i e  w a r u n k u «

V

*0 6[ ° ’ TR] a a ( I I I . 5 . 1 4 )

g d z i e  & o p  s p e ł n i a  r ó w n a n i e :

7 * P I P 0 ^ o r )  " 7 ^ 0 ^

Z a r ó w n o  p r z y  s t o s o w a n i u  a l g o r y t m u  1 j a k  i  a l g o r y t m u  2  n i e  j e s t  m o ż l i w e ,
o g ó l n i e  r z e c z  b i o r ą c ,  o k r e ś l e n i e  b ł ę d u  m e t o d y .

D l a  z i l u s t r o w a n i a  d o k ł a d n o ś c i  t y c h  m e t o d  z a m i e s z c z o n o  w y n i k i  t e s t ó w  p r o ­

w a d z o n y c h  p r z y  u ż y c i u  s y s t e m u  W A D  z e  z g ł o s z e n i a m i  n a p ł y w a j ą c y m i  s t r u m i e ­

n i e m  P o i s s o n a ,  z a l e ż n o ś c i ą  c z a s u  o b s ł u g i  o d  c z a s u  o c z e k i w a n i a  p o s t a c i
( I I I . 1 . 1 3 )  i  r e g u l a m i n e m  o b s ł u g i  L I P O .

W y d a j n o ś ć  g r a n i c z n ą  t a k i e g o  s y s t e m u  T L I { , 0  o k r e ś l a  ( p a t r z  t a b e l a  I I I . 1 )  
p i e r w i a s t e k  r ó w n a n i a «

x [ B s  +  ( B L ' B s )  « P ( - * B 8 ) J  -  1 . ( I I I . 5 . 1 5 )

n a t o m i a s t  j e d n o s t k o w y  c z a s  o b s ł u g i ,  z g o d n i e  z  a n a l i z ą  p o d a n ą  w  [ b U Z A  74J  ,  
m o ż n a  w y z n a c z y ć  j a k o «

*  ,  -  * B s  "  1 +  ” P ( - A B  )
? W A )  -  B s +  < B L - V  ■ g i 1 - M V V  ( I I I - 5 - 1 6 )

. »
T a b e l a  I I I .  9  z a w i e r a  w y n i k i  b a d a n i a  b ł ę d u  w z g l ę d n e g o  o s z a c o w a n i a  w y d a j n o -csiy.
s c i  g r a n i c z n e j  T ^ j ^ g  i  T j j . p Q  t a k i e g o  s y s t e m u ,  u z y s k a n e  p r z y  u ż y c i u  o d p o ­

w i e d n i o  a l g o r y t m ó w  1  i  2  ( j a k  z a z n a c z o n o  w y ż e j ,  w y m a g a  t o  p r z y j ę c i a  c f » 1 )  

p r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż *  >,Q =  0 ,  a  w i ę c  w  o p a r c i u  o  z n a j o m o ś ć  d o k ł a d n e j  w a r t o ­

ś c i  f u n k c j i  ■»2* ( A 1 )  w  j ś d n y m  p u n k c i e  S .  -  A . , .  P r z y j ę t o  r ó ż n e  w a r t o ś c i  A 1

o r a z  t r z y  r ó ż n e  w a r t o ś c i  s t o s u n k u  ^ r - ,  d e f i n i u j ą c e g o  c h a r a k t e r y s t y k ę  b a ­

d a n e g o  s y s t e m u .  D l a  p o r ó w n a n i a  p o d a n o  t e ż  b ł ą d  w z g l ę d n y  o s z a c o w a n i a  w y d a j ­

n o ś c i  g r a n i c z n e j  u z y s k i w a n y  w  o p a r c i a  o  t e  s a m e  i n f o r m a c j e  p r z y  p o t r a k t o ­

w a n i u  b a d a n e g o  s y s t e m u  j a k o  s y s t e m u  z a c h o w u j ą c e g o  p r a c ę ,  a  w i ę c  o s z a c o w a ­
n i e  o  p o s t a c i «

c  1

T l i ? 0  "
( I I I . 5.17)
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Tabela I I I . 9

Bład wze lędny oszacowania w yd a jn o śc i  g r a n ic z n e j .
A -  a lgo ry tm  1, 3 -  a lgory tm  2, C -  a n a lo g ia  <ło systemu k la syc zn ego .

bs« o . o 3  Tjs.1 2 . e 96

OOnco
P3 5 TR=1 3.181 Bs“ 0 .0 7 Tv =1 

0  *
2.064

T2 A B C A B c A B C

0.05 -22 .46 -21 .74 158.35 -24 .13 -23 .09 51.65 -17.11 - 16 .06 18.37

0.10 -22.45 -20 .98 157.98 -24 .12 -22 .03 51.39 -17 .10 - 1 5 . 0 3 18.24

0.15 -22 .44 -20 .20 157.33 -24 .09 -20 .95 50.94 -17.07 -14 .02 1 8 . 0 1

0.20 -22 .40 -19 .38 156.34 -24 .02 -19 .85 50.29 -17.01 -13 .03 17.69

0.25 -22 .32 -18 .52 154.99 -23 .29 -18 .73 49.43 -16 .90 - 1 2 .06 17.27

0.30 -22.20 -17.63 153.22 -23 .69 -17 .60 48.35 -16.75 -11 .10 16.76

0.35 -21 .99 -16 .69 150.97 -23.36 -16 .44 47.02 - 1 6 .<19 -10.17 1 6 . 1 6

0.40 -21.68 -15 .72 148.16 -22 .89 -15 .26 45.44 -16.15 -9 .26 15.46

0.45 -21 .22 -14 .70 144.71 -22.25 -14 .06 43.58 -15 .70 -8 .37 14.67

0.50 -20 .56 -13 .63 140.51 -21 .40 -12 .85 41.44 -15 .12 -7 .50 13.79

0.55 -19.67 -12 .52 135.43 -20.31 -11 .62 39.00 -14 .38 -6 .65 12.81

0.60 -18 .50 -11 .35 129.32 -18 .96 -10 .38 36.23 -13 .48 -5 .83 11.74

0.65 -17 .02 -10 .14 121.96 -17.35 -9.11 33.12 -12.41 -5 .02 10.58

0.70 -15 .23 -8 .87 113.11 -15 .48 -7 .84 29.65 -11.15 -4 .24 9.33

0.75 -13.15 -7 .54 102.44 -13 .36 -6 .55 25.79 -9.71 -3 .48 7.99

0.80 -10 .82 - 6 . 1 5 89.52 -11 .02 -5 .26 21.54 -8 .09 -2 .74 6.56

0.85 -8 .29 -4.71 73.77 -8 .49 -3 .95 16.85 -6 .30 -2 .02 5.05

0.90 -5.61 -3 .20 54.42 -5 .79 -2 .64 11.72 -4 .35 -1 .33 3.45

0.95 -2 .83 -1 .63 30.36 -2 .95 -1 .32 6.11 -2 .24 -0 ,65 1.77

0.975 -1 .42 -0 .82 16.09 -1 .49 -0 .66 3.12 -1 .14 -0 .32 0.89

Jes t  to  odpow iedn ik  oszacow an ia ,  k tó r e g o  dokładność bada liśmy w punkcie

I I I . 5 . a w o d n ie s ie n iu  do regulaminu n a tu ra ln ego .
Zastosowanie  obu podanych a lgorytmów p ro w a d z i ło  w rozpatrywanym p r z y ­

padku do oszacowan ia  od do łu  w yda jn ośc i  g r a n ic z n e j  i  to  oszacowania s t o ­

sunkowo dok ładnego. Zgodnie z oczek iwan iam i a lgo ry tm  2 d o s ta r c z a ł  wyn ik i  

obarczone mniejszym błędem. Błąd oszacowania  m ala ł  te ż  w m iarę  zw ięk sza ­

n ia  w a r t o ś c i  &|. ^
W t a b e l i  I I I . 10 z i lu s t row a n o  wpływ doboru w a r to ś c i  & na b łąd  os za co ­

wania w yda jn ośc i  g ra n ic z n e j  według a lgorytmu 2. Jak w idać ,  w przypadku 

z a ło ż e n ia  dok ładnej zna jom ośc i  w a r to ś c i  o ra z  ^ * (9 » . , ) ,  oszacowanie

j e s t  tym d o k ła d n ie js z e  im m n ie js za  j e s t  w ar to ść  r ó ż n ic y  A  =
Wyniki zam ieszczone w ta b e la c h  I I I . 9 o ra z  I I I .  10 d o t y c z y ł y  gę = 1, a

w ię c  przypadku, gdy w artość  r ó ż n ic y  6  = oę - A r )^ (& )  b y ła  na jw iększa .
Błąd oszacowania  w a r to ś c i  p rzy  oc <  1 j e s t  zawsze m n ie js zy  i  m a le je  ze

zm nie jszen iem  w a r to ś c i  cf. P raw id łowość  t ę  i l u s t r u j e  t a b e la  I I I .  11, za w ie -
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Tabela III.10
Błąd względny oszacowania wydajności granicznej przy użyciu algorytmu 2 

Jl0 = &.J - A ;  =» 0 .1 . Wartości T jj jak w ta b e li I I I . 9.
Wyniki podano w procentach wartości ś c is łe j

*1
Bs - 
= 0.03

Bs - 
= 0.05

BS =
= 0.07 BS = 0.G5

A  = 0.05 Tjj
A a
0.1 TR

A=
0.2 Ts

A=
0.3 T j

A=
0.4 TR

A=
° - 5 TX

A =
0.6 1,

0.05 -21.74 -23.09 - 16 .0 6 - 2 3 .0 9 -23.09 - 2 3 .0 9 -23.09 -23.09 -23.09
0.10 -20.31 -21.09 -14.11 - 2 2 .0 3 -22.03 - 2 2 .0 3 -22.03 -22.03 - 22.03
0.15 -18.88 -19.14 -12.32 - 20 .0 5 -20.95 - 20 .9 5 -20.95 -20.95 -20.95
0.20 -17.45 -17.25 -10,63 -18.14 -19,85 -19,85 -19.85 -19.85 -19.85
0.25 - 16 .0 2 -15.43 -9,20 -ł6 .28 -17.93 -18.73 -18.73 -18.73 -18.73

0.30 -14.59 -13.69 -7.85 -14.50 -16.08 -17.60 -17.60 -17.60 -17.60
0.35 -13.17 -12.02 -6.64 -12.79 -14.29 -15.74 -16.44 -16.44 -16.44
0.40 -11.77 -10.43 -5.55 -11.10 -12.58 -13.95 -15.26 -15.26 -15.26
0.45 -10.39 -8.93 -4.58 -9.62 -10.95 -12.23 -13.47 -14.07 -14.04
0.50 -9.03 -7.53 -3.73 -8.17 -9.40 -10,60 -11.75 -12.85 -12.85

0.55 -7.72 -6.23 -2.88 -6.82 -7.95 -9.05 -10.11 -11.13 - 1 1 .6 2
0.60 -6.45 -5.04 -2.33 -5.57 -6.60 -7.60 -8.56 -9.49 -10.38
0.65 -5.24 -3.96 -1.77 -4.43 -5.35 -6.24 -7.11 -7.93 -8.73
0.70 -4.11 -3.00 - 1 .3 0 -3.41 -4.21 -4.99 -5.75 -6.47 -7.17
0.75 -3.07 - 2 .1 6 -0.91 -2.51 -3.19 -3.85 -4.49 -5.11 -5.71

0.80 -2.15 -1.45 -0.59 -1.74 -2.29 -2.83 -3.35 -3.86 -4.34
0.85 -1.35 -0.88 -0.35 -1.09 -1.52 -1.92 -2.33 -2.71 -3.08
0.90 -0.71 -0.44 -0.17 -0.59 -0.87 -1.15 -1.42 -1.69 -1.94
0.95 -0.25 -0.15 —0.06 -0.22 -0.37 -0.51 -0.65 -0.78 -0.91
0.975 -0.1 -0.06 -0.02 -0.09 -0.17 -0.24 -0.31 -0.37 -0.44

ra jąca  błąd względny oszacowania A ^  w oparciu o algorytm 2 przy różnych 
wartościach «?.
W dotychczasowych rozważaniach zakładaliśmy precyzyjną znajomość wartości 
• ^ O 0) oraz ) ,  co je e t  oczyw iście nieosiągalne na drodze modelowania
cyfrowego. W rzeczyw istośc i będziemy m ie li do dyspozycji jedynie informa­
c je , że na poziomie u fn o śc ią  zachodzi (X Q) € [$>- (&0) > “ty +CA03  >
■?jj(& i)« |t|>“ (A i ) ,  (z  wyjątkiem przypadku gdy =7 *  (A,Q) = O).
Ba podstawie tych danych możemy wyznaczyć błąd wnoszony przez niedokładną 
znajomość wartości oraz
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Tabela III.11

Błąd względny oszacowania wartości A ^ p rz y  użyciu algorytmu 2 
qr=7 *(A1)A1 + <?, Bs -  0.05, BL = 0.1, a  = 0.1 Tj>

h
c?= 0.1 0=  0.2 ó = 0 .3 <y = 0.4

* * O £
 

—x
1 > O U

L
a

. <11c
fnO O U 0 W  A *0  -  0

0.05 -0.11 -0.11 -0.80 -0.80 -2 .‘ 57 -2.57 -5.54 -5.54

0.10 -0.18 -0.18 -1.04 -1.04 -3.03 -3.03 -6.08 -6.08

0.15 -0.27 -0.22 -1.31 -1.15 -3.47 -3.14 -6.56 -6.34

0.20 -0.38 - 0 .2 6 -1.60' -1.24 -3.89 - 3 .1 0 -6.96 -5.92

0.25 -0.49 -0.30 -1.88 -1.31 -4.28 -3.21 -7.28 -5.75

0.30 - 0 .6 2 -o;33 *:2.10 -1.35 - 4 .6 1 -3.18 -7.52 -5.52

0.35 -0.75 - 0 .3 5 -2.43 -1.38 -4.89 - 3 .1 0 -7.69 - 5 .2 6

0.40 -0.89 -0.38 -2.67 -1.39 1 VJt • —k 0 - 3.0 0 -7.78 -4.96

0.45 -1.03 -0.39 -2.88 -1.37 - 5 .2 6 -2.86 -7.79 -4.63

0.50 - 1 . 1 6 -0.40 -3.04 -1.32 -5.35 -2.69 -7.72 -4.28

0.55 -1.27 -0.40 -3.17 -1.27 -5.38 -2.51 -7.60 -3.92

0.60 -1.36 -0,39 -3.24 -1.20 -5.34 -2.31 -7.41 -3.56

0.65 -1.43 -0.38 -3.27 -1.11 -5.24 -2.09 -7.16 -3.20

0.70 -1.48 -0.36 -3.25 -1.02 -5.09 -1.88 -6.85 -2.83

0.75 -1.49 -0.33 -3.18 -0.92 -4.88 -1.66 -6.50 -2.48

0.80 -1.48 - 0 .3 1 -3.07 -0.82 -4.63 -1.45 - -

0.85 -1.43 -0.27 -2.90 -0.71 - -

0.90 -1.36 -0.24 - - - -

0.95 - 1 .2 6 -0.21 - - - - “
0.975 - - — "

W szczególności dla 

* 1 z ’ A 1 z* że *

algorytmu 1 należy wyznaczyć wartości 9> £z ,

?P IP 0^oz^  ”  ^  « o >  

?PIP0^oz^ “  ^

7pip0®'ta^ = ^  

?PIP0^1z^ = V <'^1'>

( I I I . 5 .1 8 )^
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na podstawie których oraz rozwiązania

i — A

1 z Acz
(

'J0 _ 1 «/̂-1 *“ -
A o ę - \  * (

równania (III.5.6), określimy:

(111.5.19)

A1z“ \>z
( I I I . 5.20)

lż na poziomie ufności v wartość . 10- - 0 "a rtosc oszacowania A
Możemy więc powiedzieć, iż  .    "•“ -''■ę
wyznaczona przy znajomości dokładnych wartości ^ _ (A 0) i  V “ ie ś c i się 
w p rzedz ia le  ( A ‘ , A + ) .

W odniesieniu do^algorytmu 2 należy wyznaczyć ^ ó r ’ ^ V"’ ^1r tal£:ieżas

V FIFO^or^ = ^ ' ^ +(a’o )

?P IP0^or^  = ^  ^  ^o-* ,

»  + „ 1 +  ̂ I ( I I I . 5.21)
? P lP O ^ lr  = *4* ‘

7 * iP 0 ^ i r ) = ^  ^  ^ i 5

/ v ' .■ '■

na podstawie których należy zn a leźć  wartość x+ craz jr" jako rozwiązanie 
rówr.ań:

E ? f if o [* or 1
A 1

i

o

*1+r “  ^ o r l
*1

1

o

(111.5.22)

( I I I . 5.23)

<N)
W tym przypadku wartość oszacowania A ^  wyznaczona przy znajomości do-
kładnychj»artości ?jj(& 0) i  ^ _ (A 1) mieści s ię  na poziomie ufności % w prze­
d z ia le  (A+ = x+. A ^  = x " ) .  „

W ta b e li I I I .  12 przedstawiono wartości A  * ,  -A-” uzyskane przy użyciu
Cf oę

algorytmu 2. Jak widać-, uwzględnienie błędu określen ia wartości ĵj(^ )  po­
woduje is to tn y wzrost błędu oszacowania szczególn ie w przypadku małych 
w artości A  = A1 -  &Q.

u proponowan-
ywania

W obu proponowanych algorytmach zachodzi potrzeba numerycznego rozwią- 
ania równań n ielin iow ych . Ze względu na założen ie o niemalejącym cha-

V

raktersje funkcji->j* jpq(3,) , występujące we wszystkich tych równaniach, po­
siadają one jednoznaczne rozw iązanie, o i l e  tylko zachodzi:
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lub

* 1 z >  *oz  (111.5.24)

A ;r > * o r  ( I I I . 5.25)

Wynika stąd ograniczenie na minimalne wartości A = A- -  &G, których sto­
sowanie je s t  dopuszczalne.

Przy spełnieniu nierówności ( I I I . 5.24) względnie ( I I I . 5.25) znane me­
tody numeryczne zapewniają os iągn ięc ie  praktycznie dowolnie dużej dokład­
ności rozwiązania i  błąd wnoszony na tym etapie algorytmu może być pomi­
nięty.

W ten sposób omówiliśmy i  zilustrowaliśm y przykładami wyników nume­
rycznych wszystkie składowe błędu rozpaŁrywanego oszacowania. Dla jego 
praktycznego wykorzystania pozostaje określenie w artości, od której ro z ­
poczyna s ię  ana lizę .

Ze względu na konieczność zapewnienia, by oraz łatwość uzy­
skiwania dokładnych o s z a c o w a ń ) celowe je s t  przyjmowanie małych war­
tośc i początkowych
Ponieważ z reguły rozpatrywać będziemy regulaminy obsługi lepsze a n iże li 
regulamin naturalny, więc p rzy jęc ie  ^  = 0.6-0.8 TpTp0 powinno zapewnić 
stabilność systemu (w przypadkach wątpliwych należy stosować jeszcze mniej­
sze wartości ) .

W punkcie I I I .1  wyznaczono oszacowanie od góry wydajności granicznej 
systemu identycznego z systemem służącym do prowadzonych tu badań, przy 
Bg = 0 .0 5 , »  0.1 Cprzeskalowanego).

W tym miejscu, posługując s ię  algorytmem 2, podamy oszacowanie o,d dołu 
te j  w ie lkośc i. Tabela I I I . 12 zawiera wyniki uzyskane przy kilku różnych 
wartościach oraz dokładności wyznaczania w oparciu o modelowanie
badanego systemu w dwóch punktach.

Jak widać, uzyskane oszacowanie cechuje duża dokładność. Przedstawione 
wyżej tes ty  wykorzystywały wyniKi analityczne, dostępne wyłącznie dla n ie­
licznych przypadków specjalnych. Dla określenia przydatności zaproponowa­
nej metody w stosunku do innych systemów przedstawimy wyniki niektórych 
dalszych eksperymentów.
Dla potrzeb tych eksperymentów opracowane zostały programy symulacyjne u- 
możliw iające wyznaczanie wartości oczekiwanej oraz przedziału ufno­
ści na poziomie ufności 0.95. Dla wyznaczania przedziału ufności wartości 
oczekiwanej jednostkowego czasu obsługi na podstawie "k" kolejnych r e a l i ­
z a c ji oza3U obsługi wykorzystano metodę podziału wyników eksperymentu na 
b lok i, podaną w [GHOS 74], z uwzględnieniem wpływu skorelowania wyników.
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Rozpatrzmy jednokanałowy system obsługi z regulaminem LIPO, do którego 
zgłoszenia napływają strumieniem Poissona, przy założeniu zależności cza­
su obsługi od czasu oczekiwania postaci:

B (x M ) =
H(x-Bg) dla x «  D

Hrx-BL) dla x >  D
C I I I .5.26)

gdzie: Bg = 0.05, = d.1, D = 0.2.
Prz.y użyciu algorytmu 2 będziemy dla takiego systemu poszukiwali tak ie j
wartości intensywności strumienia zgłoszeń przy której jjjpq (A ^  =qp=0.8.

Przyjmijmy = 0, = TPIP0 = 10 *
Po zrealizowaniu 20 tys. obsług uzyskano prz.y X = 10:

.£(10) = 50.65*10"2, i/>+( 10) = 50.73*10-2 , $ “ (10) = 50.57#10-2 ,

co prowadzi do oszacowania

A  -  10. 98, A !  = 11. 06, A ~  = 10. 90. 
cf 0(

Przeprowadzenie eksperymentu symulacyjnego przy intensywności strumienia 
zgłoszeń Ą = 11 prowadziło, po wykonaniu 20 tys . obsług, do wartości

<tj>(11) = 56.05*10-2 , n j/(l1 ) =■ 56.16#10“ 2 , 4» “ (11) = 55.94*10-2 .

Przyjmując X 0 = 10» = 11 uzyskano kolejne oszacowanie

A^= 13.95 A ^ =  15.40 A ^  = 12.84.

Eksperyment symulacyjny przy 51 = 14 pozwolił uzyskać, po wykonaniu 
20 tys . obsług, wartości:

nj)( 14) = 73.57*10“ 2, <\]>+( 14) = 73.77#10-2 , = 73.76*10'2

natomiast uzyskane przy założeniu wartości * 1 1 ,  j = 14 oszacowania 
miały wartości:

A  - 14.83, A *  -  14.95, A " =  14.73.<* Of oę

Biorąc pod uwagę fak t, i ż  modelowanie rozpatrywanego systemu przy3, = 15 
prowadziło do wyników:

1|>(15) - 0.800, Ij>+(15) = 0.805, ij>~( 15) = 0.794,

& a 
cd e  <JEh +3 
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uzyskane w oparciu o wykonanie trzech, a nawet tylko dwóch eksperymentów 
symulacyjnych, wyniki można uważać za dobre. Zauważmy, że w rozpatrywany® 
systemie wydajność graniczna przekracza w sposób isto tny wartość

TFIF0’ skoro l i k / 1 * ̂  TFIF(P = a w i?° różn i s ię  on w sposób bardzo
s iln y  od systemu stanowiącego podstawę do oszacowań.

Biorąc pod uwagę brak jakichkolwiek wyników analitycznych w przypadku 
wielokanałowych systemów WAD, warto zastanowić s ię , czy uzyskane w roz­
d z ia le  I I  wyniki mogłyby w jakimś stopniu ułatw ić dobór parametrów rów­
nież i  w tym przypadku.

Problem oszacowania charakterystyk systemów wielokanałowych przy uży­
ciu odpowiednio dobranych systemów jednokanałowych doczekał s ię  wielu a- 
n a liz  (np. [ARJA 78] , [SOND 79] zawierające też informacje o wcześniej­
szych pracach), prowadząc na ogół do pewnych stochastycznych nierówności. 
Nie można przy tym zwykle ok reś lić  ś c is ło ś c i uzyskanych oszacowań. Bardzo 
bogaty i  wartościowy zb iór wyników badań symulacyjnych określających do­
kładność oszacowań omawianych w [ARJA 78] zawiera [lEHT 78] .

W szczególności badając szeroką klasę systemów typu G/G/n stwierdzono, 
że ich  charakterystyki można stosunkowo dobrze przyb liżać charakterysty- 
Kami systemów jednokanałowych o identycznym strumieniu zgłoszeń i  dystry- 
buancie czasu obsługi B (t ) = £ (n t ) ,  gdzie Ł ( t )  dystrybuanta czasu obsługi 
pojedynczego kanału obsługi. W szczególności stwierdzono, że czas oczeki­
wania w tak zdefiniowanym systemie jednokanałowym je s t  większy aniżęli 
czas oczekiwania w systemie wielokanłowym (stanowi to uogólnienie prawi­
dłowości zaobserwowanych dla systemów K/M/n i  omawianych w odniesieniu do 
wartości oczekiwanych, np. w (WĘGR 7 5 ]).

Tak więc w przypadku wielokanałowych systemów 7/ADzczasem obsługi ros­
nącym w funkcji czasu oczekiwania zadanym dystrybuantą warunkową £(x/ift) 
można s ię  spodziewać, że czas oczekiwaniaii)-n będzie nie większy an iżeli 
czas oczekiwania w systemie jednokanałowym o identycznym strumieniu zgło­
szeń i  regulaminie obsługi oraz dystrybuancie warunkowej czasu oczekiwa­
nia B(x/u>) = t(n x/a>).

W e fekcie  stopień wykorzystania systemu n-kanałowego nie powinien dla 
żadnej wartości intensywności strumienia zgłoszeń h  przewyższać stopnia 
wykorzystania zdefiniowanego wyżej systemu jednokanałowego, co uzyskało 
potwierdzenie w przeprowadzonych, wyrywkowych eksperymentach symulacyj­
nych.

Tym samym przy wykorzystaniu wskazanego wyżej sposobu konstrukcji sy­
stemu jednokanałowego można wyniki jego analizy wykorzystać dla uspraw­
nienia doboru intensywności strumienia zgłoszeń zgodnie z zaproponowanymi 
algorytmami, uzyskując (pod warunkiem spełn ien ia nierówności ( I I I . 5.8) 
względnie ( I I I . 5 .14 )) oszacowania od dołu poszukiwanych w artości, w tym 
też  wydajności gran icznej.

Nie analizu jąc szczegółowo dokładności metody w odniesieniu do syste­
mów wielokanałowych, zamieścimy przykład wskazujący, na opłacalność je j
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stosowania nawet w bardziej jeszcze rozbudowanych systemacłuNa rys . I I I .6 a  
przedstawiono schemat dwuetapowego systemu obsługi bez bufora pośrejiniego.

£ (x/ u r)

.- i*

© ------- 1TTTV

© ------- r TTlT>

Y l x / w ) ‘ S f 4 x / w ) H(x)

8(x/ur) »  H x / t a )

szczenią

dla U> 5 0.2
H(x) = H( x

dla D> > 0.2

*o^x) dla = 0

$ dla

W&Vo 0.2

J 2(x ) dla > O ro

H (x-0 .2 )
E(x/n>) = { , ^

1 H (x -0 .4 )

F( x/ll>)

l  ~
gdzie § 0( x ) ,  f ^ ( x ) ,  określone są, zgodnie z zależnościami ( IV .6.12)

i  (IV .6 .13 ), przy B8 * 0.05, BL = 0 . 1 , cę = 0.05

Wprowadzając, zgodnie z wyżej omówionymi zasadami, stanowisko jednoka­
nałowe na pierwszym etap ie, uzyskujemy system jak na rysunku I I I .6 b ,  któ­
ry  ■»•.aak to łatwo wykazać korzystając z metod redukcji dwuetapowych, po­
jedynczych systemów obsługi omawianych bardziej szczegółowo w rozdzia le  
IV -  je s t  równoważny pod względem wydajności systemowi przedstawionemu na

rys . I I I .6 c .
Jako podstawę do oszacowania stopnia wykorzystania systemu przedsta­

wionego na ry s . aj przy jęto  uproszczony wariant systemu jednostanowiskowe­
go o zależności czasu obsługi od czasu oczekiwania w postaci:
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B(x/-a>) Si P( x/v>) ,

( * i 0
B(x/to)

ł . , (x )  -H fx -0 .0 5 ) dla l » « 0 . 2

#2(x )  »  H (x -0 .1 ) dla U> >  0.2

zachowujący wartość wydajności gran icznej.

Zakładając, że w rozpatrywanym systemie dwuetapowym stosowany jes t re­
gulamin LIPO, postaramy s ię  wyznaczyć intensywność strumienia zgłoszeń, 
przy k tóre j stopień wykorzystani* stanowisk pierwszego etapu ( z  uwzględ­
nieniem blokowania) wynosić będzie ^ upgCA^) ■* Of = 84.4.

Modelowanie cyfrowe tego systemu przy X = 10 pozwoliło wyznaczyć:

+ (1 0 ) = 53.54 t +(10) -  53.61 <£-(10) = 53.48

a stąd, stosując algorytm 2 przy A 0 »  0 uzyskano oszacowanie A ^ «  10.24.
Ponieważ modelowanie cyfrowe przy 9, = 10.24 wykazało, i ż  uzyskana wartość 
A ^  była zdecydowanie zaniżona, p rzy ję to  a rb itra ln ie  A =  12.5, uzyskując

i f  (12 .5 ) -  68.22 ++(12 .5 ) -  68.36 <£"(12.5) = 68.10

a stąd, stosując algorytm 2 p rzyA _  -  10, A- »  12.5 uzyskano wartości_ U l
A  «  15.16 o ra zA ^  = 14.87, które okazały s ię  zaskakująco tra fne wobec 
wyników modelowania cyfrowego systemu przy A = 15, kiedy to

+  (15 ) -  84.37 ^ +(15) -  84.86 + “ (15 ) - 83.87

Dla ś c is ło ś c i należy dodać, i ż  dokładność prognozy n ie zależy w tym przy­
padku w sposób is to tn y od wyboru 9,^, ponieważ bardzo zb liżone wartości 
oszacowań uzyskano przy «  13, * 12»5, A., = 14.

Widzimy w ięc, i ż  przedstawiona metoda może is to tn ie  ułatwiać dobór pa­
rametrów nawet w przypadkach bardzie j złożonych a n iż e li jednokanałowe sy­
stemy obsługi.

Podstawą dla uzyskania oszacowań poszukiwanych parametrów je s t  w za­
proponowanej metodzie lin iow e odwzorowanie charakterystyk systemu WAD z 
regulaminem naturalnym. Można byłoby oczywiście podjąć próbę uogólnienia 
takiego sposobu postępowania na odwzorowanie n ielin iow e z wykorzystaniem 
klasycznych metod id en ty fik a c ji dla określania ich  parametrów, co wymaga­
łoby jednak zwiększenia lic zb y  eksperymentów niezbędnych dla określenia 
ta k ie j prognozy i  wobec zadowalających wyników zyskiwanych przy użyciu 
odwzorowania lin iowego n ie wydaje s ię  celowe.
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W analogiczny sposób, jak to omówiono wyżej w odniesieniu do doboru in ­
tensywności strumienia zgłoszeń, można też  realizować dobór mocy stanowi­
ska obsługi zapewniającej wymagany stopień jego wykorzystania. W celu za­
chowania ko le jnośc i eksperymentów zapewniających wzrost stopnia wykorzy­
stania stanowiska obsługi należy rozpoczynać je  od dużych wartości mocy 
stanowiska obsługi. Podobnie można też dobierać parametry systemu pod ką­
tem uzyskania właściwych wartości innych charakterystyk.

Specjalną ro lę  w projektowaniu systemów WAD odgrywa problematyka dobo­
ru regulaminu obsługi, a szczególn ie zagadnienie maksymalizacji na te j 
drodze wydajności gran icznej. Udowodnienie optymalności regulaminu obsłu­
gi z punktu widzenia maksymalizacji wydajności granicznej jest zwykle n ie­
możliwe nawet w przypadku najprostszych systemów WAD (problematyką tą za j-  
niemy a ię  bardzie j szczegółowo w następnym punkcie). Dostępne są jedynie 
pewne wskazania dla doboru regulaminu, przy czym w pełn i uzasadnione de­
cyzje w tym zakresie mogą być podjęte jedynie drogą bezpośredniego porów­
nania wydajności granicznych różnych, branych pod uwagę regulaminów ob­

sługi. 1
Ponieważ, Jak to wcześniej omawiano, wyznaczenie wydajności granicznej 

dla konkretnego regulaminu obsługi napotyka na znaczne trudności, cenna 
wydaje s ię  możliwość uzyskiwania dla szerok ie j klasy regulaminów obsługi 
oszacowania od dołu wydajności granicznej systemów WAD w oparciu o a lgo­

rytm 2 (lu b  algorytm 1 ).
W połączeniu z metodą szacowania wydajności granicznej od góry, zapre­

zentowaną w punkcie I I I . 2, uzyskuje s ię  możliwość stosunkowo dokładnego 
(ja k  to widać na przykładzie systemu z zależnością czasu obsługi od czasu 
oczekiwania zadaną wzorem ( I I I . 1 .13), dla którego oba te oszacowania zo­
sta ły  określone) wyznaczenia tego parametru kolejno dla różnych regulami­
nów obsługi i  wyboru najlepszego spośród nioh.

I I I . 6. Wskazania dla doboru regulaminu obsługi

Z zamieszczonych w niniejszym ro zd z ia le  rozważań wynika jednoznacznie, 
ie  warunki stab iln ośc i systemów WAD zależą w sposób is to tn y od przyjętego 
regulaminu obsługi. Hależy więc oczekiwać, i i  w praktyce często stawiane 
będzie pytanie o możliwość wskazania, dla pewnefeo rozpatrywanego systemu 
WAD, regulaminu obsługi charakteryzującego s ię  największą wydajnością gra- 
niozną. Problem ten zos ta ł po raz pierwszy postawiony w [BUZA 74] , w od­
n iesien iu  do rozpatrywanego tam prostego przypadku systemu z zależnością 
czasu obsługi od czasu oczekiwania określoną wzorem ( I I I . 1.13), dla któ­
rego w punkcie I I I .1 d  przytoczono wynikające z bezpośredniej analizy sy­
stemów nierówności, wskazująoe, który z rozpatrywanych dwóch regulaminów 
obsługi FlPOCłP), LlPOĈ ł1) je s t  lepszy, oraz jak należy dla tych regulami­
nów dobierać horyzont pregaozy <#*-(r e la c je  ( I I I .  1 .2 3 ) - ( I I I .  1 .2 5 )). W cyto­
wanej pracy wykazano, że n ie je s t  możliwe określen ie optymalnego reguła-



- 206 -

minu obsługi (p rzy zadanym poziomie in form acji o strumieniu zgłoszeń) przy 
użyciu programowania dynamicznego -  w szczególności na przykład n ie można 
wykazać, że przy braku prognozy optymalny je s t  regulamin LIFO.

Poniżej przedyskutujemy możliwość określenia wskazań dla doboru regu­
laminu obsługi w nieco ogólniejszym a n iż e li rozpatrywany w [BUZA 74] mo- 
delu, wykorzystując warunek wystarczający ergodyczności łańcucha Markowa 
określającego proces zmian stanu systemu w pewnych wybranych chwilach
czasu. Wnioski wynikające z tych rozważań w połączeniu z innymi prawidło­
wościami posłużą następnie do sformułowania pewnych, mających częściowo 
charakter heurystyczny, wskazań dla ogó ln ie jszych  pizypadków.

W szczególności rozważania rozpoczniemy od przedyskutowania przypadku 
systemu jednokanałowego ze zgłoszeniami napływającymi strumieniem Poisso- 
na (o  intensywności A ) i  za leżnością czasu obsługi od czasu oczekiwania 
postaci s

B(x/a>)
H (x-Bg) dla W «D ,

( I I I .  6.1)
H U -B ^  dla '№>D,

przy

Bg $ D ^ (B L-B8) ,

( I I I .  6.2)
B <  BT. s 1»

a) Proces zmian stanu systemu

Rozpatrzmy zdefiniowany zależnościami ( I I I . 6 .1 ) i  ( I I I . 6 .2 ) system w 
c h w ila c h ^ , i - 0 , 1 , . , .  następujących bezpośrednio po opuszczeniu stanowi­
ska obsługi przez kolejne zgłoszen ie.

Niech D{  ̂ oznacza zb ió r zgłoszeń oczekujących w k o le jce  w ch w ili ^ 
tak ich , których czas oczekiwania n ie przekroczył D, natomiast -  zbiór 
pozostałych zgłoszeń. Liczebności tych zbiorów oznaczymy odpowiednio przez 
^  i  U ..

Obsługę trwającą przez czas Bg nazywać będziemy "krótką", natomiast trwa­
jącą przez czas BL nazywać będziemy "d^ugą".

Ponieważ wszystkie zgłoszen ia  należące do zbioru są między sobą 
identyczne, więc sposób ich  uszeregowania n ie wpływa na wydajność systemu.

Regulamin obsługi powinien więc rozstrzygać:
i )  o rozpoczęciu  obsługi lub oczekiwaniu na napłyn ięcie nowego zgłosze­

nia (p rzy  n iepustej k o le jc e ),  
i i )  o wyborze do obsługi zgłoszen ia  ze zbioru lub 

i i i )  o uszeregowaniu zgłoszeń należących do
Ponieważ D ^  B^, więc wybór w chw ili do obsługi zgłoszen ia należą­

cego do zbioru U i  oznacza, i ż  wszystkie zgłoszen ia  należące do zbioru 
zostaną za liczone do zbioru U .

Z drugiej strony, niezależnie od zastosowanego regulaminu obsługi, co 
najwyżej

M • entier(^-) + 1 - sgn (Bg entier('j-) - d] (III.6.3)
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sgn(x)
1 gdy x »  0
0 gdy x <  0

spośród zgłoszeń należących do zbioru może uzyskać obsługę krótką, na­
tomiast pozostałe wymagają obsługi długiej.

Otwórzmy w każdej chwili £ ̂  zbiór <? ̂  o liczebności będący pod­
zbiorem Zaliczymy do niego te spośród zgłoszeń należących do któ­
re skorzystałyby zgodnie z obowiązującym regulaminem obsługi z obsługi 
krótkiej, gdyby założyć że począwszy od chwili obsługiwane są wyłącz­
nie zgłoszenia należące do i proces ten nie jest zakłócany napływem
nowych zgłoszeń.
Oczywiście

S± «  min j ^ ,  m|. (  I I I . 6 .4 )

Utwórzmy też zbiór

o liczebności

Ki + Di " Si* (III.6.6)

Przy braku dodatkowych założeń dotyczących regulaminu obsługi i możliwo­
ści napływania nowych zgłoszeń do zbioru bądź to do zbioru bądź
to do zbioru zaliczenie zgłoszenia należącego do zbioru bądź to
do zbioru oę̂  nie musi przesądzać o czasie jego rzeczywistej obsługi.

Przyjmiemy obecnie dodatkowe założenia ograniczające klasę rozpatrywa­
nych regulaminów obsługi.
- Przyjmiemy, że prawdopodobieństwo wyboru w chwili do obsługi zgło­

szenia wymagającego obsługi "krótkiej" (tj. należącego do zbioru S  ^  
jest zależne wyiącznie od regulaminu obsługi St oraz wartości Ŝ , L̂  i 
wynosi r^S.^, L^, przy czyn

r A(J ,p ) "riE(J))- ( n i . 6 .7 )

J *0 »1 ,2 9« 9M

\



- Przyj*iemy też, że wszystkie zgłoszenia zaliczone w ehwili^^ do zbioru
będą obsługiwane w kolejności wyznaczonej regulaminem obsługi w chwi­

li,)!’i> hez względu na proces nadchodzenia dalszych zgłoszeń, o ile tyl­
ko w którejś z chwili J it ̂ i+1 ...^1+s nie zostanie podjęta decyzj» 
o wykonania obsługi dłagiej. 1

- V chwilach czasu ^ , i»0,1,..., dostępna jest prognoza napłynięcia no­
wego zgłoszenia w przedziale czasu ^  + & ) •  Oczywiście prognoza 
jest negatywna ze stałym prawdopodobieństwem ftm  e ~  . Decyzja o rozpo­
częcia obsługi jednego ze zgłoszeń oczekujących w kolejce bądź oczeki­
wania na napłynięcie nowego »głoszenia podejmowane jest wyłącznie w o- 
parciu o znajomość tej projpozy, Si oraz Li«

- W przypadku, gdy zbiór ^  jest niepasty, nie dopuszcza się bezczynnego
oczekiwania stanowiska obsługi na napłynięcie nowego zgłoszenia.
Zdefiniujmy stan systemu w chwili jako

Ii *■ Si Bg + Li 8 »̂ (III.6.8)

a więc równy zapasowi pracy w systemie w przypadku' wykonania najpierw 
kolejno Si obsług "krótkich".
Z (III.6.2) oraz (III.6.4) wynika wprost, te określa jednoznacznie

Si oraz Li*
Stan systemu w kolejnych chwilach czasu tworzy jednowymiarowy łańcuch 

Markowa {xij przyjmujący wartości rzeczywiste, nieujemne należące do prze­
liczalnego zbiorą 3

3 ' xn * \ ■•Bs + 1BL
k
D

1

i posiadający macierz przejśó [pij]»

i j
PrK + l  ’ X i / T k " xij ’

1 9 2,•• •
Oy 1 ) « « t tl  
0 ,1 , . . .

X i,X j*B

(III.6.9)

(III.6.10)

Łatwo widać, t e  łańcuch ten jest nieprzywiedlny 1 nieokresowy.
Wartości poszczególnych elementów macierzy przejść [pij] są istotnie 

zależne od postaci przyjętego regulaminu obsługi zgłoszeń (oraz, oczywi­
ści, od parametru A strumienia zgłoszeń).

Dla podkreślenia tej zależności oraz określenia, Jaki regulamin mamy 
na myśli, w przypadku porównywania różnych regulaminów obsługi będziemy 
dalej pisać jXi(A)j oraz [p^#)] .

Rozpatrując stan systemu w chwilach następujących bezpośrednio po za­
kończeniu obsługi dwóch kolejnych zgłoszeń ̂ ^ 1+1 uzyskujemy następują­
cą zależność •* Ij(A)
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W A) -**{XiW  “ Bs + t « l +r)Si)»s +V Si^®L _ Bs]} +

+ d-«^){li(A) - BL + Si(BL-Bs) + t(][i+1 - Ji - D)B1 +

♦ +  (10»S +r^i^BL-Bs^} (III.6.11)

gdzie:
r i i ( ^ ) i  r .

- Li * entier ~ J' ®i “ entier [l^A) - BjJ ,

- 34̂, jest, zmienną losową .przy jmającą wartość 1 i  z prawdopodobieństwem
rA(Si’ Lj) lub wartość 0 z prawdopodobieństwom 1 - ̂(Si, L ^ ,

- Zmienna losowa 'p(A) opisuje liczbę zgłoszeń napływających do systemu w 
przedziale czasa A. Zgodnie z założeniem o postaci strumienia zgłoszeń
zmienna ta posiada rozkład Poissona

ErjfOa) -k.j - p£ - o-*4 (III.6.12)

- Zmienna losowa qfy(Si) oznacza - w przypadku obsługi krótkiej - liczbę 
zgłoszeń, które nadeszły w odcinku czasu ^ i+l] 1 nie zostały zali­
czone do zbioru S l+1* Liczba takich zgłoszeń' zalety od S ^  ponieważ 
zgodnie s założeniem o klasieregalaminów obsługi w zbiorze 
5 i^i musi znaleió się S^l zgłoszeń ze zbioru S .̂

- Zmienna losowa oznacza - w przypadku obsługi długiej - liczbę zgło­
szeń, które mimo nadejścia w odcinku czasa [jfi+i ~ D, ̂  i+1Jwłączone zo­
staną do Zbiorą ̂ 1  (zależna od regulaminu obsługi zgłoszeń).

b) Zalecane regulaminy obsługi dla rozpatrywanego, prostego systemu jed­
nokanałowego
Dla porównania różnych regulaminów obsługi korzystać będziemy z nastę­

pującego warunku wystarczającego ergodyczności łańcuchów Markowa nieprze- 
rywalnych, nieokresowych, przyjmujących wartości rzeczywiste należące do 
przeliczalnego zbioru 3»-jXi, i»1,2,...|.

Warunek 3 [ZSAK 79]

Hiech f  będzie określone zależnością

f i  “  E{ Xj+1 "  Xj /Xj “  xi )  m ^ Xj pi j  "  xi  ( I I I . 6.13)

Warunkiem wystarczający® ergodyczności łańcucha j j je s t ,  aby

i )  V  l % l < 0 °
x i« .

i i ) _ l i s  sap -=0.
i. ̂-»oo
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Warunek ten, stanowiący uogólnienie udowodnionego przez Pakesa Warunku 1,
wykorzystywanego w punkcie III. 1 (do którego sprowadza się natychmiast,
gdy B^ jest wielokrotnością Bs), wynika z twierdzenia pracy [TWEE 76],
którego spełnienie założeń można łatwo sprawdzić.

Rozpatrzmy dwa regulaminy obsługi oraz «Ag*
Niech ®„ i © a oznaczają supreaa zbiorów wartości Jl , dla których speł- 

1 2niony jeśt Waruek 3 przy zastosowaniu odpowiednio regulaminu obsługi ik1 
lub A £. Ponieważ korzystamy wyłącznie z warunku wystarczającego, więc

T<ft2*
Jeżeli zachodzić będzie nierówność ®„ >  0„ , to będziemy mówili, że re-

1 ^ 2
galamin obsługi jest zalecany w porównaniu z regulaminem obsługi Aj, 
nie dysponując bowiem możliwością bezpośredniego porównania wydajności gra­
nicznych In , , nie możemy stwierdzić, czy jest lepszy od

Na podstawie (III.6.11) oraz (III.6.13) mamy*

*i ' ^ ( S i,Ii){-B8+* [ ^ l+1-Ji)jBs+E ^ ( Si)J(BL-Bs)j ♦

+ j - B ^ S ^ B ^ . E ^ ^ - ^ - D ) ]  BL+E[+(D)j Bs+E(r^)(B1-Bs)

(III.6.14)

gdziet « entier (^)* “ entier B J ,

przy czym, ma podstawie (III.6.12) zachodzi

• E ^ . .  - S i > ]  ■■’■'Si+1 -3 fi> *

ifiKD)] -AD,

■ D)l -Si - D)-

Tak więc, biorąc pod uwagę (III.6.7), łatwe widać, iż dla dowolnego regu­
lamin* obsługi $  eląg posiada (M+1) punktów skupienia 6,(*)

6^*) - lim tJ j-0 ,1 H; (III.6.15)
i i—  1|i1 - jB3 + ibl

6j(A) - + [1 - r*(j)]Tjt (III.6.16)

gdziet

Yj - -Bs + X(Ji+1 - J ^ B g  + *^(j)] [BL - Bg] , (III.6.17) 

Tj - -BŁ+j(BL-Bs) +>(^1+1-Ji-D)BL +*BBS + B(iy(BL-Bs). (III.6.18)

î1+l(A) -æ^ { l i ( A )  -  B 8 + t ( S i + 1 - ^ ) B a + < »t ( B i ) i[ B Ł  -  B g ] J  +

d - ^ ) { i i ( A) - X  + S ^ - B g )  - Ï i  -  D)BL +

t ^ D)Bs + I v (B i - v }
(III.6.11)

gdziet
r i ,0 f t ) i  r ,

« entier |_ ' ^  ] » %  « entier [Xj(A) - BjJ ,

- jest zmienną losową przyjmującą wartość 1 1  z prawdopodobieństwem 
rA(Si’ 1 )̂ lub wartość 0 z prawdopodobieństwem 1 - r ^ ( , Li),

- Imienna losew* n|>(4) opisuje liczbę zgłoszeń napływających do system* w 
przedziale czasu A . Zgodnie z założeniem o postaci stramienla zgłoszeń 
zmienna t* poslad* rozkład Poissona

P r ^ A )  - k j
. - M (III.6.12)

- Zmienna losowa qfy( S ± ) osnaes* - w przypadku obsługi krótkiej - liczbę 
zgłoszeń, które nadeszły w odcinku czasu (Ji» ̂  i+l] 1 nie zostały zali­
czone do sblor* S l+1 . Liczba takich zgłoszeń' zależy od S i, ponieważ 
zgodnie z założeniem o klasie regulaminów obsługi w zbiorze 
5 i ^  musi znaleić się Si~1 zgłoszeń ze zbioru Sf

- Zmienna losowa I\j, oznacza - w przypadku obsługi długiej - liczbę zgło­
szeń, które mimo nadejścia w odcinku czasu - D, ̂  1+Jwłączone zo­
staną do zbioru<£i+1 (zależna od regulamin* obsługi zgłoszeń). ,

b) Zalecane regulaminy obsługi dla rozpatrywanego, prostego systemu jed­
nokanałowego
Dla porównania różnych regulaminów obsługi korzystać będziemy z nastę­

pującego warunku wystarczającego ergodyczności łańcuchów Markowa nieprze- 
rywalnych, nieokresowych, przyjmujących wartości rzeczywiste należące do 
przeliczalnego zbioru $-|xi, 1-1,2,...L 

Warunek 3 [ZSAK 79]
Niech f  będzie określone zależnością

b|xn  "  Ei xj+ i -  V * j xj pu  -  xi ( I I I . 6.13)

Warunkiem wystarczającym ergodyczności łańcucha i XA | je s t ,  aby

O  y  I M * 5-i )

ii) lim 8up f i  <0.
DO
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>
Waranelc ten, stanowiąc; uogólnienie udowodnionego przez Pakesa Warunku 1, 
wykorzystywanego w punkcie III. 1 (do którego sprowadza się natychmiast, 
gdy B^ jest wielokrotnością B8), wynika z twierdzenia pracy [TfEE 76], 
którego spełnienie założeń nożna łatwo sprawdzić.

Rozpatrzmy dwa regulaminy obsługi oraz J t 2 .
Hiech ®„ i 0 „ oznaczają suprema zbiorów wartości A , dla których speł-Ol-4 wCp
Biony jeśt Warfenek 3 przy zastosowaniu odpowiednio regulaminu obsługi 
lub Ag. Ponieważ korzystamy wyłącznie z warunku wystarczającego, wije

%  ̂  ®i>2^
Jeżeli zachodzić będzie nierówność >  9 ^  , to będziemy mówili, że re­
gulamin obsługi jest zalecany w porównaniu z regulaminem obsługi JV2, 
nie dysponując bowiem możliwością bezpośredniego porównania wydajności gra­
nicznych , nie możemy stwierdzić, czy A 1 jest lepszy od

Ha podstawie (III.6.11) oraz (III.6.13) mamy*

- b s H  +fi - ^(Si,ii)|-B9+B[ ^ i+1-Ji)] Bs+E ̂ ( Sl)j (BL-

+ [1-r/Si.Ii)] {-BL+Si(BIi-Bs)+E [ ^ i+1^ i-D)] BL+E[+(D)j * S + K T ^ > ( B^Bg)

(III.6.14)

gdziet ^  * entier (]J”)> * entier |Xi - Li bJ  ,

przy czym, ma podstawi« (III.6.12) zachodzi

-S ±> ] = A ^ i + i - ś i > .

*[+(D)] -AD,

E^ i +1 " S i  "  D)]  - X (> i+1 " S i  -  D>*

Tak więc, biorąc pod uwag« (III.6.7), łatwa widać, iż dla dowolnego regu­
lamin* obsługi eiąg posiada (M+1) punktów skupienia 6 ^ ( Ą )

6 ( * ) -  lim Ti! , j-0,1 M, (III.6.15)J 1—  i|xi - jBs + 1BL

6j(A) - *>*(j)I3 + [i - r*(j)]Tj, (III.6.16)

gdzie»

Yj - -Bs + A(Ji+1 -|i)Bs + B^(j)] [BL - B8], (III.6.17) 

7j "  " BL+^ BL "BS) + A ^ i+rSi-D)BL +A»BS + E (r ^ (B L-Bs) .  (III.6.18)

\

W rozpatrywanym przypadku zachodzi więc
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(III.6.19)

Udowodnimy, korzystając z Warunku 3 oraz zależności (III.6.16) i (III.6.19), 
pewne wskazania dotyczące doboru regulaminu obsługi w rozpatrywanym sy­
stemie. Ponieważ zwykle nie potrafimy określić wartości I występującej we 
wzorze (III.6.19), będziemy dążyli do wykazania, że regulamin obsługi 
jest zalecany w porównaniu z regulaminem obsługi & 2* dowodząc, że»

„ V  •,(*.(*.)« ó ^ ) ] .  (III.6.20)
J«[1,2,...,*]I 3 1 J )

Stwierdzenie 1
Biech klasa regulaminów obsługi obejmuje regulaminy, które nie do- 

puszozają oczekiwania stanowiska obsługi na napłynięcie nowego zgłoszenia 
przy niepustej kolejce.

W porównaniu z dowolnym regulaminem 95̂  t 3tł 1 =» 1,2,..., dla którego 
3 r* (j) <  1, zalecany jest regulamin obsługi 36°, charakteryzujący się 
j *iidentycznym jak X  i sposobem szeregowania zgłoszeń należąoych do zbioru 
%  i taki, że

¥ r * ( j )  - 1, 4-1,2,
j * 1

,H.

Dla rozpatrywanej klasy regulaminów obsługi przy j S* 1 zachodzi

Bj jeśli wykonywana jest obsługa krótka
>
jeśli wykonywana jaat obsługa długa5 i . i

a stąd

Yj - -Bg+wf+B^U)] [BL-BS]
j-1,2,

Tj " -BL+J(BŁ-BS)+A(BL_I))BL+*DV * (rt )(V Bs)
J

60(3C) - Ta - -BL+A[BL-B]BL+W B s+B(rn]))(BŁ-Bs) 

Wykażemy, ie dla każdego j >  0, A > 0  zachodzi

(III.6.21)

(III.6.22)

Tj -  Yj >  0.



Yj -  Yj = - (B L -  Bs) + j (B L -  bs ) + * (B L -  d) bl  + D»,BS -  JVB2 +

+ « V (B Ł ‘  B3}  "  EC V J)^ (B L "  V  “

»  ( j  -  1 )(B L - Bg) + ABL(BL -  D) + ABg(D - B8) +

+ ®(r^)(BIi -  Bg) -  E ^ ( j ) ]  (BL - Bg). ( I I I . 6 .23)

Zauważmy jednak, że:

^CBg)j ^  j B ^ ^ j ) ]  ^  ABg ,
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Korzystając z (III.6.19) mamy:

oraz

ABl(Bl  -  Bg -  D) + ABa(B -  Bg)=* o,

tak w ięc«

Vj - Yj >  ( j - D (B L-Bg) + *BL(BL -  Bg - D) + ABg(D-Ba) +

+ E d y ^ - B g )  + AB2 > 0 .  ( I I I . 6.24)

Widzimy w ięc, że z ( I I I . 6.23) wynika wprost dla każdego nierówność

V  . ó j ( 3 t 1 )  >  ó j ( 3 t j )  ,  j - 1 , 2 .................. M ;  ( I I I . 6 . 2 5 )

co łączn ie  z zależnością

¥
1 * 0 60(X l )  *  6 0(9e j ) j .  ( I I I . 6.26)

kończy dowód stw ierdzenia 1.

Zauważmy, że na mocy ( I I I . 6 . 2 t )  oraz ( I I I . 6.22)

6o < T p <  V l *  Pm1,2.........* " 1t

a więc warunek s tab iln ośc i związany je s t  is to tn ie  z wartościami 6^, i ^ 1 ,  
i  należy anikać rozpoczynania obsługi "d łu g ie j"  w sy tu ac ji, gdy w kolejce 
znajdują s ię  zgłoszen ia  oczekujące na obsługę "krótką".

( I I I . 6.27)
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W dotychczasowych rozważaniach nie braliśmy pod uwagę sposobu wzajem­
nego szeregowania zgłoszeń wymagających obsługi "k ró tk ie j" . Wskazania od­
nośnie do t e j  częśc i regulaminu obsługi zawiera stw ierdzenie 2.

Stwierdzenie 2

W porównaniu z dowolnym regulaminem obsługi 36 zdefiniowanym wyżej, 
zalecany je s t  regulamin X £, narzucający w każdej chw ili ^  kolejność ob­
sługi zgłoszeń należących do zbioru zgodną z kolejnością  ich  napływa­
nia do systemu.

Stwierdzenie to wynika bezpośrednio ze znanych regu ł szeregowania za­
dań przed lin iam i krytycznymi [COFF 80] , [BLAZ 77j , ponieważ regulamin 
naturalny minimalizuje liczbę  zgłoszeń przekraczających l in ie  krytyezne. 
Podamy tu prosty dowód tego stw ierdzenia.

Hiech w przedzia le  czasu [ t 0-Jl, tQJ napłynie do systemu obsługi "m" 
zgłoszeń -|î  2* * * * •'Sm ( ° dPowie<*»io  w chwilach czasu .T g ,. . .  , t m) , któ­
rych obsługa może s ię  rozpocząć dopiero w ch w ili t 0.
Założymy te ż , że obsługa każdego ze zgłoszeń trwa przez czas Bs"Const, z 
tym że zg łoszen ie , którego czas oczekiwania przekracza wartość D > J l, je s t  
tracone.

Sprawdzimy, że obsługa zgłoszeń w kolejnośc i ich  nadchodzenia minima­
l iz u je  lic zb ę  zgłoszeń traconych.

Is to tn ie , przy zastosowaniu takiego sposobu obsługi chwile rozpoczęcia 
obsługi kolejnych zgłoszeń t^ , 1 -1 ,2 ,... ,m  można wyznaczyć z r e la c j i :

t ^ ^  + Bg j e ś l i   ̂ **" ® ^  ^1 —1 • • • , » ,
( I I I . 6.28)

t i _1 w przeciwnya ra z ie ,

(zg łoszen ioa  traconya przypisujemy zerowy czas obs łu g i).
Hiech pierwszym zgłoszeniem traconym będzie zgłoszen ie ' j j .  Łatwo widać, 

że żadne inne uszeregowanie zgłoszeń n ie może zapobiec s trac ie  co naj­
mniej jednego zgłoszen ia ze zbioru j  , $ g» • • •» j  }• Gdyby bowiem zamie­
nić momenty rozpoczynania obsługi zgłoszen ia Jjj o r a z j^ ,  i < j ,  to oczywi­
ś c ie , ponieważ ti^tj , w ięc:

(Tj + D =*■ tj) => ( t ± + D >tj) 

i  wówczas stracone zostałoby zgłoszen ie J
Uszeregowanie zgłoszeń zgodnie z kolejnością  ich  napływania rzeczyw iście 
minimalizuje więc lic zb ę  zgłoszeń traconyeh.
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Zauważmy, ża jeśli I = entier (yOt wówczas liczbę zgłoszeń traconych 1 
nożna oszacować jako: 8

k - Min[m,H] ;S L <: n-1 gdy

L » n-Min[n,M], gdy A- Bg ( I I I . 6.29)

eo zostanie wykorzystane w dalszycb rozważaniach.
Dla dowolnego regulaminu Jt ° oiąg jfij posiada punkty skupienia

60(*°) = t0

6j(3ej) - Yj j-1 ,2 ,
(in .6 .30 )

gdzie T0 oraz Yj określone aą wzorami (III.6.21) oraz (III.6.22).
Zgodnie z wykazaną wyżej regułą dla dowolnej realizacji strumienia 

zgłoszeń

¥  f H * ;

? { V r< U }

( I I I . 6.31)

takie sane nierówności zachodzą wi«o dla wartości oczekiwanych, czyli i

6p(*J) =s 6p(*}), p-0,1,...,M| (III.6.32)

i istotnie regulamin obsługi * J jest zalecamy w porównania z każdy* in- 
nyn regulaninen 3t ° naletąoyn do rozpatrywanej klasy.

V ten sposób określiliśmy wskazania eo do doboru regulaminu obsługi w 
przypadku, gdy nie jost dopuszczalne oczekiwanie stanowiska obsługi na 
napłynięcie nowego zgłoszenia przy >  O.
Łatwo sprawdzić, iż w przypadku, gdy D - Bs, zmiany stanu systemu w przy­
padku zalecanego regulaminu 3C £ oraz regulaminu LIPO są identyczne, a 
więc nasze wskazania potwierdzają sugestif [BUZA 74] eo do doboru regula­
minu obsługi.

Przejdziemy teraz do rozpatrzenia celowości oczekiwania stanowiska ob­
sługi w przypadku >  0.

Wprowadzając założenia o klasie rozpatrywanych regulaminów ob­
sługi wykluczyliśmy, dla prostoty rozważań, możliwość oczekiwania stano­
wiska obsługi na napłynięcie nowego zgłoszenia, w przypadku gdy >  0. 
Przypadek ten można by również uwzględnić, modyfikując nieco Interpreta­
cję zmiennej losowej cę^(j), a następnie przy użyciu rozumowania analo-
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gleznego jak w dowodzie stwierdzenia 2 wykazać, iż nie można na tej dro­
dze uzyskać regulaminu zalecanego w porównania z J J. Dowodu tej, również 
Intuicyjnie oczywistej własności, nie będziemy tu zamieszczać.

W dalszym ciągu rozpatrzymy natomiast celowość oczekiwania na napły- 
aięcie nowego zgłoszenia w sytuacji, gdy 3Ł » 0, L^ >■ 0, ograniczając się
de rozważenia przypadków, w których M - entier (■£-), to znaezy, gdy D jest

scałkowitą wielokrotnością Bg.
Stwierdzenie 3

Oznaczmy przez fij regulamin obsługi o następującej charakterystyce«
- w przypadku gdy S^ >  0, do obsługi wybierane są zgłoszenia należące do 
zbioru i to zgodnie z regulaminem naturalnym,

- zakłada się dostępność prognozy mementu nadejścia kolejnego zgłoszenia 
w przedziale ezasu , 5 i + "̂  (prognoza negatywna występuje z prawdopo­
dobieństwem (!) m e ~ ^  ) ,

- jeśli przy SA »0, LA >  0, prognoza jest negatywna, wówczas rozpoczyna 
się obsługę długą, w przeciwnym razie oczekuje się na nadejście nowego 
zgłoszenia.
Wykażemy, że w przypadku gdy M - entier (y-) , regulamin obsługi £ g  

jest zalecany w porównaniu z regulaminem obsługi X  ®.
Rozpatrzmy punkty skupienia ciągów 1 | dla obu rozpatrywanych regulami­
nów obsługi zgłoszeń.
Oczywiście

6 j(*;) -  6J(eI ) -  - v * Bf + ®[<yj)] ( V V  i l ł  > 1*2.......... *

Istotnie różne są natomiast wartośei jako żei

Ó0(3«J) - -BL + * ( 8 ^ 0 ^  +ADBS + * r y ( V BS). (III.6.34)

natomiast

<i0(fi,) - (l-e’*1’) ] ^  + *f^(0)] (BŁ-Bs)j +
V  \ (III.6.35)

+ e ^ ’r[-BŁ +X(B1-̂ ’-D)Bl +3lDBa + B(r^)(BL - B0)]

a la  BL -  -  D >  0
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oraz

ó0 ceH) = C l - e ^ jA B 2  + E ^ (O )]  (BL-Bg) +

+ + A (B l- ^ B s + E (r| )(B L-B 8)
C I I I . 6 .36)

dla BL>  tT ^  BL - D,

gdzie: r ,^  je s t  zmienną losową oznaczającą liczbę  zgłoszeń, które mimo na­
de jśc ia  w odcinku czasu -  ( B^ -  1?1) , ^ J  wymagać będą obsługi "długiej". 
Łatwo sprawdzić, że 6Q(f  g ) je st funkcją c ią g łą  d la t?1 e [o, B̂ J.
Rozpatrzmy najpierw przypadek iT CB^ -  D.

Przekształcimy ( I I I . 6.34) do postaci analogicznej z ( I I I . 6 .35 ).

60(tf£) = e ^ J ^  + A(BL-iT-D)BL +ADBs + E(r+) j  +

+ O - e - * * )  j a C B ^ D -t f^  + (R 1-1 )Bl  +^DBs + E (r^ )| , ( I I I . 6.37)

gdzie i

R1 ”   z rs  >11 1 - e

jest wartością oczekiwaną liczby zgłoszeń, które nadejdą w czasie pod 
warunkiem nadejścia przynajmniej jednego zgłoszenia i zbadamy znak różni­
cy i

<S0( «£ )  -  6C(£ H) =■ (1-e"*'ir) ja (BL-IM r)BL + (R 1-1 )Bl  + *DBg -  ADB* +

+ O t y  “ % ^ (0 ) ) ] (B L-Bs)j. ( I I I . 6.38)

Z uwag zamieszczonych przy dowodzie stwierdzenia 2 wynika, źes

ir,D
H+j ’

B(r*)^ S iax[o,ł(D) - m] =. y 1
y j= i

E ^(°)J - E jmax [o,i)>( Bg
(III.6.39)

S
'■+d
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Wykażemy , że dla dowolnych x >  O, y ^  x, 1 = 1 ,2 ,... ,  zachodzi nierówność:

OO OO
X jp l +j  - 2 jP l +j >  ° *  ( I I I . 6.40)
j-1  j-1

gdzie p? określone są wzorem ( I I I . 6 .12 ).
Istotnie, po prostych przekształceniach uzyskujemy:

S jp i+ j  - 2  5 > ^ i v r  + 2 Z 2 Bp^ i +*
j-1 K-e i-1 ic-0 m-1

-  X ip l+ i  + X ] Bpi " X 2 pl+ i  + Ś  S " pKpk-l+**
m-0 1-1 k-0 ®-1

a więc:

£ » 1 .1  - 2 > «  £ " pJp»;'**> 0 - < i n -6-4i>
j —1 i) ^

Va mocy (III.6*36) oraz (III.6.41) zachodzit

s o y  > * [ ^ o ) ] , (III.6.42)

toteż

ó0(«S )-ó o fe I )> ( 1- « “^ ) Ł Bi , ( v I>- ^ +( R r 1 )V ABs ( I)- Bs )j .  ( n i . 6 . 4 3 )

Ponieważ R1 >  1 i D >  Bg,’więc różnica <ł0(#J}) - 60(£j,) ^est zawsze 
dodatnia i regulamin obsługi jest zalecany w porównaniu z Jł jj na zasa­
dzie ( I I I . 6 .20 ).

Sa licznych przykładach numerycznych przy różnych wartościach Bg, B^,
H stwierdzono, że isto tn ie  6 Q(3Cjj) >  6 j ( # g ) > j “ 1 ,2 , . . . ,H .

Rozpatrzmy jeszcze wpływ wartości \?€ [o , B^ -  d]  na wartość różnicy

( I I I .  6 .38 ). v
W tym celu obliczymy pochodną

l ł ( 4 . e * 5 )  -  Ó0(£ H) l  + ABg(D-Bg) -  B j -

-A 2Bl ■ f e '^  + ABL e"Air (III.6.44)
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Tak więc dla każdego 0 •< «fP <  B^ - D,

, I ł  { ^ o ^  - ó o(£ I )}  - *
• " * * [ * № * ■ «  + * V D“B8)]  >  °* ( I I I . 6.45)

T przedziale zmienności « [o.B^-d] wyznaczona pochodna jest dedataia i 
najbardziej wskazaną wartością horyzontu prognozy jest "iP 0 m B-̂ -D.

Bozpatrzny obecnie celowość stosowania wartości >  B^-D. Wyknzanie w 
cały» ty* przedziale 60(ej) >  ó#(*J) Jest tradne.W ty* miejscu sprawdii- 
■y tylko, ie stosowanie reguła*Ina fc_ z wartością ^  ■ B^-Bg > ^ 0 jest za­
lecane w porównani* ■ regulanine* 3tJ.
JntoHbn* oIstotnie

-air,
óo^6I)| ̂  - *»| - • 1*L + * ^ 0)] ( V V '  (III.6.46)

a wife

ó.CjcJ) * * ( * iTD),L +fcBs(D-Bj) -  BLd -e  1) +

♦ ■ K ij) -  * fy < » ] (BŁ-BS)>  9^ ) t
(III.6.47)

gdziet

*>,(*) -X(Bl-D)Bl -  BL[| -  o (̂BŁ"B' )] .

Poniewa4 ^ ( O )  » 0 oraz

- ( V D)3>1 ■ (V Bs)BL e > 0 ,  (III.6.48)

a wije fankę ja c p f o )  jest stale dodatnia dla a >  0, ożyli

6 #fe\ ) >  0 . ( I I I . 6 .49)

Bie nożna przy tyn ogólnie wskazać, która z wartości *0̂  czy iTj jest lep-j 
sza (zaleiy to od paranetrów syateąa).

V szczególnym przypadku, gdy B - BJt uzyskaj enj.  --- »J, a*y««jeny»
'

i . ń e j )  -  60( « , )  I - O ,  
1.

(III.6.50)

. - ^ e ^ ^ B ^ B ^ D )  + ^BS(D-BS)J + J^Bjtfe"**' -  Jt2B1e " * '^ <  0, (111.6.51)

więc wartość(T »  TQ = T1 maksymalizuje różnicę ( I I I . 6.49) (można łatwo 
sprawdzić, że je s t  to jedyne maksimum te j fu n k c ji).

Ten wynik, oparty wyłącznie na wykorzystaniu stwierdzenia 3, je s t  zgod­
ny z rezultatam i przedstawionymi dla tak iego, szczególnego przypadku w 
[BUZA 74] , gdzie właśnie taką wartość «i" wyznaczono jako optymalną.

Wydaje s ię  w ięc, i ż  korzystanie ze stw ierdzenia 3 jako kryterium przy 
ustalaniu wskazań dla doboru regulaminu obsługi je s t  celowe i  n ieza leżn ie 
od wskazań wypracowanych dla rozpatrywanego w tym punkcie prostego syste- 
ou obsługi zasługuje na uwagę również w innych przypadkach. Warto pod­
k reś lić , i ż  dla bardziej złożonych systemów można dążyć do wyznaczenia 
wartości *5̂  częściowo lub całkow icie przy użyciu modelowania cyfrowego.

e. PropozTC.ie doboru regulaminu obsługi dla dowolnych systemów obsługi z
czasem obsługi zależnym od czasu oczekiwania

*
Powyżej, posługując s ię  przykładem prostego systemu WAD, pokazano, iż  

posługiwanie s ię  warunkiem wystarczającym stab iln ośc i może ułatwić podej- 
■owanie decyzji co do wyboru regulaminu obsługi spośród grupy roz­
patrywanych. ,
Wcześniej już podkreślono, te netody przedstawione w punktach I I I . 2 oraz
I I I . 5 zapewniają możliwość określenia wydajności granicznej dla szerok ie j 
klasy systemów WAD, a w konsekwencji również możliwość wyboru -  drogą bez­
pośredniego porównywania wydajności granicznych różnych wariantów - regu­
laminu obsługi maksymalizującego pewną funkcję celu (na przykład wydaj­
ność graniczną). Sprawą otwartą pozostaje oczywiście określenie zbioru 
regulaminów obsługi, w którym porównania tak ie będą prowadzone.

Poniżej przedstawimy pewne propozycje regulaminów obsługi, które wyda­
ją  s ię  godne w zięcia  pod uwagę przy poszukiwania rozwiązań maksymalizują­
cych wydajność graniczną względnie minimalizujących stopień wykorzystania 
stanowiska obsługi. Uzasadnienie tych propozycji -  mające charakter intu­
icy jny -  nie pretenduje do r o l i  dowodu optymalaości i  może oao być trak­
towane jako heureza podlegająca w każdym konkretny« przypadku ocenie oraz 
ewentualnie porównaniu z innymi, alternatywnymi regulaminami.

Tak jak w poprzednich punktach, ograniczymy s ię  do rozpatrywania sy­
stemów (być może wielokanałowych), których stabilność pociąga za sobą 
skończoność wartości oczekiwanej czasu trwania okresu czynnego. Ograni­
czymy s ię  też czasowo do przypadku, gdy nie dopuszcza s ię  bezczynności żad­
nego kanału obsługi przy niepustej k o le jce .
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W systemach konwencjonalnych czas trwania każdego okresu czynnego jest 
n iezależny od stosowanego regulaminu obsługi i  wynika wyłącznie z konkret­
nej r e a l iz a c j i  zmiennych losowych opisujących rozpatrywany system.

W systemach WAD wybór regulaminu obsługi wpływa oczyw iście na czas 
trwania okresu czynnego. Z d e f in ic j i  regulamin obsługi, który zapewniał­
by m inim alizację czasu trwania każdego okresu czynnego, cechowałby się 
największą wydajnością graniczną oraz najniższym stopniem wykorzystania 
systemu przy dowolnej intensywności strumienia zgłoszeń.
Tak w ięc, teoretyczn ie  rzecz b iorąc, dysponując możliwością przewidzenia 
momentów nadejścia poszczególnych zgłoszeń z dowolnie długim wyprzedze­
niem oraz możliwością dokładnego określenia a p r io r i  czasu obsługi każde­
go indywidualnego zgłoszen ia  w fu nkcji jego czasu oczekiwania, można by­
łoby pokusić s ię  o porównanie wszystkich możliwych uporządkowań zgłoszeń 
(p rzy  założen iu , i ż  obsługa zgłoszen ia  może rozpocząć s ię  dopiero po jego 
napłynięciu i  stosując -  być może -  metody mniej pracochłonne aniżeli 
przegląd zupełny) i  zna lez ien ie  wśród nich rozwiązania minimalizującego 
czas trwania kolejnego okresu czynnego.

Praktyczna implementacja takiego regulaminu obsługi je s t  zwykle nie­
możliwa. Rozpatrzmy przypadek prostszy, zakładając dostępność prognozy 
momentów napływania zgłoszeń w pewnym ograniczonym horyzoncie czasowymi.

Niech w chw ili w k tóre j następuje zwolnienie s ię  kanału obsługi,
w k o le jce  oczekuje n zgłoszeń -̂| • • • »^m* napłynęły odpowiednio
w chwilaoh czasu 1 , <~
Założymy te ż , że w odcinku czasu 1 a ś c iś le j  w chwilach czasu
« m+1.* * * . i :B+p( t m+1 >  S-i^a+p 1 +'^ )  napłynie dalszych p zgłoszeń 
!§m+1,)śm+2, • • • ,!Sm+p, a także, że znane są chwile zwalniania s ię  kolejnych 
kanałów obsługi ^ 2,^3, . . .
Tak w ięc, znając czasy obsługi zgłoszeń w funkcji ich  oczekiwania można 
wyznaczyć chwile zakończenia dalszych obsług.
Rozpatrzmy

Regulamin 3̂
W każdej- chw ili j* ^, w k tó re j następuje zwolnienie stanowiska obsługi, 

należy o k reś lić  uporządkowanie zgłoszeń S i > • • • >!Sa+p ffiln i ,,ali® lł33ce łącz­
ny czas obsługi tych zgłoszeń i  rozpocząć obsługę zgłoszen ia 
i e ( 1 , 2 , . . . ,m) występującego jako pierwsze w tym uporządkowaniu.

Efektywna implementacja takiego regulaminu obsługi je s t  -o gó ln ie  rzeez 
biorąc -  uciążliwa obliczen iowo. Stąd też  wydaje s ię , że praktyczne za­
stosowanie regulaminu 3?1 może mieć m iejsce głównie w przypadkach szcze­
gólnych, gdy zastosowane mogą być w tym celu  pewne specjalne metody ob li­
czeniowe.
Dobrym przykładem może tu być system wielokanałowy o takich parametrach, 
że nigdy dwa zgłoszen ia ob jęte szeregowaniem w chw ili 1 1 n ie mogą być 
przewidziane do obsługi na tym samym stanowisku obsługi, a więc w szcze­
gólności np. system z ograniczoną, n iew ielką w stosunku do liczb y  kanałów

-  221 -

obsługi długością k o le jk i oraz pewnymi ograniczeniami na rozkład czasu 
obsługi. Załóżmy chwilowo, że horyzont prognozy napływu zgłoszeń W -  0.

Oznaczmy przez czas obsługi zgłoszen ia  P°d warunkiem, iż
jego obsługa rozpocznie s ię  w ch w ili ^ j  ( i ,J «1 , 2 , . . . ,ra).
Zgodnie z wprowadzonym wyżej ograniczeniem zachodzi przy tym

Hiech DC będzie wektorem

■

takim, żei

klS  [1,2, 

i , 3 , 1  -  1 . 2 ..........

ora* V V  | ( i  i  3 )= > (k i  t  <j)J<

Wartość H. L oznacza, że obsługa zgłoszen ia  ̂ ma być rozpoczęta w
chw ili J  x. /

Ha leży  znaleźć taką re a liz a c ję  wektora X  która minimalizuje funkcję

P1

Hożna łatwo sprawdzić, że rozpatrywane zagadnienie daje s ię  sprowadzić do 
klasycznego w t e o r i i  badań operacyjnych wariantu programowania oałkowito- 
liczbowego, zwanego "zadaniem komiwojażera" polagającego na m inim alizacji

funkcji

Ż  3Xi3 ’
1-1 3-1

gdzie«

xi j  ‘

1 oznacza «  i ,  

0 oznacza Kj i  1*



przy ograniczeniach:
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2 * i j  “  1* 
i-1

j-1

i,3-1,2,...,».

Algorytm efektywnego rozwiązywania tego zadania metodą podziała i ogra­
niczeń podał Little [LITT 63] x \

Zadanie komiwojażera jest zagadnieniem o dużej złożoności obliczenio­
wej i należy do rodziny problemów tzw. silnie HP-zupełnych [COPF 80] .
Stąd w praktyce można ograniczyć się do pewnych, uzyskanych przy użyciu 
metody podziała i ograniczeń wyników pośrednich jako dość dobrze przybli­
żających rozwiązanie optymalne (i uzyskiwanych w dużo krótszym czasie).

Propozycja zastosowania takiego regulaminu obsługi, z wykorzystanie* 
rozwiązywania zadania komiwojażera jako metody jego implementacji, do 
pewnego problemu technicznego (szeregowanie wlewków ładowanych do pieców 
wgłębnych w walcowni półwyrobów kombinatu metalurgicznego) została przed­
stawiona w opracowaniu [ZSAK 79] .

Wyniki przedstawionych tam testów przeprowadzonych na danych rzeczywi­
stych wykazały przewagę takiego regulaminu obsługi nad stosowanym aktu­
alnie, intuicyjnym sposobem szeregowania.

Przedstawiona powyżej metoda szeregowania zadań może być rozszerzona 
również na przypadek n?1 >  0. Mimo że z założenia o niemożliwośei oczeki­
wania na nadejście nowego zgłoszenia przy niepustej kolejce wynika, iż 
żadne ze zgłoszeń 5 m+1 ’ * * *’̂ m+p n*e ■oie wytypowane do obsługi w
chwili £  1f to jednak uwzględnienie ich napływu może wpływać na wartość k^ 

Dla znalezienia właściwej wartości k^ niezbędna jest dodatkowo znajo­
mość czasów zwalniania się dalszych p kanałów obsługi ^ >+1.... $m+p’ P°
czym możliwe jest sformułowanie zadania komiwojażera o wymiarze (m+p) przy 
zdefiniowaniu macierzy [qi;j] jak następuje»
i) Jeśli zachodzi ̂  i, wówczas wyznacza się w sposób omówiony

wyżej.
ii) Jeśli zachodzi ̂  wówczas należy podstawić

gdzie JYl Jest liczbą przewyższającą wszystkie wartości wyznaczone
w kroku i.

W dalszych pracach np. [lOKI 78] podano metody wprowadzania pewnych do­
datkowych ograniczeń, np. wymagań, aby - mówiąc w kategoriach problemu 
ezerogowania zadań - niektóre z nich były obsługiwane bezpośrednio po*obie.
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W przypadku natomiast, gdyby dopuścić możliwość oczekiwania stanowiska 
obsługi na napłynięcie nowego zgłoszenia, rozwiązywać należałoby również 
zadanie komiwojażera o wymiarze (m+p) przy zdefiniowaniu elementów macie­
rzy [lij] w sposób następujący (przy założeniu, iż możliwe jest tylko 
oczekiwanie na zgłoszenia, które nadejdą w rozpatrywanym horyzoncie),
i) Jeśli zachodzi wówczas q.y wyznacza się jak poprzednio,
ii) Jeśli zachodzi wówczas q.y -Jf j + b^, gdzie b* jest

czasem obsługi zgłoszenia 1, gdy czas jego oczekiwania na rozpoczę­
cie obsługi jest równy zeru.
W przypadku gdy czas obsługi jest niemałejąoą funkcją czasu oczekiwa­

nia, godny polecenia jest prostszy regulamin o postaci 1

Regulamin R„
W każdej chwili w której następuje zwolnienie stanowiska obsługi,

należy wyznaczyć, dla każdego spośród zgłoszeń ̂ ,... ,̂ M czas Jego obsłu­
gi *> (JJ-j) jakiego wymagałoby to zgłoszenie w przypadku rozpoczęcia jego 
obsługi w chwili ^ zgłoszeń B+■)•••• »J)>+p wyznaczyć należy h1^^) ■
•  t 1  + b*, gdzie b* jest czasem obsługi zgłoszenia * pod warun­
kiem, że jego czas oczekiwania jest równy zera.

Do obsługi należy wytypować zgłoszenie, dla którego wartość b^(^) jest
najmniejsza.

W dotychczasowych rozważaniach zakładano precyzyjną znajomość momentów 
nadchodzenia kolejnych zgłoszeń, a także czasów obsługi.

W przypadku, gdy znane są tylko rozkłady tych wielkości, możliwe jest 
stosowanie omówionych regulaminów obsługi w oparciu o wartości oczekiwa­
nia odpowiednich zmiennych losowych.

Zaproponowane wyżej regulaminy obsługi, nie będące regulaminami opty­
malnymi, mogą, ze względu na łatwość implementacji oraz stosunkowo dużą 
(jak to stwierdzono na przykładach) efektywność, znaleźć zastosowanie w 
wielu przypadkach, 
d) OwajŁl końcowe

W niniejszym rozdziale podjęto zagadnienie analizy systemów WAD z do­
wolnymi regulaminami obsługi. Wskazano iż, ogólnie rzecz biorąc nie można 
wyznaczyć dla takich systemów na drodze analitycznej nie tylko charakte­
rystyk ale nawet warunków stabilności. Stąd szczególnego znaczenia nabie­
ra rozwinięcie metod łączących w sobie pewne podstawy analityczne, które 
wsparte wynikami odpowiednio zaplanowanych eksperymentów symulacyjnych u- 
możliwiłyby rozpatrywanie przedmiotowych systemów. Metody takie są, jak 
dotychczas, słabo rozwinięte szczególnie w zakresie szacowania warunków 
stabilności, ponieważ w konwencjonalnych systemach masowej obsługi pro­
blem taki nie występował.

Przedstawione wyżej metody pozwalają na określenie warunków stabilno­
ści dla szerokiej klasy systemów WAD, ułatwiają także dobór parametrów 
tych systemów z punktu widzenia optymalizacji pewnych wskaźników jakości.



IV . MAKSYMALIZACJA WYDAJNOŚCI 
WIELOSTANOWISKOWYCH WIELOETAPOWYCH SYSTEMÓW MASOWEJ OBSŁUGI

Wieloetapowe systemy obsługi (WSO) zosta ły  zd e fii lowane w rozdzia le  I 
Jako klasa s ie c i stanowisk obsługi, w których każde zgłoszen ie musi zo­
stać obsłużone Ci to ty lko  jeden ra z ) na każdym ze stanowisk obsługi, w 
ś c iś le  określonej ko le jn ośc i. Przed przystąpieniem do omawiania metod a- 
n a lizy  i  własności WSO przypomnimy i  rozszerzymy podaną poprzednio ich 
k la sy fik a c ję , wprowadzimy także pewne, dodatkowe po jęc ia  związane z tą 
klasą systemów.

ЛГ
ETAP ETAP Ef

Rys. IV.1. Schemat wieloetapowego systemu obsługi 
-  intensywność strnmienia zgłoszeń, n^ -  lic zb a  kanałów stanowiska ob­

s łu g i JCj.. zainstalowanego na i - t y *  e tap ie , -  bufor poprzedzający i - t y  e- 
tap, -  pojemność bufora S^, -  odwrotność średniego czasu obsługi

zgłoszeń w kanale 3C ,̂ i - 1 ,2 , . . . ,M

Nałożymy, że rozważane WSO składać s ię  będą z M stanowisk obsługi X,^ 
t  których każde zawiera n4 kanałów o s ta łe j mooy i » 1 ,2 , . . . ,M  (r y s .  IV .1). 
Czas trwania obsługi w kanale JC  ̂ stanowiska obsługi X i  określa zmienną 
losową o dystrybuancie B?(x) i  w artości oczekiwanej E(b^) -  [V i]" *1*

W dalszych rozważaniach zakładać będziemy, że czasy trwania obsługi 
zgłoszen ia  aa różnych stanowiskach obsługi, a także czasy trwania obsługi 
różnych zgłoszeń są losowo n iezależne i  stosowane są regulaminy obsługi 
zachowujące pracę (n ie lic zn e  w yjątk i dotyczące systemów z czasem obsługi 
zależnym od czasu oczekiwania zostaną wyraźnie wyodrębnione).

Według wprowadzonej w ro zd z ia le  I  k la s y fik a c ji stanowisk obsługi wszyst­
k ie WSO są s ie c ia a i otwartymi. Ze względu na charakterystykę źródła zgło ­
szeń i  bufora wejściowego Ŝ  można je  p o d z ie lić  na trzy  grupyi
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- właściwe, j e ś l i  bufor S1 ma nieograniczoną pojemność (N 1 -  00 ) ,  nato­
miast zgłoszen ia  napływają strumieniem odnowień o intensywności % ,

-  n iew łaściwe, j e ś l i  bufor S1 ma ograniczoną pojemność lub zgłoszenia na­
pływają strumieniem różnym od strumienia odnowień,

-  nasycone, j e ś l i  strumień zgłoszeń ma taką charakterystykę, że bufor S1 
poprzedzający pierwszy etap obsługi n ie może nigdy zostać opróżniony. 
Oczywiście dla systemu nasyconego n ie je s t  isto tn a  ani pojemność bufora 
S ., ani te ż  dokładna znajomość postaci strumienia zgłoszeń.

Systemy i właściwy, niewłaściwy oraz nasycony odpowiadają sobie wzajemnie, 
j e ś l i  posiadają identyczne charakterystyki wszystkich stanowisk obsługi a 
także pojemności buforów pośrednich, t j .  buforów S^, 1 -2 ,3 ,. . . ,M , a ró ż­
nią s ię  jedynie sposobem napływu zgłoszeń do bufora S,j.

Rozpatrzmy dowolny, nasycony WSO oraz identyczny z nim pod względem 
wszystkich parametrów system, w którym zgłoszen ia przepływają w odwrotnym 
kierunku, t j .  rozpoczynając obsługę od stanowiska 3^, a kończąc na stano­

wisku X.j.
Takie systemy nazywać będziemy systemami sprzężonymi.
Wprowadzimy też  po jęc ie  pojemności WSO definiowanej jako maksymalna l i c z ­
ba zgłoszeń mogących równocześnie przebywać w systemie, nie w licza jąc w 
to zgłoszeń oezekująoych w buforze S^. Tak więc pojemność WSO, oznaczoną 

L, można ok reś lić  Jakot

M
L -  + JT, (IV .1 )

i-1

M
gd zie : JT- je s t  łączną pojemnością buforów WSO.

O czyw iś iii, pojemności sprzężonych WSO, a także odpowiadających sobie 
wzajemnie WSO są zawsze jednakowe. W przypadku systemów o ograniczonej po­
jemności mogą wystąpić przepełn ien ia buforów, powodując reakcje opisane w 

ro zd z ia le  I .
Będziemy nazywać WSO pojedynczym, gdy każdy jego etap składa s ię  z Jed­

nokanałowego stanowiska obsługi (n̂  ̂ = 1, i  -  1 , 2 , . . . ,M ) ,  bądź wielokana­

łowym w przeciwnym ra z ie .
Dla systemów pojedynczych przyjmiemy oznaczenie B^(x) -  B^(x)|

0 wielokanałowym WSO mówimy, że je s t  on jednorodny, gdy jednorodne są 
wszystkie stanowiska obsługi, t j .  gdy zachodzi B^(x) -  B°(x)| j - 1 , 2 , . . . ,  BjJ 

i - 1 , 2 M.
W n in ie js ze j pracy rozpatrywać będziemy wyłącznie systemy jednorodne. 
J e ż e li wydajność każdego stanowiska obsługi je s t  jednakowa, a więc zacho­

dzi t i

iV у  - eonet,
1 J-1

(IV. 2)
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wówczas WSO nazywamy zrównoważonym. w przeciwny« razie mówimy o systemie 
niezrównoważony.

Aby umożliwić porównywanie różnych WSO przyjmiemy (nie zmniejszając 
ogólności rozważań), że:

Z
i-1

-1
-  (IT .3 )

Lj-1

a arięc dla systemów zrównoważonych zachodzi:

n .i
B i  - 1. (IT .4 )
j-1

przy czym w przypadku zrównoważonych systemów jednorodnych

 ̂ — [L » j —1 ,2 ,• • • ,n^j

(IT .5 )
• n  ̂ — 1, i - 1 ,2 , . . .  ,H.

Jako miarę niezrównoważenia systemu przyjmować będziemy ( [ hILL 79]) wskaź­
nik I

*  Mi -1
1 ■ 4 S  - 1I -  (IT*6)

i-1  j-1

System wieloetapowy nazywać będziemy systemem synchronizowanym, j e ś l i  
momenty rozpoczęcia obsługi na różnych stanowiskach narzucone są pewnym 
taktem zewnętrznym względnie systemem swobodnym. gdy rytm pracy poszcze­
gólnych etapów je s t  n iezależny od czynników zewnętrznych.Analogicznie jak 
w poprzednich rozdzia łach , przez p o jęc ie  wydajności WSO rozumieć będziemy 
wartość oczekiwaną liczb y  zgłoszeń opuszczających system w jednostce cza­
su po całkowitym zakończeniu obsługi na wszystkich stanowiskach. 
Szczególnie interesować nas będzie wydajność maksymalna możliwa do osią­
gn ięc ia  w rozpatrywanym systemie.

W niniejszym  ro zd z ia le , stanowiącym rozszerzoną i  zmodyfikowaną wersję 
pracy [WOLI 81a] ,  omówione zostaną zasady optym alizacji wydajności maksy­
malnej swobodnych, wieloetapowych systemów obsługi, przy czym koncentro­
wać s ię  będziemy na systemach z ograniczonymi buforami pośrednimi i  b lo­
kowaniem. W szczególności wszędzie tam, gdzie n ie  będziemy precyzowali spo­
sobu re a k c ji na przepełn ien ie założono, że ma m iejsce blokowanie.
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Dyskusję tych zasad rozpoczniemy od krótkiego omówienia metod wyzna­
czenia maksymalnej wydajnośol WSO oraz pewnych, ogólnych prawidłowości 
zachodzących dla rozpatrywanej klasy systemów masowej obsługi.
Sastępnie przedstawiona zostanie systematyczna analiza wpływu poszczegól­
nych parametrów WSO na ich wydajność maksymalną. Analiza ta, przeprowa­
dzona w oparciu o bogatą literaturę przedmiotu (w tym prace własne auto­
ra), pozwala ustosunkować się do różnych (czasem wręcz sprzecznych) zale­
ceń, formułowanych często w oparciu o wyrywkowe badania.

IV .1. Metody wyznaczania wydajności maksymalnej

W odniesieniu do WSO z nieograniczonymi buforami wydajność makeymalna, 
równa wydajności granicznej, może być określona wprost jakoi

Min
 JL

T H -  (IV .1 .1 )
i “ 1-2 M > 1

Jak dotąd brak ogólnych reguł analizy wydajności maksymalnej przypadków, 
w których ezęść buforów miałaby ograniczoną pojemność, podczas gdy pozo- 
■tałe byłyby nieograniczone.
W odniesieniu do właściwych WSO z ograniczonymi buforami pośrednimi może­
my natomiast skorzystać z omawianego w rozdziale I twierdzenia Layenberga 
i poszukiwać wydajności maksymalnej rozpatrywanego systemu, także i w tym 
przypadku równej Jege wydajności granicznej Jako wydajności odpowiadają­
cego aa systemu nasyeonego.

Odrębnego potraktowania wymagają WSO z regularnymi rozkładami czasów 
obsługi na wszystkich etapach, do'których nie odnosi się bezpośrednio twier­
dzenie Layenberga.
Systemy takie były szczegółowo rozpatrywane w pracach [fiOZA 72], [pRIB 65], 
[labe 76], [mbth 73], [SWZB 74], [AV II 65B].

Wykazano, że dla dowolnego, Jednorodnego WSO, w którym E(b°) za­
równo czasy pobytu zgłoszeń w systemie, jak i postać strumienia wyjścio­
wego zgłoszeń nie zależą od pojemności buforów pośrednich (ani też od 
faktu czy są one ograniczone, esy też nieograniczone). Obie te charakte­
rystyki nie uległyby też zmianie, gdyby dokonać modyfikacji kolejności, w 
jakiej zgłoszenia przeehedzą przez różne stanowiska obsługi, przy czym 
podane relacje pozostają w mocy również dla dowolnej postaci strumieni 
zgłoszeń.
Dla efektywnego wyznaczania wydajności maksymalnej przydatne okazuje się 
wprowadzone w [PHIE 65] pojęcie dominacji. Będziemy mówili, że stanowi­
sko obsługi Xk dominuje nad stanowiskiem obsługi 3Cp, jeśli w przypadku 
gif x poprzedza Xp (niekoniecznie bezpośrednio), zgłoszenia nigdy



nie oczekują na rozpoczęcie obsługi na stanowisku X D. Udowodniono, że wa­
runkiem konieczny» i  wystarczającym dominacji je e t ,  aby c£p ^  K o^, gdzie
K -  & !t ie r (n  /n. ) ,  a także podano pewne własności r e la c j i  dominacji.P K

Tak więc, j e ś l i  w rozpatrywanym WSO is tn ie je  stanowisko obsługi domi­
nujące nad wszystkimi pozostałymi, wówczas kolejka zgłoszeń może tworzyć 
s ię  wyłącznie przed tym stanowiskieJm obsługi. Używając tego pojęcia za­
proponowano w [PRIE 65]  a następnie rozw in ięto w (SUZU 74] metodę reduk­
c j i  WSO do równoważnego, pod względem wydajności maksymalnej, systemu o 
mniejszej l ic z b ie  etapów - w pewnych przypadkach n.-wet do systemu dwueta­
powego ze stanowiskiem obsługi typu G/D/n na etapie pierwszym oraz stano­
wiskiem obsługi typu */D/<»o na etapie drugim. W takich, specjalnych przy­
padkach można łatwo ok reś lić  wydajność maksymalną, równą wydajności gra­
n icznej rozpatrywanego systemu, używając znanego kryterium s ta b i ln o ś c i  dla 
jednostanowiskowych systemów G/D/n.

Analityczn ie wyznaczono natomiast [BUZA 67], (BUZA 71a] maksymalną wy­
dajność pojedynczych systemów z regularnymi rozkładami czasów obsługi o 
postaci 1

V -  [■ax(qf1^ 2 , . . . A |)]  \  (IV .1 .2 )

Przedyskutujemy obecnie metody wyznaczania wydajności nasyconych WSO. Za­
uważmy, że analiza M-etapowego systemu nasyconego je s t  równoważna - pod 
względem stopnia złożoności -  rozpatrywaniu właściwego lub niewłaściwego 
systemu (M-1) etapowego. Ś c iś le  rozwiązania analityczne są dostępne dla 
niektórych systemów dwuetapowych oraz bardzo n ie licznych  przypadków, gdy 
M > 2 .  Ogólne rozważania dotyczące wyznaczania wydajności takich systemów, 
zawarte w [HILD 67]  i  [HILD 68], jakkolwiek is to tn e  z punktu widzenia 
t e o r i i  ( i  stanowiące in sp irac ję  dla opracowania pewnych metod przyb liżo­
nych), nie prowadzą jednak, n ies te ty , do efektywnych algorytmów.

Dyskutując -  w da lszej częśc i tego rozdzia łu  -  różne warianty nasyco­
nych WSO, będziemy każdorazowo zwracać uwagę na te  przypadki, dla których 
dostępne są ś c is łe  rozwiązania analityczne, wskazując równocześnie odpo­
wiednie prace źródłowe (t r z y  przypadki modeli, prowadzących do oryginal­
nych wniosków odnośnie do projektówania systemów wieloetapowych, załączo­
no w dodatkach do n in ie jszego ro zd z ia łu ).

W stosunku do nasyconych WSO, o prawie dowolnych rozkładach czasów ob­
s ług i i  ograniczonych buforach pośrednich, naturalne Jest przedstawienie 
ich  w postaci łańcucha Karkowa o skończonej lic zb ie  stanów i  wyznaczanie 
prawdopodobieństw ergodycznych -  tam gdzie ana lityczn ie jea t to niemożli­
we -  przy użyciu metod numerycznych (a  więo rozwiązania odpowiedniego u- 
kładu równań lin iow ych ).

Procedurę numerycznego wyznaczenia wydajności pojedynczych WSO z iden­
tycznymi ped względem pojemności buforami pośrednimi ^  ■ 5, i »2 ,3 , . . . ,H  
i  rozkładami Erlanga k-tego rzędu omówiono w pracy [HILL 67] .H ieste ty  wy-

nagała ona rozwiązywania układów równań liniowych o wymiarowości rosnącej 
bardzo szybko ze wzrostem M, k oraz N. Z tego powodu praktyczne możliwo­
ści j e j  użycia przy k >  1 eą ograniczone do systemów najwyżej 4-etapowych 
(przy k = 1, N = 0,1 rozpatrywano jeszcze system 6 etapowy) a i  to przy 
niew ielkich (rzędu 3-5) wartościach k oraz N.

Analizę lic zb y  stanów w takich systemach zawiera [HAYD 72], a przykła­
dowe dane zaprezentowano w [MUTH 73]. I  tak przy k=1, B«0 lic zb a  stanów 
wyraża s ię  funkcją [o .5 iK (3  + V5")l 00 np. przy M = 10 daje 67b-< stanów.
Uwzględnienie niezerowej pojemności buforów i  k >  1 prowadzi więc szybko 
do rozmiaru zadania uniemożliwiającego efektywne rozwiązanie.

W t e j  samej pracy zaproponowano również numeryczną metodę przybliżoną, 
nie posiadającą tak ostrych ograniczeń, wskazując, i ż  we wszystkich ro z­
wiązanych w sposób dokładny przypadkach błąd je s t/ n iew ie lk i, malejący mo- 
notonicznie do zera ze wzrostem N.
W oparciu o ogó ln ie jsze  rozważania przedstawione w [MUTH 73l metody nume­
rycznego wyznaczenia wydajności trzyetapowych, pojedynczych systemów na­
syconych o-praktycznie rzecz biorąc - dowolnych rozkładach czasów ob­
sługi zaproponowano n ieza leżn ie  w [ raON 76a]  oraz [MUTH 77], jednak rów­
nież i  w tym przypadku obowiązuje bardzo s iln e  ograniczenie na wartość N.

W lite ra tu rze  (np. [CASE 79 ]) można też znaleźć informacje o wykorzy­
staniu do wyznaczania wydajności maksymalnej WSO (a  także innych charak­
terystyk ) metody zaproponowanej w [CASE 77] , przy czym rozwiązywane przy­
kłady ograniczały s ię  do przypadków systemów pojedynczych, z wykładniczy­

mi rozkładami czasów obsługi. .
W zakresie systemów wielokanałowych najnowsze wyniki [LATO 80] ograni­

czają s ię  do systemu nieograniczonego, M »  2f oraz wykładniczych rozkładów 
czasów obsługi (wprowadzono też możliwość recyrku lac ji zgłoszeń do k o le j­
k i wejściowej po zakończeniu obsługi na drugim etap ie, jak również uwzględ­
nienia bardziej rozbudowanych metod blokowania, stąd też rozpatrywany tam 
przypadek je s t  ogó ln ie jszy  a n iż e li rozwiązanie podane w Dodatku c ).

Tak więc również metody numeryczne mają w odniesieniu do WSO z ogran i- ' 
czonymi buforami pośrednimi ograniczone możliwości zastosowania. Z tego 
względu podejmowane są starania w kierunku wypracowania rozwiązań przybli­
żonych, np. [PUJO 79C] , [PAIW 79], (B0XM 81] .

Podstawową metodą precyzyjnego wyznaczania wydajności nasyconych WSO z 
ograniczoną pojemnością pozostaje jednak modelowanie cyfrowe. W odniesie­
niu do niektórych klas WSO możliwe je s t  podanie pewnych, ogólnych własno- 

, x)
s c i oraz oszacowań wydajności bez j e j  wyznaczania .

x ^Przy dowodzeniu takich własności korzysta s ię  często z faktu, że rozpa­
trywanie WSO przedstawionych na rys . IV .1 można zastąpić badaniem sy­
stemów, w których wszystkie bufory mają pojemność równą zeru ([AVII 65Aj, 
[MUTH 73] ) jako że dowolny bufor o pojemności N można zastąpić ciągiem 
N jednokanałowych stanowisk obsługi o zerowych czasach obsługi (B (x ) »  
- W » ) .  .
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lajwainiejszym takim wynikiem jest tzw. zasada odwracalności [yaMa 75], 
orzekająca, ii sprzężone pojedyncze WSO z dowolnymi rozkładami czasów ob­
sługi mają Jednakową wydajność. Tak więc zmiana kierunku przepływa zgło­
szeń ale śmienia wydajności takiego systemu. Podana zasada Jest o tyle 
istotna, ii pozwala stwierdzić, że alokacja zasobów (mocy stanowisk ob­
sługi, pojemności buforćw), optymalizująca wydajność pojedynczego WSO, 
musi być ■symetryczna".
Aktualnie niezależne dowody zasady odwracalności opublikowano również w 
[DATT 7fi] era* [MBTH 79]. Uogólnienie tej zasady, stwierdzające ii rów­
nież rozkład czasu pobytu zgłoszenia w systemie ora liczba zgłoszeń ob­
służonych w odcinka, czasu (0, t) są identyczne w systemach sprzężonych, 
podano w [KAWA 75] , natomiast w (YAMA 78] wykasano, iż zasada odwracalno- , 
ścl pozostaje w mocy rćwnież wtedy, gdy niektóre etapy są stanowiskami 
wielokanałowymi o regularnych rozkładach czasów obsługi.

Dodatkowo w [WOLI 80a] sprawdzono, że zasada ta Jest ważna również dla 
dwuetapowych, wielokanałowych, jednorodnych systemów obsłngl o dowolnej 
(być może różnej na każdym z etapów) liczbie kanałów, charakteryzujących 
się wykładniczymi czasami obsługi.

Wracając do pojedynczych WSO można podać ogólnie obowiązujące oszaco­
wanie wydajności Tp takich systemów [MEJTH 73], a mianowicie«
- Oszacowanie od góry T* »  postaci

VP Min i-1 ,2 , (i t.1.3)

które, jak to łatwo sprawdzić, równe Jest maksymalnej wydajności etapu 
o najdłuższym średnim czasie obsługi, a więc wydajności maksymalnej sy­
stemu o Identycznych z rozpatrywanym stanowiskach obsługi i nieograni­
czonej pojemności buforów pośrednich.

- Oszacowanie od dołu T” ̂  Vn postacii

Równość:

max( y ]
-1

(IV.1.4)

rozkładach czasówzachodzi przy tym dla pojedynczych WSO o regularnych 
obsługi.

W cytowanej pracy przedstawiono również, przytoczony na rys. IV.2, wy­
kres charakteryzujący wartość stosunku Vp/Vp przy różnej liczbie stano­
wisk obsługi oraz różnych wartościach współczynnika zmienności rozkładu
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oiasów obsługi (założono Jednakowy, równy Jedności, średni czas obsługi 
każdym ze stanowisk; a więc przypadek systemu zrównoważonego oraz ze­

rową pojemność buforów pośrednich).

R o z k ł a d ,  c i o s u  o b s tu g i

0 r ó w n o m i e r n y
r ó w n o m ie r n y
r ó w n o m ie r n y

0.2 ró w n o m ie rn y
0 3 ró w n o m ie r n y
O A r ó w n o m / s m y

0.5 £ r  La n g a .

0.707 E r  L a n g a .

4 .0 E r L u n g a .

M

P.ys. IV.2. Wartości stosunku V p ^ p  ^ a  pojedynczego, M - etapowego WSO o
Jednakowych rozkładach czasów obsługi na wszystkich etapach, posiadają­
cych wartość oczekiwaną E(b) = 1 1  współczynnik zmienności rozkładu Cg.
Dodatkowo zaznaczono śc is łe  wartości wydajności V niektórych, specjał-r ,,n _P   „ -----  „przytoczono za
j;oaBbfi.vnv Aa»Hawi<vMv    „ -w ^
nych przypadków, wyznaczone w pracy [hILL 66]. Wykresy

pTOTH 73]

Jak to wynika wprost z podanych wyżej wzorów, wartość oszacowania V*,' 

zależna wyłącznie od wartości oczekiwanej czasu obsługi zgłoszeń, Jest we 
wszystkich rozpatrywanych przypadkach stała,natomiast silnym zmianom pod­
lega, saleina od postaci dystrybuanty czasu obsługi, wartość V” (określo­
na wg [SARH 62]).

la wykresach zaznaczono równioi dokładne wartości Vp dla pewnych, pro­
stych systemów, które kaidorazowo^bkazały się znacznie bliisze wartości 
VjJ aniżeli Vp , 00 wobec zerowej pojaaaości buforów pośrednich Jest natu­
ralne.
W szczególności, jak to wykazano w [AVII 65A], w przypadku systemu dwu­
etapowego bez kolejki pośredniej (M » 2, Ij ■ 0) mamy Vp « Y ~ , co pozwala 
na bezpośrednie, analityczne wyznaczenie wydajności takiego systemu, przy 
dowolnej postaei rozkładów czasów obsługi B^(x) oras B2(x).

W pracy tej przeprowadzono analizę scharakteryzowanych wyżej WSO w wa­
riancie z nieograniczonym buforem wejściowym (właściwy WSO), poprzez wy­
kazanie, że można przypadek taki sprowadzić do odpowiednio zdefiniowanego
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systemu jednostanowiskowego (jednokanałowego) z różny» od pozostałych 
rozkładem czasu obsługi pierwszego zgłoszen ia w każ.dyn okresie czynny», 
co pozwala na wyznaczenie wszystkich charakterystyk systemu, a n ie  tylko 
wydajności maksymalnej.

W dodatku A do n in ie jszego  rozdzia łu  omówiono sposób analizy takieh 
systemów w przypadku ogólniejszym , gdy stanowisko obsługi pierwszego eta­
pu charakteryzuje s ię  zależnością czasu obsługi od czasu oczekiwania.

W dalszych rozważaniach będziemy s ta ra li s ię  o k reś lić , które spośród 

parametrów nasyconych WSO wpływają na ich  wydajność i  jak s iln e  są wpływy 
tych parametrów.

Badania te  prowadzą w konsekwencji do problemu optym alizacji systemu, for­
mułowanego zwykle w jednej z następujących postaci jako;

i )  Zadanie rozbudowy systemu«

Mając dany pewien WSO należy o k reś lić , które parametry ( i  o i l e )  na­
le ży  zmienić, aby najniższym kosztem osiągnąć wymagany przyrost wy­
dajności, przy znanych kosztach rozbudowy systemu o dodatkowe elemen­
ty , ja k n p . i  koszty jednostkowego zwiększenia pojemności bufora, do­
łączen ia  kanału obsługi,

i i )  Zadanie reo rgan iza c ji systemu:

Mając dany pewien WSO należy zmodyfikować jego strukturę (p rzy  zacho­
waniu s ta ło śc i wszystkich zasobów) tak, aby zmaksymalizować wydajność 
systemu.
Zadanie to  można rozwiązać na przykład drogą:
-  zmiany w ie lkośc i buforów przydzielonych poszczególnym stanowisko« 

obsługi, przy zachowaniu łącznej pojemności buforów;
-  zmiany k o le jn ośc i, w k tó re j zgłoszen ia  przechodzą przez stanowiska 

obsługi (co  je s t  dopuszczalne w pewnych przypadkach);
-  zmiany rozdzia łu  pracy pomiędzy poszczególne etapy bądź mocy stano­

wisk obsługi, co prowadzi do m odyfikacji średnich czasów obsługi;
a w konsekwencji do sprecyzowania pewnych, ogólnych wytycznych dla pro­
jektowania WSO.

Ze względu na stosunkowo bogaty m ateriał źródłowy omówimy najpierw od­
d z ie ln ie  problematykę pojedynczych WSO a następnie przejdziemy do syste­
mów wielokanałowych i  pewnych przypadków specjalnych.

IV .2. Wpływ zrównoważenia systemu na jego wydajność

Rozpatrzmy pojedynczy, wieloetapowy system obsługi spełn iający za leż­
ność (T V .3 ), która przybiera wówczas postać;

K

2 ^ i )_1 - 
i-1

(IV . 2.1)
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Średni czas obsługi zgłoszeń na stanowisku obsługi wynika z i lo ś c i  
pracy, jaką na tym stanowisku należy wykonać oraz z mocy tego stanowiska. 
Oba te  parametry mogą ulegać zmianom. W praktyce często sprawą decyzji 
organizacyjnej je s t  ro zd z ia ł pracy pomiędzy stanowiska obsługi WSO -  przy­
kładem może tu być proces walcowania w walcowniach wieloklatkowych. W wie­
lu przypadkach możliwe je s t  też  zwiększenie mocy pewnych stanowisk obsłu­
g i kosztem innych, np. drogą przen iesien ia  częśc i personelu lub przesbro- 

jen ia  urządzeń.
Ogólnie rzecz b iorąc, tak ie transformacje średnich czasów obsługi cha­

rakteryzowane są pewnymi funkcjami i>i (^-) t f e t  • * • ’Pm-** i * 1 » 2 , . . . , I  (gd zie  
I  -  pewna lic zb a  naturalna), określającymi zakres oraz proporcje zmian 
czasów obsługi. Funkcje te  mogą mieć złożoną postać, jak na przykład w 
rozpatrywanym w pracy [WART 79] zagadnieniu rozdzia łu  pracy pomiędzy dwie

k la tk i nawrotnych walcarek blach.
W dalszych rozważaniach przyjmiemy, że możliwe je s t  dowolne zmodyfiko­

wanie średnich csasów obsługi sgłoszeń na wszystkich etapach, zachowująco 
wyrażoną zależnośoią ( IV .2.1) sta łość łącznego czasu obsługi, i  będziemy 
poszukiwać rozdzia łu  t e j  wartości między poszczególne etapy maksymalizu­
jącego wydajność systemu.

Va podstawie ( IV .1.1) można orzec, i ż  w przypadku gdyby wszystkie bu­
fo ry  pośrednie miały nieograniczoną pojemność, wówczas rozpatrywany WSO 
osiągnąłby maksymalną (równą jedności) wydajność jako system zrównoważony
0 ^ - 1 ,  i - 1 , 2 , . . . ,M.

Taki sam, równomierny, podział czasu obsługi byłby optymalny również 
(bez względu na pojemności buforów pośrednich), gdyby przy jąć, i ż  wszyst­
k ie stanowiska obsługi posiadają regularne rozkłady czasów obsługi. 
Rozpatrując WSO o ograniczonej pojemności i  różnych od regularnych roz­
kładach csasów obsługi omówimy oddzieln ie przypadek jednakowych i  oddzie l­
nie przypadek różnych rozkładów czasów obsługi na poszczególnych etapach, 
zakładając jednak sta le  jednakowe pojemnośei wszystkich buforów pośred­

nich — K; i - 2 , 3 , . . .  ,M.

a) Identyczne rozkłady czasów obsługi na wszystkich etapach

Dwuetapowy system obsługi z wykładniczymi rozkładami czasów obsługi 
był pierwszym przypadkiem WSO, dla którego wyznaczono w sposób śc is ły  wy­
dajność (jflJHT 56]. Łatwo sprawdzić (ry s . IV .3 ), że największą wydajnością 
cechuje s ię  system zrównoważony, co wydaje s ię  naturalne z. punktu widze­
nia zasady odwracalności. Jak to wyraźnie widać na rysunku, straty wyni­
kające z niezrównoważenia systemu rosną gwałtownie wraz ze wzrostem po­
jemności bufora pośredniego.

H i l l ie r  i  Boling [HILL 66] , korzystając z opracowanej przez s ieb ie  me­
tody numerycznego wyznaczania wydajności systemów wieloetapowych, rozpa­
tryw ali przypadki M -  3,4 przy wykładniczych roikładach czasów obsłuj 
stw ierdzając, i ż  przy większej a n iż e li dwa l ic z b ie  etapów systemy n ie- 
zrównoważone mogą o s ią g a ć  wydajność wyższą a n iż e li systemy zrównoważo



Wskazali oni na charakterystyczną prawidłowość, którą nazywać będziemy 
"zjawiskiem garbu" (ang. -  bowl phenomenon), polegającą na tym, i ż  maksy­
m alizacja wydajności występowała, gdy ro zd z ia ł pracy był symetryczny ( t j .  
ECbi) -  ^ b ji+ l- i^  i 1*1 >2 »...,M ) i  stanowiska obsługi alokowane Ba krań­

cach syateau cechowały s ię  dłuższymi cza­
sami obsługi. Autorzy postaw ili hipotezę, 
i ż  tak i efekt występować będzie również w 
bardziej rozbudowanych systemach.
W odniesieniu do systemu H»3 również w 
[PAT? 64] , posługując się także metodami 
numerycznymi, zauważono tę prawidłowość, 
wysuwając stąd jednak odmienny wniosek, iż 
prawidłowo zaprojektowany WSO powinien cha­
rakteryzować się rozmieszczaniem aa prze­
mian szybkich i powolnych stanowisk obsłu­
gi, stawiając też hipotezę, ii zysk wyni­
kający z takiego doboru parametrów systemu 
będzie aalał wraz ze zmniejszaniem współ­
czynnika zmienności rozkładów czasów ob­
sługi.

W literaturze pojawiły si* takie hipo­
tezy, ii wydajność WSO będzie maksymalna, 
gdy stanowiska obsługi zostaną uporządko­
wane według rosnących średnich czasów ob­
s łu g i, oparte na fakcie stwierdzenia przez 
35avisa [SATI 66j takiej prawidłowości w 
WSO ze strataai zgłoszeń w przypadku prze­
pełnienia.

Ostateczne wyjaśnienie tych rozbieżnych poglądów zawdzięczamy praey 
[HIU. 79] (wykorzystującej rozwiązania nnaeryozne) oraz [&AYA 79a] (opar­
tej na modelowaniu cyfrowym). W tabeli IV.1 zamieszczono rozwiązania op­
tymalizujące wydajność systemów wieloetapowych z wykładniczymi rozkładami 
czasów obsługi przy H a 3,4,5,6 i niektórych wartościach pojemności bufo­
rach I1, które potwierdzają jednoznacznie istnienie zjawiska garbu.Hillier 
i Boling ograniczyli się przy tym do poszukiwania rozwiązań symetrycznych, 
Jako ii wszystkie przeprowadzone dotąd badania wskaznją, ie jest to cha­
rakterystyczna własność rozwiązań optymalnych. Testy wykonane w [RAYA 79a] 
zdyskwalifikowały toi dwie pozostałe podane wyiej hipotezy, z których 
"przeplatanie" szybkich i powolnyob stanowisk obsługi prowadzi często do 
wydajności niższej aniioli wydajność systemu zrównoważonego,natomiast mo- 
notoniczne zwiększanie średnich ezaftów obsługi daje z reguły wyniki znacz­
nie gorsze aniżeli zrównoważenie systemu.

W ramach zalecanej reguły optymalizacji opartej na zjawisku garbu ( t j .  
monotonieznym zwiększaniu średnich czasów obsługi stanowisk bliższych 
krańców systemu) aoina w róiny sposób formować proporcjo średnich czasów
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Rys. 17.3. Wydajność dwueta­
powych, niezrównoważonych qy- 
stemów masowej obsługi z wy­
kładniczymi rozkładami cza­
sów obsługi (na ..podstawie 

[H ILL 66] )

obsługi poszczególnych stanowisk oraz wybierać różne stopnie niezrównowa- 
żenia systemu. H i l l ie r  i  Boling sugerują (w oparciu o przytoczone w tabe­
li IV.1 w yn ik i), i ż  niezrównoważenie systemu ze wzrostem lic zb y  stanowisk 
obsługi pozostaje mniej w ięoej s ta łe , na poziomie około 0 . 1 3 , przy czym 
aożna przyjmować równe średnie czasy obsługi dla wszystkich stanowisk ob­
sługi, z wyjątkiem dwóch skrajnych (X 1 orazJC^), które powinny 
się is to tn ie  dłuższymi średnimi czasami obsługi.

cechować

Optymalne niezrównoważenie wieloetapowych systemów masowej 
z wykładniczymi rozkładami czasów obsługi.

Dane dla przypadków M-3,4,5,6 zaczerpnięto z [HILL 79], 
natomiast dla przypadku M=12 z [RAYA 79A] , 

przy czym zachodzi BCb^ = 2—
i  optymalizacja była przeprowadzana-------------- — m A oo»-( orłl

Tabela IV. 

obsługi

M I
i"

ECh,) B(b2) E(b3) (w > 4) e(b5) TP IMS 1-100% J

0 1.086 0.828 1.086 - - 0.56718 0.56410 100.55

1 1.059 0.882 1.059 - - - 0.67376 0.67047 100.49

3 2 1.044 0.912 1.044 - - - 0.73692 0.73402 100.40

3 1.035 0.930 1.035 - - - 0.77920 0.77671 100.32

4 1.028 0.944 1.028 - - - 0.80963 0.80749 100.27

0 1.137 0.863 0.863 1.137 - - 0.51963 0.51478 100.94

1 1.093 0.907 0.907 1.093 - - 0.63617 0.63115 100.80

4 2 1.069 0.931 0.931 1.069 - - 0.70513 0.70071 100.63

3 1.055 0.945 0.945 1.055 - - 0.75152 0.74771 100.51

4 1.045 0.955 0.955 1.045 - - 0.78509 0.78178 100.42

0 1.169 0.898 0.866 0.838 1.169 - 0.49165 0.48580 101.20

1 1.114 0.928 0.916 0.928 1.114 - 0.61348 0.60758 100.97

2 1.085 0.946 0.938 0.946 1.085 - 0.68568 0.68049 100.76

0 1.192 0.923 0.885 0.885 0.923 1.192 Lo.47312 0.46671 101.37
6

1 1.130 0.943 0.927 0.927 0.943 1.130 0.59817 0.59183 101.07

12 0 1.1 1.06 1.02 0.88 0.94 0.9 || 0.42168 0.4172 101.06

El-Rayah [RAYA 79a] badał dla M-12 trzy warianty formowania "garbu "t
- przyjmowanie równych między sobą średnich czasów obsługi dla stanowisk 

X 4 t i *'9 1  rźwn?ełl ®i?dzy sobą, większych n iż  poprzednie, średnich cza­
sów obsługi dla pozostałych stanowisk,

-  przyjmowanie równych między sobą średnich czasów obsługi dla grup sta-
X5 ł  x 8, i X12 ’nowisk obsługi !£., ł  ? G.

-  przyjmowanie rodzia łu  średnich czasów obsługi wg zasadyi E(b^) 
, )  -  0 .4 (i-1  )A , B(b12 -  i )  -  E ^ ) ,  i  »  1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,

1 + A ,

E(bi ) E(b1
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stwierdzając jednoznacznie wyższość trzec iego  z tych wariantów nad pozo­
stałymi (optymalne rozwiązanie w ramach tego wariantu zawiera tabela IV.1).

Zamieszczone wyniki pozwalają stw ierd zić , iż  aczkolwiek optymalny s to ­
pień niezrównoważenia systemu szybko maleje ze wzrostem pojemności bufo­
rów pośrednich, to jednak przyrost wydajności uzyskany dzięk i temu n ie- 
zrównoważeniu zmniejsza e ię  znacznie w o ln ie j, uzasadniając celowość sto­
sowania systemów niezrównoważonych również w przypadku użycia buforów o 
większych pojemnościach [ hIL I/79] .

Tabela IV .3

Optymalne niezrównoważenie trzyetapowego systemu masowej obsługi
wg [HILL 791

- wydajność systemu optymalnie' niezrównoważonego 
V® - wydajność systemu zrównoważonego

k N ' E(b1)=E(b3) E(b2) 1
VP VP

vn
-£  10 0%

1 2 .......... i, _ .... 4 5 6 7
0 1.086 0.828 0.56718 0.56410 100.55
1 1.059 0.882 0.67376 0.67047 100.49
2 1.044 0.912 0.73692 0.73402 100.40

1 3 1.035 0.930 0.77920 0.77671 100.32
4 1.028 0.944 0.80963 0.80749 100.27

0 1.067 0.866 0.64360 0.64041 100.50
1 1.038 0.924 0.76395 0.76131 100.35

2 2 1.026 0.948 0.82387 0.82189 100.24
3 1.019 0.962 0.85950 0.85795 100.18
4 1.015 0.970 0.88312 0.88186 100.14

0 1.056 0.888 0.68731 0.68422 100.45
1 1.028 0.944 0.81161 0.80947 10 0 .2 6

3 2 1 .0 1 8 0.964 0.86600 0.86453 100.17
3 1.013 0.974 0.89603 0.89493 100.12
4 1.010 0.980 0.91506 0.91418 100.10

0 1.050 0.900 0.71695 0.71400 100.41
4 1 1.022 0.956 0.84196 0.84017 100.21

2 1.014 0.972 0.89129 0.89012 100.13

5 0 1.045 0.910 0.73891 0.73609 100.38
1 1.019 0.962 0.86326 0.86173 10 0 .18

6 0 1.041 0.918 0.75609 0.753384 10 0 .3 6

7 0 1.039 0.922 0.77005 0.76745 100.34
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Zysk wynikający ze stosowania systemów niezrównoważonych rośn ie nato­
miast ze wzroste* liczby etapów.

Bardzo istotnym praktycznie zagadnieniem je s t  wrażliwość wydajności 
WSO na prawidłowy dobór średnich czasów obsługi (prawidłowość niezrówno- 
ważenia systemu). W ta b e li IV .2 w oparciu o dane zawarte w cytowanych pra­
cach określono zakres zmian parametru określającego niezrównoważenie sy­
stemu (w prawidłowy sposób), przy którym system niezrównoważony cechuje 
s ię  niewielkim , w stosunku do przypadku niezrównoważenia optymalnego, ob­
niżeniem wydajności, a także wartości tego parametru, przy których system 
przesadnie niezrównoważony osiąga wydajność równą wydajności systemu zrów­
noważonego.

W sposób wyraźny widać, i ż  elementem decydującym je s t  prawidłowość re­
guły niezrównoważenia, natomiast nie je s t  wymagana duża precyzja w dobo­
rze w artości. I  tak na przykład w odniesieniu do systemu czteroetapowego 
bez buforów pośrednich wszystkie wartości E( bg) »  E (b j) ■2-E (b1) »2 -E (b^ ), 
leżące w przedzia le  0.72 ^ * ( b 2) < 1 ,  zapewniają wydajność większą aniże­
l i  system zrównoważony.

Ogólne zasady podane wyżej pozostają w mocy również w przypadku, gdy 
rozkłady czasów obsługi są różne od rozkładów wykładniczych, co sprawdzo­
no w [HILL 79], rozpatrując rozkłady Erlanga k-tego rzędu, k-1J7 (tabela 
IV .3) oraz w [RAYA 79a] , rozpatrując rozkład normalny (o b c ię ty ) oraz roz­
kład log - normalny.

Zmniejszenie współczynnika zmienności rozkładu powoduje obniżenie opty­
malnego stopnia niezrównoważenia (oraz zysku wynikającego z niezróvjowa- 
ż en ia ), przy czym efekt ten je s t  tym s iln ie js z y ,  im większa je s t  pojem­
ność buforów pośrednich.

b) Różne rozkłady czasów obsługi

W pracy (raOH 75B] przedstawiono metodę wyznaczania wydajności dwueta­
powych systemów obsługi z wykładniczym rozkładem czasów obsługi na jednym 
ze stanowisk i  dowolnym rozkładem czasów obsługi na drugim z nich, przy 
czym jako in tegra lny krok te j  metody wymagane było rozwiązanie układu rów­
nań liniowych o rozmiarze zależnym od pojemności bufora pośredniego I .

Badanie przypadków obejmujących rozkłady Erlanga oraz rozkład normalny 
(o b c ię ty ) o współczynniku zmienności < 1  doprowadziło do wniosku, że 
wydajność systemu można zoptymalizować projektując system tak, aby stano­
wisko obsługi charakteryzujące s ię  większą wartością współczynnika zmien­
ności (a  więc stanowisko obsługi o wykładniczym rozk ładzie czasów obsłu­
g i )  miało nieco krótszy średni czas obsługi. Zarówno stopień niezrównowa­
żenia, jak i  zysk wynikający z te j m odyfikacji systemu wzrastają ze wzro­
stem różnicy współczynników zmienności rozkładów czasów obsługi na obu 
etapach, natomiast maleją s i ln ie  ze wzrostem H.

Identyczne WSO rozpatrywano w [WOLI 8 icfj, [zSAK 79], wyznaczając ich 
wydajność na drodze analitycznej (p a trz  Dodatek B ). Potwierdzono wcześ-
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n ie jsse  wyniki d la  Oj <  1 i  zwrócono uwagę na zaskakujące nieregularnośei 
występujące przy rozpatrywania przypadku Cg >  1 (w oparciu o rozkład hi- 
perwykładniezy dragi ego rzędu ). Maksymalną wydajność uzyskiwano również 
przy nieco krótszych średnich czasach obsługi na stanowisku obsługi cha­
rakteryzu jący» s ię  wykładniczy» rozkładem czasu obsługi, które jednak w 
t y »  przypadku była stanowiskiem o aniejszym współczynniku zmienności roz­
kładu.

Również wzrost pojeaności bufora H powodował pocsątkowo zwiększenie wyma- 
ganego stopnia niezrównoważenia Ci zysków stąd wynikających), podczas gdy 
dalsze zwiększenie wartości N prowadziło do efektu odwrotnego.

Przykładowe wyniki dla w artości Cg »  0 oraz Cg «  3 ilu s tru je  rys . IV .4.
Jako typowe należy uznać xdla systemów dwuetapowych o różnych rozkładach
czasów obsługi wartości E(b^) -  0.92*0.96, przy których można oczekiwać
zwiększenia wydajności o około 0.2^0.3% w stosunku do wariantu zrównowa­
żonego.

W pracy (RAG* 76b] rozpatrzono w sposób analityczny przypadek M »  3 z 
buforami pośrednia! o zerowej pojemności, przyjmując wszystkie aożliwe 
koabinacje regularnego i  wykładniczego rozkładu czasu obsługi na poszcze­
gólnych etapach.

Tabela IV .4
Optymalne niezrównoważenie systemu trzyetapowego 

z różnyai rozkładami czasów obsługi na poszczególnych etapach 
(dane zaczerpn ięte z [RAOH 76] oraz [HILL 66J).

Rozpatrywane warianty scharakteryzowano przez podanie rozkłada czasu ob­
słu g i na każdy» z etapów M - rozkład wykładniczy. D -  rnr.lrłod

Rozpatrywany
wariant

Wydajność 
systemu zrów­
noważonego

Zysk wynika­
jący z opty­
malnego n ie­
zrównoważenia

Optymalny sposób niezrównowa­
żenia systemu

E(b1) E(b2) E(b3)

a) M M D
b) D M M
c ) M DM
d) M D D
e) D D M
f )  D M D
g) D D D
h) M M M

0.6160
0.6160
0.6167
0.7311
0.7311
0.7311
1
0.5641

102.80
102.80
100.35
106.79
106.79
106.79 
Brak 
100.5

1.00
1.27
0.945
0.62
1.19
1.19 
1
1.09

0.73
0.73
1.11
1.19
1.19 
0 .6 2  
1
0.82

1.27
1.00

0.945
1.19 
0 .6 2

1.19 
1
1.09

W ta b e li IV .4 zacytowano wyniki określa jące optymalne niezrównoważenie 
w takich  systemach (wśród których wyróżniają s ię  systemy sprzężone).

Rao zwrócią awagf aa celowość przyporządkowywania krótszego średniego 
czasu obsługi stanowiskom obsługi posiadający» większą wartość współczyn­
nika zmienności rozkładu (" e fe k t  zaienności rozk ładu "), podkreślając, że 
efekt ten oraz oaawiany poprzednio "e fek t garbu" mogą s ię  wzajeanie wsasc-
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niać (wariant f )  lub mogą wzajeanie sobie przeciwdziałać (wariant e). H ie- 
zrównoważenie systemu spowodowane “ efektea zaienności rozkładu" powinno 
być tym s i ln ie js z e ,  im większe są różn ice współczynników zmienności ro z ­
kładu czasów obsługi na poszczególnych etapach.

Wykazano te ż , że w przypadku systeau trzyetapowego, w którya skrajne 
stanowiska obsługi Bają wykładnicze rozkłady czasów obsługi, natoaiast 
środkowe stanowisko obsłagi aa równomierny rozkład czasów obsługi o war­
to śc i Cg -  0 .5 , aaksyaalną wydajność osiąga s ię  w wariancie zrównoważony».

Podsuaowując, aożna stw ierd zić , i ż  w pojedynczych WSO aaksyaalną wy­
dajność uzyskuje s ię , ogóln ie rzecz b iorąc, drogą wprowadzenia niezrówno­
ważenia systemu. Wskazano na dwa efekty sugerując kierunek zróżnicowania 
wydajności poszczególnych stanowisk obsługi, przy czya efekt związany ze 
zróżnicowanie» rozkładów czasów obsłagi je s t  s iln ie jszy .Z a lecan e niezrów­
noważenie systemów -  nawet przy n iew ie lk ie j l ic z b ie  etapów -  noże być znacz­

ne i  prowadzić do wyraźnych zysków.

^  . ■ ' ■ ' '
IV . 3. Wpływ rozkładu czasu obsługi oraz pojeanośei buforów pośrednich

na wydajność WSO

Nieregularny charakter czasów obsługi zgłoszeń wynika w sposób nata- 
ralny z nieuniknionych, losowych różn ic w zapotrzebowaniu zgłoszeń na ob­
sługę oraz n iew ielk ich  wahań »ocy  stanowisk obsługi. Wynikające stąd zróż­
nicowanie czasów obsłagi je s t  s i ln ie  związane ze specyfiką modelowanego 
procesu (np. w odniesieniu do l i n i i  produkcyjnych obserwuje s ię  z zasady 
n iew ie lk ie  wartości współczynnika zmienności rozkładu -  jako typową można 
przyjąć wyznaczoną w [sLAC 72] wartość Cg = 0.72» w odniesieniu do syste­
mów te le tran sm is ji danych obserwowano w ielokrotn ie wartości C b lisk ie  

jed n ośc i).
Realistyczny opis WSO wyaaga często uwzględnienia możliwości powstawa­

nia awarii stanowisk obsługi, przy czya zarówno średni czas poaiędzy awa­
riam i, jak i  średni czas naprawy stanowiska obsługi przekraczają zwykle 
w ielokrotn ie wartości średniego czasu obsługi zgłoszen ia przy poprawnej 
pracy stanowiska obsługi. Łączne rozpatrzen ie n ieregularnośei czasów ob­
sług i oraz awarii stanowisk obsługi jea t trudne, stąd w lite ra tu rze  ro z ­
patrywane 8ą z reguły dwa standardowe modele i
-  całkow icie niezawodne stanowiska obsługi, w których możliwość awarii u- 

względnia s ię  co najwyżej drogą podwyższenia wartości współczynnika

zmienności rozkładu,,
-  regularne rozkłady obsługi z możliwością występowania okresowej n ie­

sprawności stanowisk obsługi.
Pozostając w obrębie pierwszego z tych modeli rozpatrzymy wpływ n iere-

gularności czasów obsługi na wydajność WSO.
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Skutki pominięcia wyższych momentów rozkładów czasów obsługi

Jak na to zwrócono uwagę w ro zd z ia le  I ,  w praktyce często charaktery­
zując rozkłady czasów obsługi ograniczamy s ię  do określenia ich  wartości 
oczekiwanej oraz współczynnika zmienności rozkładu. Przedyskutujemy obec­
nie skutki takiego uproszczenia w odniesieniu do WSO.

Rys. IV .5. Wydajność dwuetapowego, zrównoważonego systemu obsługi o iden­
tycznych rozkładach czasów obaługi na obu etapach w funkcji współczynni- 

ka zmienności rozkładu, przy W»0. Dane zaczerpnięta z [RAOI 75AJ

Ba rys. IT .5  podano w ślad za (raON 75a] porównanie wydajności dwueta­
powych systemów obsługi bez bufora pośredniego przy różnych, cechujących 
s ię  identycznymi wartościami dwóch pierwszych momentów, rozkładach czasów 
obsługi, stw ierdzając, i ż  n iew ie lk ie  ilościow o różn ice narastają *e wzro­
stem Cg.

W [RAOH 75BJ podkreślono, i ż  różn ice te  sta ją  s ię  jeszcze wyraźniejsze, 
j e ś l i  rozpatrywane są rozkłady o identycznych wartościach E(b) oraz Cg, 
lecz  o s i ln ie  różniących s ię  przebiegach dystrybuant, jak na przykład r®z- 
kład Erlaaga i  rozkład równomierny}dodatkowo ich  zwiększeniu sprzyja aała 
pojemność bufora pośredniego (ta b e la  IV . 5 ).

W pracy [AIDE 69]  rozpatrywano, przy użyciu modelowania cyfrowego, 
zrównoważone WSO, posiadające wykładnicze bądź normalne (o b c ię te ) rozkła-
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dy czasów obsługi. Badania te , mające na celu wskazanie optymalnego ro z­
działu pojemności buforów (b a rd zie j szczegółowo omówimy je  nieco późnie.,, 
wykazały całkowitą zgodność jakościową oraz duże podobieństwo ilościow e 
wyników uzyskiwanych w obu przypadkach.

Tabela I V . ,

Wydajność dwuetapowego, zrównoważonego systemu masowej obsługi 
z regularnym (C.j=0) lub wykładniczym (0 ^ 1 );

rozkładem czasów obsługi na etapie pierwszym 
i  dwoma różnymi rozkładami ćzasów obsługi 

(posiadającymi współczynnik zmienności rozkładu Cg) na etapie drugim.
Dane zaczerpnięte z [RAON 75BJ

Rozkład czasów obsługi na drugim etapie

C2
Równomierny Erlanga

C^O, N=0 C.,-1, N==0 O _k II 5Z5 U C^O, N=0 C., = 1, N=0 0̂  = 1, N=1

0.00 1.0 0.73106 0 .8 236 6 1.0 0.73106 0.82366

0.10 0.95850 0.73008 0.82263 0.91670 0.73008 0.82263

0.20 0.92030 0.72712 0.81954 0.92633 0.72721 0.81960

0.30 0.88503 0.72220 0.81443 0.89372 0.72262 0.81471

0.40 0.85237 0.71530 0.80730 0.86530 0.71635 0.80773

0.50 0.82203 0.70640 0.79824 0.83655 0.70942 0.80029

Identyczne wnioski z badań symulacyjnych WS0 posiadających normalne bądź 
też log  -  normalne rozkłady czasów obsługi wyciągnięto też w [RAYA 79a]  
w odniesieniu zarówno do systemów zrównoważonych, jak i  niezrównoważonych 
o l ic z b ie  etapów M ■ 3,4.

Można więc stw ierdzić , iż  w zakresie Cb <  1 nie stwierdzono wpływu wyż­
szych momentów rozkładów czasów obsługi na charakter reguł optym alizacji 
WSO (sposób równoważenia, ro zd z ia ł buforów), występują natomiast pewne 
różnice ilościow e nasila jące s ię  w omówionych wyżej sytuacjach.

Z tego względu dla potrzeb rozważań analitycznych można zwykle uznać 
za uzasadnione ograniczenie s ię  do dobrania jedynie pierwszych dwóch mo­
mentów rozkładów. W przypadku modelowania cyfrowego, gdzie bardziej pre­
cyzyjne odwzorowanie postaci dystrybuanty nie je s t  k łopotliw e, korzysta 
s ię  natomiast często z rozkładów Weibulla, łatwych do uzyskania w genera­
torach lic zb  losowych i  umożliwiających uwzględnienie również wyższych mo­
mentów [CARN 76] , [SLAC 72] .

b) Wpływ współczynnika zmienności rozkładu czasów obsługi na wydajność WSO

V  Zamieszczone wyżej rys . IV .3, IV .4, IV .5 oraz tabela IV .3 i  IV.4 wska- 
zują jednoznacznie na fakt zmniejszenia s ię  wydajności WSO ze wzrostem 
współczynnika zmienności rozkładu czasów obsługi chociażby tylko  na n ie­
których stanowiskach obsługi.
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Ha zjawisko zwrócono uwagę również w [BART 62] ,  gdzie badając na dro­
dze symulacyjnej sześcioetapowe systemy obsługi stwierdzono, i ż  ulega ono 
osłabieniu w miarfc wzrostu pojemności buforów pośrednich. Podobne spo­
strzeżen ie poczyniono również w [CARN 76] w oparciu o badania symulacyjne, 
prowadzone przy użyciu rozkładów Weibulla.

Warto zauważyć, i ż  bardzo podobne zjawisko występuje przy rozpatrywa­
niu drugiego spośród wymienionych na wstępie tego podrozdziału modelu WSO 
z regularnymi rozkładami czasów obsługi i  podlegającymi awariom stanowi­
skami obsługi.

Aczkolwiek badania takich  systemów omawiane np. w [isUZA 67], [OKAM 77], 
[OKAM 78] dotyczyły synchronizowanych WSO, to jednak w [BUZA 72] zademon­
strowano bezpośrednią stosowalność uzyskanych wyników również w odniesie­
niu do systemów swobodnych.

W szczególności rozpatrywano na drodze analitycznej system dwuetapowy 
z niezerową pojemnością bufora pośredniego i  wykładniczymi rozkładami cza- 
sów obsługi, w którym dopuszczalne były pojawiające s ię  w sposób stocha­
styczny uszkodzenia o określony* przez pewną zmienną losową czasie trwa­
nia.

Wskazano, i ż  zmniejszenie wydajności takiego systemu w stosunku do syste­
mu dwuetapowego, w pełn i niezawodnego i  charakteryzującego s ię  regularny­
mi rozkładami czasów obsługi, można bardzo dokładnie aprokeymować drogą 
określen ia sumy s tra t wynikających z oddzielnego uwzględnienia w takim 
wzorcowym przypadku bądź to n ieregu larności czasów obsługi, bądź to awa­
r i i  stanowisk obsługi. Sformułowano też h ipotezę, i ż  podobna superpozycja 
je s t  możliwa również w odniesieniu do systemów o większej l ic z b ie  etapów 
i  innych rozkładach czasów obsługi.

c ) Zasady rozm ieszczenia stanowisk obsługi o różnych rozkładach czasów
obsługi w zróżnoważonych WSO

Wyniki ekspery*entów symulacyjnych polegających na różny* uszeregowa­
niu trzech  prjedynczych stanowisk obsługi, cechujących s ię  różnymi warto­
ściami współczynników zmienności rozkładu czasu obsługi, podano w [SMIT 
77]. Autorzy sugerowali, że umieszczenie jako środkowego tego spośród roz­
patrywanych stanowisk, które posiadało najwyższą wartość Cfi, było zdecy­
dowanie niekorzystne (w sensie wydajności uśrednionej po różnych warian­
tach rozd z ia ła  buforów).

Przedstawione w ta b e li 1 cytowanej pracy wyniki, jako sprzeczne z za­
sadą odwracalności, n ie pozwalają jednak na wyciągnięcie bardzie j szcze­
gółowych wniosków.

Wyniki symulacji c z te ro - oraz dziesięcioatapowych systemów o różnych war­
tościach R omawiano w [cARH 76] I zakładając, i ż  część stanowisk obsługi 
posiada regularne rozkłady czasów obsługi, w pozostałych natomiast czas 
obsługi określony je s t  rozkładem Weibulla, przy czy* w ramach każdego z 
tych dwu typów stanowiska obsługi były identyczne.
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Stwierdzono, i ż  dla M »  4 i  dwu stanowisk obsługi każdego typu rozmie­
szczenie stanowisk obsługi o regularnym rozkładzie czasów obsługi w środ­
ka prowadziło do istotnego wzrostu wydajności w stosunku do wariantu, w 
którym byłyby one rozmieszczone na brzegach ( t j .  jako pierwsze i  czwarte).

Zysk wynikający z prawidłowego rozm ieszczenia wzrasta ze wzrostem war­
tośc i Cg, maleje natomiast ze wzrostem pojemności buforów pośrednich, o- 
siągając przykładowo przy Cg = 0,5 oraz N = 1 wartość 4%.

Eksperymenty prowadzone dla M = 10 pozwoliły stw ierdzić , że rozmiesz­
czenie sześciu stanowisk obsługi o regularnych rozkładach czasów obsługi 
jako środkowych prowadziło do wzrostu wydajności rzędu 1.33% w porównaniu 
z losowym rozmieszczeniem stanowisk oraz 3% w porównaniu z wariantem, w 
którym stanowiska te  zgrupowane byłyby po trzy  na początku i  końcu WSO. 
Autorzy wyciągnęli stąd wniosek o is tn ien iu  w zróżnoważonych WSO odpo­
wiednika "zjawiska garbu" w odniesieniu do współczynnika zmienności ro z­

kładu czasów obsługi zgłoszeń.
Szczegółowe badania symulacyjne WSO o normalnych rozkładach czasów ob­

s ług i oraz N •  0 opisano w [RAYA 79b], Przy M = 3 potwierdzono n iew łaści­
wość umiejscowienia jako środkowego, tego spośród stanowisk obsługi, któ­
re  cechuje najwyższa wartość Cg, potwierdzono też  podane wyżej sugestie 
optymalnej a lok ac ji stanowisk obsługi przy M »  4. Co w ięce j, autor wyka­
za ł, iż  wydajność WSO o zróżnicowanych współczynnikach zmienności rozkła­
du może przewyższyć wydajność WSO o identycznych stanowiskach obsługi 
(p rzy  założen ia, i ż  w obu przypadkach suma współczynników zmienności ro z­
kładów wszystkich stanowisk obsługi je s t  s ta ła ).
W rozpatrywanym «akresie zmian Cg < 0 .3  stwierdzono, i ż  wzrost wartości 
Cg prowadził do podobnej zmiany wydajności systemu jak wydłużenie śred­
niego czasu obsługi (niezrównoważenie) tego samego stanowiska obsługi. 
J e ś li np. w zb iorze 12 stanowisk obsługi cztery  posiadały Cg «  0.15, na­
tomiast pozostałe charakteryzowały s ię  wartością cB -  0.3, wówczas umie­
szczenie tych pierwszych w centrum WSO zwiększało wydajność systemu o o- 
koło 2.5% w stosunku do wariantu, w którym stanowiska te  znalazłyby s ię  
(w jednej grupie) na początku względnie na końcu systemu.

d) Wpływ po.1e*BQŚci buforów pośrednich na wyda.lność WSO

Powyżej k ilkakrotn ie wspominano, i ż  za leżn ie od pojemności buforów po­
średnich o**wiane efekty ulegać mogą wzmocnieniu bądź osłabien iu . Obecnie 
z ila e tru je »y  bezpośredni wpływ tego parametru na wydajność WSO.

Zadanie* buforów pośrednich je s t  łagodzenie skutków nierównomierności 
pracy kolejnych stanowisk obsługi, stąd też ich  pojemność n ie aogła mieć 
wpływu na wydajność WSO, w których wszystkie stanowiska obsługi charakte­
ryzowały regularne rozkłady czasów obsługi. Z drugiej strony, z optymal- 
ności systemów zrównoważonych w przypadku, gdy wszystkie bufory mają n ie­
ograniczoną poje*ność, wynika [BUZA 67]  , [mJTH 73], że wprowadzenie bufo­
rów pośrednich nie może zniwelować skutków zróżnicowania średnich czasów 

obsługi na poszczególnych etapach.
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Tabela IV .6
Wartość fu nkcji Vp(N ) oraz Sp(N) w dwuetapowym systemie obsługi

N 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
Vp(N) 0.66 0.75 0.8 0.633 0.8,7 0.876 0.889 0.9 0.901 0.917 0.924

JS/N) 12.5 6.66 4.17 2.86 2.08 1.59 1.25 1.01 0.834 0.7 0.595

Co w ięce j, j e ś l i  pewien bufor pośredni je s t  s ta le  pusty (lu b  s ta le  za­
pełn iony ), wówczas nie spełnia on swego zadania. Bez trosk i o precyzję 
można więc powiedzieć [BUZA 71 a] ,  i ż  miarą efektywności bufora je s t  wa­
r ian c ja  zmian długości k o le jk i zgłoszeń tworzonej w tym buforze.

Miarą łącznej efektywności wszystkich buforów WSO może być natomiast 
stosunek Vp/Vp (przypomnijmy, i ż  we wszystkich rozpatrywanych systemach 
zrównoważonych z założen ia zachodzi V* = 1 ). Na rys . IV .3 widać wyraźnie 
wpływ pojemności N bufora pośredniego na wydajność prostego systemu dwu­
etapowego. Wpływ ten można wyrazić w postaci ana lityczn ej.
Jak to udowodniono w [HUNT 56], wydajność zrównoważonego, dwuetapowego sy­
stemu masowej obsługi, w którym E(b^) = ECbg) = 1, wyraża s ię  wzorem:

y^CN) = N+2
T H ' (IT .3 .1 )

Tak więc zwiększenie o jedność pojemności bufora prowadzi do względnego

Vn(u+1) -  Vn(N )

wzrostu wydajności Ep(N )

Ep(N ) P'  ..............o'
TUM) P N + 6H + 3

( IV .3.2)

Wartości Vp(N ) oraz Ep(N) zestawiono w ta b e li IV .6, ilu s tru ją c  fak t, iż  
jakkolwiek zwiększenie pojemności bufora prowadzi zawsze do wzrostu wy­
dajności rozpatrywanego systemu, to  jednak przyrosty te , bardzo wyraźne 
przy małych U, s ta ją  s ię  ze wzrostem N znikome i  stosowanie buforów o po­
jemności w iększej a n iż e li N = 5 s ta je  s ię  mało opłacalne [HUNT 56].

Podobne wnioski można wyciągnąć na podstawie rys . IV .4 w stosunku do 
dwuetapowych systemów obsługi z innymi rozkładami czasów obsługi, nato­
miast na podstawie ta b e li IV .1 oraz IV .3 w stosunku do systemów w ieloeta ­
powych.

Sugestia ta zosta ła  poparta w [BART 62]  wynikami modelowania cyfrowego 
WSO z normalnymi rozkładami czasów obsługi (p rzy M = 4,6,10 oraz różnych 
wartościach Cfi) , a także wynikami badań opisanych w [SLAC 75].

Oczywiście, jak to  wynika np. z ta b e li IV .5, minimalna pojemność bufo­
ra niezbędna dla osiągn ięcia  pewnej zadanej wydajności systemu wzrasta ze 
wzrostem współczynników zmienności rozkładów czasów obsługi.

Sformułowane wyżej sugestie u legają gwałtownej zmianie w przypadku u- 
względnienia możliwości awarii stanowiska obsługi, kiedy to zaleca s ię , 
[BUZA 67] ,  stosowanie bufsrów o pojemności 2-3-krotnie większej a n iże li 
średnia liczba  zgłoszeń obsługiwanych w ciągu średniego czasu naprawy sta­
nowiska obsługi (co  prowadzi do pojemności buforów rzędu 30r50).

Zadanie wyboru łącznej pojemności 11 buforów pośrednich w WSO, a spe­
c ja ln ie  problem ich  ro zd iia łu  pomiędzy poszczególne etapy był przedmiotem 
wielu prac, np. [PREE 64] ,  [HATC 69] ,  [kHOT 78], [KOHI 56j , [KRAB 70], 

[MASS 74].
Większość tych prac dotyczy jednak synchronizowanych WSO i  te wyniki nie 
■ogą być wprost przenoszone na systemy swobodne, co wykażemy na przykła­

dzie: >
W odniesieniu do systemów synchronizowanych wskazuje s ię , [FREE 64] ,  

[MASS 7 4 ],- i ż  stanowiska obsługi o n isk ie j niezawodności (a  więc innymi 
słowy, stanowiska obsłagi o dużym współczynniku zmienności rozkładu cza­
sów obsługi) umieszczone na końcu WSO wymagają dla zapewnienia odpowied­
n ie j wydajności systemu przydzie len ia  buforów o większej pojemności ani­
ż e l i  identyczne stanowiska obsługi ulokowane na początku WSO, co w odnie­
sieniu do systemów swobodnych stałoby w jawnej sprzeczności z zasadą od- 

wracalności.
Szczegółowe, prowadzone przy użyciu modelowania cyfrowego, badania pro­

blematyki rozdzia łu  pojemności buforów w WSO opisano w [RAYA 79B]. Rozpa­
trzono zrównoważone WSO o Ma 3,4 przy założeniu, że wszystkie stanowiska 
posiadają jednakowe współczynniki zmienności rozkładu. Przyjmując pewną, 
ustaloną wartość Jf = N. rozważono dobór pojemności poszczególnych bu- 

i=1
f8row optymalizujący wydajność systemu.

Stwierdzono, i ż  przy JT^(M -1)*4 największą wydajność uzyskuje się przy 
równych buforach, czego można było s ię  spodziewać w oparciu o poprzednio 
omawiane prawidłowości, jako że jednostkowe zmniejszenie pojemności któ­
regokolwiek bufora w stosunku do tak iego, równomiernego podziału prowa­
dziłoby do istotnego obniżenia wydajności odpowiedniego etapu.

W przypadku stosowania Jf > (M -1)*4  równomierny ro zdzia ł pojemności bu­
forów był rozwiązaniem bliskim  optymalnego, w pewnych przypadkach n ie­
znacznie lepsze rezu lta ty  unyskiwano przyporządkowując nieco większą po­
jemność buforom środkowych etapów, co sugeruje pewne, aczkolwiek znacznie 
słabsze pod względem ilościowym, podobieństwo do zjawiska garbu.

A c ko lw i ek nie należy spodziewać s ię  praktycznego wykorzystania tego 
zjawiska, jako zbyt słabego, w stosunku do WSO o identycznych stanowiskach 
obsługi, to może ono zostać wykorzystane szerze j w przypadku, gdy posz­
czególne etapy cechują s ię  różnymi współczynnikami zmienności rozkładów 
czasów obsługi. szczególności w [SMIT 77] stwierdzono, i ż  stosunkowo 
większa powinna być pojemność buforów otaczających stanowisko obsługi o
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większym współczynniku zmienności rozkładu. Odchyłki od równomiernego roz­
działu miały przy tym większe znaczenie przy małych wartościach Jf .

IV .4. Wpływ wprowadzenia stanowisk wielokanałowych na wydajność WSO

W dotychczasowych rozważaniach ograniczyliśmy s ię  wyłącznie do poje­
dynczych WSO. Obecnie rozpatrzymy niektóre własności systemów wielokana­
łowych.

W oparciu o modelowanie cyfrowe w pracy [WILD 72] przedstawiono porów­
nanie wydajności układu złożonego z dwóch pojedynczych systemów dwuetapo­
wych z wydajnością aystenu dwuetapowego, złożonego z dwóch dwukanałowych 
stanowisk obsługi.
W obu rozpatrywanych przypadkach p rzy jęto  jednakową pojemność b u f o r a  po­
średniego przypadającą na pojedynczy kanał obsługi drugiego etapu. 
Stwierdzono, że system wielokanałowy posiadał zawsze większą wydajność, 
przy czym różnica wydajności obu porównywanych wariantów wzrastała ze 
wzrostem lic zb y  etapów oraz wzrostem współczynników zmienności rozkładów, 
a także zmniejszaniem pojemności bufora pośredniego.

Rys. IV .6. Wpływ pojemności bufora pośredniego N oraz lic zb y  kanałów ob­
s łu g i n, *  n„ «  K na wydajność dwuetapowego systemu masowej obsługi (wg 

1 [WOLI 80A]T

t

Szczegółowe badania wpływu poszczególnych parametrów na wydajność dwu­
etapowych, jednorodnych systemów wielokanałowych, przy założeniu wykład­
niczych rozkładów czasów obsługi, przedstawiono w [WOLI 80a]  , korzystając 
z rozwiązań analitycznych omówionych w dodatku c do n in iejszego rozdziału. 
Poniżej przytoczymy wyniki tych badań,
a) System zrównoważony

Wpływ pojemności bufora pośredniego N oraz lic zb y  kanałów obsługi na 
każdym z etapów n1 = n2 = K na wydajność systemu przedstawiono na rys.

IV .6.
Uzyskane wyniki wskazują, i ż  -  podobnie jak w przypadku systemów pojedyn­
czych - pojemność bufora pośredniego ma is to tn y wpływ na wydajność syste­
mu przy małych K i  wpływ ten maleje, gdy H wzrasta (oczyw iście wydajność 
rozpatrywanego systemu dąży do wartości V = 1 gdy N— .
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Rys. IV .7. Porównanie wydajności systemów dwuetapowych o jednakowej, rów­
nej L pojemności, przy różnych wartościach N oraz n1 =n _=K , dla L = 2k+Hs

(wg [WOLI 80A]) 1 Ł



Równocześnie warto zauważyć, że wydajność systemu rośnie ze wzrostem 
liczby  kanałów obsługi K, co wynika z faktu, i ż  w stanie zablokowania speł­
n ia ją  one również funkcję dodatkowych buforów. Tak więc w przypadku, gdy

ograniczona je s t  pojemność
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bufora pośredniego, wówćzaa 
zwiększenie wydajności roz­
patrywanego systemu można o- 
siągnąć drogą użycia na każ­
dym z etapów dużej liczby ma­
ło  wydajnych kanałów obsługi 
zamiast małej l ic zb y  kanałów 
wysoko wydajnych. Zysk wyni­
kający z ta k ie j d ecyz ji jes t 
tym większy, im mniejsza jest 
pojemność bufora pośredniego 
N.

W te j sy tu acji uzasadnio­
ne je s t  pytan ie, czy wydaj­
ność systemu za leży jedno­
znacznie od jego łącznej po­
jemności L, określonej wzo­
rem ( IV .1 ) .  Negatywną odpo­
wiedź na to pytanie uzasad­
n ia ją  wyniki ob liczeń  z ilu ­
strowane na rys . I V . 7, gdzie 
zestawiono wydajności kilku 
systemów o identycznej łącz­
nej pojemności 1 »  2K + N, 
lecz  różniących s ię  warto­
ściami N oraz l i1 = n2 «  K.

Rys. IV .8. Porównanie wydajności systemów 
dwuetapowych o różnej l ic z b ie  kanałów ob­
s łu g i na poszczególnych etapach. Przyjęto, 

że ”  n2 = const. (wg [WOLI 80AJ;

Jak wynika z przedstawio­
nych wykresów,największą wy­
dajność osiąga s ię  wówczas, 
gdy na założoną pojemność 
systemu składa s ię  możliwie 

duży bufor oraz możliwie mała lic zb a  wysoko wydajnych kanałów obsługi (w 
szczególności najlepszy je s t  więc system pojedynczy).

Porównując na przykład przypadek K -  4, N »  2 (d la  którego przy L -  10 
uzyskuje s ię  V »  0.8655) oraz przypadek K «  2, I  = 4 (d la  którego przy 
L ■ 8 uzyskuje s ię  V »  0.875) widzimy, i ż  większa łączna pojemność syste­
mu n ie zapewnia, uzyskania w iększej wydajności, j e ś l i  n ie  je s t  respektowa­
ne wyżej sformułowane za lecen ie.

Sa ry s . IV .8 przedstawiono porównanie wydajności dwuetapowych systemów 
jednorodnych, posiadających jednakową pojemność systemu oraz jednakową 
p e j e s n e ś ć  bufora pośredniego, a różniących s ię  jedynie lic zb ą  kanałów ob-

sługi na poszczególnych etapach (n^ # n2, n̂  + n2 = c o n s t.). Jak widać, 
stosowanie zróżnicowanej lic zb y  kanałów obsługi na obu etapach prowadzi 
do istotnego zmniejszenia wydajności systemu. Zarówno wyniki wykorzystane 
na tym rysunku, jak i  lic zn e  inne eksperymenty potw ierdziły  zachodzenie 
dla rozpatrywanych systemów zasady odwracalności.
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Rys. IV .9. Dwa porównywane warianty
systemów pojedynczych, z których każdy posiada bufor pośredni o po­
ś c i N„, b) system wielokanałowy, posiadający bufor pośredni o pojem­

ności »  K H

Na zakończenie dyskusji systemów zrównoważonych porównamy wydajność 
dwóch, przedstawionych na rys . IV .9 wariantów a mianowicie układa K dwu­
etapowych systemów pojedynczych oraz wielokanałowego systemu dwuetapowego. 
Założono, i ż  w obu przypadkach identyczna je s t  łączna liczb a  2K stanowisk 
obsługi oraz łączna pojemność buforów pośrednich Nfc = K Na.

Przedstawione w ta b e li IV .7 wyniki analizy porównywanych wariantów wska­
zują na zdecydowaną wyższość systemu wielokanałowego, tym wyraźniejszą, im 
większa je s t  lic zb a  kanałów obsługi oraz im mniejsza je s t  pojemność bufo­
rów pośrednich, co je s t  całkow icie zgodne z wnioskami podanymi wfwiLD 72].

i
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b) System niezrównoważony

Wprowadzźmy dla uproszczenia oznaczenia: = nr (u°, ^  = n„.,u°, pr2y
czym, zgodnie z wprowadzonymi wcześniej założeniami, rozpatrywać będziemy 
przypadki spełn iające ogran iczen ie:

-— + —— = 2
P i  P i i

g i najcazaym z e- 
(wg [WOLI 80A ])

Rys. IV .11, Wydajność dwuetapowego wielokanałowego systemu niezrównoważo­
nego, przy założeniu różnej lic zb y  kanałów obsługi na poszczególnych eta­

pach (wg [WOLI 80A])
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Porównanie wydajności wielokanałowego systemu dwuetapowego 
oraz zbioru systemów pojedynczych.
Dane zaczerpnięto z [WOLI 80AJ

Tabela IV.7

Ha = 0 Na = 1 Na = 2
Zbiór K systemów pojedynczych 0.6667 0.7500 0.8000
Wieloetapowe, w ie lo - 
kanał owe K = 2 0.7500 0.833} 0.6750

Systemy masowej 
obsługi

K = 3 0.7900 0.8714 0.9072
K = 4 0.8161 0.8940 0.9256

Jak to zilustrowano na rys . IV .10 (d la  N = 0) w przypadku, gdy liczba 
kanałów obsługi na obu etapach je s t  równa n̂  = n2 = K, wówczas maksymalną 
wydajność osiąga s ię  w systemie zrównoważonym, t j .  przy Straty
wynikające z niezrównoważenia systemu rosną przy tym s i ln ie  ze wzrostem 
K. Można łatwo sprawdzić, że regu ła ta obowiązuje również dla N >0 .

J e że li natomiast zachodzi n1 f! i i j ,  wówczas dla optym alizacji wydajności 
systemu wskazane je s t ,  aby łączna wydajność stanowisk obsługi w tym eta­
p ie , gdzie są one l ic z n ie js z e ,  była nieco wyższa. J e ś li więc n ^ n « *  wów­
czas maksymalną wydajność osiąga s ię  p r z y f i j> 1 ,  natomiast dla n ^ U g  - 
przy f t j< 1 .

Przykłady ilu s tru ją ce  tę  prawidłowość zawiera rys . IV.11.
Zarówno optymalny stopień  niezrównoważenia, jak i  zysk stąd wynikający 
maleją ze wzrostem pojemności bufora H,. względnie pojemności systemu L, 
wzrastają natomiast ze wzrostem różn icy | n^-ngl«

Można łatwo sprawdzić, i ż  jakkolwiek przy n1 f  n2 optymalną wydajność 
uzyskuje s ię  w systemie niezrównoważonym, to jednak je s t  ona niższa ani­
ż e l i  wydajność uzyskiwana w systemie zrównoważonym, o l ic z b ie  kanałów ob­
s łu g i n1 + n2 równo rozdz ie lon e j pomiędzy oba etapy. Różnica ta je s t  tym 
w yraźn iejsza, im mniejsza je s t  wartość n  ̂ + n2 oraz H.

Liczne przeprowadzone eksperymenty wykazały przy tym, że zamiana ko­
le jn ośc i etapów nie wpływa na wydajność systemu również w przypadku sy­
stemów niezrównoważonych.

Podsumowując, można powiedzieć, i ż  w celu  maksymalizacji wydajności 
rozpatrywanych systemów wielokanałowych należy przede wszystkim dążyć do 
stosowania systemu o m ożliw ie małej ( i  równej na każdym etap ie ) lic zb ie  
kanałów, zrównoważonego, zaopatrzonego w możliwie duże bufory pośrednie. 
Jedynie w przypadku, gdy niemożliwe je s t  zachowanie,równości lic zb y  kana­
łów obsługi na poszczególnych etapach, wynikający stąd spadek wydajności 
systemu można zmniejszyć stosując jego niezrównoważenie.
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IV .5. Wskazania dla maksymalizacji wyda.iności W80

W oparciu o omówione wyżej cząstkowe wyniki można pokusić s ię  o s fo r­
mułowanie pewnych, ogóln iejszych  wytycznych dla optym alizacji wydajności 

WSO.
Wprowadzimy, bez trosk i o precyzję, po jęc ie  efektywności pojedynczego 

etapu obsługi, charakteryzujące wpływ parametrów stanowiska obsługi oraz 
bufora zainstalowanego na danym etapie na wydajność WSO.
Przyjmiemy, że efektywność identycznych stanowisk obsługi, poprzedzonych 
buforami o równej pojemności, je s t  równa. Będziemy natomiast mówili, że 
efektywność ta wzrasta w wyniku dokonania pewnych m odyfikacji parametrów 
stanowiska obsługi lub bufora zainstalowanego na danym etap ie, j e ś l i  mo­
dyfikacje te  (dokonywane przy niezmiennych parametrach pozostałych eta­
pów) prowadzą do wzrostu wydajności WSO.

W oparciu o omawiane w tym ro zd z ia le  wyniki badań WSO można stwierdzić^
* x )iż  efektywność pojedynczego etapu obsługi wzrasta, gdy zwiększeniu ulega s

- moc stanowiska obsługi (tzn . maleje średni czas obsłu g i),
-  regularność obsługi (tzn . maleje współczynnik zmienności rozkładu),
- niezawodność dzia łan ia  stanowiska obsługi,
-  pojemność bufora poprzedzającego stanowisko obsługi,
-  lic zb a  kanałów obsługi (p rzy zachowaniu łącznej mocy stanowiska ob­

s łu g i).
Ogólnie rzecz b iorąc, maksymalną wydajność WSO osiąga s ię  przy zróżn i­

cowaniu efektywności poszczególnych etapów tak, aby najbardziej efektywne 
z nich znalazły s ię  pośrodku systemu, natomiast najmniej efektywne na je ­
go krańcach. Takie zróżnicowanie efektywności można w zasadzie osiągnąć 
drogą zmian któregokolwiek z wyżej wymienionych parametrów, ponieważ ich 
wpływ je s t  jakościowo równoważny, należy jednak podkreślić, i ż  czułość 
wydajności systemu na zmiany poszczególnych parametrów je s t  s i ln ie  zróż­
nicowana, co zosta ło  zilustrowane wykresami i  tabelami zamieszczonymi w

poprzednich punktach.
Wszystkie przedstawione regu ły optym alizacji wydajności WSO cechowały 

s ię  tym, iż  możliwy do uzyskania w wyniku ich  zastosowania zysk był znacz­
nie mniejszy a n iż e li s tra ty  ponoszone na skutek błędnego doboru parame­
trów poszczególnych etapów (aczkolwiek w w ielu przypadkach zysk ten był 

również n iebagatelny).
Biorąc pod uwa^ę fak t, i ż  zwykle niemożliwy je e t  bardzo precyzyjny dobór 
parametrów WSO (np. idealne zróżnicowanie czy też  ś c is łe  optymalne n ie­
zrównoważenie), podstawowym, praktycznie ważnym rezultatem dyskutowanych 
badań są wskazania o charakterze jakościowym, pozwalające ok reś lić  takie

Przedstawione wskazania nie dotyczą WSO z regularnymi rozkładami czasów 
obsługi na wszystkich etapach, gdzie obowiązują zasady omówione w punk­
c ie  IV. 1
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parametry WSO, aby wspomniane, nieuniknione niedokładności n ie prowadziły 
do istotnych  s tra t .

Jest to możliwe nawet przy stosunkowo zgrubnej . znajomości charaktery­
styk i obiektu, np. wskazano, i i  dla określenia sposobu nierównoważenia sy­
stemu nie je s t  konieczna znajomość rozkładów czasów obsługi, a wystarcza­
jące je s t  okreś len ie dwóch momentów tych rozkładów (o  i l e  Cfe < 1 ) .

W n in ie js ze j pracy odwoływano s ię  głównie do wyników śc is łych  araf nie­
licznych, przeprowadzonych bardzo starannie eksperymentów symulacyjnych. 
Ze względu na n iew ie lk ie , na ogó ł, różn ice wydajności występujące w róż­
nych, rozpatrywanych wariantach, szersze wykorzystanie modelowania cy fro­
wego do wypracowywania regu ł optym alizacji je s t  bardzo pracochłonne i  wy­
maga szczególn ie precyzyjnego określania wiarygodności uzyskanych wyników; 
w oparciu o modelowanie cyfrowe wysuwano już niejednokrotnie błędne wska­
zania.

Przedstawione re zu lta ty  są dość kompletne, dalszych badań wymagają jed­
nak reguły doboru parametrów w systemach, w których występują stanowiska 
obsługi cechujące s ię  większym od jedności współczynnikiem zmienności roz­
kładu czasu trwania obsługi oraz w systemach wielokanałowych, szczególnie 
w przypadku, gdy rozkłady czasów obsługi są różne od wykładniczego ( j e ś l i  
chodzi o pojedyncze systemy nasycone, w których czasy obsługi zgłoszeń na 
obu etapach mają rozkład Coxa, to  podstawą do wypracowania reguł optyma­
l i z a c j i  mogą być metody numeryczne wykorzystujące wyniki prac [TRUŚ 75], 
[GROM 7 9 ]).

Warto zauważyć, w oparciu o analizę przeprowadzoną w dodatku A do ni­
n ie jszego  rozdzia łu , że reguły równoważenia systemów dwuetapowych bez bu­
fora  pośredniego, omówione w punkcie IV .2, pozostają ważne również w przy­
padku, gdy czas obsługi zgłoszen ia na pierwszym etapie za leży od czasu 
oczekiwania zgłoszen ia  w k o le jce .

Zależność wydajności systemu od pojemności bufora pośredniego, dysku­
towaną w punkcie IV .3, a w szczególności specyficzny, s i ln ie  n ielin iowy 
charakter przyrostu wydajności w funkcji jednostkowego powiększenia po­
jemności bufora, zilustrowaną w ta b e li IV .b , można też  zaobserwować w 
przypadku bardzie j złożonych systemów [PUJO 81 a] .
W niniejszym ro zd z ia le  skupiono uwagę na jednym kryterium optym alizacji 
WSO, którym była maksymalizacja wydajności systemu. Obok tego podstawowe­
go zadania rozpatru je s ię  też  inne k ry ter ia  op tym alizacji, przy czym naj­
częśc ie j rozważa s ię  (zarówno w odniesieniu do systemów właściwych, jak i  
nasyconych) problem m in im alizacji wartości oczekiwanych lic zb y  zgłoszeń 
przebywających w systemie oraz łącznego czasu pobytu zgłoszen ia w syste­
mie.

Można łatwo sprawdzić, jak to pokazano np. w [RAYA 79B] , [SMIT 77], że 
zmiana kryt ium optym alizacji prowadzi do zasadniczo różnych rozwiązań, 
różna je s t  też wrażliwość wspomnianych wskaźników na modyfikacje wartości 
poszczególnych parametrów systemu.
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Dla przykładu, w pewnym pojedynczym, nasyconym, systemie trzyetapow.ym, o 
łącznej pojemności buforów pośrednich Jf »  8, rozpatrywanym w [RAYA 79B] , 
zmiana pojemności poszczególnych buforów z Ng “  3, N  ̂ »  5 na N2 = 5 , N  ̂“  3, 
powoduje wzrost wartości oczekiwanej lic zb y  zgłor-zeń przebywających w sy­
stemie z 6.3 do 7.6, podczas gdy wydajność obu tych systemów je s t ,  w myśl 
zasady odwracalności, identyczna. W pracy t e j  (a  także w kilku innych) 
sformułowano sugestię, i ż  j e ś l i  w WSO, którego parametry dobrano pod ką­
tem optym alizacji wydajności, ro zd z ia ł pojemności zostanie zmodyfikowany 
tak, by pojemność kolejnych buforów monotonicznie wzrastała, wówczas wy­
raźnemu zmniejszeniu ulegnie wartość oczekiwana liczb y  zgłoszeń przebywa­
jących w systemie przy równoczesnym, stosunkowo niewielkim , spadku wydaj­

ności.
Problemy optym alizacji dwuetapowych systemów obsługi, z punktu widze­

nia m in im alizacji czasu pobytu zgłoszeń w systemie, rozpatrywano na dro­
dze analitycznej w [TEMB 74] oraz Jb0XM 78b] w  odniesieniu do systemów z 
nieograniczonym buforem pośrednim, natomiast w [KAWA 75] w odniesieniu do 
systemów z buforem o ograniczonej pojemności. Dalsze prace z tego zakresu, 
wykorzystujące modelowanie cyfrowe, dotyczyły WSO z nieograniczonymi bu­
forami pośrednimi, przy M&2 [PAYN 72], [KALA 73], [MCGE 76], [SHIM 78].

W lite ra tu rze  można też znaleźć próby optym alizacji parametrów WSO, a 
szczególn ie pojemności buforów pośrednich [aNDE 69], [BASU 77] , [KNOT 78] , 
z punktu widzenia bardziej złożonych kryteriów , obejmujących tak ie e le ­

menty, jak i
-  koszt utrzymania bezczynnego stanowiska obsługi,
-  koszt pojedynczego m iejsca w buforze,
- koszt przetrzymywania zgłoszeń w buforze,
-  zysk związany z obsłużeniem pojedynczego zgłoszen ia.
Bardziej szczegółowe omówienie tych zagadnień wykracza poza ramy n in ie j­

szej pracy.
We wszystkich przedstawionych w tym ro zd z ia le  rozważaniach ogranicza­

liśmy s ię  do przypadku, gdy reakcją na przepełn ien ie bufora je s t  blokowa­

n ie.
Zmiana sposobu te j rea k c ji wpływa, ogó ln ie rzecz b iorąc, zarówno na 

wartość wydajności rozpatrywanego systemu, jak też je j  wrażliwość na mo­
dy fikacje  poszczególnych parametrów.
Naturalne je s t  pytan ie, jak is to tn y  je s t  to wpływ, na które odpowiedzieć 
można jedynie bardzo wyrywkowo. Na przykład w odniesieniu do pojedynczych 
WSO z wykładniczymi rozkładami czasów obsługi wykazano w [CASE 79] , że 
blokowanie je s t  równoważne blokowaniu prewencyjnemu, przy zwiększonej o 
jedno m iejsce pojemności bufora i  obie te  reguły reak c ji na przepełn ienie 
są, w szczególnym przypadku systemów dwuetapowych> równoważne lokalnemu 
powtarzaniu obsługi. Co w ięce j, charakterystyki systemu z blokowaniem są 
zbliżone do charakterystyk systemu z lokalnym powtarzaniem obsługi nawet 

przy M >2.
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Uwagi te  n ie upoważniają, rzecz jasna, do bezpośredniego przenoszenia 
uzyskanych wyników na inne reguły rea k c ji na przepełn ien ie, pozwalając 
s ię  jedynie spodziewać dość daleko idących podobieństw w zakresie wymie­
nionych trzech przypadków, podczas gdy wyniki uzyskiwane przy stratach 
zgłoszeń bądź też rezygn acji z obsługi są s i ln ie  zróżnicowane (inne są 
np. reguły równoważenia systemu).
W ielokrotnie już wcześniej wspomniano o trudnościach w określeniu na dro­
dze ana litycznej wydajności WSO z blokowaniem. Podobne problemy występu­
ją  również w odniesieniu do innych reguł rea k c ji ns przepełn ien ie oraz 
innych parametrów systemów (np. czasu pobytu zgłoszen ia  we właściwych WSO), 
co stanowiło zachętę do rozw ijan ia  metod przybliżonych. S ie ostawiając 
b l iż e j  uzyskanych wyników, wymieniały ty lko ciekawsze prace z tego zakresu 
[HARR 73] , [PUJO 76] , [SHIM 79] oraz n iektóre prace ukierunkowane na mode­
lowanie przesyłu in form acji w s iec iach  komputerowych [CHAN 75aJ, [iRLA 77], 
[PUJO 76], [PUJO 79B], [PUJO 80C], rozpatrywanych jako WSO.

W przedstawionych rozważaniach pominęliśmy całkoWicie problematykę 
synchronisowanych WSO. Wyczerpujący (aczkolw iek n ie obejmujący najnow­
szych wyników) przegląd zagadnień optym alizacji wydajności w takich sy­
stemach zawierają prace [BUXE 73] oraz |)?EEV 73].

Zagadnienie optym alizacji parametrów WSO, mimo stosunkowo dużego zain­
teresowania nie je s t  więc jeszcze  jak widać problemem zamkniętym. Bar­
d z ie j złożone struktury s ie c i stanowisk obsługi doczekały s ię  jak dotych­
czas jedynie n ie licznych  wyników w zakresie ich  optym alizacji i  można się 
spodziewać, że problematyka ta będzie w p rzysz łośc i przedmiotem intensyw-; 
nych badań.

IV .6. Dodatek - analiza  wybranych systemów dwuetapowych

W niniejszym dodatku przedstawimy analityczne rozwiązania pozwalające 
na wyznaczenie wydajności (o raz niektórych innych charakterystyk) trzech 
różnych dwuetapowych systemów masowej obsługi.

a) Dwuetapowy, pojedynczy system masowej obsługi bez bufora pośredniego

Rozpatrzmy właściwy, pojedynczy system masowej obsługi o następujących 
własnościach:
- zgłoszen ia napływają strumieniem Poissona o intensywności 51 ,
-  czas obsługi zgłoszeń na jednokanałowym stanowisku obsługi pierwszego 

etapu X 1 je s t  zależny od czasu oczekiwania na rozpoczęcie obsługi w 
sposób określony^ d.ystrybuantą Y(x/u>),

YQ(x )  v)-= 0

, \ (IV .6 .1 )
Y±(x )  wi _ 1<a )-«w i  i= 1 ,2 , .  . . , J

Y( x/v>)

gdzieś
0 = w0^ w 1<...<wJ_1< w J

<
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- zgłoszen ia obsługiwano są wg regulaminu naturalnego,
- bufor pośredni ma pojemność równą zeru,
- czas obsługi zgłoszeń na jednokanałowym stanowisku obsługi DC 2 drugiego 

etapu określa dystrybuanta H (x ),
- zgłoszen ia obsłużone na stanowisku obsługi pierwszego etapu blokują je  

do momentu zwolnienia stanowiska obsługi drugiego etapu.
Tak więc rozpatrujemy system masowej obsługi złożony z podstawowego sy­
stemu WAD (analizowanego w ro zd z ia le  I I )  oraz jednokanałowego, konwencjo­
nalnego stanowiska obsługi.

Zwróćmy uwagę na pewną, charakterystyczną prawidłowość, występującą w
działaniu takiego systemu. Otóż, j e ś l i  czas oczekiwania ii> 1 zgłoszen ia $
na rozpoczęcie obsługi był większy od zera (załóżmy, że w ^ c i D , i> 0 ) , 
wówczas rozpoczęcie obsługi zgłoszen ia na stanowisku obsługi zbiega 
się z rozpoczęciem obsługi zgłoszen ia J ' 1 na stanowisku obsługi *  j .

Tak więc zmienną losową cp ± , opisującą czas, przez który zgłoszen ie £ 
zajmuje stanowisko obsługi X 1 ( x j . łączny czas obsługi i  blokady), pod 
warunkiem, że - w±< w i +1, i > 0 ,  można wyznaczyć jakoś

<p± = Max |yi , h j . ( IV .6.2)

Korzystając ze znanych r e la c j i  określających funkcję gęstośc i rozkładu 
maksimum dwóch zmiennych losowych uzyskujemy i

(p ̂ ( x) =* y^( x) H(x) + Y ^ (x )h (x ), i= 1 , 2 , . . . ,  J. ( IV .6.3)

Bardziej złożony je s t  sposób wyznaczania dystrybuanty zmiennej losowej <pQ 
opisującej czas, przez który zgłoszen ie ^ 1 zajmuje stanowisko obsługi X1 
w przypadku, gdy 10̂  = wQ »  0. ^
W tym przypadku bowiem równocześnie z rozpoczęciem obsługi zgłoszen ia Nj 
na stanowisku rozpoczyna s ię  bezczynność stanowiska , trwająca przez 
czas określony zmienną losową a więci

Po ’ To + Max|h ~ *  ~ yo’ °|- ( I V .6.4)

Ze względu na przy jętą  postać strumienia zgłoszeń zmienna losowa ■jf- po­
siada dystrybuantę T (x )  postacis

r  (x )  -  1 -  e "A t. ( IV .6.5)

Funkcje gęstośc i rozłtiadu zmiennej losowej można więc zapisać w postaci* 

g-A (h-x) J^yo(x )  + yQ(x ) ]  j e ś l i  0 « x < h
<pQ(x) = yQ(x) jeśli h<x

(IV.6.6)



a uwzględniając rozkład zmiennej losowej h uzyskujemy ostateczn ie:

V’ o(x )  “  y0(x )H fx ) + ea’X ^Y0(x) + yQ(x)] />e "M h (t )d t  (IT .6 .7 )
x

>
Tryb pracy stanowiska obsługi X1 w rozpatrywany» systemie dwuetapowy» jest 
więc identyczny jak tryb pracy systeau podstawowego WAD ze zgłoszen ia*! 
napływający»! strum ienie» Poissona. i  za leżnością  czasu obsługi od czasu 
oczekiwania, określoną wzorem I I . 6, przy c zy »:

x
B±(x )  = i i (x )  = J >V i ( t )d t  i - 0 ,1 , . . . , J ,  (IV .  6.8)

0

gdzie : ę»^(t) określone są odpowiednio zależnościami ( I V .6.7) oraz ( IV .6. 31 
Wykorzystując za leżności podane w ro zd z ia le  I I  można wyznaczyć wsxyat- 

k ie  in teresu jące charakterystyki systemu.
W szczególności można wprost podać warunek s tab iln ośc i, przyb ierający po­
stać :

A,Btyj) < 1 . ( IV .6 .9)

Przedstawione wyżej rozumowanie wzorowane je s t  na rozważaniach przedsta­
wionych w pracy [ aV II 65aJ , w k tórej ograniczono s ię  jednak do przypadku, 
gdy również stanowisko obsługi X 1 miało charakter konwencjonalny (t j. przy­
padku, gdy Y(x/u)) = YQ( x ) ) ,  co prowadziło w konsekwencji do analizy jed ­
nokanałowych systemów obsługi, z różnym od pozostałych rozkładem czasu 
pierwszej obsługi w każdym okresie czynnymx . Przedstawione tam wyniki 
stanowią szczególny przypadek rezu ltatów  możliwych do uzyskania drogą wy­
korzystania, w omówiony wyżej sposób, rozwiązań wyprowadzonych w rozdzia­
le I I .
Uogólniając rozwiązane w £aV II 65a]  przykłady można wprost podać postać 
funkcji gęstośc i rozkładów oraz warunki stab iln ośc i dla niektórych
przypadków specjalnych: 
i )  J e ś li

Y(x/fy>)
H (x-Bg) dla U >«D  ,

(IV .6 .10 )
H (x-BT) dla >  D

^System obsługi o identycznej jak w [aV II 65a ]  charakterystyce sposobu 
•obsługi zgłoszeń napływających strumieniem Erlanga (a  więc ogó ln ie jszy 
przypadek) przeanalizowano w [CHAN 72A],
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oraz:

H(x) =>ltfx-of), oę>0,
( IV .6.11)

wówczas:

[x/

<J(x-B8) j e ś l i ( IV .6.12)

Y(x/V)

1 -  ^ e  * 1 dla

- f V
1 - p 2e -* la  W >D ,

(IV . 6.13)

V (x -B 8) +A e - ^ - x ) [n (x-Ba)-H (x-o()] j e ś l i  Bs < *

gdzie r f ( t )  je s t  pseudofunkcją Diraca

$1(x )  = n [x  -  Max(Bs , <*)]

j 2(x )  -  H [x -  Max(BL, <*)] 

natomiast warunek stab iln ośc i »a  postać:

r T -  1 ( IV .6.14)*  Max [BŁ, oę J <  1 •

i i )  J eś li

( I V .6.15)

oraz:

“* V
H(x) -  1 -  pBe

( IV .6 . 1 6 )

wówczas:

ło < xW l 8
- ( V  - f V  _

*+{*B

-<^1+PB)X

-u X -Mw* n -^ 2 +Hb^X

(IV.6.17)



natomiast warunek s ta b i ln o ś c i  ma postać j
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Л [^2 + f*B P2 + <“ в] ^ U СIV .6.18)

b) Dwuetapowy. nasycony, pojedynczy system masowej obsługi

Rozpatrzmy dwuetapowy, nasycony, pojedynczy system masowej obsługi o
następujących własnościach«

- czas obsługi zgłoszeń na stanowisku obsługi pierwszego etapu I 1 jest 
zmienną losową o rozk ładzie  wykładniczym z parametrem ,

-  czas obsługi zgłoszeń na stanowisku obsługi drugiego etapu 5C 2 jest 
zmienną losową o dowolnym rozk ładz ie , scharakteryzowanym dyatrybuantą 
B2Cx) posiadającą skończoną wartość oczekiwaną E(b2) ,

-  bufor pośredni ma ograniczoną pojemność N,
-  w przypadku przepełn ien ia  bufora pośredniego następuje zablokowanie sta­

nowiska I
• 1 !

- stanowisko obsługi x 2 nigdy n ie ulega zablokowaniu. \
Niech t 0 , t 1, . . . , t j , . . .  oznaczają odpowiednio chwile zakończenia obsługi 
zgłoszeń 'S ° , ^ 1, > . . .  na stanowisku obsługi X 2 , natomiast JTł( J) niech
oznacza lic zb ę  zgłoszeń całkow icie obsłużonych na stanowisku obsługi X.., 
znajdujących s ię  w systemie w ch w ili ( t j + 0 )»  J ft(j) =. 0 ,1 , . . . ,N + 1 . 
O czyw iścieJft(j) = N+1 oznacza, i ż  w ch w ili t j  stanowisko obsługi X1 było 
zablokowane.
Wartości

P * ( j )  =* P r J ^ j )j^ K j )  -  m

spełn ia ją  układ równań:

m+1

РиО +1 ) = Pe f J) f M + ^ P i ^ ) f B- i+ i>  “ - ° . 1 .........N
i*1

H+1

X ] p M( j + o  -  i .  
.0

( IV .e , l9 )

gdzie:

oo

■ TT/<L± ~ TT J ( h x) e V * )ir* 
o

(IV . 6.20)
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jes t prawdopodobieństwem obsłużenia " i "  zgłoszeń na stanowisku X1 podczas 
obsługi jednego zgłoszen ia na stanowisku obsługi X2>

Proces stochastyczny | jIU j)J ł j= 0 ,1 , . . .  je s t  łańcuchem Markowa z dy­
skretnym czasem i  skończoną liczbą  etanów, ergodycznym [COHE 69] ,  tak więc 

is tn ie ją

lim Pm( j )>  m»0,1 ,. .. ,N + 1 » ( IV .6.21)

spełniające układ równań

ш+1

pm ”  pof m + ^  'pi f m-i + 1 
i*1

N+1

Z
m>0

Pm = 1*

(IV . 6.22)

Dla określenia wydajności V rozpatrywanego systemu wystarczające je s t  wy­
znaczenie z układu równań ( IV .6.22) wartości pQ.
Niech bowiem zmienna losowa <p reprezentuje odstęp czasu pomiędty chwi­
lami zakończenia obsługi dwóch kolejnych zgłoszeń. Fankcję gęstości ro z­
kładu te j zmiennej losowej można ok reś lić  jako:

<p(x) -  ( l - p 0)b 2(x )  + pQ|b2(:0  « ^ e  ^  J,

gdzie *  oznacza operację splotu, a stąd

E(<p) -  B(b2) +
n

Wprost z d e f in ic j i  wydajności WSO otrzymujemy w ięc:

( IV .6.23)

(IV . 6.24)

( IV .6.25)

Zauważmy, że układ równań ( IV .6 .19 ), a więc oczywiście także ( IV .6.22), 
je s t  identyczny z układem równań opisujących jednokanałowy system obsługi 
z buforem o pojemności (N+1) miejsc i  stratami zgłoszeń (system M/G/1/N+3 
i  może być rozwiązany przy użyciu metody przedstawionej w ĵ TRUS 75].
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Wprowadźmy funkcję tworzącą

f ( Z) = 2 > m*
m=0

Z równań ( IV .6.20) oraz ( I V .6.26) wynika:

f ( z ) = b2 [fcd -z )] .

Równość ( IV . 6 .26) można sprowadzić do postaci:
t

N+1 

O

HT |

2 > ‘ p.
N m+1

f ( z )  » £ / +1£ p i V l+ i ♦ ZN+V z ) - 
m=0 i=1

gdzie : R0£z) je s t  pewnym szeregiem potęgowym ze względu na z. 
Po prostych przekształceniach uzyskuje s ię :

N+1

f ( z) ^ * Bpm " z
 ̂ m=1

N+1

X ! z“ pm _ pof ( z )  
m=0

+ zN+2R1( z ) ,

N+1

2 > * p .  ■ 'o  *
m=1

gdzie R.|(z), R2( z )  są szeregami potęgowymi ze względu na z.
Przy rozw in ięciu  prawej strony równości ( IV . 6 .30) w szereg 

wyrazy związane z potęgami z rzędu 1 ,2 ,...,N +1  uzyskiwane będą 
z pierwszego składnika. r

Oznaczając

można więc wartości pm wyznaczyć jako:

(m) I
pm ~ mT [̂ ŝ  Ẑ J z=0

( IV .6.26)

( IV .6.27)

( IV .6.28)

( IV .6.29)

(IV . 6.30)

potęgowy
wyłącznie

(IV . 6.31)

( I V .6.32)
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i  korzystając z równania norm alizacji uzyskujemy:

( m)|

Po z  st [*.<*>]m=0

Ostatecznie więc
i

-1
| . ( IV .6.34)

Wstawiając ( IV .6.34) do ( I V .6.25) uzyskujemy bezpośrednio wydajność sy­

stemu, co ilu s tru je  tabela IV .8.

N+1

£  £t K ( z)]
(a)

+ 1

m=1

Tabela IV.8

Metoda wyznaczania wydajności 
dwuetapowego, pojedynczego, nasyconego systemu masowej obsługi 

z wykładniczym rozkładem czasu obsługi o parametrze u1 
na jednym ze stanowisk 

i  dowolnym rozkładem czasu obsługi, o dystrybuancie B g^ ) 
na drugim stanowisku

Poniżej wyznaczymy w omówiony, sposób wydajność systemu dla kilku róż­

nych postaci dystrybuanty B2(x ) .  
i )  rozkład regularny, dla którego:

B2(x ) =H (x-oę), oę>0,

E(b2) <■ of,

cB » 0.

(IV.6.35)
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W tym przypadku uzyskujemy:

b2( s )  = e "80*, f ( z )  =

3I8Cz) 1 -  Z

1 -  z e
3 v ę T T ^ 7 -

Można łatwo wykazać ( pat r 2 np. [GROS 7 4 ]), że,

CIV.6 . 3 6 )

■r [ V z)J Cm)
z»0

•P-1 dla m»i 

■

,  (1. V )
CIV.6.37)

gdzie:

■k

? = ^  <*

0 dla m  ̂ k

1 dla m = k.

co pozwala na bezpośrednie określen ie pQ, a następnie V.
Uzyskane wyniki są zgodne x rezu ltatam i otrzymanymi w [RAON 75b]  . 
i i )  rozkład wykładniczy, dla którego:

B2Cx) .  1 - ~ti2x

*  tym przypadku

CIV. 6. 38)

b2(s )

t fC z )

^2

1 CIV.6.39)
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Jednakże przy z —  <. 1 zachodzi: 
12

itgCz) = ^  ÇpZ)1 , 
issO

a więc*

èr [ * . c *>]<-> z=0

Korzystając z CIV.6.41) CIV.6.34) oraz CIV.6.25) uzyskujemy po 
przekształceniach:

r * +2 - ^ +2
V °  ^1^2 N+3

^1 " F 2

co j e » t  identyczne ze znanym wynikiem pracy [HUKT 56]. 
i i i )  rozkład hiperwykładniczy, dla którego:

-IX.x -Ligi
b2C i) = al { iAe + a2fiBe

przy a1 - o f ,  = 2of-^2 ,

a2 = 1 -of, flB = 2Cl-<$)/ig,

0 ,5 S a ś 1 ,  p2 > 0 }

ECb2)

Cg = [2^C1 - c * ) ] " 1 -  1.

W tym przypadku

b - (s ) = ^  +2 s+fiA s+pB

natomiast 3tsC z ) można p rzekszta łc ić  do postaci:

JtflCz)
~ Agz

Â  -  AjZ + z2’

CIV.6.41)

prostych

CIV .6.42)

CIV.6.40)

CIV. 6.43)

CIV .6.44)

(IV.6.45)

\



V
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gdzie:

A1 -  { [ a1^A + ^ A ^ b} 7̂ ’

A2 “  [ V a + a2^B]  ̂ 1  ’

A3 "  O11! + ^  + ftB]/f t *

Rozpatrzmy p ierw iastk i mianownika prawej strony C lV.6.45), t j .  rozwiąza­
nia równania

z2 -
^ h +W B ] z + | h ł AA+a2^B]fŁ1 + № = 0. ( IV .6 . 46)

Uwzględniając wynikające z postaci dystrybuanty równości: 

h l + /*B = 2P ’ №  "  4<ł(l-oę)^ ,

a l t iA +  a2**B = 2^2 [2 c ^ o f-D  + 1] , (IY .6 .47)

oraz wprowadzając oznaczenie p = p > 0 , można sprowadzić (IV .6 .46 )
do postaci:

p 2 z2 -  (p 2 +2p) z + 2p[2of2 -2oę+l] + AćfC\-*f) = 0. ( IV .  6.48)

Warunkiem koniecznym i  wystarczającym is tn ien ia  dwóch rzeczyw istych p ier­
wiastków tego równania je s t  spełn ienie nierówności:

|2 p[2 (*2 - 2<*+l]A= ( 9  2 +2 p) 2  -  4p2 | 2 p |j2pf2 —2cf+1]  + 4<*(1-of>j 3» 0 . ( IV .6 . 4 9 )

Wprowadź aj 4c

l

d = 4of(1 -'<*) ( IV . 6.50)

i  d z ie lą c  obie strony ( IV .6.49) przez p 2  uzyskujemy:

p 2  + 4(d-1 )p - 4(d -  1) 3s0. ( IV .6.51)

Jak łatwo sprawdzić, parametr d związany je s t  ze współczynnikiem zmienno­
śc i rozkładu CB za leżnością :

1

d = ( IV .6.52)
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a ponieważ dla rozkładu hiperwykładniczego zachodzi Cg e 0 , ® °), więc od­
powiednio d e (0 ,  1] .
Jednakże

A*= [4 (d - D ]2 + l6 (d -1 ) = l6d( d-1) « 0  dla CXd«Ł1, (IV . 6.53)

a więc lewa strona nierówności ( I I . 6.51) je s t  zawsze dodatnia.
Tak więc wykazaliśmy, że równanie ( IV .6 .46) posiada dwa p ierw iastk i 

rzeczyw iste. Obecnie sprawdzimy jeszcze , że są one dodatnie.
W tym celu rozpatrzymy nierówność:

ę 2 + 2p >  + Vń ( IV .6.54)

Wstawiając ( I I . 6.49) do ( I I . 6.54) uzyskujemy, po podniesieniu do kwadratu 
oraz uporządkowaniu

(1 + p) >  ( 1-p )( 1-d) ,

co je s t  is to tn ie  prawdziwe dla wszystkich p >  0 .
Oznaczmy odpowiednio przez z^, z2 oba dodatnie p ierw iastk i 

( IV .6 .46 ) ,  których is tn ien ie  zostało wyżej dowiedzione:

h .
4A„ Va 4A„

co pozwala sprowadzić ( IV .6.45) do postaci:

h .  h

Jf8 (z )

0 0

■ z1 -  —  1 -  =—z. z2 n» 0

( IV .6.55)

równania

( IV .6.56)

gdzie:

A2Z1 A1 ~ A2z 2 
Z1 - z2 *

Oczywiście wobec faktu, że z^, z^ >  0, szereg i potęgowe w (IV .6 .56 ) są 
zawsze zbieżne dla z — 0, co implikuje z/z1< 1 ,  z / t j< 1 ,  który to przy­
padek je s t  is to tn y dla dalszych rozważań.

Wprost z ( IV .6.56) wynika, że:
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skąd po uwzględnieniu równości

uzyskuje s ię :

-1

( IV .6.58)

co pozwala na bezpośrednie wyznaczenie wydajności systemu.
Można łatwo sprawdzić, że przy of = 1 uzyskane wyniki są identyczne z o- 
trzymanyrai wyżej dla rozkładu wykładniczego.

c ) Dwuetapowy, wielokanałowy, nasycony, system^masowe.i obsługi.

Rozpatrzmy dwuetapowy, wielokanałowy, jednorodny system masowej obsłu­
g i o następujących własnościach:

-  czas obsługi zgłoszeń w każdym z -  I  kanałów obsługi pierwszego eta­
pu je s t  zmienną losową o rozk ładzie  wykładniczym z parametrem

- czas obsługi zgłoszeń w każdym z n2 = K kanałów obsługi drugiego etapu 
je s t  zmienną losową o rozk ładzie  wykładniczym z parametrem

- bufor pośredni ma ograniczoną pojemność N,

-  w przypadku przepełn ien ia bufora pośredniego następuje zablokowanie od­
powiedniego kanału obsługi pierwszego etapu,

-  żaden z kanałów obsługi wchodzących w skład drugiego etapu nie może zo­
stać zablokowany.

Wprowadźmy zmienną losową - ^ ( t ) ,  przyjmującą wartości ca łk ow ito -licz -
bowe, nieujemne, określoną jako liczb a  zgłoszeń, które znajdują s ię  w
systemie i  ukończyły całkow icie obsługę w jednym z kaniłów obsługi p ie r­
wszego etapu.

Zgłoszenia te  mogą więc blokować poszczególne kanały obsługi pierwszego 
etapu, oczekiwać w buforze pośrednim bądź też  być obsługiwane w jednym z 
kanałów obsługi drugiego etapu.

Można łatwo zauważyć, że rozkład zmiennej losowej 'T ( t )  określony jest prze*
proces stochastyczny urodzin i  śm ierci z ciągłym czasem i  o skończonej 
l ic z b ie  stanów 0 ,1 , . . . ,  I+K+N.

Dla takiego procesu d e fin iu je  s ię  prawdopodobieństwo urodzin 

Pi>i+1 = Erj^t+fl- i+1 / W t ) = i j

[ . n+z , N+2
( ^  - 1  c ^ )  - 1

L1 1 -  z1 + L2 1 -  z2

V
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o r a z  prawdopodobieństwo śmierci

pi , i - i  =

i > 0 ,  i e  [o ,1 , . . . , I+ K + n] ,

które w naszym przypadku p rzyb iera ją  wartości:

}•

ri,i+ 1

I  1̂1 i  =0,1 ,...,K+N-1

(I+ K + N - i)^  i=K+N,K+N+1 K+N+I

ri , i - 1

i^2 1=0,1.........K-1

Kfo  i-K .K+1 K+N+I.

( IV .6.59)

( IV .6.60)

Proces tak i posiada stacjonarny stan graniczny, a więc is tn ie je  rozkład 

stacjonarny zmiennej » ^ ( t ) ,

nł*. a lim Pr |'
1 t—«> V

i  może on być wyznaczony {GROS 74] jako:

* ( t )
*)•

^  =->ToHi , k k k +h+i .

K+N+I

*o = [ 1 + 2 ]
i-1

K+N+l

* o  3 [ 1 +Z  Hi ] " 1*-ł _ -1

j+1

(IV.6.61)

(IV . 6.62)

(iv .6 .63 )

Proces urodzin i  śm ierci o identycznych jak ( IV .6.59) i  ( IV .6.60) prawdo­
podobieństwach prze jść  był już w lite ra tu rze  rozpatrywany, jako opisujący 
lic zb ę  maszyn zepsutych J6( t )  w zadaniu konserwatora sformułowanym przez

Palma JPALM 47} i  zilustrowanym na rys . IV .12.
W zadaniu tym przyjmuje s ię , że w ch w ili początkowej pracuje równo­

cześnie I  maszyn, a dalszych R maszyn stanowi rezerwę. W przypadku awarii 
którejkolw iek z maszyn pracujących je s t  ona bezzwłocznie zastępowana przez 

jedną z maszyn rezerwowych.
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Rys. IV .12. Zadanie konserwatora (model Palma)

Uszkodzenia maszyny są naprawiane na K równoległych stanowiskach kon­
serwacyjnych. Maszyny znajdujące s ię  w rezerw ie n ie podlegają uszkodze­
niom (tzw . rezerwa zimna). J e że li za łożyć, że czas bezawaryjnej pracy każ­
dej z maszyn ma rozkład wykładniczy z parametrem , czas naprawy na każ­
dym ze stanowisk ma rozkład wykładniczy z parametrem oraz że liczba
maszyn rezerwowych R »  K+N, wówczas zmienna losowa 3t s ta je  s ię  identyczna 
z określoną poprzednio zmienną losową & .

Można wykazać np. [KOPO 73A] , że w rozpatrywanym przypadku

T=IT*'KIK

TK+N TI % ------ j Ł — U -----
KIK1 ( I+K +N -i)!

i-0 ,1 ,

i-K +1 ,...,K +N

i»K+K+1i. . . , I+K+N

( IV .6 . 64)

gd zie : p -

Znajomość stacjonarnego rozkładu zmiennej losowej •S' pozwala na bezpo­
średnie określen ie wszystkich interesujących parametrów systemu.
W szczególności wydajność V wynosi:/

^2

ir

Z iiri + K
I+K+N

Z*
i»K+1

co w przypadku systemu pojedynczego, t j .  dla I=K=1 prowadzi do wzoru 
( IV .6.42), a więc zależności znanej z [fflJNT 56].

ZAKOŃCZEHIE i

W n in ie js ze j pracy wskazano lic zn e  przykłady ilu stru jące  tezę , iż  od­
zw iercied len ie w formułowanym modelu rzeczyw istych zależności występują­
cych między parametrami złożonych systemów komputerowych, s ie c i kompute­
rowych czy też dyskretnych procesów produkcyjnych prowadzi do wyjścia po­
za zb iór konwencjonalnych systemów masowej obsługi (da lsze  przykłady zna-N
leźć  można w lite ra tu rze  poświęconej modelowaniu takich systemów, np. w 
[KLEI 76] , [KOBA 77] , [gRAH 78] , [SEID 79] ) .

Ponieważ analiza takich modeli je s t  w każdym przypadku utrudniona (w 
porównaniu do systemów konwencjonalnych), należy postawić podstawowe py­
tan ie, czy uwzględnienie w modelu zależności nie mieszczących s ię  w poję­
ciu systemu konwencjonalnego je s t  konieczne, to znaczy czy powoduje is t o t ­
ne zmiany własności modelu.

Na pytanie to trzeba odpowiedzieć tw ierdząco. Co w ięce j, zmiany takie 
mają charakter nie tylko ilościow y lecz w wi,elu (omówionych w rozdzia le  I )  
przypadkach również jakościowy. W załączonym dodatku przedstawiono pewien 
przykład przemysłowy, dla którego nawet znacznie uproszczony model zacho­
wujący jednak charakterystyczne zależności między parametrami (w tym przy­
padku zależność czasu obsługi od czasu oczekiwania) pozwala nie tylko zro­
zumieć mechanizm powstawania pewnych, niepożądanych tendencji zmian cha­
rakterystyk obiektu a le  również zaproponować efektywne metody przeciw­
dzia łan ia  takim tendencjom, co było niemożliwe przy użyciu modeli w po­
s ta c i konwencjonalnych systemów masowej obsługi.

Szczególnie k łopotliwe są przypadki, gdy uwzględnienie tych zależności 
prowadzi do systemów, w których warunek stab ilnośc i je s t  różny dla ró ż­
nych regulaminów obsługi.

Znaczną część pracy poświęcono badaniom jednego z takich przypadków, 
systemów z czasem obsługi zależnym od czasu oczekiwania. Jakkolwiek dla 
te j klasy systemów udało s ię  uzyskać, przedstawione w pracy, stosunkowo 
kompletne wyniki analizy przy naturalnym regulaminie obsługi oraz znacz­
nie, rozw inięto metody analizy również przy innych regulaminach obsługi, 
to jednak bardzo wyraźnie wystąpiły ograniczenia zakresu stosowalności 
ścis łych  metod analitycznych.

Spowodowało to konieczność s ięgn ięc ia  do metod symulacyjnych i  to nie 
ty lko  w ich  tradycyjnym zakresie stosowalności, t j .  wyznaczaniu charakte­
rystyk systemów stabilnych, a le  również w zakresie wyznaczania warunków 
stab iln ośc i czy też doboru parametrów systemu. Pozytywne wyniki testowa­
nia zaproponowanych metod -  przedstawione w ro zd z ia le  I I I  -  zachęcają do
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szerszego ich  wykorzystania, również w odniesieniu do innych klas niekon­
wencjonalnych systemów masowej obsługi i  należą -  zdaniem autora -  do naj­
is to tn ie js zy ch  rezu ltatów  prezentowanych w pracy.

Biorąc pod uwagę ograniczenia stosowalności metod analitycznych wydaje 
s ię , i ż  dla badania niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi najbar­
d z ie j przydatne będą metody kombinowane, łączące w sobie modelowanie cy f­
rowe oraz przybliżone metody ana lityczne. Połączenie to może mieć różny 
charakter. Obok podejść zaprezentowanych w t e j  pracy bardzo in teresująca 
wydaje s ię  koncepcja ( przedstawiona^np. w [PUGA 73 ]) wykorzystania zmien­
nych dodatkowych (np. wynikających z użycia przybliżonych metod ana lizy ) 
dla zmniejszenia pracochłonności symulacji, co znakomicie zwiększa uży­
teczność t e j  metody badania systemów masowej obsługi.

Autor żywi nadzie ję , że n in ie js za  praca przyczyni s ię  do rozwoju teo­
r i i  niekonwencjonalnych systemów masowej obsługi -  jednego z najważniej­
szych aktualnie zadań w zakresie metod oceny efektywności systemów in fo r ­
matycznych oraz dyskretnych procesów produkcyjnych.

DODATEK

Odwołamy s ię  do przykładu pewnego procesu produkcyjnego - ciągu opera­
c j i  zachodzących pomiędzy stalownią konwertorową a walcarką zgniatacz w 
kombinacie metalurgicznym - wskazując, i ż  przedstawienie go jako systemu 
masowej obsługi, zawierającego' rozpatrywane w poprzednich rozdziałach mo­
dele, pozwala nie tylko przewidzieć i  uzasadnić n iektóre, występujące tam 
zjawiska, ale również zaproponować praktyczne pociągn ięcia organizacyjne 
pozwalające poprawić jego efektywność.

Ten proces produkcyjny, typowy dla współczesnych kombinatów metalur­
gicznych, był przedmiotem badań kierowanego przez autora zespołu pracow­
ników ZSAK PAU. Zebrane zostały szczegółowe dane o pracy rzeczyw istego 
obiektu, które s ta ły  s ię  podstawą do analiz  jego własności, a także badań 
porównawczych różnych propozycji m odyfikacji obowiązującej o rgan izac ji 
przepływu materiału, opisanych szczegółowo w opracowaniach [ZSAK 79] oraz 
[ZSAK 80].
Poniżej, po k rótk ie j p rezen tacji rozpatrywanego ' obiektu i  obowiązujących 
aktualnie reguł organ izac ji pracy, przytoczone zostaną niektóre wyniki 
tych badań.

Stal produkowana je s t  w stalowni konwertorowej, złożonej w analizowa­
nym przypadku z dwóch konwertorów, z których każdy pozwala na uzyskanie 
jednego wytopu, t j .  p o rc ji s ta l i  określonego gatunku, co około 35-40 mi­
nut . \
Wytop, spuszczony do kadzi odlewniczej, przewożony je s t  do h a li le jn ic ze j, 
w której płynną sta lą  napełniane są umieszczone na wozach kolejowych ze­
stawy wlewnic. Po całkowitym odlaniu wytopu zestaw wlewnic przetaczany 
jes t na tzw. tory k ry s ta liz a c ji,  gdzie podczas narzuconego technologią o- 
kresu czasu (zależnego od gatunku s ta l i  i  kształtu  wlewnic) następuje 
krzepnięcie s t a l i .
Po upływie wymaganego czasu k ry s ta liz a c ji z wlewków usuwa s ię  wlewnice 
(striperowanie wlewków) i  przewozi je  do oddziału pieców wgłębnych w ce­
lu nagrzania tak, aby uzyskały one jednakową w ca łe j ob ję tośc i temperatu­
rę (n iższą  od temperatury topn ien ia ), zapewniającą prawidłowy przebieg 
walcowania.
Pojedynczy wytop (na który składa s ię  16—36 wlewków o łącznej masie ok, 
350 ton) dzielony je s t  przy tym pomiędzy dwa -  trzy  piece wgłębne. Cza 
operacji nagrzewania wlewków, narzucony przez technologię, zależy od e 
nu termicznego, przy którym nagrzewanie s ię  rozpoczyna, a więc od cza,, 
trwania wszystkich wcześniejszych operacji technologicznych.
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Rys. 1. Przykładowe krzywe stygn ięcia  wlewków, określające temperaturę w 
fu nkcji czasu stygn ięcia  wlewka we wlewnicy oraz czasu stygn ięcia  wlew­

ka poza wlewnicą
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Przykładowa tabela czasów nagrzewania wlewków 
w piecach wgłębnych

Tabela 1

Temperatura wlewków 
ładowanych [  Cj <300 300-400 401-500 501-600 601-650 651-700

Całkowity czas 
nagrzewania [h ] 900-1l3° 83°_10°° 8°0_930 720_g00 640-820 61° -7 50

Czas ujednorodnie­
nia [h j

520_?20 450_650 43o_6oo 400_5 50 350_540 340_510

Temperatura wlewków 
ładowanych [°CJ 701-750 751-800 801-850 851-900 901-950 >950

Całkowity czas 
nagrzewania [h ]

520_?00 43°-600 350_510 330_430 3io_4io 250_330

Czas ujednorod­
nienia [h]

530.450 320_410 300_3 50 240-330 220-310 200_25°

Charakter te j  zależności ilu s tru ją  na przykładzie zaczerpniętym z [TECH 
80] rys . 1 oraz tabela 1.
Jak widać, czas nagrzewania waha s ię  bardzo s iln ie  od ok. 3 godzin do po­
nad 11 godzin, przy czym składają s ię  na niego dwie oddzielne fazy: 
- f a z a  p o d g r z e w a n i a ,  w k tóre j przy użyciu pełnej mocy 

c iep lnej pieca doprowadza s ię  powierzchnię wlewków do wymaganej tempe­
ratury oraz

- f a z a  u j e d n o r o d n i e n i a ,  podczas której przy zachowa­
niu s ta ło śc i temperatury powierzchni wyrównywana je s t  (z  pewną to leran ­
c ją ) temperatura w ca łe j ob jętośc i wlewków. Charakter zmian temperatury 
w piecu wgłębnym oraz strumienie en erg ii c iep ln e j doprowadzonej do ko­
mory pieca naszkicowano na rys . 2.'

Rys. 2. Charakter zmian temperatury w komorze <» oraz strumienia .en erg ii E 
w czasie nagrzewania wsadu w piecu wgłębnym, 0.1 Eq
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Wygrzane wlewki wyładowywane są pojedynczo na samotok przenoszący je 
bezpośrednio do walcarki. Ze względu na szybkie stygn ięcie  rozgrzanego do 
ok. 1300°C metalu czas pobytu wlewków na samotoku powinien być możliwie 
k rótk i. W przypadku jednoczesnego osiągn ięcia  gotowości do walcowania 
przez wlewki w kilku piecach, występuje efekt blokowania komór przez na­
grzany już wsad.
Oddział pieców wgłębnych, złożony z dużej liczby  (w rozpatrywanym przy­
padku 40) pieców, pełn i więc dwie funkcje:
- technologiczną -  polegającą na podgrzaniu wsadu oraz
- organizacyjną -  jako bufor gorącego materiału dla walcarki,.

Dla zapewnienia prawidłowej współpracy stalowni oraz walcowni koniecz­
ne je s t  zainstalowanie pomiędzy nimi dodatkowego magazynu materiału wy­
równującego długofalowe różn ice wydajności (aw arie , remonty) w postaci 
składowiska wsadu zimnego.
Biorąc pod uwagę możliwość uzupełnienia braków wsadu (lub zbycia nadwyżek) 
drogą wymiany z innymi hutami zapewnia s ię  na drodze organizacyjnej (w 
normalnych warunkach pracy), że stanowisko to nie ulega nigdy całkowitemu 
opróżnieniu ani też przepełn ieniu.

Przy przestrzeganiu narzuconych norm technologicznych, co je s t  warun­
kiem oczywistym, jako nadrzędne kryterium oceny o rgan izac ji pracy omawia­
nego odcinka przyjmuje s ię  zapewnienie c ią g ło śc i pracy walcarki -  zgnia­
tacza. W da lszej ko le jnośc i natomiast dąży s ię  do M in im alizacji kosztów 
paliwa (m ieszanki gazu koksowniczego i  w ielkopiecowego), zużywanego dla 
nagrzewania wlewków w piecach wgłębnych, które w rozpatrywanym przykła­
dzie s ięga ją  rzędu 250 min z ł  roczn ie (wg cen obowiązujących w latach 
1978-79). Na koszty te wpływa w ie le  czynników technicznych (konstrukcja i  
stan techniczny pieców a także palników, dzia łan ie aparatury kontrolno- 
pomiarowej zainstalowanej na piecow ni), bardzo s iln y  wpływ ma także orga­
n izac ja  przepływu materiału na odcinku stalownia -  piece wgłębne.W szcze­
gólności muszą być określone reguły wyboru:
- moBentu rozpoczęcia striperowania kolejnego wytopu,
- ko le jnośc i striperowania wytopów,
- momentu ładowania waadu do p ieca,
-  wariantu ładowania wsadu zimnego lub gorącego,
-  wytopu, z którego pochodzą ładowane wlewki.

Aktualnie, w rozpatrywanym obiekcie striperowanie wytopów realizowano 
zawsze, gdy było to możliwe, tzn . gdy dostępne było stanowisko striperowe 
oraz is tn ia ły  wytopy, których k rys ta liza c ja  dobiegła końca. W przypadku 
obecności na torach k ry s ta liz a c ji w iększej lic zb y  wytopów gotowych do s t r i ­
perowania wybierano je  w zasadzie w kole jnośc i zakończenia k ry s ta liz a c ji 
(z  wyjątkiem s t a l i  specja lnych).

Zwolniony (po wyładunku nagrzanych wlewków) p iec był natychmiast łado­
wany wsadem gorącym, j e ś l i  tak i był dostępny na piecowni. Przy braku wsa­
du gorącego dopuszczalne było oczekiwanie na jego  podwiezienie, przy czym 
liczb a  pustych pieców n ie mogła przekroczyć trzech . W takim przypadku bo-
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wiem ładowany był wsad zimny (co  miało m iejsce również bezpośrednio po 
opróżnieniu p ieca, j e ś l i  wiadomo było że n ie można s ię  spodziewać dostawy

wsadu gorącego).
Reguły wyboru ładowanego wsadu gorącego n ie były jednoznaczne, przy zacho­
waniu ogólnej tendencji do ładowania wytopów w ko le jnośc i ich  dostawy. 
Problem optymalnej o rgan izac ji przepływu materiału na tego typu od­
cinku produkcyjnym rozpatrywano w w ielu pracach, stosując zarówno metody 
determ inistyczne, stochastyczne, jak i  badania symulacyjnej uzyskane wy­
n ik i n ie doprowadziły jednak do syntezy efektywnego zbioru regu ł optymal­

nych.

Rys. 3. System masowej obsługi reprezentujący przepływ materiału na od­
cinku produkcyjnym stalownia konwertorowa - walcarka zgniatacz kombinatu

metalurgicznego

Na rys . 3 omawiany odcinek produkcyjny przedstawiono jako system maso­
wej obsługi, zaznaczając odpowiedniość pomiędzy poszczególnymi elementami 
schematu (ź ród ła  zgłoszeń stanowiska obsługi, bufory) a elementami obiek­
tu technologicznego (p rzy  pominięciu operacji transportowych).

Mamy tu, jak widać, do czynienia z wieloetapowym systemem obsługi, przy 
czym określony je s t  minimalny czas pobytu zgłoszeń w buforze , natomiast 
czas obsługi zgłoszeń przez stanowiska obsługi drugiego etapu je s t  za leż ­
ny od czasu, ja k i upłynął pomiędzy wygenerowaniem zgłoszen ia -  odlaniem 
wytopu a załadowaniem go do pieca wgłębnego (z e  względu na fakt znacznie 
szybszego stygn ięcia  wlewków wystriperowanych można tu w uproszczeniu mó­
wić o zależności czasu obsługi od czasu oczekiwania na j e j  ro zpoczęc ie ).
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Rozumiejąc przez po jęc ie  zgłoszen ia grupę wlewków ładowanych do jednego 
pieca stwierdzamy, że zarówno generacja zgłoszeń, jak też ich  obsługa na 
pierwszym etapie odbywa s ię  grupowo. Brak bufora pośredniego pomiędzy dru­
gim i  trzecim  etapem obsługi powoduje występowanie zjawiska blokowania. 
Organizacja przepływu materiału określona je s t  przez regulamin obsługi 
zgłoszeń.

0 tym, że zachodzące w rozpatrywanym obiekcie procesy mają is to tn ie  
s iln ie  stochastyczny charakter, świadczą np. wyniki analizy strumienia 
wytopów opuszczających stalownię, jako że współczyr,'ik zmienności rozk ła­
du odstępów międ2y chwilami zakończenia odlewania kolejnych wytopów prze­
kracza wartość 0.6 .

Bezpośrednia, ś c is ła  analiza takiego złożonego systemu masowej obsługi 
je s t  -  jak to wynika z rozważań przedstawionych w n in ie js ze j pracy -  n ie­
możliwa, niemniej jednak nawet fragmentaryczne, uproszczone rozpatrzen ie 
tego układu może dostarczyć in teresu jące wnioski.

1 tak na przykład w odniesieniu do analizy pracy striperów (z  punktu 
widzenia określen ia średniego czasu oczekiwania w cel,u doboru np. liczby 
stanowisk striperowania) wystarczająco dokładne wyniki uzyskiwano drogą 
stosowania konwencjonalnych, jednostanowiskowych systemów obsługi [MALI 
71] , [HAJK 73].

Z k o le i,  potraktowanie układu p iece wgłębne -  zgniatacz jako dwuetapo­
wego systemu obsługi z blokowaniem [HAJK 73], [HAJK 74] względnie dwueta­
powego zamkniętego systemu obsługi (typu zadania konserwatora) [BUZA 71B], 
[iZYD 81A] pozwala -  przy założeniu s ta ło śc i parametrów dostarczanego wsa­
du -  badać np. wpływ lic zb y  pieców na prawdopodobieństwo przestoju  zgnia­
tacza z powodu braku gorącego wsadu.

Przedstawiony w [BUZA 73] model reprezentujący zdarzenia zachodzące w 
układzie p iece wgłębne -  zgn iatacz jako zmiany stanu w łańcuchu Markowa 
umożliwia wyciągnięcie wniosków dotyczących reguł załadunku pieców wgłęb­
nych. Chociaż ze względu na rozmiar wektora stanu jego stosowalność je s t  
ograniczona do przypadków o n iew ie lk ie j l ic z b ie  pieców, to  jednak zaob­
serwowane prawidłowości pozostają w mocy również w stosunku do większych 
obiektów.

Wszystkie wspomniane wyżej modele bazowały na założen iu , i ż  wsad łado­
wany do pieców posiada parametry n iezależne od stanu stanowiska obsługi, 
nie pozwalają one więc na uwzględnienie r e la c j i  pomiędzy czasem stygn ię­
c ia  wsadu a wydajnością piecowni, związaną wprost z temperaturą ładowane­
go wsadu.

Rozważenie efektów spowodowanych przez te  r e la c je  jest możliwe przy przed­
stawieniu procesów dostawy wsadu jako systemu masowej obsługi z czasem 
obsługi zależnym od czasu oczekiwania.

Przypomnijmy w tym miejscu przykład przedstawiony w punkcie I I I .4 .C ,  
którego podobieństwo do procesów dostawy wsadu stanie s ię  wyraźne, gdy za­
miast stanowisko obsługi "zgłoszen ie główne", "zg łoszen ie dodatkowe" mó­
wić będziemy: "piecownia", "wsad gorący", "wsad zimny".
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Ponieważ w przypadku systemów obsługi ze zgłoszeniami napływającymi 
strumieniem Poissona po jęc ie  utraty zgłoszen ia je s t  równoważne pojęciu 
wstrzymywania pracy źródła zgłoszeń, więc w rozpatrywanej ana log ii odpo­
wiada ono przesłaniu wlewków na składowisko wsadu zimnego bądź wstrzyma­
niu pracy striperów (p rzy  pominięciu stygn ięcia  wlewków we wlewnicach).

Dane liczbowe do ob liczeń  numerycznych zosta ły  we wspomnianym przykła­
dzie dobrane pod kątem ta k ie j an a log ii.
W szczególności w oparciu o dane rzeczyw iste, zebrane na teren ie  walcowni 
półwyrobów, analizowane w [ZSAK 79] , wyznaczono średni czas grzania wsadu 
zimnego, a także średni czas grzania wsadu gorącego, który rozb ito  na 
dwie grupys wsad "bardzo gorący" o temperaturze ładowania powyżej 780° i  
wsad "ostudzony", o temperaturze ładowania poniżej 780°. Grupy te  uzyska­
no dzie ląc zb iór ładunków komorowych nagrzewanych w rozpatrywanym okresie 
( i  pochodzących z ładowania wsadu gorącego) na dwa prawie równoliczne pod­

zb iory.
Wzajemne proporcje średnich czasów obsługi, a także parametrów D i  < 

określających wartości czasów oczekiwania, po upływie których następuje 
zmiana wymaganego czasu obsługi, są w przykładzie tym zbliżone do propor­
c j i  odpowiednich wartości charakterystycznych dla rzeczyw istego procesu. 
Stąd też do procesów dostawy wsadu odnoszą s ię , w sensie jakościowym, 
wnioski sformułowane w oparciu o przytoczone wyniki numeryczne.
I  tak na przykład, wskazany efekt pogarszania s ię  wskaźników efektywności 
stanowiska obsługi (p iecowni) przy zwiększaniu intensywności strumienia 
zgłoszeń (strum ienia wsadu gorącego), j e ś l i  zachowane zosta ją  niezmienio­
ne regu ły organ izac ji pracy, rzeczyw iście  je s t  obserwowany w praktyce.
Nie powtarzając omawianych w punkcie XIX.4vC sposobów przeciwdziałania 
temu zjawisku, można w oparciu o przedmiotowy model (jedyny odzwiercied­
la jący  wspomniany e fek t) stw ierdzić konieczność uzależnienia reguł dosta­
wy wsadu na piecownię od aktualnego stanu obiektu.

Uzależn ien ie tak ie może mieć na przykład postać ograniczenia lic zb y  
wytopów oczekujących na załadunek do pieców wgłębnych drogą odpowiedniego 
wstrzymywania striperowania. Testy [ZSAK 80) , przeprowadzone w oparciu o 
dane rzeczyw iste , pozwoliły stw ierd zić , iż  tak ie postępowanie zmniejszy­
łoby o k ilka  procent wymagany, łączny czas nagrzewania wlewków.

Biorąc pod uwagę przedstawione w punkcie IV .b uwagi odnośnie do doboru 
regulaminu obsługi przeprowadzono także eksperyment, polegający na zasy- 
mulowaniu zastosowania do szeregowania wlewków ładowanych do pieców s fo r­
mułowanego tam regulaminu obsługi z wykorzystaniem algorytmu p rzyb li­
żonego rozwiązywania odpowiedniego zadania komiwojażera.
Stwierdzono, i ż  taka organizacja załadunku wsadu prowadziłaby do ok. 2%

skrócenia czasu nagrzewania wlewków.
Nie przytaczając szczegółów zawartego w [ZSAK 79] oraz |ŻSAK 80] (a  w za­
kresie wcześniej omawianych modeli w [HAJK 73] , [HAJK 74] , [BUZA 73] op i­
su przeprowadzonych eksperymentów, można stw ierdzić , i ż  przedstawienie 
rozpatrywanego procesu produkcyjnego w postaci odpowiedniego niekonwen­
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cjonalnego systemu masowej obsługi pozwala na zrozumienie jego specy fik i, 
a także wskazanie możliwości usprawnienia jego  o rgan izac ji.

W licznych  pracach (np. [KLEI 76 ], [KOBA 77], [GRAH 78], [wEGR 78], 
[WOLI 78] , [SEID 79] ) wskazywano na celowość modelowania w postaci w ielo­
stanowiskowych systemów masowej obsługi, złożonych systemów komputerowych 
oraz s ie c i komputerowych.

Przy rozpatrywaniu tych modeli napotyka s ię  z regu ły na podobne jak w 
omawianym wyżej przykładzie trudności, w szczególności r e a lia  procesów 
rzeczyw istych wykraczają zwykle poza zb iór modeli, które można w sposób 
śc is ły  przeanalizować. Wynika to zarówno ze złożonej struktury procesów 
obsługi w ramach indywidualnych stanowisk obsługi, jak też wyraźnych wza­
jemnych uzależnień trybu pracy różnych stanowisk obsługi.

Co w ięce j, z rozważań przedstawionych w n in ie js ze j pracy jednoznacznie 
wynika, że n ie należy s ię  spodziewać opracowania ogólnych aetod ana li­
tycznych, umożliwiających badanie złożonych s ie c i niekonwencjonalnych sta­
nowisk obsługi.

Z drugiej strony, jak to można sprawdzić na licznych  przykładach, za­
niedbanie wspomnianych uzależnień, a więc niekonwencjonalnego charakteru
rozpatrywanych systemów uniemożliwia odzw iercied len ie ich  podstawowych 
własności.

Efektywną drogą przezwyciężenia t e j  sprzeczności je s t  zastępowanie zło­
żonych, niemożliwych do bezpośredniej ana lizy s ie c i stanowisk obsługi zbio­
rem systemów prostszych, zachowujących jednak zasatoicze cechy układu 
pierwotnego (drogą doboru systemów n a jle p ie j reprezentujących wydzielone 
fragmenty tego układu) i  rozpatrywanie takich  uproszczonych modeli, łą ­
czonych następnie w bardzie j rozbudowane struktury.W  przedstawionym przy­
kładzie prowadziłoby to 4o analizy a następnie połączenia systemu WAD z 
systemem dwuetapowym pozbawionym bufora pośredniego.
Jak ̂ ridzieliśmy, nawet oddzielne rozpatrywanie tych podukładów prowadziło 
do interesujących wniosków. Podobne podejście okazaje s ię  skuteczne rów­
nież w w ielu  innych przypadkach, co stwierdzono np. w pracy [KLEI 8 0 j, 
rozpa tru jąc ,„z  bardzo dobrym skutkiem, pewien system transm isji danych, w 
stosunku do którego zawiodły klasyczne metody i  modele.
Z tego względu można oczekiwać, i ż  dalsze prace w zakresie niekonwencjo­
nalnych systemów masowej obsługi będą ukierunkowane na dwa niezbędne przy 
takim podejściu zagadnienia:
-  ana lizę i  badanie własności różnych, oddzielnych klas jystemów niekon­

wencjonalnych,

-  opracowywanie przybliżonych metod łączen ia  systemów zarówno konwencjo­
nalnych, jak i  niekonwencjonalnych w bardzie j rozbudowane a ie c i,  często 
o złożonych powiązaniach.

Przy rozwiązaniu tych zadań (a  szczególn ie drugiego z nich) należy o- 
czekiwać znacznego udziału modelowania cyfrowego i  to zarówno w charakte­
rze  metody w ery fik a c ji dokładności rozwiązań analitycznych, jak też w cha­
rakterze metody zasadniczej, uzupełnionej o pewne przyb liżoae rozwiązanie 
analityczne, pozwalające w is to tn y  sposób zwiększyć j e j  efektywność.
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WYBRANE, NIEKONWENCJONALNE SYSTEMY MASOWEJ OBSŁUGI

S t r e s z c z e n i e

Zdecydowana większość bardzo obszernej i  szybko rosnącej lite ra tu ry  w 
zakresie systemów masowej obsługi dotyczy bądź to systemów jednostanowi­
skowych, bądź s ie c i stanowisk obsługi o charakterze konwencjonalnym, to 
jes t takich, w których odstępy czasu między chwilami napływania kolejnych 
zgłoszeń oraz czasy ich  obsługi tworzą c ią g i niezależnych zmiennych loso­
wych o jednakowych rozkładach, i  w których pomija s ię  czas pracy własnej 
potrzebny na implementację regulaminu obsługi.

Jakiekolwiek odstępstwo od tych założeń, a występują one często przy 
modelowaniu systemów teleinformatycznych oraz dyskretnych systemów pro­
dukcyjnych, prowadzi każdorazowo do ilościowych a często również jakościo­
wych zmian we własnościach systemu, włączając w to nawet zmianę tak pod­
stawowej charakterystyki jaką je s t  warunek stab ilnośc i.

N in iejsza praca, traktująca o pewnych, wybranych niekonwencjonalnych 
systemach masowej obsługi, składa s ię  z czterech rozdziałów,

W rozdzia le  I  sprecyzowano po jęc ie  "niekonwencjonalnych systemów maso­
wej obsługi" i  przedstawiono przegląd takich systemów (zarówno jednosta­
nowiskowych, jak i  s ie c i stanowisk obsługi) w oparciu o zaproponowaną k la­
sy fikac ję . Uzasadniono celowość rozpątrywania każdego z typów tych syste­
mów, omówiono jego zasadnicze własności (posługując s ię  również wynikami 
obliczeń  numerycznych) i  zacytowano lite ra tu rę  przedmiotu.

W rozdziałach I I  i  I I I  skupiono s ię  na rozwinięciu metod analizy i  op­
tym alizac ji jednego z najtrudniejszych typów niekonwencjonalnych systemów 
masowej obsługi -  systemów z czasem obsługi zależnym od czasu oczekiwania. 
Opierając s ię  zarówno na wcześniej opublikowanych pracach (w tym poprzed­
nich pracach autora), jak też na nowych wynikach przedstawiono najbar­
dzie j wyczerpujące studium z tego zakresu.

Ze względu na uzależnienie warunku stab ilności w takich systemach od 
regulaminu obsługi oraz na różny zakres możliwych do uzyskania wyników a- 
nalitycznych, oddzieln ie rozpatrzono przypadek naturalnego regulaminu ob­
sługi (ro zd z ia ł I I )  i  dowolnego regulaminu obsługi (ro zd z ia ł I I I ) .

W pierwszym przypadku przedstawiono zarówno warunki s tab iln ośc i, jak i  
metodykę ś c is łe j analizy przy dosyć ogólnych założeniach. Wydaje s ię , że 
to zagadnienie można więc uznać za prawie całkowicie rozwiązane, aczkol­
wiek użycie przedstawionej metodyki je s t  pracochłonne.



W drugim przypadku, dla którego dostępne są jedynie bardzo n ie liczne 
wcześniejsze wyniki, rozważano trzy  zagadnienia:
- ocenę warunków stab iln ośc i,
-  analizę w stacjonarnym stanie granicznym, 

optym alizację regulaminu obsługi
przy użyciu zarówno metod analitycznych, ich  połączenia z modelowaniem 
cyfrowym, jak też pewnych metod heurystycznych.
Uzyskano szereg wyników o różnym stopniu ogólności.

W ro zd z ia le  IV rozpatrywane je s t  zagadnienie optym alizacji wydajności 
wieloetapowych systemów masowej obsługi. Badano wpływ takich parametrów, 
jak sposób rozdzia łu  pracy między etapy, postaó rozkładów czasów obsługi, 
liczba  kanałów obsługi zainstalowanych na poszczególnych etapach i  pojem­
ności buforów pośrednich na wydajnośó systemu, przedstawiając zalecenia 
dotyczące 'optymalnego doboru tych parametrów.
Rozstrzygnięto n iektóre z is tn ie jących  dotąd n iejasności w tym zakresie. 
Ze względu na dużą lic zb ę  dołączonych wyników numerycznych można łatwo 
zorientować s ię  w skutkach nieprawidłowego doboru parametrów.

W dołączonym do pracy dodatku wskazano, na przykładzie procesu przemy­
słowego, i ż  wykorzystanie omawianych w n in ie js ze j pracy niekonwencjonal­
nych systemów masowej obsługi umożliwia wyjaśnienie pewnych - pozornie za­
skakujących i  zdecydowanie niepożądanych - stanów obiektu, a także zapro­
ponowanie sposobów zapobiegania im.

I
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НЕКОТОРЫЕ НЕК0НВЕНЦИ0НАЛЫШЕ СИСТЕМЫ мксООВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

Р е з в ы е

Большинство работ из очень обширной и быстро развивающейся литературы 
по системам массового обслуживания касается или одностевдовых систем или 
сети конвенциональных систем обслуживания т .е . таких, в которых интервала! 
времени между моментами прихождения очередных заявок, а также время их об­
служивания являются последовательностями независимых, одинаково распреде­
ленных случайных величин, и, в которых минуется собственное время работы, 
нужное на имплементацию дисциплины обслуживания.

Всякое отклонение от этих положений, а выступают они часто при модели­
ровании сетей информационной связи вычислительных машин,а также в дис­
кретных производственных системах, ведут всегда к количественным, а часто 
также к качественным отклонениям характеристик системы, включая в то даже 
изменение такой основной характеристики, какой является условие стабильно­

сти.
Данная работа, в которой рассматриваются некоторые неконвенциональные 

системы массового обслуживания состоит нз четырёх глав.
В первой главе определено понятие "неконвенциональных систем массового 

обслуживания" и представлен обзор этих систем на основании предложенной 
квалификации.

Доказана целесообразность рассмотра каждого из видов этих систем, об­
суждены их основные характеристики при использовании также результатов 
численных данных н сделаны ссылки на применение в работе ранее опублико­
ванной литературы по данному предмету.

Во второй и третьей главах автор работы сосредотачивает своё внимание 
на развитие методов анализа и оптимализацию одного из самых сложных типов 
неконвенциональных систем массового обслуживания -  систем с временем об­
служивания зависящие от времени ожидания.

Опираясь на ранее опубликованные работы (в том числе на предыдущие ра­
боты автора), а также на новейшие исследования в этой области представлен 
наиболее исчерпывающий анализ э т е х  систем.
В связи с зависимостью условия стабильности в таких системах от дисциплины 
обслуживания, а также от разной степени получения возможных аналитических 
результатов, отдельно был рассмотрен случай прямого порядка обслуживания и 
произвольной дисциплины обслуживания. (Главы вторая и третья).
В первом случае были представлены как условия стабильности так и методы 
точного анализа при довольно общих предпосылках. Нам кажется, что эту про­
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блему можно считать почти целиком решённой, хотя применение представленного 
метода анализа является трудоёмким процессом.

Во втором случае, при котором имелись в наличае довольно ограниченные, 
ранее полученные результаты, были рассмотрены три вопроса:
-  оценка условий стабильности
-  анализ в стационарном предельном состоянии
-  оптимализация дисциплины обслуживания
с применением одинаково как аналитических методов, их комбинаций с числен­
ным моделированием, так и некоторых евристических методов.
Было получено ряд результатов с разной степенью общности.

В четвёртой главе рассматривалась проблема оптимализации производительно­
сти многоэтапных систем массового обслуживания. Исследовано было влияние та­
ких параметров как способ распределения работы по этапам,распределение вре­
мени обслуживания, численность каналов обслуживания на любом, произвольном 
этапе и ёмкость промежуточных буферов, с представлением рекомендаций для 
оптимального ывбора этих параметров. Были выяснены некоторые из, существую­
щих до сих пор, неясности в этих рекомендациях.
В связи с большим количеством подаваемых численных результатов можно легко 
сориентироваться в результатах неправильного выбора параметров.

В приложении, на примере промышленного производства показано, что ис­
пользование обсужденых в данной работе неконвенциональных систем массового 
обслуживания даёт возможность выяснения некоторых, на первый взгляд неожи­
данных и решительно нежелательных явлений объекта, а также предложены спо­
собы для их избежания.

\

SOME NOTl-CLASSICAL QUEUEING SYSTEMS 

S u ni m g r  y

The vast majority o f the enormously la rge, and fast growing queueing 
systems lite ra tu re  is  concerned with e ith er single servers or queueing 
networks o f the c la ss ica l type, meaning such ones in which system para- 
meters lik e  demands in te ra rr iva l times and service tines are assumed to 
form sequences o f independent, id en tica lly  d istribu ted random variables 
and no system overhead, due to service d isc ip lin e  implementation is  in ­
cluded.
Any v io la tion  o f these assumptions, which occur frequently while modell­
ing computer-communication systems and production systems, resu lts  always 
in quantitative and usually also in qu a lita tive  changes of system behaviour, 
including possibly even changes o f such basic characteris tic  as s ta b il ity  
condition.

This paper dealing with some, chosen types o f non-classical queueing 
systems consists o f four chapters.

In chapter I  the term "non-classical queueing system" is  p rec ise ly  in ­
troduced, and a survey o f such systems (s in g le -serve rs , m ulti-servers and 
queueing networks) fo llow ing an introduced c la ss ifica tio n  is  presented. 
For every type o f these systems the ju s t if ic a t io n  o f i t ’ s consideration 
is  given, i t ’ s main features are discussed (including numerical data), 
and the re levant references are mentioned.

In chapters I I  and I I I  methods o f analysis and optimal design fo r  one 
of the most d i f f ic u lt  types o f non-classical queueing systems namely que­
ueing systems with waiting time dependent service times are developed. 
Basing both on so fa r  published resu lts (including e a r lie r  papers by the 
author) and newly reported progress, the most complete study o f such 
systems is  given.
Because o f the dependence o f s ta b il i ty  conditions upon the queueing d is­
c ip lin e  applied, and d iffe ren t scope o f possible an a ly tica l solutions, the 
case o f FIFO queueing d isc ip lin e  (chapter I I )  and general queueing d is c i­
p line (chapter I I I )  are treated sepera;tely.

In the f i r s t  case both the s ta b il ity  donditions and methodology fo r  
exact analysis are presented fo r  fa i r ly  general assumptions. Thus th is 
problem seems to be almost completly solved, although the use of presented 
methodology is  laborious.

i
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In the second case, w ith very lim ited  e a r lie r  resu lts  a va ilab le , three 
problems:
- s ta b i l i t y  condition estimation
- steady -  s ta te analysis
-  queueing d is c ip lin e  optim ization
have been approached, using equally purely an a ly tica l methods, combined 
ana ly tica l and sim ulational methods as w e ll as some h eu ris tics .

Several resu lts  o f d iffe ren t genera lity  have been obtained.
In chapter IV the problem o f throughput optim ization in multistage 

queueing systems is  discussed. The in fluence o f wori. d iv is ion  among d i f ­
feren t stages, serv ice  time d is tr ib u tion , the number o f  p a ra lle l servers 
in s ta lled  at «  s in g le  stage as w e ll as intermediate bu ffer capacity on 
system’ s throughput is  in vestiga ted , and recommendations fo r  best choice 
o f these parameters are developed.

Some so fa r  ex is tin g  ambiguities in th is  area are c leared . Due to many 
numerical resu lts  the loss o f throughput caused by non-optimal choice o f 
parameters is  w e ll il lu s tra te d .

In an appendix i t  is  shown, using an indu stria l example,that u t i l iz in g  
the nonclassical queueing system discussed e a r lie r ,  i t  is  possib le to 
explain some -  seemingly surprising and d e f in it ly  undesirable behaviour 
patterns o f the p lant, and suggest ways o f th e ir  avoiding.

\
\
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