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Teoria masowej obstugi wyrosta z probleméw moéelowania oboigzenia cen-
tral telefonicznych, co zaczeto nabiera¢ znaczenia przy wystepujacym z
poczatkiem biezacego stulecia wzroscie liczby abonentéw.

Zapoczatkowane pracami A.K. Erlanga [ERLA 09] badania doprowadzity do
stworzenia podstawowych poje¢ tej teorii, jakimi sg: zrodta zgloszen, ko-
lejka, stanowisko obstugi, regulamin obstugi oraz zdefiniowania podstawo-
wego analizowanego uk#adu - Jednostanowiskowego systemu obstugi zdozonego
z tych elementéw.

Sens tych podstawowych poje¢ wyszedd wkrétoe daleko poza pierwotng
dziedzine opisu dziatania central telefonicznych i sg one chetnie stoso-
wane przy modelowaniu prooeséw zachodzacych we  wszystkich dziedzinach
techniki, organizacji i gospodarki, w ktéryoh procesy charakteryzuja sie
duzg liczbg jednostek - "klientow" - ubiegajacych sie o przydzielenie im
- na okreslony czas — ograniczonej liczby zasoboéw "stanowisk obstugi'.
Mozna tu przykkadowo wymieni¢ tak rézne dziedziny, jak: systemy kompute-
rowe, sieci teletransmisji danych, konserwaoja maszyn, gospodarka zapasa-
mi, praca placowek stuzby zdrowia, produkcja stali czy tez transport w
kopalniach.

Zapoczatkowane w latach szes$édziesigtych stosowanie teorii masowej ob-
stugi dla modelowania i oceny efektywnosci ztozonych systeméw komputero-
wych, sieci teletransmisji danych a nastepnie sieci komputerowych, a tak-
ze dyskretnych proceséw produkcyjnych, prowadzac do formutowania modeli o
bardziej ztozonej strukturze anizeli poprzednio rozpatrywane, stanowido
szczeg6lnie silny bodziec dla notowanego w ostatnich latach burzliwego
rozwoju tej dziedziny.

Przystepujac do analizy systeméw masowej obstugi zaktadano pierwotnie
z reguty niezaleznos¢ losowg prooeséw stochastycznych opisujacych stru-
mienie zgloszen oraz przebieg obstugi poszozegdlnych zgloszen, zaktadano
tez niezaleznos$¢ ''zapotrzebowania zgtoszen na obstuge™ od regulaminu ob-
stugi czy tez czasu oczekiwania zgtoszehn w kolejce.

Tak rozumiane, konwencjonalne systemy masowej obstugi doczekaty sie
juz wielu opracowan monograficznych, systematyzujgcych olbrzymi dorobek
osiggniety w zakresie metod analizy, pewnych ogélnych praw oraz badania
whasnosci licznych wariantéw specjalnych.

V szczeg6lnosci, w odniesieniu do konwencjonalnych systeméw masowej
obstugi okreslone zostaty precyzyjnie warunki stabilnosci (tj. istnienia
stacjonarnego stanu granicznego rozkd#adéw czas6w oczekiwania zgloszen,
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ddugosci kolejki itp.), co pozwala na odwotywanie sie do metod przyblizo-
nych, czy tez nawet modelowania oyfrowego w przypadku, gdy dla rozpatry-
wanego systemu brak rozwigzali analitycznych (ktéryoh obazar istnienia
jest juz réwniez dos¢ dobrze okreslony) bez obawy popednienia drastycz-
nych bteddéw o charakterze jakosciowym. Udowodnione relacje pomiedzy posz-
czeg6lnymi charakterystykami systeméw (np. pomiedzy czasami oczekiwania
zgtoszen i1 liczbg zgtoszen w kolejce, zasady zachowania pracy w systemie)
pozwalaja ogranicza¢ sie do bezposredniego wyznaczania tylko niektérych
sposréd nioh, co réwniez istotnie upraszcza analize. Z tego wzgledu aktu-
alne badania w zakresie systemow konwencjonalnych koncentruja sie giéwnie
na formutowaniu algorytméw obliczeniowych o mozliwie matej z#ozonosci ob-
liczeniowej w odniesieniu do przypadkéw objetych Scistymi metodami anali-
zy oraz na problematyoe uzyskiwania dalszych, mozliwie coraz bardziej
doktadnych metod przyblizonych w pozostatych przypadkaoh (niew pedni zba-
dane sg réwniez zagadnienia stanéw nieustalonych).

Warunkiem efektywnego wykorzystania teorii masowej obstugi dla szer-
szej liczby zastosowan staje aie Jednak coraz czesSciej rezygnacja z tych
zatazen dodatkowych, zmieniajacych wkasnosci rozpatrywanych systeméw za-
réwno pod wzgledem ilosciowym, jak i jakosciowym, ale réwnoczesnie istot-
nie upraszczajacych ich analize.

Pojawia sie tu podobny problem, jaki wystgpi+ np. w elektrotechnice
czy teorii regulacji, gdy wyniki i metody teorii obwodéw liniowych stara-
no sie rozszerzy¢ na uktady nieliniowe. Byt to problem trudny, gdyz przy
rezygnacji z zatozenn o liniowosSci nieliczne staja sie twierdzenia I meto-
dy, ktére moglyby stosewa¢ sie do szerokiej klasy systemow. Stad tez roz-
wéj teorii ukdadéw nieliniowych charakteryzowat aie raczej wyodrebnieniem
pewnych klas systeméw i okresleniem wkasnosoi i metod odnoszacych sie do
tyoh klas.

V zakresie niekonwencjonalnych systeméw masowej obstugi, gdzie zakta-
dajac, ze regulamin obstugi i rozktad czaséw obstugi moga by¢ dowolne
oraz wzajemnie od siebie uzaleznione, a opréoz tego zakkadajgc Jeszcze,
ze charakterystyki strumieni zgtoszen mogg by¢ dowolne, trudno Jest uzy-
ska¢ jakie$ egdélne zaleznosci, ktére muszg wystepowa¢ w ukdadzie, nie mé-
wigc Juz o zaleznosciach prowadzacych do efektywnych metod obliczenlowyoh.

Z tego wzgledu, podobnie jak to ma miejsce w przypadku teorii uktadéw
nieliniowych, teorie niekonwencjonalnych systeméw masowej obstugi nalezy
raczej rozwija¢ na drodze wyodrebnienia pewnych klas niekonwenojonalnyoh
systeméw obstugi i opracowa¢ dla nich metody analizy, a takze badac¢ ich
whasnosci .

V szczegblnosci nalezy znalezé odpowiedZ na nastepujace, zasadnicze
pytania:

- Jak okresli¢ warunki stabilnosci systemu, ktdre w odniesieniu do syste-
méw niekonwenojonalnych nie sg jednolite, a wrecz przeoiwnie, moga za-
leze¢ od wielu czynnikéw, np. regulaminu obstugi.
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Jest to problem bardzo istotny, bowiem dla zastosowania wiekszosci me-
tod analitycznych, a takze modelowania cyfrowego wymagane jest spednie-
nie warunkéw stabilnosci (lub przynajmniej informacja o tym czy dla
konkretnego zestawu parametréw system jest stabilny)}

- Jak wyznacza¢ charakterystyki systemu. V odniesieniu do systeméw kon-
wencjonalnych, dla ktérych brak byto rozwigzan Scistych, opracowano licz-
ne metody przyblizone, ktérych dokdadnos¢ byta wielokrotnie testowana.
Mozna #atwo sprawdzic, metody te, przeniesione do systeméw niekon-
wencjonalnych, z reguty zawodza.

Istnieje wiec pilna potrzeba zaréwno rozszerzenia zakresu rozwigzan

Scistych, jak i zbadania mozliwosci szacowania charakterystyk systeméw,
gdy rozwigzania te sa nieosiggalne}

- Jak dobiera¢ parametry systemu w celu zoptymalizowania jego charakte-
rystyk. Na charakterystyki systeméw niekonwencjonalnych z reguty wpkywa
znacznie wieksza liczba parametréw i to w sposéb ozestokro¢ intuicyjnie
nieoczekiwany. Istotne dla poprawy wskaznikéw pracy systemu moze byé¢
tez aktywne wptywanie na stopien skorelewania zmiennych losowych cha-
rakteryzujacych system (np. celowe zwiekszanie tego skorelowania);

wytyczajgce kierunki badan nad niekonwencjonalnymi systemami masowej ob-

stugi - a w odniesieniu do wybranych ioh klas - zakres niniejszej praoy.

Rozpatrujac literature przedmiotu mozna.stwierdzi¢, ze Jakkolwiek w
ostatnich latach coraz liczniejsze sg publikacje poswiecone badaniom po-
szczeg6lnych, bardzo wasko zdefiniowanych niekonwenojonalnyoh systeméw ma-
sowej obstugi, to jednak uzyskiwane zaréwno na drodze analitycznej, jak
tez symulacyjnej wyniki, nawet w odniesieniu do pojedynczych klas takich
systeméw nie tworzg - jak dotad - spdjnej teorii; nie zapewniaja komplet-
nych oharakterystyk ani tez wskazan odnos$nie zasad projektowania roz-
patrywanych systeméw (spotyka aie np. sprzeczne wskazania odnosnie de re-
gut optymalizacji).

V czasie swoich prac zwigzanych z komputeryzacja technologicznych pro-
cesow przemysdowych autor spotkat sie z licznymi obiektami, ktdérych mode-
lowanie prowadzi4o do rdéznych, riiekonwenojonalnyoh systeméw masowej ob-
stugi (Jak np. odoinek produkoyjny stalownla-walcownia sgniataoz czy tez
dwuklatkowe, nawrotme walcowanie blach).

Problemom analizy takich systeméw byty poswiecone prace! [WOLI 73], [CZAC

78, [woli 75] , [woli 76}, [woli 76b], [woli 78], w ktéryoh rozpatrywano

wplysr pracy wlhasnej na charakterystyki priorytetowych systeméw obstugi

{woli 79J, [woli 80b] , [woli ®IBj ,wktéryoh analizowano systemy 2z ozasem

obstugi zaleznym od ozasu oczekiwania oraz |_\VOLI 80a] , [VoLl 81la] , [wOLI

81Cj , [PUJO 80al , w ktéryoh poruszano zagadnienie analizy i aptymalizaoji

wieloetapowych systesiow obstugi .

Wyniki przedstawione w tyoh praoaoh zachecity autora do podjecia dal-
szych, uwienczonyoh powodzeniem, wysitkéw w zakresie uzupednienia metod
analizy oraz badania wkasnosoi dwooh klas niekonwencjonalnych systemow



masowej obstugi> systeméw z czasem obstugi zaleznym od ozasu oczekiwania

na jej rozpoczecie oraz wieloetapowych systeméw obstugi z ograniczonymi

buforami posrednimi.

Celem niniejszej pracy byto zebranie uzyskanych przez autora oryginal-
nych rezultatéw w zakresie ntod analizy oraz badania wkasnosci tych dwéch
klas niekonwencjonalnych systeméow masowej obstugi (w tekscie pracy zamie-
szczono kazdorazowo odsytacze do ewentualnych publikacji lub opracowan
wewnetrznych zawierajacych omawiane wyniki czastkowe) i przedstawienie
ich w ujednolicony sposéb na tle catoksztattu literatury przedmiotu.

¥ rozdziale 1 przedstawiono - obok poje¢ i defin.iji niezbednych dla
dalszych wywodéw - probe sprecyzowania pojecia i klasyfikacji niekonwen-
cjonalnych systestéw masowej obstugi. Przeglad ten, obejmujacy zaréwno
systemy jednostanowiskowe, jak i wielostanowiskowe (sieci stanowisk ob-
stugi), zawiera tez praktyczne uzasadnienie celowosci rozpatrywania danej
klasy systeméw, podstawowe ich wkasnosci zilustrowano wynikami obliczen
numerycznych oraz oméwienie opublikowanej literatury przedmiotu.

Rozdziaty IX i 111 poswiecone sa rozwinieciu metod analizy oraz pro—
jektowania systeméw masowej obstugi z czasem obstugi zaleznym od czasu
oczekiwania na jej rozpoczecie.

Jost to Jedna z najtrudniejszych do analizy klas systeméw obstugi, ponie-

waz nie tylko charakterystyki systemu ale réwniez jego warunki stabilno-

Sci zaleza bezposrednio od regulaminu obstugi.

Ze wzgledu na rézny zakres mozliwych do uzyskania na drodze analityoznej

wynikoéw, oddzielnie potraktowany zostat przypadek naturalnego (FIFO) re-

gulamin obstugi (rozdziat ) oraz przypadek dowolnego regulaminu obstugi

(rozdziat 111).

Przy zatozeniu naturalnego regulaminu obstugi przedyskutowano warunki
stabilnosci systemu a nastepnie zdefiniowano pewng podklase tyoh systeméw
- tzw. system podstawowy, dla ktdérego uzyskano analityczne rozwigzania.

Rozwigzania te sg o tyle wartosciowe, ze:

- system podstawowy miesci w sobie, Jako przypadki szczegoblne, prawie
wszystkie dotad rozpatrywane przypadki systeméw z czasem obstugi zalez-
nym od ozasu oczekiwania;

- umozliwiaja badanie charakterystyk wielu dalszych, dotad nie rozpatry-
wanych przypadkéw (np. wyjscie poza obowigazujace w pracach innych auto-
row zatozenie o tym, ze zgtoszenia naptywaja strumieniem Poissona),

- przez odpowiedni dobdr systemu podstawowego mozna, 2z dowolng dok¥adno-
Scig, przybliza¢ parametry bardzo szerokiej gamy* (prawie wszystkich) sy-
steméw z czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania I naturalnym re-
gulaminem obstugi.

Tym samym problem analizy takich systeméw mozna uzna¢ za zamkniety.
Podano wyspecyfikowani® uzyskanych rozwigzan dla szeregu przypadkéw szcze-
gélnych (w tym niektdérych dotad nie rozpatrywanych) i zilustrowano ich
whasnosci w oparciu o obliczania numeryczne.
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Obok innych, interesujacych obserwacji, prowadza one do wniosku, iz fakt
istnienia zaleznosci czasu obstugi od czasu oczekiwania zasadniczo zmie-
nia wlkasnosci systemu i proby ich szacowania w oparciu o modele pomijaja-
ce te zalezno$S¢ prowadza do istotnych biedow.

Co wiecej, rowniez niescistos¢ opisu systemu (np. zastapienie rzeczywi-
stej postaci strumienia zgtoszen strumieniem Poissona) prowadzi do wie-
kszych, anizeli w systemach konwencjonalnych bdedéw w ocenie charaktery-
styk systeméw.

Zagadnieniom badania systeméw z czasem obstugi zaleznym od czasu ocze-
kiwania przy réznych od naturalnego regulaminach obstugi poswiecona byta
- jak dotad - tylko Jedna publikacja [fIUZA 7] , gdzie rozpatrzono 3 spe-
cyficzne, proste przypadki. V rozdziale 111 niniejszej pracy przeanalizo-
wano warunki stabilnosci takioh systeméw. Dla pewnej ich klasy sformuto-
wano i udowodniono warunek stabilnosci, dla innej, znaomnie szerszej gru-
py, podano metody szacowania (od dodu i od géry) warunku stabilnosci w
oparciu o modelowanie cyfrowe. Metody szacowania warunku stabilnosci (kto-
re moga by¢ stosowane réwniez w odniesieniu do innych niekonwencjonalnych
systeméw masowej obstugi), zostaty przetestowane na przykkadach. Dla pew-
nej klasy rozpatrywanych systeméw uzyskano analityczne rozwigzania i prze-
badano ich whkasnosci. Zaproponowano tez i przetestowano na przyktadach
metode doboru parametréw systoméw przy dgacznym wykorzystaniu symulacji o-
raz modelu analitycznego, w ktérym przyjeto naturalny regulamin obstugi.
Zaproponowano (w oparciu o rozwazania przeprowadzone dla pewnych szcze-
goélnych przypadkéw) heurystyczne regudy doboru regulaminu obstugi z punk-
tu widzenia maksymalizaoji wydajnosci systemu.

Rozdziat IV pracy poswiecono opracowaniu regut projektowania wieloeta-

powych systeméw obstugi z ograniczonymi buforami posrednimi, z punktu wi—
dzania maksymalizaoji ich wydajnosoi.
W formudowaniu tych regut oparto sie na wynikach opublikowanych w litera-
turze przedmiotu, a takze na obliczeniach numerycznych, wykonanychw opar-
ciu o przeanalizowane przez autora trzy modele =zestawione w dodatku do
tego rozdziatu, i rozszerzajgce zakres wozes$niejszych badan.

Uwzgledniono wpdywy sposobu rozdziatu pracy pomiedzy poszczegélne eta-
py, postaci rozkdadéw czaséw obstugi, liczby réwnoleghych kanatéw na po-
szczegblnych etapaoh oraz pojemnosci buforéw posrednich, ilustrujac je
licznymi danymi numerycznymi .

Takie uporzadkowanie regut optymalizacji wydajnosci wydaje sie wartoscio-
we wobec pojawienia sie licznych, wyrywkowych opracowan zawierajacych cza-
sem nawet wrecz sprzeczne wskazania.

Oméwiono takze” mozliwos¢ uzyskiwania - na drodze analitycznej - charak-
terystyk takich systemow.

tf dotaczonym do pracy dodatku wskazano, odwotujgc sie do pewnego prze-
mystowego systemu produkcyjnego jako przyktadu,li wykorzystanie cech roz-
patrzonych uprzednio klas niekonwencjonalnych systeméw masowej obstugi
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jako modeli czastkowych pozwala na wyjasnianie przyczyn wystepowania pew-
nych - pozornie zaskakujacych i niepozadanych - stanéw obiektu, a takze
na zaproponowanie efektywnych sposobéw usprawnienia jogo dziatania.

Autor chciatby w tym miejscu podziekowa¢ Prof. dr inz. Stefanowi We-
grzynowi za zachete do podjecia niniejszej problematyki i cenne uwagi
przedstawione w trakcie praoy nad nig oraz Kolegom z Zakkadu Syeteméw Au-
tomatyki Kompleksowej PAN a speojalnie dr inz. Tadeuszowi Czachdérskiemu

oraz mgr inz. Jozefowi lzydorczykowi za liczne wartosciowe dyskusje i1 ko-
mentarze.

I. WPROWADZENIE DO TEORII NIEKONWENCJONALNYCH SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Gdy przy modelowaniu proceséw rozpatrywanych jako systemy masowej ob-
stugi okazuje sie, iz nie sg spednione zatozenia tradycyjnie przy anali-
zie takich systeméw przyjmowane, jak na przyktad niezalezno$¢ zmiennych
losowych definiujacych systea masowej obstugi, wéwczas moéwi  sie  (np-
[CALO 78]), iz rozpatrywany przypadek wykracza poza klase tzw. konwencjo-
nalnych systeméw masowej obstugi .

Mimo wyraznie uwidoczniajacego sie w ostatnioh latach wzrostu zainte-
resowania takimi nietypowymi systemami, ktdrych znaczenie w polepszaniu
zgodnosci modeli z opisywanymi przez nie realiami jest czesto podkreslane
[rose 75], [KOBA 77], nie doczekaty sie one Jak dotad (z Jednym skromnym
wyjatkiem [BHAT 69] ) opracowali wprowadzajgcych systematyke, czy tez za-
wierajacych przeglad dotychczasowych kierunkéw i rezultatéw badan.

Niniejszy rozdziat, zawierajacy przeglad dorobku w tym zakresie, opar-

ty na pewnej, zaproponowanej przez autora klasyfikacji rozpatrywanych sy-
steméw, podzielony Jest na dwie czesSci poswiecone odpowiednio systemom
Jednostanowiskowym i wielostanowiskowym.
W kazdej z tych czesci, po wprowadzeniu poje¢ i oznaczen niezbednych dla
Jednoznacznego opisu rozpatrywanych systeméw, a takze charakterystyk po-
zwalajacych na dokonanie oceny ich dziatania, podjete probe sprecyzowania
uzywanego dotad dos¢ dowolnie terminu ‘'konwencjonalny system masowej ob-
stugi', podajac réwnoczesnie podstawowe whasnosci systeméw zaliczonych do
tej klasy.

Na tym tle oméwione zostang nastepnie zasadnicze odstepstwa od takiego,
uproszozonego modelu, pozwalajace zblizy¢ sie do cech badanych proceséw
rzeczywistych, wskazujac na podstawowe prace traktujace o poszczegdlnych
przypadkach oraz przytaczajac ich najwazniejsze cechy.

Cytowane pozycje literaturowe, aczkolwiek nie pretendujace do roli kom-
pletnej bibliografii przedmiotu, umozliwiajg orientaoje w zakresie kie-
runkéw badan, osiggnietych wynikow oraz perspektyw dalszego rozwoju oma-
wianej dziedziny.



1.1. Systemy jednostanowiskowe

Schemat Jednostanowiskowego systemu obstugi przedstawia rysunek 1,1.

Rys. 1.1. Jednostanowiskowy system masowej obstugi

Zgtoszenia ~e= naptywaja do systemu w kolejnych chwi-
lach czasu t°, z1, i sa obstugiwane w n—kanatowym stanowi-
sku obstugi % (RGAZezeepkng kanaty obstugi gznaczac bedziemy 1 02,...D
Nadchodzgce zgtoszenia, ktdre zastaja wszystkie kanaty stanowiska obstugi
zajete (badZz tez np. niesprawne) moga tworzy¢ kolejke w przewidzianym dla
tego celu buforze S o pojemnosci N zgtoszen (wartosS¢ N moze by¢é skoriczona
lub nieskonczona). Przy skonczonej pojemnosci bufora konieczne jest, przy

definiowaniu systemu, okreslenie jego zachowania w przypadku przepeknie-

nia bufora (np. strata zgtoszenia).

Odstepy miedzy chwilami napdtyniecia zgltoszen okreslajg zmienne losowe
al 311 - i 1,2. Zmienna losowa ~ oznacza zapotrzebowanie zgto-
szenia”l na obstuge, wyrazone w jednostkach pracy whkasciwych dla danego
zastosowania [KOBA 79], np. w liczbie instrukcji maszynowych, ob-

Jesli

stuga zgtoszenia polega na wykonaniu programu lub w liczbie byte*éw (stow,

rekordéw), ktére nalezy przesta¢, jesli obstuga zgloszenia polega na prze-

staniu pakietu danych w sieci teletransmisji.
Z kolei kazdy kanat obstugi charakteryzuje moc c¢c , okreslona w odpo-

wiednich jednostkach pracy na jednostke czasu, moze to wiec by¢ np. licz-

ba instrukcji maszynowych wykonywanych w ciagu sekundy badZ liczba toyta’ov

przesytanych w ciggu sekundy przez 4acze.

Jezeli Wwszystkie kanaty stanowiska obstugi majg jednakowg moc,
o> cn c, wowczas
W dalszym ciagu niniejszej

czone inaczej,

N

a wiec
mowimy o jednorodnym stanowisku obstugi.

pracy, jesli nie zostanie wyraznie
bedziemy mieli na uwadze zawsze

zazna-
jJednorodne stanowisko ob-
stugi -

, tooril masowej obstugi
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Przez pojecie mocy stanowiska obstugi cf rozumie¢ bedziemy #aczng moc
zystkich kanatow c = 9*,c~. W pewnych przypadkach moze ona zaleze¢ od

1 i=1
czby zgtoszen 4 znajdujacych sie aktualnie w systemie (tj. dacznie w
lejce i na stanowisku obstugi) 1 jest woéwczas okreslona funkcja c (().-

Tak wiec czas obstugi zgloszenia przez stanowisko obstugi mozna okres-
¢ przez podanie zmiennej losowej b*

(1.1.1)

Przy omawianiu zmiennych losowych opisujacych proces obstugi zgtoszen
isowa¢ bedziemy nastepujaca konwencje oznaczenh:

Niech r bedzie zmienng losowg. Dystrybuante tej zmiennej
i€ bedziemy R(xX), funkcje gestosci rozkdadu r(x),

losowej ozna-

natomiast transfonna-
Laplace’a - Stieltjesa dystrybuamty r(s), r(s) = J*e_8XdR(X).-

0
dpowiednio warto$¢ oczekiwang rozpatrywanej zmiennej
ez E(r), wariancje przez V(r)

losowej oznaczymy
i wspoétczynnik zmiennosci rozktadu przez

gdzie:
-X.(r> G12)
LE(N}"
N
*1A W naptywajgcych do systemu jest stacjonarny, wow-
Wt - °czekiw«, Uo.br zgloszen g”.rew”~yoh w jednostce czasu A,
A= [E@®1"Y, (1.1.3)
nmé bedzienmtensywnoscia strumienia zgtoszen.

Rozk+ady zmiennych lo.owych
rozpatruje sie rozne rozktady zmiennyuh loso-
11y rozpatrywaniu konkretnych systeméw konieczne jest odej-

,od zatozenia o dowolnej postaci
zbyt og6tnego

,(cxento

rozktadéw zmiennych losowych al czy

+ uniemozliwiajacego uzyskanie efektywnych rozwia-

N

|.Czogélna role odgrywa tu rozkt#ad wykdadniozy ze wzgledu na cenng

ao$¢ -braku pamieci'™ [gNED 71], <o znacznie ukatwia analize systemu.
"ria7t e zmienna losowa r ma rozktad wyktadniczy =z parametrem <«

R(x) =1 (1.1.19
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i "brak pamieci" wyraza sie roéwnoscig:

Pr.fr > t + h/r 5>tj = Prjr > hj, t>0, h>0. (1.1.5)
Rozkdad wykdadniczy charakteryzujacy sie réwnym jednosci wspétczynni-
kiom zmiennosci oraz wyrazng asymetrig, jako ie

Prjr < E(r)j 2 0,63212,

"@18)

czesto nie odpowiada charakterystykom zmiennych losowych obserwowanych w
praktyce.

Co wiecej, posta¢ rozktadu odstepoéw miedzy kolejnymi zgltoszeniami czy
tez rozkdadu czasu obstugi ma zwykle istotny wpdyw na wartos¢ takich cha-
rakterystyk systemu, jak czas oczekiwania czy diugos¢ kolejki.

I tak np. S$redni czas oczekiwania w systemie M/M/I1 jest dwukrotnie wie-
kszy anizeli w systemie M/D/I o tym samym Srednim czasie obstugi i iden-
tycznym strumieniu zgloszeh. Bardziej szczegotowa dyskusje tego wpdywu
mozna znalezé np. w prac*ch [GROS 75], JCZAC 79] (istniejg nieliczne sy-
stemy masowej obshugi, w ktérych posta¢ rozkdadu niektérych zmiennych lo-
sowych nie wptywa na charakterystyki systemu - patrz np. (KONI 793).

Z tego wzgledu podjete zostaly proéby znalezienia takich rozktadéw praw-
dopodobienstwa, ktére umozliwiatyby lepsze dopasowanie do wkasnosci mo-
delowanych zmiennych losowych (np. droga uwzglednienia wyzszych momentoéw),
zachowujac - przynajmniej czesciowo - wkasciwg rozktadowi wyk¥adniczemu
+atwos¢ analizy.

A.K. ERLANG [BROC 60] zauwazy¥, iz rozpatrujac sumyniezaleznych zmien-
nych losowych o rozk#adach wykdtadniczych mozna #atwo modelowa¢ zmienne
losowe o wspoétczynnikach zmiennosci rozkdadu mniejszych od jednosci (roz-
k¥ady Erlanga [ALLE 78] [GROS 7¥]), przy czym poszczeg6lne skkadowe zmien-
ne losowe cechuje nadal "brak pamieci”.

W dalszych rozwazaniach postugiwa¢ sie bedziemy czesto rozkdadami CHofc,
stanowigcymi uog6lnienie tego podejscia. Mowimy, ze zmienna losowa ? ma
rozktad Coxa k-tego rzedu, jezeli jej dystrybuanta $ (X) ma transformate
Laplace*a - Stieltjesa o postaci:

9E) =18t ) @ -AFHITTrrA @.1.7
i=1 j:l
gdzie:
-1
% = TT/1Q
PPl >o, o< & 1 1=0,1, k
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Strukture tej zmiennej losowej, w rozbiciu na tzw. fazy - tj. elementarne
zmienne losowe o0 rozktadzie wykdadniczym - z parametrem ilustruje rys.
1.2 ( kazdg z faz cechuje brak pamiecil).

n /

Rys. 1.2. Struktura zmiennej losowej o rozkkadzie Coxa k—tego rzedu,
- prawdopodobienstwa dotgczenia dalszyoh faz.

Cox [COXD 55] wykazat, ze kazda zmienna losowa, posiadajaca wymierng trans-
formate Laplace’a - Stieltjesa dystrybuanty, moze by¢ przedstawiona w ta-
ki wkasnie sposob. Poniewaz kazda funkcja moze by¢ aproksymowana z zadanag
doktadnosciag przez funkcje wymierng, mozliwe jest przy uzyciu rozkdadu
Coxa przyblizenie dowolnego rozk#adu prawdopodobienstwa, stad nazywa sie
go tez rozktadem prawie dowolnym.

W pracy [sCHA 73] wykazano, ze dowolng dystrybuanta F(x) nieujeamej
zmiennej losowej mozna przyblizy¢ dystrybuanta Coxa postaci 1.7 réwnie* w
przypadku zatozenia, ze N="Jg = ... k ="#. W |BUXW 77J podano nato-
miast efektywny algorytm wyznaczenia wartosci dystrybuanty F(x)w skonczo-
nym zbiorze punktéow x® tak aby zaohowa¢ zgodnos¢ wartosci ocze-
kiwanej 1 wariancji oraz nie przekroczy¢ z goéry zadanej roéznicy wartosci
dystrybuanty rzeczywistej i poszukiwanej w zadnym z tych punktéw.

Sciste odwzorowanie, empirycznie okreslonych na obiekcie rzeozywistym
rozktadéw czaséw obstugi ozy tez odstepédw miedzy chwilami generacji ko-
lejnych zgtoszen, moze prowadzi¢ do zidentyfikowania rozktadéw Coxa wyso-
kiego rzedu, a wiec zadan o stosunkowo duzej zdozonosci. Z tego wzgledu
oraz z uwagi na znaoznie mniejszy wptyw wartosci wyzszych momentéw [GROS
75] w praktyce czesto ogranicza sie wymagania do zaohowanla zgodnesci war-
tosci dwéch pierwszych momentéw tych zmiennych losowych. Dowolng dystry-
buante R(x) zmiennej losowej r o wartosci oczekiwanej E(r)>0 oraz wspot-
czynniku zmiennosci rozk#adu Cr”~ 0,5 mozna, Spedniajac powyzszy warunek,
przyblizy¢ rozkkadem Coxa drugiego rzedu e dystrybuancie § (x) posiadaja-
cej transformate Laplace"a - Stieltjesa

(1.1.8)

Wspédczynniki hn, h”, 22 mozna przy tym wyznaezy¢ jednoznacznie w funkcji
E(r) oraz Cr weddug nastepujacych regut:
i) Przy 0,5< Cr <1

ho =0, hi=E(r), h2=0,5 - Cp)[E(N]2- (1.1.9)



Dystrybuanta $ (x) przybiera woéwczas postac:

.. - PPx -i. ~I>
HC) = 1+ 3pTHWA e “v2 yl®

odpowiadajgaca sumie dwéch niezaleznych zmiennych Jlosowych o rozktadzie
wyktadniczy* (odpowiednio z parametrami €© oraz 2/~

Oczywiscie:
| ®(r) = — ¢
1 2
<, eV*T
ii) Przy Cr = 1
ho =0, ht=E), h2=0, (1.1.10)

oo odpowiada rozktadowi wyktadniczemu,

f(x) = 1- e™X,

gdzie:

E(r) =

iii) Przy Cr ™ 1,

ho = CrE(r)} hf = (Cr + DE(D} h2 a 0,5(Cr « DIEM]I2, ¢G-1.1D

co odpowiada rozktadowi hiperwykladniczemu o dystrybuancie

<FG) = 1 - k e~2kt*x - (i.- k)e-2~1 kA x, 0,5¢ k < 1,

gdzie:

K(r) =~, Cr = a1 k) - 1.

Po przedyskutowaniu charakterystyk rozktadéw zmiennych losowych przej-
dziemy obecnie do oméwienia sposobéw organizacji obstugi.
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Regulaminy obstugi

Zgtoszenia oczekujace na rozpoczecie obstugi tworza kolejke w buforze

S o pojemnosci ograniczonej, ogolnie rzecz biorgc, do N miejsc (N skon-

czone lub nieskonhczone), przy czym regulty szeregowania zgloszen okresla

regulamin pbstugi 3. W szczeg6lnosci regulamin obstugi okresla, w kazdej
chwili czasu, ktére sposrod zgloszen obecnych w systemie ma by¢ obstugi-
wane przez kazdy z kanatéw obstugi, okresla tez momenty wykonywania przez
te kanaty pewnych operacji dodatkowych.

Ogblnie rzecz biorac kazdy kanat stanowiska obstugi moze znajdowaé sie

w jednym z trzech standw:

- zajety - gdy realizuje obstuge zgtoszenia,

- przygotowywany - gdy kruiat nie obstuguje zadnego zgtoszenia mimo niepu-
stej kolejki. W tym stanie kanat obstugi moze znajdowaé sie w przypadku
np. wymuszonego oczekiwania na naptyniecie nowego zgtoszenia, wykonywa-
nia pracy wkasnej, zwiagzanej ze zmiang typu obstugiwanego zgtoszenia
ozy tez naprawy kanatu,

- bezczynny - gdy kanat nie obstuguje zgtoszenia i1 kolejka jest pusta.

Bedziemy méwili, ze stanowisko obstugi jest bezczynne, gdy wszystkie

jego kanaty sa bezczynne. Okres czasu pomiedzy przerwaniem bezczynnosci

stanowiska obstugi a jego powrotem do stanu bezczynnosci nazywa¢ bedziemy

okresem czynnym (tak wiec przygotowywanie stanowiska obstugi wchodzi w

sk#ad okresu czynnego).

Wprowadzimy definicje pewnych, specyficznych klas regulaminéw obstugi .

Bedziemy méwili o regulaminaoh nieprzerywalnyoh, te jest takich, ze

zgtoszenie wprowadzone na stanowisko obstugi moze Je opuscié dopiero pe
catkowitym zakonczeniu obstugi, w odréznieniu od regulaminéw przerywat—
nych, przy ktérych obstuga zgtoszenia moze by¢é czasowo przerwana a nastep-
nie kontynuowana (badZz wznowiona od poczatku). Zauwazmy, ze na czas ocze-
kiwania zgtoszen w kolejoe, w przypadku stosowania regulaminéw przerywat—
nych, sktada sie #aczny czas wszystkich pobytéw zgloszenia w kolejce.

Regulaminem obs#ugi zachowujacym prace nazywaé¢ bedziemy regmlamin ob-

stugi , w ktérym:

i) zapotrzebowanie kazdego zgtoszenia na obstuge jest okreslone w chwi-
li jego wygenerowania (chociaz z reguty nie znane w spos6éb jawny),
nie Jest wiec zalezne od przebiegu procesu obstugi, a w szczeg6lno-
Sci od regulaminu obstugi,

ii) zgloszenie, ktére zostato umieszczone w kolejoe, moze opuscié¢ system
obstugi dopiero po catkowitym zakonczeniu obstugi,

iii) dopuszczalne sg tylko dwa stany kazdego z kanatéw obstugi: zajety
lub bezczynny. Nie dopuszcza sie wiec wstrzymania rozpoczecia obstu-
gi zgloszen, jesli kolejka zgtoszeh jest niepusta.

Systemy obstugi z takim regulaminem obstugi nazywa¢ bedziemyzachowaw-

czymi. Dla krotkiego oznaczenia rodzaju rozpatrywanego systemu masowej
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obshugi, bedziemy czesto uzywa¢ tzw. notacji Kendalla postaci [KLEI 75]
[GROS 7<H

hivBAV/L/R,
gdzie A okresla charakterystyke odstepéw miedzy wygenerowaniem kolej-

nych zgtoszen, ® okresla charakterystyke czasow obstugi, n okresla liczbe
kanatéw obstugi, L definiuje pojemno$s¢ systemu, to jest maksymalng liczbe
zgtoszen, ktére moga znajdowac sie .w systemie (L = N4n) i wreszcie 31
okresla regulamin obstugi.

Przyjmuje sie nastepujace symbole dla oznaczania A i1 3

G(t) - oznacza, ze zmienne losowe al (lub bl) sg zmiennymi losowymi o do-

wolnych, zmiennych w czasie rozk#adach,

G - oznacza, ze zmienne losowe al (lub bi) sg zmiennymi losowymi 0
identycznych, dowolnych rozk#adach,

Gl - oznacza, ze zmienne losowe al (lub bl) sg zmiennymi losowymi nie-
zaleznymi o identycznych, dowolnych rozk#adach.

V szczeg6lnosci dla konkretnych rozkdadéw stosuje sie oznaczenia:

M - rozkdad wyktadniczy,
D - rozk#ad regularny,
— rozktad Erlanga k—tego rzedu,
\ - rozkdad hiperwyktadniczy k—tego rzedu,

— rozktad Coxa l-tego rzedu.
Opuszczenie symbolu L w tej notacji oznacza L =00 , natomiast opuszczenie
symbolu 3l oznacza regulamin naturalny (KIFo), tj. obstuge zgtoszen w ko-
lejnosci ich naptywania do systemu.

Charakterystyki systemu

Wprowadzimy obecnie kilka poje¢ i oznaczeh zwigzanych z ocenag dziaka-
nia systemu masowej obstugi.

taczny czas spedzony przez zgtoszenie J 1 w kolejce (czas oczekiwania)
okresla zmienna losowa natomiast czas pobytu zgtoszenia w systemie,
tj. czas od momentu wygenerowania zgtoszenia ze Zrédda do chwili catkowi-
tego zakonczenia jego obstugi okresla¢ bedzie zmieoca losowa g*.

Niech 2~ (®i k s 1,2,...,n okresla zapas pracy k—tego kanatu obstugi
w chwili t, to Jest czas pracy k—tego kanatu obstugi — poozawazy od chwili
t - niezbedny, przy przyjetym regulaminie obstugi 3?,dla obstuzenia wszyst-
kich zgtoszen ~ takich, ze przy zatozeniu braku naptywu dalszych
zgtoszen.

Wprowadzmy wektor

za(t>

- 19 -

oraz wyrazeni© okreslajaoe *aczny zapas pracy

n fal
N 7D (*).
k=1

g(x,t) =

taczny zapas pracy w dowolnej chwili t jest przy wszystkich regulaminach

obstugi zachowujacych prace identyczny. 1
Oznaczmy przez

Z1
*

=z (ML - 0).
S

Mozna 4atwo sprawdzi¢, ze przy n=1 i regulaminie naturalnym zachodzi:

A »AIFO =Zr L A~ ~ 0)* (1-1-12)

System masowej obstugi nazywamy systemem stabilnym,gdy istnieja takie

F(t), H(Y), ze

V V. mtlsStfrt)« H()[,
=0,1,... t©0 1 )

1
gdzie F(t) oraz H(t) sa pewnymi dystrybuantami (prawiddowymi, tj. takimi,

ze 1im F(t) = lim H(t) = 1) 1 niestabilnym w przeciwnym razie.W wiekszo-
Tt~ t— <«
Sci przypadkéw systemy stabilne posiadaja graniczny rozkdad czasu oczeki-

wania.

(1.1.13)

W = _him~U).
O = 1innu)

bedziemy systemami
za-

Systemy stabilne, nie speiniajace (1.1.13), nazywac
substabilnymi. W dalszych rozwazaniach, jesli nie zostanie wyraznie
znaczone inaozej, méwigc o systemach stabilnych bedziemy rozpatrywaé sy-
stemy spedniajace (1.1.13)»

W systemachstabilnyoh zwykle wartos¢ Srednia czasuoczekiwania jest
ograniczona, tj.

ze warunki istnie-
sformutowane w od*»

warunka*-

Dla szerokiej klasy systeméw obstugi mozna wykazac,
nia granicznego rozkdtaduf a takz® warunki stabilnosci
niesieniu do czasu oczekiwania sa identyczne z analogicznymi
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mi sformudowanymi w odniesieniu do innych charakterystyk systeméw, np.
liczby zgtoszen oczekujacych w kolejce czy tez zapasu pracy w systemie,
np. [MIKA 79] .

Warunki stabilnosci, a takze charakterystyki systeméw stabilnych przy
t-°°i czyli przy tzw. pracy w stanie ustalonym (stacjonarnym stanie gra-
nicznym), naleza do najistotniejszych kryteriéw oceny dziatania systeméw
masowej obstugi .

Systemy masowej obstugi mogg by¢ zwykle stabilne badz niestabilne, w
zaleznosci od intensywnosci X strumienia zgloszen, tj. wartosci oczekiwa-
nej liczby zgtoszen nadchodzgcych do systemu w jednostce czasu, lub tez
- w przypadku niestacjonarnych strumieni zgtoszen - w zaleznosci od po-
staci tych strumieni.

Przez pojecie warunku stabilnosci bedziemy rozumieli warunek narzucony
na strumien zgloszen, przy speknieniu ktdérego rozpatrywany system obstugi
jest stabilny. Systemy masowej obstugi, ktére sa niestabilne dla dowolnej,
réznej od zera intensywnosci strumienia zgtoszen, nazywac¢ bedziemy syste-
mami strukturalnie niestabilnymi.

Wydajnosoig V systemu masowej obstugi nazywac¢ bedziemy wartos¢ oczeki-
wang liczby catkowicie obstuzonych zgloszen opuszczajacych stanowisko ob-
stugi w jednostce czasu, natomiast wydajnoscig graniczng T nazywa¢ be-
dziemy kres gorny zbioru wydajnosci systemu obstugi, przy ktdrych system
jest stabilny. W stabilnym systemie obstugi z N = 00 zachodzi V s>.

Niech w stabilnym systemie obstugi g ft) oznacza stopien wykorzystania
i-tego kanatu obstugi, tj. utamek czasu, w ktérym kanat ten nie jest bez-
czynny, natomiast £ stopien efektywnego wykorzystania kanatu, tj. u—
tamek czasu, w ktérym kanat jest zajety efektywng obstuga zgloszen, w przy-
padku gdy intensywnos¢ strumienia zgtoszen naptywajacyoh wynosi X i obo-
wigzuje regulamin obstugi J.

W oparciu o te definicje wprowadzimy pojecia:

- stopnia wykorzystania stanowiska obstugi

stopnia efektywnego wykorzystania stanowiska obstugi

Jednostkowego czasu obstugi zgloszenia
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okreslajacego Sredni czas pracy stanowiska obstugi przypadajacy na in-
dywidualne zgtoszenie;

- jednostkowego efektywnego czasu obstugi zgloszenia

£ ntJ
2

W dalszych rozwazaniach, w przypadku gdy jednoznacznie okreslono jaki
regulamin obstugi jest rozpatrywany, indeks okreslajacy regulamin obstugi
bedziemy opuszczac.

Wielkosci charakteryzujach prace systemu masowej obstugi mozna podzie-
l1i¢ na trzy grupy:

- charakterystyki zwiazane z poszczegolnymi zgtoszeniami (np. czas ocze-
kiwania zgtoszenia w kolejce, czas pobytu zgtoszenia w systemie),

- charakterystyki zwigzane z czasem (np. liczba zgtoszeh oczekujacych w
kolejce, liczba zgtoszen obecnych w pystermie, zapas pracy w systemie),

- charakterystyki okreslajace tryb pracy stanowiska obstugi (stopien wy-
korzystania czy tez efektywnego wykorzystania. Jednostkowy czas obstu-
gi).

Metody prowadzgce do wyznaczania tych trzech rodzajéw charakterystyk s
czesto roézne. Stad wiele uwagi poswiecono wykryciu powigzan miedzy warto-
Sciami charakterystyk nalezacych do réznyoh grup, szczegélnie grupy pier-
wszej i drugiej (do tego zagadnienia wrécimy ponizej). Charakterystyki gru-
py trzeciej sa czesto wyznaczalne w sposéb bardzo prosty.
Wtasnosci konwencjonal -
nych

1.1.1. systemoéw

Jednostanowiskowy system masowej obstugi nazywa¢ bedziemy systemem
konwencjonalnym, jesli:

i) stanowisko obstugi ma stalg moc,

il) al oraz b*, i =1,2,..., sa ciagami niezaleznych zmiennychlosowych
o Jednakowych rozk#adach, posiadajacych odpowiednio dystrybuanty
A(X) oraz B(x) o skoriozonych wartosciach oczekiwanych E(@) =

<») m b
i) zgtoszenia obstugiwane sg zgodnie zregulaminem zachowujacym prace,

Vv) bufor S ma nieograniczong pojemnos¢ (N = <x ).
Stosujac notacje Kendalla mowimy wiec o systemach GI/Gl/n/oo/R, z regu-
laminem obstugi zachowujacym prace.
Dla Jednostanowiskowych konwencjonalnych systeméw masowej obskugi zna-
ny jest warunek stabilnosci [kIEF 56] o postaci:

e=rm, < 1 (1.1.10
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z wyjatkiem jednego tylko, specjalnego przypadku, gdy zaréwno zmienne lo-
sowe a , jak te* b maja rozktady regularne (przypadek determinietryczny),
kiedy to warunek stabilnosci przybiera postac:

p«l.

Tak wiec wydajnos¢ graniczna T w systemach konwencjonalnych jest okreslo-
na jako:

T = nfl.

Dla kazdego Jednokanatowego systemu konwencjonalnego zapas pracy X (2, ©)
nie zalezy od regulaminu obstugi, a wiec w przypadku systeméw stabilnych
zachodzi te*:

~Alim Ej*(jl,t)j = cF= const. (1.1.15)

bez wzgledu na stosowany regulamin obstugi [gELE 80aJ , Zaleznos¢ ta nosi
nazwe zasady zaohowania pracy.

Dla wszystkich stabilnych systeméw konwencjonalnych prawdziwe sg te*
nastepujace rownosci:

2(1) =§@) =7 =

d.1.16)
2#(n) =2 *(a) = E(b),

dla kazdego 0 < A <T.

Definicja regulaminu obstugi zachowujgcego prace zawierata wymég, by
zapotrzebowanie zgtoszenia na obstuge (a wiec, przy statej mocy stanowi-
ska obstugi, roéwniez czas obstugi) byto okreslone w chwili Jego wygenero-
wania. Rézne moga by¢ jednak sytuaoje, Jesli chodzi o znajomos$¢ tego cza-
su. W pewnych przypadkach jest on znany precyzyjnie, w innych przyjmujemy,
i* wyréznia sie pewne klasy zgtoszeh cechujgace sie réznymi rozkkadami cza-
séw obstugi. W zaleznosci od stopnia szczegétowosci tych Informacji mozna
poda¢ pewne dodatkowe whasntosci systeméw konwencjonalnych.

Ograniczmy sie czasowo do regulamindéw obstugi, w ktérych szeregowanie
zgtoszeh odbywa sie przy braku jakiejkolwiek informacji o wymaganym cza-
sie obstugi indywidualnego zgtoszenia. Dowodzi sie [GITT 78] [VASI 77],
iz dla nieprzerywalnych regulaminéw obstugi w wielokanatowych systemach
konwencjonalnych Sredni czas oczekiwania jest niezalezny od regulaminu
obstugi. Przez zmiane regulaminu obstugi (np. zastosowanie losowego wybo-
ru kolejnosci oczokujgcyoh zgloszen) mozna zmienié¢ jedynie wyzsze momenty
rozkdadu czasu oczekiwania. Wykazano przy tym [VASI 77], ze w systemach

typu G1/G1/n/eo/R wariancja czasu oczekiwania przy uzyciu regulaminu 4
jest nie wieksza anizeli wariancja czasu obstugi w tym systemie przy uzy-
ciu regulaminu LIFO, natomiast nie mniejsza anizeli przy uzyciu regulami-
nu FIFO. W praoy [cOHE 69] podano, dla systemu Jednokanatowego, zestawie-
nie wartosci wariancji czas6w oczekiwania uzyskiwanych przy szesciu réz-
nych regulaminach obstugi, lachowujacyoh stato$¢ wartosci $redniej czasu
oczekiwania.

Definiujac systemy zachowawcze przyjelismy, ze zadne stanowisko obstu-
gi nie moze pozostawa¢ bezczynne w przypadku istnienia niepustej kolejki.
W praoy (GITT 78j wykazano, ze usuniecie tego warunku z definicji wielo-
kanatowego systemu konwencjonalnego nie moze prowadzic do zmniejszenia
Sredniego czasu oczekiwania zgltoszen, ktoéry bytby woéwczas wiekszy lub
réwny wartosci osiaganej w systemie konwencjonalnym.

Wczesniej i przy nieco stabszych zatozeniaoh dowody statosci Sredniego
czasu oozekiwania uzyskano dla systeméw Jednokanatowych [KLEI 76], np.
réwnie* przy stosowaniu regulaminéw przerywalnyoh, pod warunkiem, ze cza-
sy obstugi zgtoszen maja rozkkad wykdadniczy. Co wiecej, dopuszczalne jest
rozdzielenie strumienia naptywajacych zgtoszen na klasy; zachowany jest
te* rozkdad liczby zgtoszen wsystemie.
rywalnych ip klas zgtoszenw systemach typu GI1/G1/1/00/4 zachodzi rela-
cja [klei 65] , [WOLF 70] [SCHR 70] -

ale(bx)e(»1) =3 - 0,5 " @.1.17)

i=l n i=1

A~D2),

gdzie: Aa, E(b2), E(«w4) oznaczaja odpowiednio: intensywnos$¢ strumienia
zgtoszen, drugi moment czasu obstugi oraz Sredni czas oczekiwania zglo-
szen nalezacych do i-tej klasy, i = 1,2,...p; natomiast g jest stalg z za-
leznosci (1.1.15). Ci

Tak wiec dla uzyskania niektorych interesujacych parametrow wystarczy
przeanalizowa¢ dowolny regulamin obstugi z omawianej klasy, np. stosunko-
wo najprostszy regulamin naturalny.

Nawet Jednak dla tego regulaminu, w przypadku Jednokanatowym wykazano,
ze przy przyjeciu dowolnych rozkdadéw (system GI1/G1/1) nie istnieja za-
leznosci okreslajace bezposrednio wartosci oczekiwane (nie méwigc Juz o
rozkkadach) czasu oozekiwania osy tez liczby zgloszen w systemie.

Bogata literatura przedmiotu obejmuje wiele prostszych postaci rozkda-
déw (patrz np. monografia [cOHE 69J poswiecona wykgcznie systemom Jedno-
kanatowym).

W przypadku systeméw wielokanatowych brak analitycznych rozwigzan na-
wet klasy M/G1/n.

Ze wzgledu na stosowanie réznych metod analizy, prowadzacych bezpo-
Srednio tylko do niektérych charakterystyk systeméw, istotne okazaty sie

w przypadku regulamindéwnieprze-
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praco pozwalajac* na okreslenie, dla naturalnego regulaminu obstugi, wza-
jemnych zwigzkéw miedzy réznymi charakterystykami; a specjalnie zwigzkow
miedzy czasem oczekiwania a liczbg zgtoszen oczekujacych w kolejce.

Najstarszy wynik, tzw. wzér Little’a fLITT 61 £ = AW, okreslajacy
zwigzek Sredniego czasu oczekiwania zgloszen V oraz Sredniej dbugosci ko-
lejki T, zostat uogdlniony [BRUM 72] na wyzsze momenty tych charaktery-
styk» Zaleznosci miedzy tymi charakterystykami byty dalej badane m.in. w
pracach [BRUM 717 , [mIYA 79], (MORI 80], [BORO 72] oraz [HEYM 80] (wyniki
uzyskane w tym zakresie dotyczg systeméw wielokanatowych).

Zastosowanie teorii masowej obstugi do modelowana i systeméw komputero-
wych spowodowato potrzebe glebszej analizy réznych regulaméw obstugi .

W szczeg6lnosci rozwinieto istotnie (przy zatozeniu, ze zgloszenia na-
ptywaja strumieniem Poissona) teorie systeméw priorytetowych, ktére do-
czekaty sie nawet odrebnych monografii [JAIS 68] , [gNED 73], [BRON 74]
[MOWA 77] . Na specjalne wymienienie zastugujg wsrdéd nich oméwione obszer-
nie w [KLEl 76] systemy z podzialtem czasu (patrz tez [aDIH 69] (SAKA 71],

[WEGR 7¥]), w tym systemy posiadajace ztozong wielopoziomowg strukture ko-
lejek, wzglednie z dynamicznym przydziaktem kwantéw [BHAT 798] , [POTI1 74] ,
[bLEV 78] f systemy z rozbudowanymi regulaminami o statych priorytetach z
wyréznieniem przerywalnych i nieprzerywalnych faz obstugi [sCHR 69], [yOLI
76], [misz 7" oraz systemy z dynamiczng zmiang priorytetu [KLEl 76],
[GOLD 77].

Tematem wielu prac, ograniczajacych sie jednak do przypadku jednokana-
towego, byto zagadnienie syntezy regulaminu obstugi tak, aby uzyskac¢ wy-
magane wkasnosci systemu (np. czasy oczekiwania) droga doboru odpowied-
niego regulaminu obstugi badZz tez parametréw takiego regulaminu. Liczne
wyniki w tym zakresie zawiera [gELE 80a] i bibliografia [CRAB 77] , na uwa-
ge zastuguja tez [siMO 73], [MICH 72], [WOLI 76a] -

Aktualnie podejmowane sg proby opracowania jednolitego, sformalizowa-
nego opisu mozliwie szerokiej klasy regulaminéw obstugi [RUSC 81] , co u-
+atwia dobdr odpowiedniego regulaminu dla konkretnych wymagan.

Mozliwosci ksztakttowania charakterystyk systeméw masowej obstugi sg o-
graniczone wiezami wynikajacymi z zasady zachowania praoy, np. typu (i, 1. 17).

Obszerne oméwienie warunkéw okreslajacych mozliwo$S¢ osiagniecia wybra-
nych wartosci wektora fulj ,»2,... ,vp], tj. Srednich czasow oczekiwania
zgtoszen roznych klas podano w [GELE 80a] -

Omawiane dotad wyniki bazowaty wykacznie na znajomosci ogélnych, sta-
tystycznych charakterystyk wymaganego czasu obstugi poszczegélnych zgto-
szen.

Przy zatozeniu doktadniejszej informacji, mimo iz dalej zachodzi
(1.1,15), zmiana regulaminu obstugi wpktywa - ogélnie rzecz biorgc - na
Sredni czas oczekiwania. Wykazano (np. [SCHR 68B], JsEVC 74]) optymalnosé
(z punktu widzenia minimalizacji Sredniego czasu oczekiwania) regulaminu

SPT (obstuga w kolejnosci wzrastajgcych czaséw obstugi), przy obstudze
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nieprzerywalnej badz SRPT (obstuga w kolejnosci wzrastajacych pozostatych
czasow obstugi) przy obstudze przerywalnej, w przypadku deterministycznej
znajomosci czaso6w obstugi poszczegdlnych zghoszenn. W monografii [ICLEl 76]
przytoczono w $slad za (sCHR 74] tabele zawierajaca wskazania dla optymal-
nego doboru regulaminu obstugi, przy réznym poziomie informacji o czasie

obstugi (brak informacji, znany rozkkad czasu obstugi, znany doktadnie
czas ostugi) wraz z podaniem Zrédtowych prac zawierajacych odpowiednie
dowody -

W problematyce wyznaczania charakterystyk konwencjonalnych systeméow

jednostanowiskowych wiele jest jeszcze probleméw otwartych.

Stad tez obserwuje sie wyraznag koncentracje prac nad przyblizonymi me-
todami okreslenia tych charakterystyk (przeglad takich metod zawiera pra-
ca [bhat 79a])-

Biorgc pod uwage istnienie analitycznie sformutowanych warunkéw sta-
bilnosci, rozwijane sg tez teoretyczne podstawy metod symulacyjnych dla
systeméw stabilnych, majace na celu opracowanie takiej organizacji ekspe~
rymentu, aby uzyska¢ wymagang dokd¥adnos¢ przy mozliwie makej ztozonosci
obliczeniowej [CRAN 77] , [IGLES80].

Nalezy sadzié¢, iz obok rozpatrywania nowych, wynikajacych z konkretnych
potrzeb regulaminéw obstugi, wymienione wyzej nurty tematyczne beda domi-
nowaty w dalszych pracach dotyczacych jednostanowiskowych, konwencjonal-
nych systeméw masowej obstugi.

zatozen defi-
systemy

1.1.2. Typowe odstepstwa od
niujacyoh._.konwenojonalne
i

jednos tanowiskowe

Konwencjonalne systemy masowej obstugi stanowig znacznie uproszczony
model procesow rzeczywistyoh. Wprowadzone uproszozenia pozwolidy jednak
na osiaggniecie znacznego dorobku w zakresie ich analizy i optymalizacji,
dorobku, z ktdérego mozna bezposrednio korzysta¢ - przynajmniej w pierwszym
przyblizeniu - dla zgrubnego okreslenia wkasnosci analizowanych obiektéw.
Co wiecej, mozna wskaza¢ przypadki, gdy taki, znacznie uproszczony model,
dostarcza informacji o charakterze nie tylko jakosciowym, ale réwniez ilo-
Sciowym. Czesto cytowanym przykdadem sa tu praoce =z zakresu modelowania
systeméw wielodostepnych [sCHR 68a] , gdzie pomiary prowadzone na pracuja-
cym zestawie wykazaty zaskakujgco dobrg zgodnos$¢ z wynikami analizy sto-
sunkowo *“‘prymitywnego’ modelu.

W zwigzku z istotnym rozszerzeniem zakresu zastosowan teorii masowej
obstugi (obszerng dyskusje tradycyjnych i nowszych zastosowan mozna zna-
lez¢ np. w [GROS 74], [rOSE 75]), okazato sie, ze wierne zamodelowanle
zjawisk zachodzgcych w rozpatrywanych prooesach wymaga uwzglednienia istot-
nych odstepstw od zatozenn okreslajacych konwencjonalne systemy masowej

obstugi [KOBA 77] , [ROSE 75] -
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Tabela 1. i

Typowe odstepstwa od zatozen
okreslajacych konwencjonalne jednostanowiskowe
systemy masowej obstugi

zrodto zgtoszen Obstuga zgtoszen

a) Grupowe nadcho- a) Grupowa obstuga

dzenie zgtoszen TEA
KJ [SAAT 61] , [KUCZ @ :?FSZEEQOS[SﬁT

Regulamin obstugi

a) Systemy z ograni-
czeniem liczby
zgtoszenn, N< *0

73], [COHE 80] [COHE 80] o 71
ne , [raus
b) Zaleznose int J%], [schm
aléznose Inten- b) zaleznosé¢ mocy o) Requlaminy z cza-
(:) sywnosci strunie- stanowiska obstu- ) Se% obsiugi zalez-
nla zgioszen od - gi od liczby nym od kolejnosci

liczby zgtoszen
w systemie

[JATS 68], Jé(OPO
oo 11 72
JGORD 74T £ fcHoo

zgtoszen w_syste-
mie [harr 67],
Jharh 707, [gord
74]

obstugi fWELC 64] ,
[FINC 59] , [MDm

791, [FALI 80]

Mititacjonamy Skorelowanie cza- ©) Regulaminy z u-

Strgmlen Zgl'(?‘ sow ObS'l'Ugi [onn ) Wzgl dnieziem pra-

szen [PURD 7471, 62], [BORO 72, cy whasnej [SCHR

o«or ;gg] . [JACO 80] , [iHH 69] ., [MISZ 74] ,

[ 77] [Wort 761, [EISS
741, [KONH 747 ,
[KLEI 70] , [BHAT

_ 79]
Skorelowanie cza- d) Zaleznos¢ zapo- d) Regulaminy z cza-

=0w niedzy chwila-
mi_generacji ko- stuge od czasu po-
lejnych zgkoszen trzebnego na gene- obstugi [SKIN 67] ,
[Loyn 62], [boro raqﬁg zgloszenia [GELE 80) , [GELE
72] . [JACO 80] [CONO 74] , [CONO 791, [BACE 79]

791 , [MITC 79],
[&kCO[SO] ]

e) Zalezno$¢ zapotrze-
bowania na obstuge
od czasu oczekiwa-
nia zgtoszenia w
kolejoe [SUGA 65] ,
[BU 741, Tposn
73], [woli 797,
[BARR 57] . [GNED
71], [BACE 81]

trzebowania na ob- sowa niedostepno-

Scig stanowiska

Biorac pod uwage istotne utrudnienie w analizie modelu, jakie z reguty
pociggaja za soba takie odstepstwa, zagadnieniem podstawowym stato sie o-
kreslenie, ktére sposrod nich powodujg najistotniejsze zmiany whasnosci
rozpatrywanego systemu obstugi w stosunku do systesm konwencjonalnego. 0d-
powiedzi na to pytanie udziela sie czesto w oparoiu o badania symulacyjne
badZz analityczne rozpatrzenie mozliwie prostego strukturalnie przypadku
(system Jednokanatowy, rozktady wyktadnioze badz regularne), w ktérym ba-
dane, pojedyncze odstepstwo moze by¢ uwzglednione. Dopiero stwierdzenie
istnienia takich znaczacych zmian wkasnosci uzasadnia - z punktu widzenia
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praktycznego znaczenia ewentualnych rezultatéw - bardziej doglebne bada-
nia odpowiedniego, niekonwencjonalnego systemu.

Bardzo wyrazna jest aktualnie w literaturze przedmiotu tendencja do
rozpatrywania réznorodnych, réznych od konwencjonalnych, systeméw obstugi,
zmierzajacych do "urealnienia" rozpatrywanych modeli [ROSE 75] i kierunek
ten mozna uzna¢ za jeden z najintensywniej rozwijanych.,

Autorowi znana jest jednak tylko jedna praca [BHAT 69] , w ktérej pod-
jeto prébe czesciowego usystematyzowania takich modeli i podsumowania
(wéwczas jeszcze skromnego) dorobku w zakresie ich analizy.

W tabeli 1.1 zestawiono typowe odstepstwa od zatozen okreslajacych jed-
nostanowiskowe, konwencjonalne systemy masowej obstugi wraz 2z podaniem
podstawowych pozycji literaturowych, poswieconych badaniu odpowiednich
modeli.

Niektdére z tych przypadkéw (oznaczone literg Z w tabeli) rozpatrywane
jJuz od dawna, nie wymagajace specjalnych, nowych metod analizy i omawiane
w opublikowanych monografiach, nazywa¢ bedziemy zmodyfikowanymi systemami
konwencjonalnymi i skwitowane zostang one tylko krétkimi wzmiankami. Wie-
cej uwagi poswiecimy natomiast bardzo stabo dotad rozpoznanej grupie sy-
steméw niekonwencjonalnych, wynikajacych z odstepstw zwigzanych z wprowa-
dzeniem zaleznosci losowych pomiedzy poszczegdlnymi procesami stochastycz-
nymi, opisujacymi system masowej obstugi oraz z wprowadzeniem regulaminéw
obstugi, nie zachowujacych pracy. Przedstawimy przyktady systemédw uzasad-
niajacych rozpatrywanie takich wkasnie przypadkéw odstepstw i oméwimy ich
skutki okreslone dotad na drodze analityoznej badZz symulacyjnej.

Zmodyfikowane systemy konwencjonalne

W wiekszosci systemOw rzeczywistych mamy do czynienia z ograniczonym
buforem, w ktérym gromadzi sie zgloszenia oczekujgce na rozpoczecie ob-
stugi. Zgloszenia, ktére zastajg bufor zapekniony, sg tracone. Taki sy-
stem masowej obstugi jest zawsze stabilny. Jesli chodzi o wyznaczanie cha-
rakterystyk takich systeméw (do ktérych dotgcza sie zwykle réwniez praw-
dopodobienstwo utraty zgtoszenia), to dobrze rozpoznany jest w zasadzie
tylko, analizowany od dawna, przypadek M/M/n/N oraz klasyczny przypadek
M/G/n/n, tj. system ze stratami ([gNED 71]).

Dopiero w ostatnich latach wyznaczono wiele podstawowych charaktery-
styk systeméw M/G/1/L, GI/M/1/L oraz niektdorych bardziej z4ozonych przy-
padkéw i to z reguty dla regulaminu naturalnego [bHAT 73] , [HOKS 75], [LAVE
7], [trus 75] .

Rozszerzono tez na systemy z N <%« niektdére zaleznosci pomiedzy cha-
rakterystykami zwigzanymi z czasem a charakterystykami zwigzanymi ze zgto-
szeniami [SCHM 78] .

Ograniczajac sie do rozktaddéw Coxa mozna dziakanie kazdego systemu
Kj/Kj/n/L przedstawi¢ w postaci ergodycznego +#ancucha Markowa o skonczo-
nej liczbie standw.
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Taka reprezentacja czesto nie prowadzi jednak do rozwigzali analitycz-
nych okreslajacych odpowiednie rozkdtady ergodyczne i wymagane jest roz-
wigzanie bardzo duzych ukdadéw réwnan liniowych o specyficznej strukturze.

Efektywne metody numeryczne dla rozwigzywania takich zadan sa aktual-
nie intensywnie rozwijane ([MARI 78a] , [MARI 78f1J, [KAJU 77], [STEW 78]).-
Metody te obejmowa¢ moga tez przypadki ztozonych regulaminéw obstugi, np,
regulamin z dynamicznym priorytetem [RAMA 80J .

W systemach konwencjonalnych zaktada sie catkowitg niezaleznos$¢ proce-

su generacji zgtoszen od liczby zgloszen aktualnie znajdujacych sie w sy-
stemie. V praktyce czesto wystepujg istotne odchyli i od tego =zatozenia.
Moga one wynika¢ na przykdad z faktu, iz daczna liczba zgtoszen mozliwych
do wygenerowania jest ograniozona, a wiec mamy do czynienia ze Zrédiem o
skonczonej wymiarowosci .
Przypomnimy tu, ze dla przypadku wyktadniczego rozk#adu (z parametrem &)
czasu pobytu poszczegélnych zgtoszen w zrdédle prawdopodobienistwo wygene-
rowania w odcinku czasu (tQ, tQ +”) liczby j zgtoszen przez k-wymia-
rowe zrodto, w ktérym w chwili tQ znajdowaty sie wszystkie zgloszenia, o-
kresla zaleznosc¢:

Pr jliczba zgtoszeh wygenerowanych = j| = ()£l-e~*Ap e~ (1.1.18)

Odpowiada to na przykdtad systemowi wielodostepnemu o ustalonej, ograni-
czonej liczbie terminali. Przy pracy w trybie konwersacyjnym liczba zgto-
szenn (zlecen wyemitowanych przez uzytkownikéw) nie moze przekroczy¢ licz-
by terminalie

Typowym problemem prowadzgacym do analizy Zrédet o skonczonej wymiaro-
wosci sg problemy napraw parku maszynowego, od ktérych analiza takich sy-
steméw wzieka czesto spotykang nazwe ‘'‘zadania konserwatora' [TAKA 62] ,
[kopo 73a], (kopo 73b],

Na uwage zastuguja, rozwijane gkéwnie z myslg o modelowaniu algorytméw
szeregowania zadan w systemach operacyjnych, prace w zakresie jednokana-
+owych systeméw priorytetowych ze zréddami o skonczonej wymiarowosci [JAIS
68] i1 jednowymiarowymi [wOLl 73], [CZAC 7k] , [tOMK 75], [woLI 76a] , [woLl
78] .-

Wprowadzenie Zrédet o ograniczonej wymiarowosci
nosci systemu masowej obsdtugi*Przede wszystkim system taki jest zawsze
stabilny. Réwniez zasadniczej zmianie ulegaja wartosci charakterystyk sy-
stemu. W pracy [JBUZE 7¥] przedstawiono analize bdedu w okresleniu Srednie-
go czasu oczekiwania, popednionego przy rozpatrywaniu konwekcjonalnego sy-

istotnie zmienia whkas-

X "Nalezy zaznaczy¢, ze kazdy jednostanowiskowy system masowej obstugi
z ograniczong wymiarowoscig zrodta zgtoszen jest réwnowazny odpowiedniej
zamtniet%izsieci stanowisk obstugi, o ktdorych bedziemy szerzej méwic¢ w
punkcie I1.2.
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8temu M/G/I1
dia zgtoszen.

zamiast analogicznego systemu z ograniczona wymiarowos$cia zro-
Wp4yw ten ilustruje zaczerpnieta z cytowanej pracy tabela

1.2,

” Tabela 1.2

Oszacowanie doktadnosci okreslenia Sredniego czasu pobytu E(gzgtosze-

nia w systemie typu M/G/1 z wymiarowym zroddem zghoszen przy uzyciu

Sredniego cza3u pobytu 1°(@), wyznaczonego w konwencjonalnym systemie -M/G/I

o identycznym rozktadzie czaséw obstugi oraz identycznym stopniu wykorzy-
stania stanowiska obstugi ($,)- Dane wg [[BUZE 7] ~

a) Hiad wzgledny [I:(fi) - e(e ,)]1 /7k(KjjJ) w Funkcji stopnia wykorzystania sta-

nowiska obstuci (&) oraz wymiarpwosci zroédta zgtoszen N, przy wykdad-
niczym rozktadzie czaséw obstugi

70 1 3 5 -i -9

Jr
i J117 -430 1.016 2.344 8.750
4 .028 131 0.334 0.809 3.159
7 .017 .077 0.212 0.500 2.145
10 .012 .057 0.158 0.433 1.762
40 .003 .015 0.045 0.151 0.786
70 .002 .009 0.027 0.093 0.519
100 .001 .006 0.020 0.066 0.415
200 .001 .003 0.010 0.035 0.279

b) Minimalne wartosci ¥ przy ktérych zdefiniowany wy*ej biad wzgledny nie
przekracza %° w funkdji T (X) oraz wspédczynnika Cflzmienno$ci rozkkadu
Coxa drugiego rzedu, okreslajacego czas obstugi.

Ve A 2 .3 -4 5 -6 7 8
CB \
0 2 3 6 10 17 R 01 160
0,5 2 5 9 16 27 43 101 >200
1 3 6 12 21 38 70 142 >200
372 4 8 16 27 48 93 188 >200
Wskazujac na fakt, 4e bdad rosnie ze wzrostem stopnia wykorzystania

stanowiska obstugi oraz wspédczynnika zmiennosci rozkdadu (przy statej wy-
miarowosci zrédia zgloszen), osiagajac w skrajnych przypadkach wartoscé
kilkuset procent. Autorzy przestrzegaja przed pomijaniem ograniczeh wy-
miaru zrodta.
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Poza tym, w przypadku zrédet skonczenie wymiarowych, stopien wykorzysta-
nia stanowiska obstugi jest zalezny od regulaminu obstugi.

Réwniez w systemach ze Zrédtami nieskonczenie wymiarowy®! meze wystg-
pi¢ zjawisko zmiany intensywnosci zrédda zgtoszen w funkcji liczby zgto-
szen juz w systemie obecnych (odpowiada to samiejszaniu sie liczby “klien-
tow"” dotaczajacych de kolejki w jednostce ezasu, przy wydtuzania sie tej
kolejki).

W sensie formalnym efekt taki osigga sie badZz to drogg zmiany parame-
tréow opisujacych zrédio zgloszen, badz tez przyjecia, iz kazde wyganer®™
wane przez (nie modyfikowane) zrodio zgloszenie, moi.j z pewnym, zalezny®
od liczby zgltoszen w systamie, prawd®p®d«blonstwem dodaczyc¢ do kolejki lub
nie, co tez zmienia efektywny strumien zgloszen. Szczegélnym przypadkiem
jest tu wiec sytuacja, w ktorej osiagniecie odpowiednio duzej liczby zgto-
szen w systemie powoduje zablokowanie zrédda do czasu, gdy chociaz jedne
catkowicie obshwvAante zgtoszenie opusci stanowisko obstugi. Taka szczegol-
na sytuacja ograniczajaca maksymalng liczbe zgtoszen znajdujacych sie w
systemie jest réwnowazna odpowiednio zdefiniowanej, zamknietej sieci sta-
nowisk obstugi (zauwazmy, ze przy strumieniu zgtoszen réznym od strumie-
nia Poissona przypadek taki jest rézny od systemu GI1/Gl/n/LI1). V litera-
turze przedmiotu raspatnaje sie rowniez czesto przypadek zmiany mocy sta-
nowiska obstugi zaleznie ad liczby zgtoszeh obecnych w systemie. Zmiana
ta moze polega¢ na modyfikacji liczby dziatajacych kanatéw obstugi lub
mocy poszczeg6lnych kanatéw, *gcznie z aaHtawitym ‘’wykaczeniem' stanowi-
ska obstugi przy makej liozbie zgtoszen w systemie [hARR 07, [HARR 70J.

Czesto rozpatruje sie oddziatywanie na zréddo zgloszen, w celu zmiany
jego intensywnosci, stosownie do stanu systemu oraz oddziaktywanie na moc
stanowiska obstugi jako Srodki do optymalizaeji efektywnosci dziatania
systesni masowej obstugi, definiowanej w postaci funkcji (czasami o ztozo-
nej postaei) uwzgledniajacej koszty oczekiwania zgloszen, koszty utrzyma-
nia stanowiska obstugi w stanie gotowosci do dziatania, koszty pracy sta-
nowiska obstugi z rézng mocag itp. Obszerng bibliografie z tego zakresu
mozna znalez¢ w pracy [cRAB 77j .

Modele uwzgledniajace zmiane intensywnosci zrédet zgloszen oraz mocy
stanowiska obstugi w zaleznosci od liczby zgloszen w systemie prowadza, w
przypadku zatozenia strumienia zgltoszen w postaoi strumienia Poissona i
wyktadniczych czaséw obstugi, do rozpatrywania proceséw urodzin i Smierci,
a wiec procesow stochastycznych debrze znanych. Przypadek ten jest szcze-
goélnie dobrze rozpoznany [GROS 7] » W szczegélnosci konieczny i wystar-
czajacy warunek stabilnosci (zaczerpniety z teorii proceséw urodzin i
Smierci) sprowadza sie do wymagania, aby szereg

(1.1.19)
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by¥ zbiezny, gdzie A oznaczaja odpowiednio prawdopodobienstwo
zwiekszenia badz zmniejszenia (o jeden) liczby zgloszen w systemie w od-
cinku czasu (to, t™ +A ), pod warunkiem ze w chwili tQ w systemie znajdo-
wato sie "i'" zgloszen. V szczegélnosci wiec system  jest stabilny, gdy
stosunek intensywnosci strumienia zgltoszenn de meey stanowiska  obstugi
przybiera wartos¢ mniejsza od jedaesci przy ditugosci kolejki dazacej do
nieskonczonosci .

¥ tym miejscu wspomnimy jeszeza e pewnej specyficznej postaci modyfi-
kacji charakterystyk Zzroéd¥a zgloszen rozpatrywanych w pracach [ALEK 78,
[cHOO 79) . Zatozono tam, ze zgloszenia naptywaja ze zZrodka strumieniem
Poissona o intensywnosci 3 do jednokanatowego systesm obstugi o zerowej
pojemnosci bufora. Zgloszenia, ktéra zastaja stanowisko obstugi zajete,
umieszczane sg w zZrédto pomocniczym, w ktérym przebywaja przez ozas po-
siadajacy rozktad wyktadniczy o parametrze W . Zgtoszenie moze powracac
do Zrédda pomocniozego wielokrotnie. Charakterystyka Zzroéd¥a pomocniczego
zawierajacego k zgloszen zadana jest wiee zaleznoscig (I.1.18).Taki przy-
padek odzwierciedla tryb praoy centrali telefonicznej (ponawianie proéby
uzyskania polgczenia) oraz kanatéw transmisji danych w sieciach kompute-
rowych. #aczna intensywnos¢ zroédta zgloszen zalezy wiec od liczby zgto-
szeh znajdujacych sie w zrodle pemooniczym, pednigcym role swoistej ko-
lejki.

Dalsze wyniki prao dotyczacych takich systeméw wraz z listg dodatko-
wych pozycji literaturowych mozna znalezé w pracaoh [FALI 79aJ, [FALI 79b],
[fari 80] o

V konwencjonalnych systemach masowej obstugi zakdtada sie pojedyncze

naptywanie zgtoszen i pojedyncza obstuge. Takia zatozenie Jest czesto nie-
stuszne, np. jezeli w systemie komputerowym (czy sieoi komputerowej) jed-
nostka transmisji informacji jest znak (stowo, rakord, pakiet), to zgto-
szenie zadania transmisji programu (zbioru danych) jest réwnoznaczne z
jednoczesnym wygenerowaniem wielu zgloszen o transmisje. Mozemy tez mieé
do czyniania z sytuacja odwrotng, gdy pojedyncze zgtoszenia (np. informa-
cje o stanie réznyoh czujnikéw pomiarewyoh) sg zbierane i buforowane lo-
kalnie, a nastepnie przesytane grupowo do jednostki centralnej.
Grupowo pojawianie sie badz obstuga zgtoszen sg typowe dla proceséw trans-
portowych i niektérych proceséw produkcyjnych, np. proceséow termicznych
(nagrzewanie, wypalanie, suszenie), ktérym poddawana Jest roéwnoczesnie
grupa wyrobéw.

Systemy masowej obstugi uwzgledniajace te specyfike rozpatrywane sa od
dawna (g#déwnie dla przypadku jednokanatowego) przy uzyciu standardowych
metod, najozesciej metody wkozonych dancuchéw Markowa. Zachowujg one (w
odpowiednio zmodyfikowanej postaoi) warunek stabilnosci wkasciwy systemom
konwencjonalny®, tj. wymagania, by ilos¢ pracy dostarczona w jednostce
czasu ze zrédda byta mniejsza od *gcznej nocy stanowiska obstugi. Rozwa-
zane byty rézne warianty regut obstugi (np. zatozenie, ze obstuga mozs
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rozpocza¢ sie dopiero, gdy grupa oczekujacych zgtoszenn bedzie odpowisdnio
liczna). W zwigzku z istnieniem dos¢ kompletnych rezultatéw (patrz [sSAAT
61] , [cohe 69], |[gros 74], [MURA 72B], [kucz 73] ) w ostatnich latach za-
interesowanie tymi systemami maleje — z wyjatkiem prac zwigzanych z za—
stosowaniem zdozonych regulaminéw obstugi [DIMI 79], [WISZ 79], ukierun-
kowanych na aplikacje (np. [kaDO 7] , [HALA 74] ) wzglednie #aczacych réz-
ne odstepstwa od konwencjonalnych zatozen [.MRA 72a] , [HARH 7q] -

1.1.3* Niekonwencjonalne
s tanowi sk owe

systemy jedno-

Przejdziemy obecnie do oméwienia zbioru niekonwencjonalnych systeméw
obstugi wymienionych w tabeli 1.1, dzielgc je wstepnie na trzy grupy: sy-
stemy o parametrach zmiennych w czasie oraz systemy o parametrach stacjo-
narnych, zachowawcze badZ tez niezachowawcza.

a) Systemy o parametrach zmiennych w czasie

Przypadki systeméw o parametrach zmiennych w czasie spotyka sie bardzo
czesto, szczegdlnie, gdy chodzi o parametry Zréded zgtoszen. Typowy«!
przyk¥adami moga tu byé: Intensywnos$¢ ruchu/lotniczego, podaczen telefo-
nicznych, czy tez liczba wykorzystywanych terminali systemu wielodostep-
nego, przy czym w wielu aplikacjach zmiany tych parametréw maja charakter
periodyczny (dobowy, tygodniowy, miesieczny). Podobnie znalez¢ mozna przy-
ktady zmiennej z czasem mocy stanowiska obstugi (np. w wyniku zmian 11-
czebnosoi personelu, ograniczen energetycznych). Ze wzgledu na identycz-
na metode badania, przypadki te oméwimy dacznie.

Nozna wyréznié¢ dwa zasadnicze kierunki prac w ty» zakresie:

- Jesli uwzgledni¢ periodyczny charakter zmian charaktery*tyk Zrédka, wéw-
czas rozpatrywany system masowej obskugi moze by¢é niestabilny badz tez
substabilny, dazac do swoistego "cyklu granicznego', jesli chodzi o jo-
go charakterystyki (przy nieperiodycznych, deterministycznych zmianach
parametréw systemu brak stacjonarnego stanu granicznego).

W tym przypadku w analizie moga by¢ przydatne takie metody, ktére w sy-
stemach konwencjonalnych stuzg do badania stanéw nieustalonych. Nie za-
gltebiajac sie w bardziej szczegétowe omawianie wynikédw w tym zakresie, od-
sytamy zainteresowanych do przyktadowych pozycji, wybranych z niezbyt
zreszta bogatej literatury przedmiotu [sAAT 61], [NEWE 68], [nEUT 717 ,
[koop 727, [moor 75].

- Rozpatrywany by* réwniez inny przypadek, w ktérym zakdtadano, ze dany
jest pewien nleprzywiedlny, ergodyczny dancuch Markowa o skonczonej
liczbie "m'" stanéw i macierzy przejs¢ Q = [gx(d., i,J=1,2, ... ,m. Przej-
Scie do stanu "i* daczyto sie przy tym z ustaleniem wartosci Intensyw-
nosci strumienia zgtoszen oraz mocy stanowiska obstugi c®, ogoélnie
rzecz biorac réznych dla kazdego i. Kazdemu stanowi *1" odpowiada wiec
Sredni czas obstugi zgloszen
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Dla takich systeméw, ktérych badania zainicjowano w (rISE 63] a dalsze
wyniki przedstawiono m.In. w [NFSUT 717, [rECH 717 , [PURD 739, [NEUT 78a] ,
[NEUT 78b], moze by¢ osiggany stacjonarny stan graniczny.

Dla przypadku systemu jednokanatowego z wykdadniczymi czasami obstugi
oraz zgtoszeniami nadchodzacymi strumieniem Poissona wykazano, ze warunek
stabilnosci ma posta¢ [NEUT 78a]:

P= OtAHfIMri1< 1,

gdzie:
% - jest m-wymiarowym wektorem ergodyoznych prawdopodobienstw sta-
néw wprowadzonego tancucha Markowa (zawsze istniejacym),
A>M - sa m-wymiarowymi wektorami odpowiednio o sk¥adowych oraz M»
i=1,2,..,
Rozpatrywany model pozwala wiec bada¢ przypadki czasowego (w pewnych sta-

nach) przeciazenia systemu, tj. przypadki, gdy

Okreslono algorytmy pozwalajac# na stosunkowo datwe, numeryczne wyznacza-
nie charakterystyk systeméw. Dostepne sa tez analogiczne wyniki dla sy-
steméw wielokanatowych przy pewnych dodatkowych uproszczeniach, np. [NEUT
79]-

Na przyk#adach numerycznych wskazano [NEUT 78a] f ze takie charaktery-
styki systemu, jak np. wartos¢ oczekiwana czy wariancja liczby zgtoszen
oczekujacych w kolejce, przyjmuja w rozpatrywany* przypadku wartosci wie-
ksze (kilku- lub kilkunastokrotnie) anizeli identyczne wskazniki dla kon-
wencjonalnych systeméw M/M/1, o identycznej wartosci stopnia wykorzysta-
nia stanowiska obstugi e .

Tak wiec, gdyby zaniedba¢ fakt zmiennosci Inteneywnosol strumienia
zgtoszen (1 mocy stanowiska obstugi) i droga diugich obserwaoji wyznaczyé
tylko ich wartosci oczekiwane, a nastepnie w oparciu o zaleznosci prawdzi-
we dla systeméw konwencjonalnych prognozowa¢ charakterystyki omawianego,
niekonwencjonalnego przypadku, to prawidfowo oceniony zostatby warunek
stabilnosoi i stopien wykorzystania stanowiska obstugi, natomiast popet-
niony zostatby duzy bdad w ocenie dtugosci kolejki, czasow oczekiwania itp.

b) Systemy zaohowdwozg o statych parametrach

V wielu systeiaaoh rzeczywistych nie jest uzasadnione przyjmowanie za-
tozenia, ze elementy ciggu JaiJd i elementy ciagu |bij i wzajemnie nieza-
lezne losowo, a takze niezalezne losowo w ramach kazdego z tych ciggéw.

1 tak na przyktad, w tekscie programu (traktowanego jako zbiér zgto-
szen — wierszy tekstu — ktére nalezy kolejno obstuzyé — przestaé) wyste-
puja zawsze sekwencje definiujgce zadanie o podobnej, Scisle okreslonej,
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strukturze. Przy transmitowaniu podprograméw pisanych przez réznych pro-
gramistéw uwidoczniajg sif ich upodobania do umieszczenia wiekszej lub
mniejszej liczby znakéw w wierszu.

¥ przypadku pracy z koncéwki interaktywnej, dduzszemu czasowi
cji zgtoszenia (pisania komunikatu) odpowiada zwykle wieksza jego ddugosc,
a wiec wiekszy czas obstugi. V rozdziale 1.Z oméwimy- zagadnienie transmi-
sji pakietéow w sieciach komputerowych prowadzacej w najprostszym przypad-
ku réwniez do analizy systemu jednostanowiskowego z zaleznoscig wartosci
bl od odpowiadajacych im wartesoi al.

Niech w dyskretnym prooesie produkcyjnym generaoja zgltoszen oznacza
przygotowanie poédproduktu (w oparciu o zawsze niezerowy zapas surowoow),
natomiast ich obstuga nieoh odpowiada pracom wykonczeniowym.

tatwo wskaza¢ przyktady, gdy lepsze (a wiec bardziej ozasochtonne)przy-
gotowanie podproduktu skraca operacje wykoniczeniowe lub odwrotnie, zmien-
na jakos¢ surowca (np- odchydki wymiaréw) powoduje réwnoczesnie badz to
wydtuzenie, badz skroécenie czasu trwania obu operacji.

Podwaliny analizy stabilnosci systeméw obstugi typu G/G/n potozyt
R-M. Loynes [LOYN 62], rozpatrujac jednostanowiskowe systemy obstugi z
regulaminem naturalnym. Przyjmujac, iz w przedmiotowym systemie masowej
obstugi dwuwymiarowy proces stochastyozny Y = jal, bl Ji=1,2, ...j a”b”"R™*
jest stacjonarny, gdzie Ai(X) = A(X), BA(X) = B(X) wykazano, ze warunek
stabilnosci ma postac:

genera-

»msJFS-*1* 1 .1.20)

¥ cytowanej pracy wskazano na przykdadzie, i* w przypadku wielokanato-
wym mozliwa jest, przy speknieniu warunku (1 .1.20), smbstabilno$¢ rozpa-
trywanego systemu masowej obstugi, ce byto wykluczone w przypadku syste-
méw GI/GI1/n. Postawiona zostata tez hipoteza, ze jest to mozliwe tylko w
przypadku deterministycznych ciggéw wartosci al i bl.

¥ [BORO-72] wykazano prawdziwos¢ warunku stabilnosci (1.1.20) réwniez
dla grupowego naptywania zgtoszen, natomiast w [MIYA 77] rezultat ten u-
og6lniony zostat na przypadek, gdy (przy pewnych zatozeniach dodatkowych)
stosowany jest dowolny, zachowujacy prace regulamin obstugi.

¥ cytowanych pracaoh wykazano tez, ze jesli p> 1, to system masowej
obstugi Jest niestabilny, nie rozstrzyga sie natomiast problemu stabilno-
Sci przy e = 1.
Przypomnijmy, ze systemy konwenejonalne byty stabilne przy p=1 jedynie
i wylgcznie w przypadku D/D/1, a wiec dla regularnych rozk#adéw zmiennych
losowych ax oraz b*V
Dla systeméw niekonwencjonalnych nie nalezy spodziewaé¢ sie, przy e=1,
ogbélnych regut waznych biez wzgledu na posta¢ zaleznosci losowej wystepu—
jacej w procesie stochastycznym Y i oddzielnym badaniem muszg podlegac
rézne rodzaje tej zaleznosci.
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Reprezentatywnym przykdtadem moze tu by¢ rozpatrzony w pracy [CALO 77]
(Jako ozes¢ analizy bardziej ztozonego modelu) przypadek jednokanatowy, w
ktérym zmienne losowo |a| = 1»2»...* *g niezalezno, o identycznym roz-
k¥adzie, posiadajacym dystrybuante A (x), natomiast poszczegdlne realiza-
cje zmiennej losowej b' okreslone sqojako:

bl s”~al, @.1.21)
Systemy taki« nosza nazwe sy»te»ow z »a»eregula® jg [cOIfQ 68". Rozpatrywa-
ny jest wieo przypadek deterministycznej zaleznosci pomiedzy wartosciami
a” oraz b~. Dla ®= 1 wykazano, ze jesli zmienne losowe a™ sg ograniczone,
t.!

3 VAFA_(X) = 11 ~* 1.1.22
of _(™ 3 ( D)

woéwczas system jest stabilny i rozkdtad ozasu oczekiwania w stacjonarnym
stanie granicznym posiada dystrybuante

1- Ae(xy) 0 « x<0e ,
V(x) (1.1.23)

0 wartosci oczekiwanej E(U) = @ - E(a ).
Jezeli natomiast zmienne losowe a' sqcnieograniczone, wéwczas system jest
niestabilny.

Oczywiscie w przypadku < 1 system z samoregulaejg jest zawsze sta-
bilny, natomiast w przypadku i)> 1 zawsze niestabilny.

Dla systeméw obstugi G/e/n udowodnione zachodzenie zaleznosci
oharakterystykami zwigzanymi ze zgtoszeniem oraz charakterystykami
zanymi z czasem, analogicznych de zaleznosci omawianych w przypadku sy-
steméw GI1/GI/n, aczkolwiek przybierajaoyeh zwykle niece bardziej ztozong
posta¢. Problematyka ta zostata obszernie potraktowana w [BORO 72] , [mIYA
79]., a takze w [BRUM 72], [MORI 80] t [HEYM 80]-

Co wiecej, zaréwno zaleznos¢ (1 .1-16), jak tez wyrazona wzorem £l.1 .17)
statos¢ Sredniego czasu oczekiwania bez wzgledu na stosowany regulamin ob-
stugi (nieprzerywalny, nie posiadajacy informaoji o czasie obstugi indy-
widualnych zgtoszen) pozostaje w mocy ([sCHR 70]) roéwniez dla systeméw
typu G/G/1 okreslajac, podobnie jak to miato miejsca w przypadku
systeméw konwencjonalnych, wiezy na klase mozliwych do uzyskania rozk#a-
déw czaséw obstugi. Dla systeméw G/G/c/00/5. statos$¢ sumy Srednich czaséw
oczekiwania zgtoszen naptywajacych w ciagu okresu czynnego wykazano w

[vASI 77].

miedzy
zwig-
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Mozna wiec powiedzieé¢, 2e wprowadzenie zaleznosci losowych w ciaggach

J. J miedzy elementami tych ciggéw nie prowadzi do
czych jakosciowych zmian w stosunku do systeméw konwencjonalnych.

Przejdziemy teraz do oméwienia opublikowanych wynikéw badan charakte-
rystyk takich systeméw, dotyczacych jak dotad niemal wydacznie przypadkéw
Jjednokanatowych 1 naturalnego regulaminu obstugi,

W cyklu prac (cONO 68j , JCONO 6Q,t |cONO 7°J przebadano analitycznie
wkasnosci systeméw z samoregulacja, przy zatozeniu wykdadniczego rozkdadu
odstepéw miedzy chwilami generacji kolejnych zgloszen, poréwnujac Jje =z
konwencjonalnyrai systemami M/M/1. ¥ pracach [cONO 79] na drodze analitycz-
nej (z doktadnoscig do wspotczynnikédw okreslanych przy uzyciu procedury
numerycznej) oraz na drodze symulacyjnej [mITC 79] badano natomiast przy-
padek ogdlniejszy, gdy zalezno$¢ czasu obstugi i czasu generacji okreslo-
na jest rozktadem dwuwymiarowym o funkcji gestosci f(x,y) takiej, ze:

zasadni,

® o
(0,s) =3Je~S*m-@YTF(X,y)dxdy = (I-aO)£(l - + 1) -#1 ot (1.1.24)
00 r J
gdzie: O0<:3{< 1 j.at wspokczynnikiem korelacji czasu obstugi i czasu
generacji,™! ,A > O.
Rozpatrywany system jest stabilny, jesli zachodzi:
oo o
P C yf(X,y)dxdy
00
9 = Ifet = ‘WO~ <1=* (1.1.25)
J i xf(x,y)dxdy
0o
V badaniach symulacyjnych przedziat zmiennosci wspédczynnika  korelaoji
rozszerzono dodatkowo o zakres -O#25" <0,
Uzyskane w cytowanych pracach wyniki wskazuja jednoznacznie na fakt

silnego zmniejszania sie wartosci Sredniej czasu oczekiwania ze wzrostem
wspotczynnika korelacji 36. Co wiecej, rownoczesnie wystepuje jeszcze sil-
niejszy spadek wariancji czasu oczekiwania. Zjawiska te ilustruje zaczerp-
nieta z [cONO 79] tabela 1.3.
Fakt zmniejszania sie $redniego czasu oczekiwania w przypadku dodatniej
korelacji zmiennych losowych b* oraz a* stwierdzono tez, dla innej posta-
ci uzaleznienia, w KkREJ 79]*

V pracy [JACO 80] uzyto nastepujacego algorytmu

dla generowania oiggu
skorelowanych zmiennych losowych:

37 -

Tabela 1.3
Sredni czas obstugi i wariancja czasu obstugi zgloszen

0 0.7 0.9 0.99
\ 9 0.1 0.3 .5

L HID W EG) W) E) W) E(D) W) E@) W B W)

0 111 111 .429 .429 1.000 1.000 2.333 2.333 9.000 9.000 99.00 99.00

a) 111 .110 .425 .4i3 .975 .939 2.220 2-J138 8.275 8.118 89.36 89.10
°’1py 111 110 .426 .419 .983 .959 2.246 2.182 8.340 8.198 89.40 89.20
a) .111 -103 .418 .385 .929 .824 2.005 1.760 6.852 6.366 69.95 69.31
by .111 .100 .422 .402 .951 .877 2.075 1.882 7.039 6.596 70.23 69.60
a) .111 .105 .411 .350 .887 .721 1.807 1.411 5.483 4.640 50.68 49.52

by .111 108 417 .384 919 .798 1.911 1.589 5.773 5.004 51.15 50.00

0.7 b) .111 .107 .413 .368 .889 -724 1.75F 1.310 4.564 3.433 32.23 30.41
a) .110 .101 .399 .317 .817 .563 1.487 0.871
0-9 b) .111 .106 .409 .352 .860 .654 1.610 1.054

5
5
a) .110 .103 .405 .337 .850 .33 1.632 1.107 4.207 2.981 31.58 29.74
4
3

.116 1.547 13.03 10.04
1.939 13.78 10.85

&) .110 .100 .307 .309 .805 536 1.432 0.791 2.744 1.114 5.706 1.781
0%y 111 105 .407 .345 .848 626 1.549jo.952 3.022 1.376 6.23 2.26

a) w jednokanatowym ayateasie obstugi, w Kiory* rnsn. j
lowmny z procesem nadchodzenia zgtoszen (wg £CONO 797),

b) w drogim wezle dwuetapowego pojedynczego systemu obskugi, z zaleznymi
losowo czasami 0bs+ug?, omaw?anego w punkc¥e 1.2.b (dane wg [CHOO 80}).

Niech {IL} oraz |™n | beda niezaleznymi ciggami zmiennych losesrjroh, przyj-
mujacych wartosci O lub 1, takich, iei

pr {ij m I m 1- 0< $<1;

Pr {Kj =« 1} 1-+ . t < 1%

natomiast j | bedzie ciagiem niozaletnyoh zmiennych

dzie wykdadniczym z parametrem *0 .
Ciag zmiennych losowych |xjj taki, Ze

losowych o rozk#a-

XJ * 1jeP-1 )
{ .1.26)

:?*j—]_ + AJ
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ma te wkasnosé, iz wspotczynnik korelacji

OorrC*! ,xj+i) =ip>j (I-)H[(-T)0 1.1.27)

Dalsze wkasnosci tego ciagu Méwiono szczegétowo w pracy [JACO 777,
Dla takiej postaci zaleznosci rozpatrywano wpdyw zaréwno korelacji ele-
mentéw ciggoéw |ai] oraz Jakt *=* wzajemnych korelacji ich elementéw
ze szczeg6lnym uwzglednieniem pracy przy duzym stopniu wykorzystania sta-
nowiska obstugi .

Wykazano, ze przylJ(X) =e — 1 rozktad zmiennej losowej u=(l-p)» (gdzie
'#' jest zmienng losowg okreslajaca czas oczekiwania w stacjonarnym sta-
nie granicznym) jest w przyblizeniu wykdadniczy, co stanowi uogélnienie
znanego w przypadku systeméw konwencjonalnych wyniku Kingmana [KING 62].
Wartos¢ E(u) jest przy tym rézna od wartosci uzyskiwanej przy identycz-
nych Rarametraoh E(a) oraz E(b) w systemie konwencjonalnym.

Stwierdzono, iz wartos¢ Srednia ozasu oczekiwania rosnio ze wzrostem
korelacji elementéw kazdego z ciagow jaj jb~j, natomiast maleje ze wzro-
stem korelacji wzajemnej miedzy elementami tyoh oiagéw, co jest zgodne z
wynikami omawianymi powyzej .

Przedstawione, przyblizone, rozwigzanie analityczne wykazato peina po-
prawnos¢ jakosciowg i stosunkowo dobra dokdadno$é w poréwnaniu z wynikami
uzyskanymi na drodze symulacji cyfrowej [BOO* 78].

Wspomnimy jeszoze o kilku dalszych praoach dotyczacych podobnych sy-
steméw masowej obstugi. Stosunkowo wczesnie wzbudzit zainteresowanie mo-
del uwzgledniajacy podziat naptywajacych zgtoszehn na K klas przy zatoze-
niu, ze czas obstugi zgtoszenia zalezy od jego klasy oraz od klasy zgto-

szenia poprzednio wygenerowanego [NnEUT 66] , [ciNL 67A] , [PURD 75] badz tez,

ze odstep ozasu pomiedzy wygenerowaniem dwéch kolejnych zgltoszen zalezy
od typu obu tych zgtoszehn [cINL 67B].

Inny przypadek specyficznego typu zaleznosci rozpatrywano w [GRAK 75],
analizujac zmodyfikowany system D/G/1 , w ktorym zgtoszenia moga nadcho-
dzi¢ w sposéb niezupednie regularny. W szczegélnosci, o ile w systemie
D/G/1 chwila nadejscia zgtoszenia ® W byktaby okreslona \jako t =
= (i-DE(), o ile pierwsze zgltoszenie nadeszto w chwili "i* = 0, tow roz-
patrywanym systemie _ (i_i )E(@ + &1, gdzie i? 0O sg zmiennymi
losowymi niezaleznymi, o jednakowych rozk#adach, ograniczonymi [ kd<O«,
o0 zerowej wartosci oczekiwanej = 0. Wyznaczono w spos6b przyblizony
niektére parametry rozkdadu ozasu oczekiwania dla systemu stabilnego oraz
oszacowania parametréw rozktadu czasu oczekiwania i-tego =zgloszenia w
przypadku niestabilnym.

V praocaoh [pEAR 67], |PEAR 68] wykorzystano jeszoze "lug postac¢ zalez-
nosci losowej. Przyjeto mianowicie, iz majac do dyspozycji oiag zmiennych
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losowych niezaleznych, o identycznych rozk#adaoh, u®, 1=1,2,..., tworzo-
no zmienne losowe skorelowane jako
P
(1*1*28)

vi =2 - fP-j(ui+j>> p~n-°
J=0

gdzie " sg dowolnymi funkcjami zapewniajacymi nieujemnos$¢ zmiennej loso-
wej vzx.

Rozpatrzono modyfikacje systemu M/M/I, w ktérym rozkdad odstepéw miedzy
zgtoszeniami (lub ozaséw obstugi zgloszen) okreslony byk w powyzszy spo-
sob,,

Na zakonczenie omawiania systeméw jednokanatowyoh wspomnimy jeszcze o
pracach [mURA 72a] , [mMoHA 727, gdzie rozpatrzono stany nieustalone w spe-
cyficznym systemie obstugi, w ktérym zgtoszenia moga naptywaé tylkow pew-
nych, dyskretnych chwilach czasu t~, i = 1,2,..., przy ozym prawdopodo-
bienstwo naptyniecia zgtoszenia w chwili t© zalezy od tego czy w chwili
t , zgltoszenie naptyneto, czy toz nie oraz pracy [bLOM 73], gdzie mode-
lowano pewien wariant pracy zbiornika.

Wszystkie prezentowane wyzej zadania mogg oczywiscie pojawi¢ sie row-
niez w przypadku wielokanatowych systeméw obstugi} jak dotad brak Jednak
informacji o wynikach prao w tym zakresie.

V publikacji [IISH 77] podjeto natomiast bardzo interesujacy problem
wielokanatowego systemu obshugi, w ktérym wystepuje skorelowanie ozasow
obstugi zgtoszen obstugiwanych réwnolegte w réznych kanatach obstugi, co
moze by¢ wynikiem wsp6lnego korzystania przez te kanaty z pewnych wspél-
nych (ograniezenyoh) zasobéw badz tez wapédpraoy tyoh kanakow.

Rozpatrzono przypadek zgtoszen naptywajaoyck strumieniem Peissona oraz
zarowno skonczonej, Jak i nieskonczonej pojemnosci bufora wejsciowego (V
skoriczone lub nieskonczone) przy specyficznym, wielowymiarowym, wykdadni-
czym, rozktadzie czaséw obstugi, uzyskujgc na drodze analitycznej charak-
terystyki systemu.

c) Nlozachowawozo systemy o statych parametrach

Wszystkie omawiane dotad systemy masowej obstugi bydy systemami za-
chowawczymi. Stad tez, mimo rdéznych modyfikacji zatozen detyozacyoh praoy
zrodet zgloszen, czy toz etanewiaka obstugi, praktycznie nie ulegaty zmia-
nie warunki stabilnosci (tam, gdzie stacjonarny stan graniozny mégt byé
osiaggany tylko przy pewnych parametrach ayetemu obstugi), zawsze tez za-
chodzita réwnosc:

2 r¢* ) d 1.29)



- 40 -

Co wiecej, w przypadku, gdy praca zrédia zgtoszen byta niezalezna od prze-
biegu obatugi i H =0o® , wowczas wartos$é B3 R(&) byka niezalezna od zastoso-
wanego regulaminu obstugi i byka funkcjag liniowg intensywnosci strumienie
zgtoszen

7 (50 «A E(b).- (1.1.30)

Obecnie przedyskutujemy takie odstepstwa od zatozeh poczynionych przy
definiowaniu konwencjonalnych systeadéw Basowej obstugi, ktére prowadza do
systeméw nie posiadajacych podanych wyzej wkasnosci Rozpatrzmy problen
zaleznosci czasu obstugi zgtoszenia od czasu oczekiwania na jej rozpocze-
cie. Zjawiska takie obserwuje sie w procesach metalurgicznych, gdzie wy-
tapiana w procesie konwertorowo-tlenowym (lub martenowskim) stal jest roz-
lewana do wlewnic, a nastepnie poddawana krystalizacji przez czas okres-
lony wskazaniami technologicznymi. Po okresie krystalizacji wlewnice zo-
stajg usuniete a zakrzepte, przynajmniej czesciowo, bloki stalowe (wlewki)
transportowane sa do oddziatu piecow wgtebnych w celu podgrzania, tak by
uzyska¢ jednakowg (teoretycznie) temperature w calej objetosci, nizszg od
temperatury topnienia stali, ale pozwalajaca na prawiddowe przewalcowanie
wlewkéw na walcarce-zgniataczu.

Ze wigledu na stochastyczny charakter strumienia wlewkéw dostarczanych
do oddziatu piecéw wgkebnych, podobnie jak czaséw nagrzewania wlewkéw w
piecach, tworzy sie przed nimi kolejka wlewkéw oczekujacych na zakadunek.
Wlewki czekajac, tracag ciepto, co powoduje konieczno$¢ wydduzenia czasu
ich nagrzewania [b¥ZA 74], [SUGA 65].

Ha nzaleznienie czasu obatugi od czasu oczekiwania zwrécono uwage [kiBU
71] w przypadku systeméw informatycznych, np. systemédw kierowania ruchem
lotniczym, gdzie wydduzenie czasu oczekiwania na wykonanie korekcji lotu
wymaga policzenia w proceeie obstugi dodatkowych programéw interpolacji
potozenia lub dodatkowych odwotan do stacji obserwacyjnych. Wskazuje sie
tez na zmiane czasu potrzebnego dla udzielenia pierwszej pomocy medycznej
w Ffunkcji czasu oczekiwania na nig oraz wydtuzenie czasu gaszenia pozaru
(np. lasu [POSN 73]) przy opéznieniu poczatku akcji gasniczej.

Hrpada wreszcie wspomnieé¢ o pewnej uproszczonej wersji zaleznosci cza-
su obstugi od czasu oczekiwania,jaka jest rezygnscja zgtoszenia z obstugi
przy wydduzaniu sie czasu oczekiwania na jej rozpoczecie, czesta w przy-
padku systeméw ustugowych, transportowych (zepsucie sie towaru).

Przedstawimy pokrotce sposéb definiowania systeméw obstugi 2z czasem
obstugi zaleznym od czasu ociSkiwania oraz wyniki ich badan.

Posta¢ zaleznosci c?asu obstugi od czasu oczekiwania ns jej rozpocze-
cie jest okreslona poprzez zadanie warunkowej dystrybuanty B(x/w) defi-
niujacej rozkdtad czasu obstugi zgtoszenia pod warunkiem, iz oczekiwato ono
w kolejce przez czas Stosunkowo najwczes$niej rozpatrzono jednokanatowe
systemy ze wspomniang wyzej uproszczong zaleznoscia czasu obstugi od cza-

su oczekiwania, ktdore sg zawsze stabilne przy ograniczeniu dopuszczalnego
czasu oczekiwania. Analize przypadku, w ktoryu zgtoszenia tworza strumien
Poissona, dopuszczalny czas oczekiwania jest zadany w postaci statej D,
oraz B(/U)-) ma postac:

l-elT* egu,
B/u>) r
H(X) w >D,

(1.1.31)

gdzie B(x) jest jedynka Heaviside’a
przedstawiono w [fIARR 57]. Uogdélnienie tego modelu na przypadki 1
- dowolnego rozktadu czasu obstugi zghoszen, ktoérych czas oczekiwania nie

przekroczy D lub
- wielokanatowego stanowiska obstugi przy regularnym, e takze wykdadni-

czym rozktadzie wartosci dopuszczalnego czasu oczekiwania mozna znalezé
w [GNED 71].

Przypadek dowolnego rozkdadu czasu obstugi zghtoszen, ktére nie opusci-
4y kolejki oraz wykkadniczego rozktadu wartosci dopuszczalnego czasu ocze-
kiwania rozpatrzono w fsUBB 66], a wyniki przytoczono w  [JAIS 68]. w
[GNED 71] mozna tez znalezé¢ ogélne sformutowanie réwnania catkowego spek-
nianego prz'ez dystrybutante rozkkadu czasu oczekiwamia dla przypadku do-
wolnego rozk#adu czasu obstugi zgtoszen pozostajagcych w kolejce oraz do-
wolnego rozkdadu dopuszczalnego czasu oczekiwania w systemie jednokanato-
wym, natomiast efektywnga metode znajdowania charakterystyk w takim ogél-
nym przypadku podano w(baCE 81].

Przeglad rezultatéw uzyakanych dla bardziej ogélnych postaci zalezno-
Sci czasu obstugi od czasu oczekiwania do roku 1978 zawiera “WOLI 79] i w
tym miejscu podamy tylko zasadnicze cechy rozpatrywanych systeméw.

W pracy [BUZA 74] rozpatrzono aystem jednokanatowy ze zgloszeniami two-
rzacymi strumien Poissona i zaleznoscig czasu obstugi od czasu oczekiwa-

nia o postacit

BO =D dla w -SD,
D>0 (1.1.32)

Bt >.83 dla j»>D.
Analizujac regulamin naturalny (PIPO) oraz regulamin odwrotny (LIPO)
stwierdzono, ze wydajnosci graniczne systemu przy obu tych regulaminach

sa zasadniczo rézne (TLIPO < * Co "~cej, wydajnos¢ graniczna sy-
stemu, w ktérym obowigzuje jedan z tych regulaminéw obstugi, moze ulec
powiekszeniu droga wprowadzenia mozliwosci oczekiwanie stanowiska obstugi
na naptyniecie nowego zgtoszenia przez pewien okres czasu At, w przypadku
gdy w kolejce znajdujg sie wylacznie zgloszenia, ktérych czas oczekiwania

jest wiekszy anizeli D.
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Autor wskazak, iz «aiany wydajnosci granicznej wynikajace ze zmiany
regulaminu obstugi sg duze (w zaaieszczonya przyktadzie obliczeniowym sie-
gaty one 50%) i najgorszy z rozpatrywanych okasat sie regulamin naturalny.

z wyjatkiem specyficznych przypadkéw wskazanych w [BUZA 74] brak roz-
wigzan analitycznych dla reg*l*Biadéw obstu&i innych anizeli naturalny, a
nawet warunkéw stabilnosci, c® podwaza mozliwos¢ efektywnego poszukiwania
rozwigzan stacjonarnych na drodze symulacyjnej (jako ze og6lnie rzecz bio-
rac, nie wiadoao czy przy sadanych dla danego przebiegu symulacyjnego pa-
rametrach rozwigzanie stacjonarna w ogéle istnieje),

Rowniez wy*iki w zakresie regulasdnu naturalnego, byty fragaentaryczne.
Wyznaczone, przy stosunkowo silnych ograniczeniach dodatkowych, warunki
stabilnosci [SUGA 65], fCALL 73], [HWEE 75] sprowadzaja sie do wymagania,
aby przy w-— oo $redni csas obedmgi byt mniejszy anizeli $redni odstep
pomiedzy chwila«i generacji kolejnych zgtoszen. Analityczne wyniki w za-
kresie charakterystyk systeméw z czesea obstugi zalezny» od czasu oczeki-
wania, dotyczace wytacznie przypadku jednokanatowego oraz «gtoszen nad-
chodzacych straeieniea Poissona, uzyskane zostaty przy epeeyficznych po-
staciach dystrybuanty B(«/>) [OTOR 6I] , [FoSfAl 73], [LIBU 71] . Przy uzyciu
metod przyblizonych badano tez przypadek zZrédta o skonczonej wyaiarowosci
[SWEM 59].

Wprost z definicji rozpatrywanej klasy systeméw wida¢, ze jednostkowy
efektywny czas obstugi przypadajacy na indywidualne zgtoszenie nie jest
tu wartoscig stata i w saloznosci od postaci dystrybuanty B(XxI>-) oraz za-
stosowanego regulaminu obstugi moze by¢ funkcja o réznych  whasnosciach.
Dodatkowo, w praypadka wprowadzenia oczekiwanie stanowiska obstagi na na-
ptyniecie nowego zgtoszenia niao niepuatej kolejki, asyskujeeyj”CjorjN).

Systoay masowoj obstugi z czasem obstugi zaleznya od czasa oczekiwania
na jej rozpoczecie roézniag sie wiec zasadniczo od systaaéw konwencjonalW
nych i wobec stosankowo skromnych wynikéw ich analizy zastugiwaty na do-
k#adniejszo przebadanie.

Szereg dalszych rezultatéw w tym zakresie przedstawionow pracach [WOLI

.80B] , [ISAK 79] , [zSAK 80] -

Analiza systoaéw m czasea obstugi zaleznya od czaaa oczekiwania, +acz-
nio z pewnyni aotodaai przyblizonymi, przydatnyai dla badania przypadkow,
w ktérych niedostepno sa rozwigzania analityczne, przedstawiona zostanie
w ro*dxiatach Il i Ill niniejszej pracy.

Cias obstugi zgloszenie moze tez zeleze¢ od kolejnosci zgloszeh. Haj-
proetszy przykdad takiej zaleznosci polega na tya, ze pierwsze zgloszenie
obstugiwane w czasie kazdego okresu czynnego posiada czas obstugi rézny
od wszystkich dalszych zgtoszenn, co noze wynika¢ np. z aniejezej sprawno-
Sci stanowiska obstugi w czasie pierwszej, po bezczynnosci, obstugi. Ana-
lize takiego przypadku przeprowadzono w [PIHC 59a] oraz (WELC 64] . Docze-
kat sie on tez wielu dalszych rozwazan, z ktérych najnowsze i chyba naj-
ogllniejsze zawiera [MUIH 80] (w pracy tej zatozono, ze réwniez rozktad
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cz8su miedzy napdtynieciem pierwszego i drugiego zgtoszenia w kazdym okre-
sie czynnym aoze by¢ inny anizeli rozkdad nastepnych odstepéw miedzy chwi-
lami generacji zgtoszen).

Rozpatrywana prawiddowo$¢ nie prowadzi do zmiany warunku stabilnosci i
analityczne wyznaczenie charakterystyk systemu mozliwe jes™ praktycznie
we wszystkich przypadkach systeméw jednokanatowych, w ktérych przeanali-
zowany zostat analogiczny system konwencjonalny (fatwo sprawdzié, iz przy-
padek taki jest rownie* specjalnya, uproszczony» wariantem systemu z cza-
sem obstugi zaleznya od czasu oczekiwania). Model taki jest czesto wyko-
rzystywany jako poaocniczy, wprowadzony w spos6b sztuczny, przy analizie
systeméw konwencjonalnych o «tozonych regulaBinach obstugi, np. regulami-
nach priorytetowych [JAIS 68], istotnie upraszczajac ich rozpatrywanie.

Jednokanatowy system obstugi, w ktérym rozktady czaséw obstugi wszyst-
kich zgtoszenn zaleza od kolejnosci ich obstugi w ramach okresu czynnego
onawiano w [mlIE 76], motywujac zainteresowanie takim wariantem obstugi
np. sposobem zachowania sie pojazdéw przejezdzajacych przez skrzyzowanie
w czasie, gdy zapalone jest zielone Swiatdo. Wykazano, 2ze o stabilnosci
systsmu decyduja parametry i-tego zgloszenia w okresie czynnym, gdy i— -T».

W dotychczasowych rozwazaniach zaktadano, ze implementacja regulaminu
obstugi nie wigze sie z zadnymi stratami czasu pracy stanowiska obstugi.
W praktyce zatozenie takie jest czesto niespednione. 1 tak np. zalbézmy,
(CoPP 78], ze obstuga zgtoszenia polega na odczycie zbioru danych z pa-
mieci dyskowej o  ruchomych gtowicach.
+acznia czas naprowadzenia glowicy na
poprzedniego potozenia), czas rotacji i czas wkasciwej transaisji.

Praca wkasna zwigzana z naprowadzeniem gtowicy zalezy wiec od sekwen-
cji, w jakiej zgltoszenia sg obstugiwane.

Réwniez w 8ysteaach operacyjnych masrzyn cyfrowych zmiana realizowanego
programu #aczy sie z wykonaniem pewnej pracy wkasnej. Przykdadowo w £daYP
73] podano, ze maksymalny czas pracy whkasnej, zwigzanej z przyjeciem przer-
wania priorytetowego i realizacjg funkcji szeregowania zadan oraz wymu-
szeniem rozpoczecia realizacji innego programu, w pewnym systemie opartym
n8 nowoczesnym minikomputerze jest rzedu 300 cykli dostepu do pamieci ope-
racyjnej, a wiec nie moze by¢ pominiety, «wkaszcza w stosunku do czasu

trwania krotkich programéw uzytkowych (np. obstugi czujnikéwpomiarowych) .

Przy bardziej ztozonych regutach szeregowania programéw czas pracy
whasnej moze zaleze¢ w sposéb istotny od liczby zadan ubiegajacych sie o
czas procesora [bHAT 79b].

W dyskretnych procesach produkcyjnych czesto zachodzi potrzeba uwzgled-
nienia pracy whkasnej (wymiana elementéw roboczych,, konserwacja biezaca,
zmiana nastaw) przy zmianie rodzaju produkcji lub wykonaniu pewnej partii
wyrobéw. Podobnie jak w zakresie obstugi whkasciwej, praca wka3na moze byc
nieprzerywalna badz rzadziej przerywalna, a w tya drugim przypadku z za-
liczeniem pracy wykonanej do przerwania, badz Jej powtdrzeniem od poczatku.

Na czas obstugi sktadasie wiec
wymaganag sciezke (zalezny od jej
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Literature w zakresie systeméw obstugi uwzgledniajacych rézne typy
ogtoszen i prace wkesng, zwigzang ze zmianag typu obstugiwanego zgloszenia,
jest bogaty, szczegbélnie w zakresie regulaminéw priorytetowych o statych
priorytetach (np. [SKIN 6.7] , [IIEVE 68], [SCHR 69] , [EISE 711, [MISZ 74],
§11SZ 78], [WOLl. 8a) , [NEUT 77] oraz [WOLlI 76a] , [woLl 78], w ktérych, ja-
ko jedynych, rozpatrzono zbidr zZrédet jednowymiarowych), regulaminéw cy-
klicznych, zwanych tez regulaminami o priorytetach przemiennych (np. [SYKE
70] , [11BU.72], [EISE 74] , [kOIH 74] s [SWAR 80]) oraz regulaminéw z po-
dziatem czasu (np. [KLEl 70], [WEGR 74], [BHAT 795] )-

Wielokrotnie rozpatrywane tez (nhp- [GAVE 63] , [WOLI 76a] , [KREJ 80])
prace wkasna poprzedzajaca pierwsza obstuge w kazdym okresie czynny«, a
wynikajaca z koniecznosci przeprowadzenie "rozruchu"™ stanowiska obstugi,
pray czym czas trwania tej pracy wlasnej moze by¢ [KREJ 80] zalezny od
czasu trwania ostatnieg« okresu bezczynnego. Przypadek ten jest zblizony
pod wzgledem metod analizy oraz wynikéw do wzmiankowanego wyzej modelu z
réznym od pozostatych rozkkadem czasu obstugi pierwszego zgtoezeniaw kaz-
dym okresie czynnym [wELC 64] .

Jalezy podkreslié¢, iz praktycznie wszystkie wyniki
kresie dotycza systeméw jednokanatowych.

Nie dyskutujac szczegétowo roéznych, przyjmowanych w poszczegélnych pra-
cach zatozen, zwrécimy uwage na zasadnicze skutki uwzglednienia pracy wlas-
nej -

W systemach z regulaminami priorytetowymi, przerywalnymi uwzglednienie
pracy whkasnej zwigzanej z przerwaniem prowadzi z zasady do zmiany (@ $cis-
lej - wzrostu) jednostkowego czasu obstugi przypadajacego na pojedyncze
zgtoszenie, ze wzrostem intensywnosci strumienia zgloszeh, jako ze ko-
nieczne jest woéwczas wykonanie wiekszej liczby przerwan.

Dla ilustracji przytoczono za [WOLI 76n] wyniki numeryczne
zmiange stopnia wykorzystania stanowiska obstugi, jednostkowego
stugi oraz Srednich czaséw oczekiwania w systemie priorytetowym, przy za-
+ozeniu strumienia Foissona zgtoszeh naptywajacych, czterech klas priory-
tetu, wyktadniczego rozktadu czasu obstugi, statego efektywnego stopnia
wykorzystania stanowiska obstugi oraz statej (nieprzerwalnej) pracy wkas-
nej, zwigzanej z przerwaniem obstugi, a takze ze wznowieniem obshugi przer-
wanej (tebela 1.4).

Czesto spotykane zatozenie regularnego rozktadu t czasu pracy whkasnej
jest oczywiscie takze pewnym uproszczeniem. Analize wpdywu zmiennosci
czasu pracy wkasnej (m.in. w funkcji liczby zgtoszeh ubiegajacych sie o
obstuge) w przypadku systemu z podziatem czasu zawiera [BHAT 79B].

W zwigzku ze specyfika roéoznych regulaminéw obstugi dgczny czas poswie-
cony na prace whkasnag zmienia sie z zasady przy zmianie regulaminu obstugi,

W wyniku tego zmieni® sie tez optacalnos$¢ stosowania réznych regulami-
néw obstugi w poréwnaniu z systemami konwencjonalnymi [SETC 72], oraz zmie-
niaja sie warunki stabilnosci. Przyktadowo w [wOLI 76Ajwskazano, jak dro-

uzyskane w tym za-

obrazujace
czasu ob-

Tabela 1.4
Wybrane charakterystyki systemu
z regulaminem priorytetowym bezwzglednym
i z uwzglednieniem czasu pracy wkasnej .
Dane wg [WOLI 76A]
[ B 02 9] 0 2.5* 5* 104
< A 0.600 0.620 0.640 0.684
f1 = 0,234 IJHfY 2.560 2.650 2.740 2,920
Eitf.,) 0.141 0.196 0.254 0.383
Sty -06 e(2) 1210 1.319 1.438 1.710
E("3) 9.662 10.475 11.385 13.558
/ e (™) 85.991 96.047 109.153 144449
1IA) 0.800 0.835 0.873 0.955
a2 = 0,312 Y 2.560 2.680 2.800 3.060
EU.,) 0.200 0.278 0.363 0.558
5(A2) n 0.8 e (*2) 2.000 2.225 2.480 3.098
E(»3) 20.667 23.750 27.539 38.271
e(»4) 312.000 427.881 629.737 2331.910

Przyjeto strumien Poissona zgloszen o parametrze A, Imb Ag, zapewniajacym

efektywny stoi)ier’] wykorzystania stanowisk* obskagi 2 (A.) =0T6"'es (~) =0.8.
Zgtoszenia nalezg do i-tej klasy priorytetowej =z prawdopodobienstwem p*

takim, ze
¥  Ap. —
1=1 «2,3,4
gdziel - parametry rozktadu wyktadniczego, okreslajacego czas obstugi

Nl =5n2 =25 £r3 = 125

wania i wznowieni» obstugi, wartosci R okreslono
czasu pracy whasnej do Sredniego czasu obstagi «gloszen
priorytetowej, wyrazonego w procentach.

= 1.25, RO - czaa pracy wkasnej przy przer-

przez podanie stosunku
dragiej klasy

ga zmniejszenia liczby przerwan priorytetowych mozna znacznie obnizy¢ sto-
pien wykorzystania stanowiska obstugi (zachowujac staly stopien efektyw-
nego wykorzystania stanowiska obstugi), przy stosunkowo niewielkich mody-
fikacjach rozktadéw czaséw oczekiwania. Réwnoczesnie uzyskuje sie tez
zwiekszenie wydajnosci granicznej systemu.

Unikajace z uwzglednienia pracy whkasnej zjarWisko obnizania sie wydaj-
nosci systemu przy wzroscie intensywnosci stramienia zgtoszen budzi obec-
nie coraz wieksze zainteresowanie [SHOR 80], przy czym jego eliminacja
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wymaga z regudy wprowadzenia dynamicznych, zaleznych od stanu regulaminéw
obstugi .

Rozpatrzmy czesto omawiany przypadek, w ktérym wyréznia sie K-typéw
zgtoszen i1 zaktada sie, iz czas obstugi zgloszen i-tego typu i=1,2,..._,K
okresla zmienna losowa b”, natomiast w przypadku, gdy po zgtoszeniu typu
i obstugiwane ma by¢ zgloszenie typu j, niezbedna w tym celu praca wkasna
zajmuje kanat obstugi na czas okreslony zmienng losowg y. . (przypadek ta-
ki odpowiada np. wzmiankowanemu wyzej trybowi korzystania z pamieci dy-
skowej 1 rozpatrywany byt np. w [COFP 78], gdzie rczizerzono przedstawio-
ne w [MEUT 76] wyniki analizy regulaminu naturalnego, a takze oméwiono
sposob okreslenia parametréow modelu dla, réznych rodzajéw pamieci obroto-
wych). Droga doboru regulaminu obstugi mozna znscznie zwiekszy¢ wydajnosc
graniczng takiego systemu, stad stosowane eg rézne regulaminy, np. wybor
zgtoszenia, ktoérego obstuga poprzedzona bydaby najmniejsza pracg whkasng
(np. [KOWS75]) -

W pracy [MARD 80] , niezaleznie od oméwienia doktadnej
metody analizy takich systeméw, stwierdzono, ze

i przyblizonej
w tym przypadku
oczekiwanie na naptyniecie nowego zgtoszenia nalezgcego do typu ostatnio
obstugiwanego, mimo niepustej kolejki zawierajacej zgltoszenia innych ty-
péw, moze prowadzi¢ do poprawy sprawnosci system«, mierzonej liniowa fun-
kcja czasu oczekiwania zgtoszehn réznych typow.

Podobnie jak w przypadku systeméw z czasem obskugi zaleznym od czasu
oczekiwania uwzglednienie pracy wkasnej sprawia, iz trudne jest wyznacze-
nie warunkéw stabilnosci systemu, ktére zaleza w istotny sposéb od stoso-
wanego regulaminu obstugi.

réwniez

Wyaaga to na ogét kompletnego przeanalizowania rozpatrywanego regula-
minu obstugi, co w wielu przypadkach np. dynamicznej zmiany priorytetu,
réznych od strumienia Poissona charakterystyk zrédet zgtoszen w regulami-
nach priorytetowych itd. udato sie jak dotad w bardzo ograniczonym zakre-
sie, nawet przy pominieciu istnienia pracy wkasnej.

Czesto podejmuje sie proby uwzglednienia wpitywu pracy wlkasnej w sposéb
przyblizony, np. zaktadajac zaleznos$¢ mocy stanowiska obstugi od liczby
zgtoszen w systemie. Zwiekszenie zaabsorbowania stanowiska obstugi praca
whasng przy duzej liczbie zgloszen w systemie «edeluje sie wiec  jako
zmniejszenie efektywnej mocy stanowiska obstugi, co prowadzi do rozpatry-
wania datwiejszej do analizj, omawianej wczesniej klasy systeméw masowej
obstugi [PUJO 80a] , [SHOR 80] -

Wszystkie omawiane dotad niekonwencjonalne systemy masowej obstugi ce-
chowaty sie tyra, ze zakoniczenie obstugi ostatniego zgtoszenia w danym o-
kresie czynnym powodowato przejscie kanatu obstugi do stanu bezczynnosci,
natomiast bezczynny kanat obstugi mégt rozpocza¢ obstuge zgtoszenia (lub
przynajmniej poprzedzajacy ja rozruch) w dowolnym momencie, a takze tym,
ie obstuga zgloszenia mogta by¢ przerwana jedynie w celu podjecia obstugi
innego zgtoszenia.

W praktyce czeste sa przypadki wystepowania okreséw, w ktorych stano-
wisko obstugi jest niedostepne.
Wyréznimy tu trzy zasadnicze warianty:

i) Sytuacjj, gdy okresy niedostepnosci wystepuja wydgcznie po zakoncze-
niu obstugi zgloszenia i wigzg sie na przykdad z koniecznoscig wyko-
nania konserwacji stanowiska obstugi, jego testowania czy tez uzu-
peknienia materiatéw eksploatacyjnych. Mozemy tez mie¢ do czynienie
z sytuacja, gdy przerwanie bezczynnosci stanowiska obstugi
jest tylko w pewnych, okreslonych chwilach czasu, przy czym odstepy
miedzy tymi chwilami moga by¢ - ogdlnie rzecz biorac - okreslone ja-
ko zmienne losowe. Takie modele zostatly dos¢ doktadnie przebadane
[SKIN 67] , [gele 80a] -

Sytuacje, gdy chwile rozpoczynania obstugi kolejnych zgtoszen sa
Scisle okreslone i nastepujg po sobie w stabych odstepach (tzw. pra-

mozliwe

-
-
o/

ca synchronizowana) .

Z takimi przypadkami mamy do czynienia w przypadku transmisji infor-
macji w sieciach komputerowych [KOBA 77] lub modelowania tasmy pro-
dukcyjnej poruszajacej sie z okreslonym taktea [pUXE 73].
Rozpatrywanie takich aytuacji prowadzi do specjalnego dziatu tzw.
dyskretnej teorii masowej obstugi (patrz np. [MEIS 58], [KOBA 771),
ktérego omawianie wykracza poza rany niniejszej pracy,

iii) Sytuacje, gdy okres niedostepnosci moze sie rozpocza¢ w dowolnym ao-
mencie okresu czynnego (wymagajac przerwania obstugi aktualnie reali-
zowanej), ewentualnie réwniez w dowolnym momencie okresu bezczynnego.
Teki przypadek moze by¢ np. wynikiem awarii kanatu obstugi. Modele
uwzgledniajace strumien takich nieprzewidzianych przerw w dziataniu
stanowiska obstugi sga z reguty pod wzgledem Tformalnym identyczne z
systemami priorytetowymi, w ktérych na najwyzszym stopniu priorytetu
wprowadza sie dodatkowy strumien zgloszen reprezentujacych takie
przerwy. Halezy jednak podkresli¢, iz przy aktualny« rozwoju teorii
priorytetowych regulaminéw obstugi przyjecie strumieni zgloszen réz-
nych od strusieni Poissona natrafia na spore trudnosci.

Jeszcze bardziej ztozone w analizie sg przypadki, gdy przerwa w pracy
stanowiska obstugi wymaga, po jej zakohnczeniu, ponownego wykonania nie
tylko obstugi przerwanej, ale by¢ moze takze pewnej liczby obstug wczes-
niejszych. Klasyczny« przykfadem sg tu bazy danych w systemach czasu rze-
czywistego, modyfikowane po przetworzeniu, kolejnych transakcji (obstudze
kolejnego zgloszenia). W przypadku.awarii sprzetu cata zawartos¢ bazy mo-
ghaby ulec zniszczeniu, co jest niedopuszczalne ze wzgledéw funkcjonal-
nych. Dlatego tez przeprowadza sie w-pewnych ostepach czasu kopiowanie
zawartosci bazy danyph oraz rejestrowanie wszystkich transakcji przetwo-
rzonych od ostatniego kopiowania. W przypadku wykrycis awarii nastepuje
rekonfiguracja systemu, odtworzenie stanu bazy danych, polegajace na od-
czytaniu, jej stanu w chwili ostatniego kopiowania i ponowne przetworzenie
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wszystkich transakcji od ostatniego kopiowania do momentu awarii. Oczywi-
Scie zaréwno kopiowanie, jak i odtwarzanie stanowig okresy, gdy stanowi-
sko obstugi jest wydgczone z normalnego dziatania, przy czym czas odtwa-
rzania zalezy tez od liczby transakcji przetworzonych miedzy momentem ko-
-piowsnia i1 momentem wystgpienia awarii. Analize takiego przypadku prze-
prowadzono w [GELE 79] , inne modele zwigzane 2z poruszonym tu problemem
omawiano tez np. w [CHAN 75c] ,[BACE 79] , (WA 8I] .

W oparciu o oméwione przypadki niekonwencjonalnych systeméw obskmgi mo-
zemy bardziej precyzyjnie okresli¢ wprowadzone na wstepie niniejszego roz-
dziatu pojecie stanu przygotowywania stanowiska obstugi. Jak widzimy, przy-
gotowywanie to moze polega¢ na oczekiwaniu na naptyniecie zgtoszen wybra-
nego typu, pracy wkasnej zwigzanej z implementacja regulaminu obstugi (czy
tez zmiana typu zgtoszenia) badz tez okresowej niedostepnos$ci stanowiska
obstugi .

d) Podsumowani o

Whasnosci omawianych systeméw obstugi uzasadniaja ich podziat na czte-
ry grupy*

i) Systemy, w ktérych dopuszcza sie zaleznosci losowe miedzy elementami
ciagow {e*} oraz j~J. Wszystkie przypsdki nalezgace do tej grupy ce-
chuje podobny jak w systemach konwencjonalnych warunek stabilnosci
(réznice wystepuja tylko w granicznych przypadkach, gdy <=1,
rézna moga by¢ natomiast wartosci charakterystyk,

Systemy, w ktérych na skutek ograniczen (w trybie generacji zgtoszen,

-
-
o

ddfugosci kolejki, czy tez czasu oczekiwania) niemozliwa jest niesta-
bilnos¢. Przypadek ten rézni sie zasadniczo pod wzgledem whasnosci
od systemédw konwencjonalnych,
iii) Systemy, w ktérych mozliwa jest niestabilnosc, przy czym warunki
stabilnosci zaleta ogdélnie rzecz biorac od regulaminu obatugi.
iv) Systemy, ktdore nie osiagsja nigdy stacjonamnga stanu granicznego.

Przypadek !v) wymaga stosowania metod analizy w#asciwych stanem nie-
ustalonym. Przypadki i) oraz ii) pozwalaja na rozpatrywanie systemu, ktoé-
rego stabilnos$¢ (badz - by¢ mote - substabilno$¢) jest udowodniona, tak
wiec mozliwe jest, w przypadku braku rozwigzan analitycznych, odwotanie
sie do modelowania cyfrowego (jJakkolwiek np. w [NEUT 78a] zwrécono uwage
na praktyczng nierealno$¢ stosowania tej metody w odniesieniu do systeméw
z parametrami zmiennymi w czasie i1 czasowymi przecigzeniami, ze wzgledu
na bardzo duze wartosci wariancji charakterystyk, przekraczajace wielo-
krotnie wartos¢ oczekiwany)

Najwiecej trudnosci sprawiaja z reg™ty systemy nalezgce do trzeciej
grupy, ze wzgledu na brak ogélnych metod pozwalajacych na okreslenie wa-
runkéw ich stabilnosci przy réznych regulaminach obstugi, co w znacznym
stopniu ogranicza mozliwo$s¢ wykorzystania nawot metod symulacyjnych. Przed-
miotem rozwazan przedstawionych w rozdziatach 11 i 111 bedzie typowy -
-,.mlezacy do tej klasy - system z ozasem obstugi zaleznym od czasu oczeki-
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wania, przy czym niektére metody przedstawione w rozdziale 111 moga zna-

lez¢ roéwniez szersze zastosowanie.
W zwigzku z trudnosSciami wystepujacymi przy analizie niekonwencjonal-

nych systeméw masowej obstugi wiekszo$¢ dotad przeprowadzonych badan o-
granicze sie do przypadku jednokanatowego. Nawet jednak i w tym zakresie,
jak to wynika z przedstawionego omowienia, uzyskane wyniki sg jedynie
fragmentaryczne i pozwalaja na og6t okresli¢ wytacznie og6élne whasnosci
réznych rozpatrywanych przypadké7. Stad istnieje wyrazna potrzeba dal-
szych prac w tym zakresie, a szczeg6lnie prac dotyczacych metodyki bada-
nia pewnych klas systeméw niekonwencjonalnych, a nie tylko wybranych, spe-
cyficznych przypsdkéw charakteryzujacych sie na przyktad specjalng posta-
cig zaleznosci losowej czy tez rozktadow.

1.2. Systemy wielostanowiskowe 1

Omawiane dotad jednostanowiskowe systomy obsdugi nie sa wystarczajacym
narzedziem dla modelowania bardziej z%ozonych proceséw w ktérych zgtosze-
nie wymaga kolejno obstugi na stanowiskach réznego typu (i to byé¢ moze
wielokrotnie). 1 tak na przyktad modelujac dziatanie systemu komputerowe-
go mozna - w duzym uproszczeniu - przyjmowac¢, iz jedynym stanowiskiem ob-
stugi jest procesor liczacy, zaniedbujac przy tym ograniczenia wynikajace
z dostepu do innych zasobdéw (pamieé¢ operacyjna, pamieci zewnetrzne, urzag-
dzenia wejscia-wyjscia). Znacznie precyzyjniej odtwarza sie jednak wkasno-
Sci takiego systemu uzywajac modelu w postaci wielu stanowisk obstugi
réznego typu, miedzy ktdérymi kraza zgtoszenia reprezentujace poszczegblne
procesy obliczeniowe.

Na rys. 1.30 przedstawiono schematycznie sie¢ Il stanowisk obstugi, w
ktorej zgtoszenie naptywajace ze zrodta zgtoszen kieruje sie z prawdopo-
dobienstwem p# ~ do i-tego stanowiska obstugi, a nastepnie odpowiednio z
prawdopodobienstwem pij, j»1,2,..., U kieruje sie do nastepnego stanowi-
ska obstugi (w tym, by¢ moze, do stanowiska i-tego, ktére wkasnie opusci-
40) badz tez z prawdopodobienstwem pi jj+1 opuszcza system.

Oznaczenie zroé6dta zgtoszen jako stanowiska obstugi z numerem 0" nie
Jest wytgcznie pewng konwencjag notacyjng, ale kryje w sobie gtebszy sens.
tatwo sprawdzi¢, ze kazde zro6ddto zgtoszen mozna potraktowaé¢ jako strumien
wyjsciowy pewnego, odpowiednio dobranego stanowiska obstugi. W szczegé6l-
nosci zgtoszenia, ktérych odstepy okreslone sg niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi O dystrybuancie A(X), stanowia strumien wyjsciowy jednokanatowego
systemu obstugi, z nigdy nie pustym buforem 1 czasami obstugi w postaci
niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie A(xX). Taka sie¢ stanowisk
obstugi nazywa¢ bedziemy sieciag otwarta. Gdyby, zachowujac identyczng
strukture przeptywéw zgtoszen wewnatrz sieci, przyjacé, iz zréddo ma zero-

wg intensywno$é generacji zgtoszen 1 JjHl = oj, wowczas mo-

wilibysmy o zamknietej sieci stanowisk obstugi, W ktdérej krazy pewna lios-
ba N zgtoszen.
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Na rys. 1.3b oraz 1.3c przedstawiono pewne szczeg6lne przypadki sieci
stanowisk obstugi, wyrdézniajgce sie specyficznymi regutami przepitywu zglo-
szen. W sieciach acyklicznych (rys. 1.3b) zgtoszenie moze w cza-

sie pobytu w sieci tylko jeden raz by¢ obstugiwane na ktérymkolwiek ze
stanowisk obstugi .

W wieloetapowych systemach obstugi (rys. 1.3c) kazde zgloszenie musi
zosta¢ obstuzone (tylko jeden raz) na kazdym ze stanowisk obstugi i1 to w
Scisle okreslonej kolejnosci. Jesli wszystkie stanowiska obstugi sa jed-
nokanatowe, to system nazywamy pojedynczym. Systemy takie, bedace naj-
prostszym przypadkiem sieci stanowisk obstugi, maja duze znaczenie prak-
tyczne, w szczegélnosci dla modelowania linii produkcyjnych [BUXE 73] o-
raz transmisji informacji w sieciach komputerowych [KLEl 76] .

Jak to zaznaczono na rys. 1.3d, kazde rozpatrywane w ramach sieci sta-
nowisko obstugi aa strukture identyczng jak stanowisko obstugi rozpa-
trywane w poprzednim punkcie (poréwnaj rys. 1.1) 1 jest poprzedzone bufo-
rem Si o pewnej, skonczonej lub nieskonczonej pojemnosci J.. Stanowisko
obstugi wraz z buforem S bedziemy nazywali wezdem sieci 1 oznaczali

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, gdy wszystkie
stanowiska obstugi sg jednorodne. Tak wiec pozostajg wazne wszystkie wpro-
wadzona w punkcie 1.1 oznaczenia, przy czym dla prawidtowego rozréznienia
bedziemy oznaczenia parametréw wezka sieci Yi uzupedniaé¢ indeksem "i"" (np.-
BN(X) oznacza¢ bedzie dystrybuante czasu obstugi w dowolnya kanale stano-
wiska obstugi 3., c - oznacza¢ bedzie *aczng moc wszystkich kanatéw ob-
shugi stanowiska X», natomiast Ul oznaczaé¢ bedzie czas oczekiwania zgho-
szenia ™ na rozpoczecie obstugi w stanowisku obstugi JtV).

Dla oceny efektywnosci dziatania sieci stanowisk obstugi uzywac be-
dziemy, w odniesieniu do kazdego z nich, charakterystyk wprowadzonych w
punkcie 1.1.

W szczeg6lnosci bedziemy méwili, ze sie¢ stanowisk obskugi jest niesta-
bilna, jesli relacja (1.13) jest niespedniona w odniesieniu do czasu ocze-
kiwania na przynajmniej jednym stanowisku obstugi.

Sie¢ stanowisk obstugi nazywa¢ bedziemy siecig konwencjonalng, gdy kaz-
de ze stanowisk obstugi spednia warunki wymienionew punkcie 1.1.1 a wiec:

i) posiada statg méc,

ii) czasy obstugi kolejnych zgloszen sg ciagiem zmiennych losowych o
identycznych rozktadach i skonczonej wartosci oczekiwanej,

iii) zgloszenia obstugiwane sa zgodnie z regulaminem zachowujacym prace,

iv) bufor poprzedzajacy stanowisko obstugi ®a nieograniczong pojemnosé

oraz gdy zgtoszenia naptywajg do systemu (w przypadku sieci otwartych) w

chwilach czasu, ktérych odstepy sa niezaleznymi znlennyei losowymi o jed-

nakowych rozktadach.

Biorac pod uwag® duzy dorobek w zakresie analizy systetséw jednostano-
wiskowych, w spos6b naturalny nasuwa sie pytanie czy i w jakim zakresie
mozliwe jest oddzielne rozpatrywanie poszczegélnych wezd6w sieci, z u-
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wzglednieniem ich powiazan z innymi wezdami sieci wydgcznie -poprzez odpo-
wiednie zdefiniowanie strumienia zgtoszen napdywajgcych do tych wydzielo-
nych weztéw.

Na przyk#ad wprost z rys. 1.3c wida¢, ze o ile tylko wszystkie bufory
w systemie wieloetapowy» maja nieograniczong pojemnos¢, to
wolnego wezta Y2 nie maja wpdywu procesy zachodzace v wezdach Yi+l _¥i+2>

a procesy zachodzace w wezdach Y1,Yg, -..,Yi_1 oddziatywuja wy-
+acznie poprzez posta¢ strumienia zgtoszen naptywajacych do wezda Yi# Aby
orzec czy posta¢ tego strumienia zgtoszeh umozliwia analize pracy stano-
wiska, konieczne jest zbadanie wkasnosci strumieni zgloszen opuszczaja-
cych jednostanowiskowe systemy obstugi.

Liczne prace z tego zakresu zostaty obszernie oméwione w [BURK 727,
[daLE 76], [MELA 79], [LABE 79A]. Niektdre najwazniejsze wyniki charakte-
ryzujace whasnosci strumieni wyjsciowych przedstawimy ponizej jako punkt
wyjscia do omowienia metody analizy sieci stanowisk obstugi.

Jakkolwiek pierwsze prace w zakresie snalizy sieci stanowisk obstugi
opublikowane zostaty dopiero w latach 1954-1956 to jednak tematyka ta
wzbudzita ogromne zainteresowanie szczegdlnie w latach siedemdziesiatych
i posiada juz obecnie bardzo bogata literature.

W zakresie konwencjonalnych sieci stanowisk obstugi (a takze pewnych
ich modyfikacji) uzyskano cenne wyniki umozliwiajgace ich analityczne roz-
patrywanie zardéwno przy uzyciu metod Scistych, jak i przyblizonych. Omé-
wienie dorobku tych prac mozna znalezé w opracowaniach przegladowych(CHAH
78] , [DISN 75] , [LEMO 77] , [PUJO 80b], i fragmentach nowych monografii o
szerszym profilu [KLEI 76], [KOBA 79], [GELE 80a] - Ukazata sie tez pierw-
sza monografia poswiecona wykacznie problematyce sieci stanowisk obstugi
[GELE 80B] -

W pracach tych, a takze [KLElI 76] , [KOBA 77] , [«OH 78] wskazywano wie-
lokrotnie, iz realia modelowanych proceséw wymagaja naruszenia zatozen de-
finiujacych konwencjonalno aieci stanowisk obstugi.

Ponizej podana zostanie jedynie krétka charakterystyka rodziny konwen-
cjonalnych sieci stanowisk obstugi, dla ktdorych aktualnie dostepne sg do-
k¥adne rozwiagzania analityczne, (ze wskazaniem efektywnych metod analizy
oraz perspektyw uogdélnienia tych wynikéw), a nastepnie przedyskutowane
zostang, znacznie skabiej rozpoznane, wkasnosci 1 metody analizy niekon-
wencjonalnych sieci stanowisk obstugi .

Potraktujemy stanowisko obstugi jako ukdad transformujacy strumien
zgtoszen naptywajgcych ze zrédda na, ogélnie "rzecz biorac, rézny od niego
strumien wyjsSciowy. Strumienie zgloszen, w ktérych odstepy miedzy kolej-
nymi zgtoszeniami stanowia niezalezne zmienne losowe o jednakowych roz-
ktadach, nazywane sa strumieniami odnowien.

Poniewaz (z nielicznymi, oméwionymi w punkcie 1.1.3 wyjatkami) mozli-
wosci analitycznego badania systeméw obskugi ograniczajg sie do takich
strumieni zgloszen, bedziemy w pierwszym rzedzie zainteresowani okresle-

na prace do-
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niem klasy stanowisk obstugi transformujacych (pxzy pracy w stacjonarnym
stanie granicznym) wejsciowy strumien odnowien w strumien odnowien, o by¢
noze réznym rozkkadzie odstepéw miedzy zghoszeniami, czyli Kklasg stano-
wisk obstugi posiadajacych tzw. whkasnosci {0— -B. Podzbiér tej klasy sta-
nowig stanowiska obstugi posiadajace tzw. wkasnos¢ W- M, polegajaca na
transformowaniu strumienia Poissona w strumien Poissona. W stacjonarnym
stanie graniczny« intensywnos$¢ strumienia wyjsSciowego i1 wejsSciowego muszg
by¢ oczywisci” réwne.

Rozpatrzmy na poczatek systemy obstugi z buforem o nieograniczonej po-
jJemnosci .

W [BURK 56] udowodniono, Zze strumien wyjsciowy systemu M/M/n jest stru-
uieniem Poissona oraz ze stan tego systemu w dowolnej chwili tQ jest nie-
zalezny losowo od postaci strumienia wyjs$ciowego w czasie t< tQ. Wkasno-
Sci te nosza nazwe twierdzenia o strumieniu wyjsciowym. Te samg wkasnoscé
posiadaja tez ([HADlI 72]) systemy M/M/1 z moca stanowiska obstugi zalezng
od liczby zgtoszen w systemie. W [FIHC 59B] wykazano, iz strumien zgho-
szen opuszczajacych system M/GI/1 jest strumieniem odnowieh wydacznie w

przypadku, gdy G « M, w przeciwnym razie strumien ten jeat skorelowany.
Podobnie dla systeméw GI/M/1 wykezano ([DALE 68]), ii warunkiem koniecz-
nym i wystarczajacym, aby strumien wyjsciowy byk strumieniem odnowien

jest, aby GI= M.

W systemie OI/M/1 (Gl U.HO, przy dowolnym rozkdadzie odstepéw miedzy nad-
chodzacymi zgtoszeniami, posiadajacym dystrybuant® A(X) na to, aby odste-
py miedzy zgltoszeniami opuszczajacymi system bydy nieskorelowane potrzeba
i wystarcza spednienie réwnosci:

NER) =G,

gdzie jest jedynym, lezacym w przedziale [0,l) rozwigzaniem réwnania

cT= afft@ -£)1 , )Ji= [E(b)]-1.

Mimo iz dowodu takiego stwierdzenia dotad nie przeprowadzono, powszech-
nie uwaza sie, iz jedynym systemem typu GI1/GI/1 posiadajacym whasnoscé
OR- E jest system M/M/1 (cechujacy sie silniejsza wkasnoscig M- M).

Strumieniem Poissona jest réowniez strumien wyjsciowy systemu M/G1/°«
[MIRA 63], [»EWE 66]- W tym przypadku strumien wyjsciowy pozostaje stru-
mieniem Poissona, ale o parametrze zmiennym w czasie, jesli rozpatrywany
jest stan nieustalony badZz strumien wejsSciowy posiada intensywno$¢ zmien-
ng w czasie.

Wymienione wyzej rezultaty dotyczydy naturalnego obstugi
wzglednie dowolnego innego regulaminu obstugi, nie uwzgledniajacego rze-
czywistego zapotrzebowania indywidualnych zgtoszen na obstuge.

regulaminu
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Muntz [MUNT 727 udowodni¥, iz wkasnoscig M*~ M charakteryzuja sie
réwniez systemy M/KA/1 z dwoma specjalnymi regulaminami obstugi, a miano-
wicie :

i) PS - regulaminem z podziatem procesora (bedacym granicznym przypad-
kiem regulaminu cyklicznego z podziatem czasu, przy wielkosci kwantu
dazacej do zera [KLEI 76]).

il) PLIFO - regulaminem z priorytetem bezwzglednym, przerywajacym, przy-
znawanym kazdorazowo zgtoszeniu, ktére ostatnie naptyneto do systemu.

W oparciu o wprowadzone w (CHAN 72B] pojecie roéwnowagi lokalnej (@ roéw-
nowadze lokalnej mowity wéwczas, gdy intensywnosc strumieni zdarzen wy-
prowadzajacych stanowisko obstugi z dowolnego stanu réwna jest intensyw-
nosci strumieni zdarzen przeprowadzajacych je do tego stanu; definicja
stanu noze by¢ przy tym rézna w zaleznosci od regulaminu obstugi i roz-
k#adu czaséw obstugi - patrz np. [BASK 75]) oraz podany w [MUNT 72] do-
wod, 1z zachowanie przez stanowisko obstugi rownowagi lokalnej jest wa-
runkiem wystarczajacym, aby rozpatrywane stanowisko obstugi posiadato
whasnos¢ 8 N mozna bydo w ostatnich latach rozszerzy¢ klase regula-
minow obstugi, ktoére moga posiadac¢ te whkasnos¢ przy réznych od wykdadni-
czego rozktadach czasow obstugi .

V (CHAN 77] udowodniono, ze wkasnos¢ M- M
laminy obstugi charakteryzujace sie tzw. ''réwnowaga stanowiska',

posiadajg wszystkie regu-
tj. ta-
kie, w ktérych stopien, w jakim zgloszenie zajmujace pewng pozycje w ko-
lejce angazuje moc stanowiska obstugi, jest proporcjonalny do prawdopodo-
bienistwa naptyniecia zgloszenia na te pozycje (uwaga: kazdy regulamin po-
siadajacy te wkasnos¢ cechuje sie natychmiastowym rozpoczeciem obstugi
nowo nadchodzacego*zgtoszenia) i to dla dowolnych rozkdadéw czaséw obstu-
gi o rézniczkowalnych dystrybuantach.

W[NOET 79] wprowadzono natomiast rodzine regulamindéw obstugi LBPS (kto-
rych nie bedziemy tu szczegétowo opisywac¢) dowodzac, ze posiadaja one
wkasnosé 11 U dla dowolnych rozktadéw czaséw obstugi oraz iz w pewnej
og6lnej klasie tzw. symetrycznych regulaminéw obstugi warunkiem koniecz-
nym posiadania whkasnosci M- M dla rozkktadéw czaséw obstugi réznych od
wyktadniczego jest przynaleznos¢ do tej rodziny.

Prace te maja istotne znaczenie teoretyczne, jak to sie uwidoczni wy-
raznie w dalszych rozwazaniach, nie rozszerzajg jednak zbioru regulaminéw
obstugi posiadajacych wkasnos¢ M- U o regulaminy majace istotne zna-
czenie praktyczne.

We wszystkich omawianych wyzej przypadkach zaktadano nieograniczona
pojemnos¢é bufora zwigzanego z rozpatrywanym stanowiskiem obstugi. Oméwimy
obecnie niektére interesujgce warianty stanowisk z ograniczong pojemno-
Scig bufora.

Uogdblniajac rezultaty jj?INC 59B] , [bISN 73] wykazano, ze jedynymi sy-
stemami typu M/G/1/L, przy L < i niezerowych czasach obstugi, posiada-
jacymi wkasnos¢ IR-»IR sag systemy M/G/1/1 (a wiec o zerowej pojemnosci
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bufora) oraz systemy M/D/1/2 (e wiec o pojemnosci bufora réwnej jednosci).
Nalezy podkresli¢, iz w obu przypadkach odstepy miedzy zgtoszeniami w
strumieniu wyjsciowym maja rozkdad rézny od wykdtadniczego.

Strumieniem Poissona jest natomiast d#gczny strumien zgtoszen obstuzo-
nych oraz traconych w systemach typu M/G1/n/n{ whkasno$¢ ta pozostaje w
mocy réwniez dla niektérych systeméw M/M/n o nieograniczonych buforach ze
stratami zgtoszen wynikajacymi z ograniczonego czasu oczekiwania w kolej-
ce badZz niezerowego prawdopodobienstwa niedotgczenia zgtoszenia do kolej-
ki (oméwienie wynikéw takich prac zawiera [DALE 76]).

Dla uzupeinienia nalezy doda¢, ze jak to zauwazono w [LABE 79], whkas-
noscig M- M moga cechowa¢ sie réwniez systemy obstugi, w ktérych czasy
kolejnych obstug nie sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o0 identycznych
rozktadach.

Przyktadem moze by¢ jednokanatowy system obstugi réwnowazny systemowi

przedstawionemu na rys. 1.3, ktory posiadatby wkasnos¢ M — bl (z defini-
cji) i1 rozny od wyktadniczego rozktad czasu obstugi (a wiec na mocy wy-
zej cytowanych twierdzehn czasy obstugi nie mogg by¢ zmiennymi losowymi

niezaleznymi o identycznych rozkdadach).

Wielu aatordow podejmowato problematyke okreslenia rozkkadéw odstepow
miedzy zghoszeniami, e takze wartosci wspédczynnikéw korelacji, charakte-
ryzujacych strumienie wyjsciowe nie bedace strumieniami odnowien. Nie re-
lacjonujac wynikéw w zakresie okreslania zaleznosci prowadzacych do wy-
znaczenia rozktadéw odstepéw miedzy zgloszeniami opuszczajacymi system,
ani tez wyznaczania wspédczynnikéw korelacji, ktérych oméwienie zawieraja
cytowane prace przegladowe (odnosnie do systeméw jednokanatowych patrz
tez [COHE 69]5 nowsze wyniki zmwieraja tez prace [PACK 75] w zakresie sy-
steméw M/D/1, [PACK 77] w zakresie D/M/1, [DISN 76] w zakresie systemow
M/GI/1 oraz [PACK 78" w zakresie systeméw wielokanatowych), przytoczymy
tu dla ilustracji charakteryetyezny rezmltat. Ot6z w odniesieniu do sy-
steméw typu M/GI/1 o ustalonej wartosci oczekiwanej czasu obstugi maksy-
malna wartos¢ wspétczynnika autokorelacji odstepéw miedzy zgloszeniami w
strumieniu wyjsSciowym osiggana jest w przypadku, gdy Gl = D i wynosi oko-
4o 0.18.

1.2.1. Sieci stanowisk

obstugi

konwencjonalnych

Oméwione whasnosci strumieni wyjsciowych postuzg nam obecnie do scha-
rakteryzowania analitycznych rozwiazan szerokiej klasy cdeci stanowisk ob-
stugi .

Rozpatrzmy na wstepie dwuetapowy system obstugi z jednokanatowymi stano-
wiskami o statej mocy, przedstawiony na rys. 1.4.

Stan takiego systemu okresla w kazdym momencie jednoznacznie wartosé
Pt ] ,x2»t) prawdopodobienstw« tego, ze w chwili t w wezle Y, znajduje
sie i,, zgloszen, hatomiast w wezle Yg znajduje eie x2 zgleezen.
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Rys. 1.4. Prosty, dwuetapowy system obstugi ze zgltoszeniami naptywajacymi
strumieniem Poissona 1 wykdtadniczymi rozktadami czaséw obstugi

W pracy [JACK 54] udowodniono naturalny w Swietlfe wkasnosci strumienia

wyjsciowego stanowiska M/M/1 fakt, ze przy min(™11,J2) w stacjonarnym
stanie granicznym zachodzit

U-Ptxi;*2,t) » P(x1fx2) - PI(xL)P2(x2) = L -~) (1) " - £><j|> 2.

x1,x2 m 0,1]*ii 1.2.1)
8 wiec nrawdopodobienstwa tego, ze w wezle Yi znajduje sie X" zno-
szen ( - 1,2) sa niezalezna i okreslane wg zaleznosci obowigzujacych dla

wezdéw Y1, Yj w izolacji, rozpatrywanych jako oddzielne systemy M/M/1.

0 ile w taki prosty spos6b mozna wyznaczy¢ stan rozpatrywanego systemu,
to znacznie wieksze trudnosci nastrecza proba okreslenia charakterystyk
zwigzanych z przebiegiem obstugi indywidualnego zgltoszenia. Niezaleznosé
stanéw poszczegdlnych stanowisk obstugi nie implikuje bowiem bezposrednio
niezaleznosci innych zmiennych opisujacych proces obstugi, np. dowodzi sie
[BURK 64] , zo czasy oczekiwania zgtoszenia w buforach i sa zalezne
losowo.

Ha rys. 1.5 przytoczono w $lad za [KRAM 75] schemat przedstawiajacy za-
leznosci losowe réznych zmiennych losowych, opisujacych proces obstugi
zgtoszen w systemie obstugi przedstawionym na rys. 1.4 (podane relacje po-
zostaja w mocy réwnioz dla wielokanatowych stanowisk obstugi). Cytowana
praca zawiera tez interesujace wywody dotyczace mozliwosci wnioskowania o
sposobie obstugi zgtoszenia w wezle Y2 (z wielokanatowym stanowiskiem ob-
stugi), przy réznym poziomie informacji o historii pobytu zgloszenia w
jednokanatowym wezle Y.,.

Wspomniane zaleznosci losowa tdumacza podany wyzej fakt, za réwnowazny
wieloetapowemu systemowi obstugi przedstawionemu na rys. 1.3 system typu
M/G/1 (w ktérym na caas obstugi sktadalby sie csas obstugi na stanowisku
i&l, czas oczekiwania w buforze S2 oraz czas obBtugi na stanowisku 7).
cechowatby sig czasami obstugi nie bedacymi niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o jednakowych rozktadach.

Przechodzac do oméwienia bardziej z4ozonych sieci stanowisk obstugi
nalezy podkresli¢, iz analityczne okreslenie rozkdadu prawdopodobienstw
poszczegélnych stanéw sieci jest mozliwe w zasadzie wydacznie tam, gdzie
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Rys. 1.5. Schemat zaleznosci losowych réznych charakterystyk systemu ob-
stugi przedstawionego na rys. 1.4 (wg [KRAM 75J)

- czasy obstugi, oczekiwania i pobytu zgltoszen w YA, x™ w~ licz-
ba zgloszen, ktdére zastaje zgloszenie testowe, xj c - liczba zgloszen po-
zostawiona przez zgtoszenie testowe w chwili opuszczenia wezka Y.,, s -
sekwencja chwil zakonczenia obstugi w wezle Y1 przez zgloszenia obstugi-

wane przed zgltoszeniem testowym

prawdopodobienstwa te maja specyficzng, tak zwanag iloczynowag postaé typu:

AN(N.NeeeeefM5 7 *t1EFL)2FEF2) 1.2.2)
gdzies
regulaminach obstugi oraz réznych od wykdadniczego rozktadach czaséw ob-
stugi stan wezta nie daje sie z reguty scharakteryzowaé¢ wydgcznie przez
podanie liczby zgtoszeh znajdujacych sie w danym wezle; - funkcje,
ktérych dziedzing sg wektory stanu, natomiast K jest stala normalizacyjng.

Korzystajac z oméwionych wczesniej whkasnosci strumieni wyjsSciowych moz-
na wprost stwierdzi¢, ze w systemach wieloetapowych, a takze w sieciach
acyklicznych, ztozonych wydgacznie ze stanowisk charakteryzujacych sie
wkasnosciag 11--XK, w ktérych wszystkie Zzrédia generuja Eoissonowskie stru-
mienie zgloszen, roéwniez wszystkie strumienie zgloszehn wewngtrz sieci s3
niezaleznymi losowo strumieniami Poissona, o ile tylko dla kazdego stano-
wiska obstugi, rozpatrywanego oddzielnie, spedniony jest warunek stabil-

- wektory stanu poszczeg6lnych wezdow, " jako ze przy zdozonych

nosci .
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Wynika stad wprost niezaleznosc¢
wos¢ uzyskania rozwiazan o postaci
Bardziej zH#ozona jest natomiast

stanowisk obstugi .
wa¢ uktad réwnan

stanéw poszczegblnychwezddéw i mozli-
iloczynowej .

sieci
1.2 mozna sformuto-

sytuacja w przypadkudowolnych
Postugujac sie oznaczenia»! z rys.

M

+17Ljejpji-
3-1

fa =" poi .2.3)

okreslajacy, dla sieci otwartej, intensywnos¢,}. strumieni zgloszen w we-
zkach Y», 1 * 1,2,... M albo, dla sieci zamknietej, wzgledne czestosci po-
bytu zgtoszeh w wezdach Yi 5 nie mozna natomiast bezposrednio okresli¢ cha-
rakteru tych strumieni.

Jackson [JACK 57j wykazat, ze roéwniez w przypadku dowolnej struktury
potaczen w sieci otwartej ze stanowiskami typu M/M/n obowigzuje iloczyno-

wa posta¢ rozwigzan (pod warunkiem zapewnienia stabilnosci kazdego ze sta-
nowisk) .

3trumien recyrkulacji

4-p
hJoo X

---------- re=TTl—- P

strumien strumien

naptyuojacy  Hejiciony

Rys. 1.6.

strumien strumien

uyjidouy  nyplynajacy

Schemat systemu masowej obstugi ze sprzezeniem zwrotnym

BAY* /<t *

Whasnos¢ ta jest zaskakujaca w sSwietle wynikéw badan wkasnosci
mieni wewnetrznych w takiej sieci. 1 tak w pracy (Z.ABE 79A]
sty system przedstawiony na rya. 1.6 wykazano, ze aczkolwiek strumienie
naptywajacy i wyptywajacy sa strumieniami Poissona, to jednak strumien
wejsciowy oraz strumien wyjsciowy charakteryzuja sie hiperwykdadniczymi
rozktadami odstepéw miedzy zgtoszeniami. Co wiecej, wykazano, ze zardéwno
strumien wyjsciowy [POLE 77], jak i strumien recyrkulacji [LABE 79B] nie
sa strumieniami odnowien.

W [BEUT 78] , [MELA 79] wykazano, iz w sieci stanowisk obstugi
M/M/n wydgcznie strumienie zgloszenh opuszczajacych siec oraz
nie zawierajace zgtoszen "recyrkulujacych' sa strumieniami

stru-
badajac pro-

typu
strumienie
Poissona, @0

dowodzi, iz taka whkasnie posta¢ strumieni wewnetrznych w sieci nie jest
warunkiem konieczny* iloczynowej postaci rozwigzan.
Z kolei w [JACK 63], [GORD 67] wykazano, iz iloczynowg postaciarozwiazan

charakteryzuja sie rowniez zamkniete sieci stanowisk obstugi typu M/M/n.
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W ostatnim dziesiecioleciu wiele wysitku poswiecono na okreslenie: wa-
runkéw, przy ktérych mozliwe jest uzyskanie iloczynowej postmoi
w sieciach stanowisk obstugi, whkasnosci tych rozwigzan oraz metod

rozwigzan
efek-
tywnego ich uzyskiwania.

Szczego6lnie istotne bydy préby rozbudowy rodziny dopuszczalnych regu-
laminéw obstugi, rozkdtadéw czaséw obstugi oraz podziatu zgloszen na klasy,
co znacznie rozszerzyto klase modelowanych regut przepdywu zgtoszen. Wy-
mieni¢ tu nalezy prace [BASK 75] , gdzie udowodniono iloczynowa postac roz-
wigzan dla sieci otwartych, zamknietych oraz mieszanych (tj. otwartych
dla pewnych klas zgtoszeh i zamknietych dla innych) z weztami typu */KN/<>
«/Kj/V/™yPS,  /K-~/1/~YPLIPO oraz /W1/0”PIFO (to ostatnie z mocg stanowi-
ska obstugi zalezng od liczby zghitf'zen w wezle, a wiec mozna w ten spoadb
modelowaé¢ tez przypadek wielokanatowy). Autorzy zatozyli, iz zgloszenia
naptywaja strumieniami Poissona i nalezg do réznych kima. Marszruty zgto-
szen w sieci okreslone sg przez zadanie prawdopodobieristw p.~ N tego, ze
zgtoszenie klasy i po zakonczeniu obstugi ns stanowisku” przejdzie do we-
zka Y, jako zgloszenie klasy k. Model ten nosi od nazwisk autoréw nazwe
modelu BCMP (bardzo podobne systemy rozpatrywano taz w [IILL 75], niewiel-
kie dalsze uogélnienia mozna znalezé w [kELL 76], [BARB 76]).-

Analiza warunkéw zapewniajacych iloczynowa posta¢ rozwigzan®doprowadzita
do szeregu fundamentalnych wynikéw.

W szczegblnosci wykazano w [MUIT 72], Zze ceche te posiadaja wszystkie
sieci ztozone wylgcznie ze stanowisk obstugi po8iadaj acych wkasnos¢ H-H,
a wiec tym bardziej ztozone ze stanowisk obstugi cechujacych sie réwnowa-

ga lokalng.
W [CHAM 77] wykazano, ze réwnowaga lokalna w odniesieniu do kazdego
stanowiska obstugi jest warunkiem koniecznym iloczynowej postaci rozwig-

zan, co wiecej w przypadku kazdego Stanowiska o rozktadzie czaséw obstugi
réznym od wyktadniczego warunkiem koniecznym jest tez réwnowaga
ska. Wyklucza to mozliwo$¢ uzyskania iloczynowej postaci
zatozeniu regulaminéw obstugi nie zapewniajacych réwnowagi stanowiska, a
wiec miedzy innymi regulaminu naturalnego czy tez regulaminéw prioryteto-
wych przy réznych od wyktadniczego rozkdadach czaséw obstugi.
Spostrzezenie, iz w znanych sieciach posiadajacych iloczynowg postac
rozwigzan, w chwilach zakonczenia obstugi zgloszenia rozkdad prawdopodo-
bienstwa liczby zgtoszen obecnych w opuszczonym przez nie wezle jest iden-
tyczny z rozktadem stacjonarnym (dla sieci otwartych, natomiast identycz-
ny z rozkdtadem stacjonarnym przy zmniejszonej o jedno liczbie zgtoszen
dla sieci zamknietych) doprowadzid4o do wysuniecia hipotezy (PUJO 80B], iz
taka ceoha jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym iloczynowej postaci

stanowi-
rozwigzan przy

rozwigzan.
Z drugiej «trony w [LABE 79A] wykazano, iz w dowolnej

stanowisk obstugi typu M/M/n rozkdady odstepdéw czasu

otwartej sieci
pomiedzy chwilami
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rozpoczynania obstug oraz rozktady odstepéw czasu pomiedzy chwilami za-
konczenia obstug sag identyczne.

W odniesieniu, do systemu z rys. 1.6 mozna nawet wykaza¢, Zze procesy >'ej-
Scia 1 wyjscia ogloszen sg jednakowe i niezalezne.

Sugeruje sie [LABii 79A] , [PUJO 80B] , iz by¢ moze posiadanie tej whkas-
nosci jest poszukiwanym warunkiem istnienia iloczynowej postac¢ rezwigzan.
Sformutowanie warunku koniecznego i wystarczajacego jest +tu jak ricia¢
sprawg otwarta.

Relacje pomiedzy réznymi whasnosSciami wezkdéw sieci stanowisk obstugi
a istnienie! iloczynowej postaci rozwigzan ilustruje schemat przedstawio-
ny na rys. 1.7.

Rozpatrzmy niektdére wkasnosci charakterystyczne dla wszystkich uzyska-
nych rozwigzan o postaci iloczynowej. Otéz, co wskazano np. w rozwigza-
niach modelu BCMP, #aczny rozkded prawdopodobienstwa liczby zgtossenw po-
szczegb6lnych wezdach w sieci otwartej aa posta¢ analogiczna do (1.2.1):

K X2,...%) » (XDP2 Y ... i a.2.4-

gdzie prawdopodobienstwa Pj,(x") wyznaczone sg zgodnie z zaleznosciami oO-
bowigzujacymi w systemie M/M/1, jesSli wezet zawiera  stanowisko obstugi
rézne od M/G/~ lub tez zgodnie z zaleznos$ciami obowigzujacymi Ww syste-
mie M/G/oo ; przy zatozeniu, iz strumien zgloszenw takim izolowanym syste-
mie jednostanowiskowym jest strumieniem Poissona 0 intensywnosci wy-
znaczonej z uk#adu réwnan (1.2.3).

Tak wiec w systemach otwartych (oddzielnie mozna wykaza¢, iz dotyczy
to réwniez systeméw zamknietych) dla okreslenia rozk#adu zgtoszenh w sy-
stemie istotne sg jedynie wartosci oczekiwane czaséw obsktugi a nie ich
rozktady! f
Ta whkasnos¢ niewrazliwosci rozwigzan o postaci iloczynowej na posta¢ roz-
k#adu zostata udowodniona, przy bardzo ogélnych zatozeniach, w pracach
[SCHA 78] oraz [STOY 78].

W przypadku analizy sieci zamknietych ukdad réwnan (1.2.3) staje sie

nieoznaczony i powaznym zagadnieniem staje sie wyznaczenie stalej norma-
lizacyjnej Kw (1.2.2).
Ze wzgledu na bardzo duzg liczbe stanéw niemozliwe jest wyznaczenie tej
statej wprost z definicji jako odwrotnosci sumy prawdopodobienstw wszyst-
kich mozliwych stanéw sieci. Efektywne algorytmy wyznaczenia stalej nor-
malizacyjnej byty przedmiotem wielu prac (fIUZE 73], [REIS 75a], [REIS 76],
[REIS 777] , [BAlIB 77], [BRUE 78], ktérych oméwienie oraz ujednolicona cha-
rakterystyke zawiera [ZAHO 79] .

Ze wzgledu na fakt, iz nawet uzycie tych algorytméw moze prowadzi¢ do
pewnych trudnosci numerycznych (doktadno$é¢, zakres liczb zmiennoprzecin-
kowych) atrakcyjna wydaje sie, przedstawiona w [REIS 78a] , [REIS 78fi] me-
toda, pozwalajgca na bezposrednie wyznaczanie charakterystyk zaakniftych
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sieci stanowisk obstugi przy uzyciu, wydgcznie intensywnosci strumieni
zgtoszen oraz Srednich diugosci kolejek.

Tak wiec, $cista analiza konwencjonglnych sieci -stanowisk obstugi jest
mozliwa przy stosunkowo ogdlnych zatozeniach, ni® odzwierciedlajacych jed-

nak w pedni realiow wielu modelowanych systeméw (szczegdlnie czesto akcen-

tuje sie brak mozliwosci uwzglednienia réznych od wykdadniczego rozktaddéw
czaséw obstugi przy naturalnym regulaminie obstugi). Stad w ostatnich la-
tach mozna zauwazy¢ burzliwy rozwdj przyblizonych metod analizy, ktoére
moga by¢ stosowane dla dowolnych sieci stanowisk obstugi.

Metody te - aczkolwiek na pozdr bardzo réznorodne - sprowadzaja sie w o-
gélnym zarysie do rozdzielenia rozpatrywanej sieci stanowisk obstugi na
pewne oddzielnie rozpatrywane fragmenty (podsystemy).

Przyjmowane sa natomiast rézne zatozenia upraszczajace odnosnie spo-
sobu opisu poszczegdlnych podsysteméw (hp. modelujac je w uproszczenia ja-
ko systemy jednostanowiskowe), a takze odnosnie opisu *aczacych je stru-
mieni zgtoszen (np. przyblizajac je strumienisai odnowien).

Prébe zestawienia zatozen przyjmowanych w opublikowanych metodach przy-
blizonych podjeto w pracy [TRIP 79], charakteryzujac kazda z nich przez
podanie:

a) przyjmowanej charakterystyki rozkdadéw czaséw obstugi w wezdach,

b) przyjmowanej charakterystyki strumieni 4aczacych podsysteay,

c) zatozonej postaci modeli podsystemu i sposobu jego analizy,

d) sposobu daczenia rozwigzan poszczegdlnych podsystemow,
co prowadzi do zaczerpnietej z cytowanej pracy tabeli 1.5.

Ostatnio w jpuUJO 79*] opublikowano jeszcze jedng propozycje odnosni«
przyblizonej analizy sieci otwartych, polegajaca na przedstawieniu rozpa-
trywanej aieci w postaci acyklicznej sieci odpowiednio dobranych podsy-
steméw - co w niektérych przypadkach jest mozliwe.

Nalezy podkresli¢, ze w zaleznosci od tego czy rozpatrywana sia¢ jest
otwarta, czy zamknieta, konieczne jest rozpatrzenie jednego z nastepuja-
cych probleméw:

i) w przypadku sieci otwartej konieczne jest upewnienie sie co do jaj
stabilnosci. W tym celu rozwiazuje sie ukdad réwnan 1.2.3 (w Kktérym
wystepuja jedynie intensywnosci strumieni zgltoszen bez wzgledu na ich
charakterystyke) przyjmujac, iz warunkiem wystarczajacym stabilnosci
jest, aby intensywnos¢ strumienia zgtoszen N zapewniata stabilnosc¢
wezta zgodnie z zaleznoscig (1il.14), tj. aby zachodzito:

Aj o i-1.2 M, (1.2.5)

Przedmiotem oddzielnych rozwazan [LOYN 64] byty systemy wieloetapowe
z jednokanatowymi stanowiskami obstugi, w odniesieniu do ktérych dowie-
dziono stabilnosci réwniez w przypadku regularnego strumienia zgtoszen
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Tabela 1.5

Zestawienie zatozeh przyjmowanych w réznych metodach przyblizanych
(wedtug [TRIP 79]1)

Metoda przyblizona oparta na analogii twierdzenia Nortona [SAUE 75]

a) Wartos¢ oczekiwana i wspétczynnik zmiennosci rozkdadu
b) Stramien Poissona z intensywnoscia zalezng od obciazenia
c) Dowolne podsystemy;

d) Wxgliza réwnowagi globalnej z wezkami odwzorowujacymi przeptywy

Metoda przyblizona oparta na analogii twierdzenia Hortona [SEVC 77]

a) Wartos¢ oczekiwana i wspotczynnik zmiennosci rozkdadu
b) Wartos¢ oczekiwanai wspétczynnik zmiennosSci rozkfadu _
c) Dowolne podsystemy}przyblizenie strukturg o rozwigzaniu iloczyno-

dy Khatiza réwnowagi globalnej z wezdami odwzorowujacymi przeptywy

Metoda iterocyjna [CHAH 75b]

a) Wartos$¢ oczekiwana _ . . o

b) Strumien Poissona_z intensywnoscig zalezng od_obcigzenia

c) Pojedyncze stanowiska; przyblizenie rozwigzaniami modelu M/G/1/L
d) Iteracyjne dopasowanie dla speknienia przyjetych niezmiennikoéw

Metoda rozszerzonej postaci iloczynowej [SHUM 76]
a) Wartos¢ oczekiwana i wspotczynnik zmiennosci rozkdadu

b) Strumien_ Poiaaona
ofegyncze stanowiska; przyblizenie rozwigzaniami modelu M/G/1/L

d) Posta¢ iloczynowa, stata normalizacyjna wyznaczona przy uzyciu
iteracyjnego algorytmu uwzgledniajgcego ograniczenie na przeptywy

Metoda aproksymacji dyfuzyjnej [REIS 74]

a) Wartos¢ oczekiwana i wspotczynnik zmiennosci rozkdadu
b) Wartos¢ oczekiwana i wspétczynnik zmiennosci rozktadu
c) Pojedyncze stanowiska; rozwigzanie przyblizone modelu G/G/1 metoda

aproksymacji dyfuzyjnej _ R ~
d) Postac” 1loczyndowa rozwigzania ze stala normalizacyjna
Metoda aproksymacji Kuhna [KUHH 76]

a) Wartos¢ oczekiwana i wspodczynnik zmiennosci rozkdadu
b) Wartos¢ oczekiwana i wspotczynnik zmiennosci rozkdadu
c) Pojedyncze stanowiska; rozwigzanie przyblizone modelu G/G/1 metoda

numeryczng _ } 3
d) BezpoSrednio - dotyczy wykacznie systeméw otwartych
Metoda Hariego [MARI 78]

a) Rozkdad prawie dowoln L . S
b) Strumien Poissona z intensywnoscia zalezng od obcigzenia

c) Dowolne podsystemy; rozwigzanie przyblizone metoda numeryczng
d) Iteracyjny algorytm dla speknienia przyjetych niezmiennikow

(nadchodzacych co tQ jednostek czasu), przy ograniczonych czasach obstugi

na k pierwszych stanowiskach obstugi k M (tzn,. istnieje takie Ofy zZe

BMofj) mti, j = 1,2,...,k), jesli < tb dlaj » 1,2,...,k oraz spet-

niona jest zalezno$¢ (1.2.5) dla pozostatych stanowisk obstugi,

ii) w przypadku sieci zamknietej stabilnosS¢ jest oczywiscie zapewniona za-
wsze, jesli tylko wszystkie czasy obstugi zgtoszen maja skoriczone war-

przyblizenie strukturao rozwigzaniuiloczyno-



tosci Srednio. Pojawia sie natomiast zagadnienia normalizacji uzyska-
nych rozwigzan, czyli méwiac precyzyjniej, zagadnienie wyznaczenia
rzeczywistych intensywnosci strumieni zgtoszen a nie tylko proporcji
miedzy nimi, do czego ogranicza sie - w odniesieniu do systeméw zam-
knietych - sens nieoznaczonego ukdadu réwnan 1.3.3. W tym celu mogg
by¢ uzyte badZz metody identyczne, jaK w przypadku rozwigzan o postaci
iloczynowej, badz tc metody iteracyjnego dopasowywania rozwigzan.

Wada wiekszosci przyblizonych metod analizy sieci stanowisk obstugi
jest brak mozliwosci okreslenia popednionego btedu na drodze teoretycznej,
Stad tez przeprowadza sie zwykle’testy metody na pewnych przykdadach uzna-
nych za reprezentatywne i probuje ekstrapolowa¢ wyniki tych testéw réw-
niez na inne przypadki. Poniewaz taka, niczym glebiej nie uzasadniona,
ekstrapolacja moze byc¢ niebezpieczna w skutkach, z zasady przy stosowaniu
metod przyblizonych do konkretnych systeméw poréwnuje sie uzyskane wyniki

(przynajmniej w kilku punktach) z wynikami modelowania cyfrowego.

Dla utatwienia analizy sieci stanowisk obstugi metodami Scistymi oraz
przyblizonymi, a takze przy uzyciu modelowania cyfrowego,opracowywane by-
4y w ostatnich latach w wielu osrodkach pakiety programéw umozliwiajace
zdefiniowanie struktury oraz parametréw rozpatrywanej sieci, wybor metody
jej badania, sprawdzenie czy spednione sg zatozenia wymagane dla tej me-
tody, przeprowadzenie analizy oraz wyemitowanie jej wynikéw w pewnych
standaryzowanych formatach [REIS 78C],

Najbardziej rozwinietymi sposrdéd takich pakietéw sg QNAP [mERL 78],

opracowany w instytucie IKRIA (Francja) i RESQ [REIS 75Aj, [REIS 75B],
[SAUE 77”~, opracowany przez osrodek badawczy IBM.
W literaturze mozna tez znalez¢ informacje o skromniejszych, jesli chodzi
o zakres funkcjonalny, pakietach QSOLVE [ZAHO 77] Uniwersytetu w Toronto,
SNAP [KRZE 77] Uniwersytetu w Stellenbosch, oraz ASQ [KELL 74] Uniwersy-
tetu w Austin.

W odniesieniu do pojedynczych stanowisk obstugi wspominalismy p pew-
nych, najczesciej formutowanych zadaniach optymalizacji, ktérych rozwig-
zanie prowadzito do wyboru regulaminu obstugi - jedynej cechy systemu, na
ktorg zwykle mozna oddziaktywa¢ (w rozdziale 11 oméwimy celowo$¢ oddziaty-
wania na zroddo zgltoszen w odniesieniu do systemdéw z czasem obsktugi za-
leznym od czasu oczekiwania).

W sieciach stanowisk obstugi mozna z reguty oddziakywacé na znacznie
wieksza liczbe parametréw, np. na rozdziat #gcznej mocy pomiedzy poszcze-
goélne stanowiska obstugi, marszrute zgloszen w sieci oraz oczywiscie re-
gulaminy obstugi. Jak dot™d nie opracowano jednak zadnych ogdélnych regut
w tym zakresie, z wyjatkiem przypadku systemow wieloetapowych, ktdrym po-
Swiecimy wiecej uwagi w rozdziale IV.

1.22. Niekonwencjonalne stanowis

ob34+ugi

Jako niekonwencjonalne okresla¢ bedziemy takie sieci stanowisk obstugi,
p ktorych badz niektére stanowiska nie spedniajg zatozen w definicji kon-
wencjonalnych stanowask obstugi, badZz tez narzucone sg pewne dodatkowe o-
graniczenia na sposob funkcjonowania sieci (np. sie¢ otwarta z ograniczo-
ng aaka.ymalng liczba zgloszen, ktére moga sie znajdowaé w sieci, uzalez-
nienie losowe dziatania réznych stanowisk obstugi).

Charakteryzujac sieci stanowisk obstugi posiadajgce iloczynowg postacé
rozwigzan zaznaczylismy mozliwos¢ uwzglednienia modyfikacji, polegajacych
na dopuszczeniu zaleznosci czasu obstugi od liczby zgtoszen w wezle typu
«/M/1 oraz dopuszczeniu zaleznosci intensywnosci strumieni zgloszen (jes-
li sg to strumienie Poissona) od liczby zgtoszen w sieci. Wspomnielismy
tez o pewnych, specyficznych niekonwencjonalnych stanowiskach obstugi (p-
ze stratami zgloszen), posiadajacych wkasnos¢ M — M, a wiec mogacych byé
elementami sieci o iloczynowej postaci rozwigzan.

Z nielicznymi dalszymi wyjatkami, ktore zostang oméwione nieco pézniej,
odstepstwo od zatozeh okreslajacych sie¢ konwencjonalnych stanowisk ob-
stugi przekresla mozliwos¢ uzyskania rozwigzan analitycznych.

Moga natomiast by¢ stosowane w odniesieniu do takich systeméw metody
przyblizone, oméwione wyzej, z tym tylko, ze rozpatrzenia wymaga w kazdym
przypadku indywidualnie stabilnos¢ sieci (mozna przy tym postugiwac sie,
w odniesieniu do poszczegdlnych stanowisk warunkami stabilnosci podanymi
w punkcie 1.1), a takze doktadnos¢ zastosowanej metody.-

Ze wzgledu na znaczenie praktyczne takich modeli podejmowane prace,
majace na celu rozwdj metod analizy oraz badanie wkasnosci niekonwencjo-
nalnych sieci stanowisk obstugi, obejmowaty giéwnie rézne warianty sieci
z uzaleznionymi losowo czasami obstugi w réznych wezdach oraz sieci z o-
graniczong maksymalng liczba zgloszen. Scharakteryzujemy najwazniejsze kie-
runki 1 wyniki tych prac.

a) Sieci stanowisk obstugi z uzaleznionymi losowo czaBaml obstugi w réz-
nych weztach 1

i) Wieloetapowe systemy obstugi z zaleznymi losowo czasami obstugi

W pracy [KLEIl 64] , rozpatrujac modele systeméw telekomunikacyjnych mo-
delowanych jako sieci stanowisk obstugi zwrécono uwage, iz czasy transmi-
sji pojedynczego komunikatu (pakietu danych) przez rézne fragmenty sieci
sg zalezne losowo (zwykle proporcjonalne). Z tego wzgledu konieczne stato
sie zbadanie czy i na ile odstepstwo od zatozen niezaleznosci czasoéw ob-
stugi w poszczegdlnych wezkac{i utrudnia wykorzystanie teorii sieci kon-
wencjonalnych stanowisk obstugi dla modelowania ukdadéw komunikacyjnych.

Przy uzyciu modelowania cyfrowego stwierdzono, ze w przypadku gty prze,
pojedyncze dacze transmitowane sg komunikaty, ktérych marszruty tylko na
tym jednym daczu sa identyczne, wéwczas mozliwe jest zaakceptowanie zako-
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zenig o niezaleznosci, co mozna uzasadni¢ faktem obstugiwania '"mieszanki’
zgtoszen o.czasach obstugi skorelowanych z réznymi wczesniejszymi proce-
sami obstugi, na réznych stanowiskach. Jesli natomiast fragment sieci ko-
munikacyjnej ma charakter wieloetapowego systemu obstugi, w ktérym ciag
komunikatéw przechodzi kolejno pr*ez te same 4acza, wéwczas skutki zalez-
nosci losowej czaséw transmisji sg istotne.

Réwnoczesnie jednak autor podkreslid, iz nawet w najprostszym przypad-
ku systeméw dwuetapowych, pojedynczych nie byt w stanie uzyskac¢ rozwigzan
analitycznych i wskazat trudnosci pojawiajace sie przy prébach analizy.
Zupednie oczywiste jest tez wystepowanie zaleznosci czaséw obstugi zgho-
szen w réoznych weztach sieci w przypadku dyskretnych proceséw produkcyj-
nych.

Dopiero w ciagu kilku ostatnich lat udato sie uzyska¢ pewne wyniki Vv
zakresie analizy takich systemoéw.

Rozpatrujgc sieci stanowisk obstugi posiadajgce iloczynowg postac¢ roz-
wigzan, przy stosunkowo ogdlnych ««tozeniach odno$nie marszruty zgto-
szen, w [kelli 76] wskazano, iz obejmuja one réwniez przypadek identycz-
nych czaséw obstugi zgloszen we wszystkich wezdach sieci przy stosowaniu
regulaminu z podziatem procesora (PS), ktdéry w odniesieniu do transmisji
danych (a tym bardziej proceséw produkcyjnych), wydaje sie mato reali-
styczny.

W [BOXM 78a] rozpatrywano dwuetapowy, pojedynczy system obstugi ze
zgtoszeniami naptywajacymi strumieniem Poissona o intensywnosci i iden-
tycznymi czasami obstugi zgtoszen na obu etapach (charakteryzujacymi sie
dowolnym rozk#adem o dystrybuancie B(x)). Czasy obstugi kolejnych zgto-
szen uwazano przy tym za niezalezne zmienne losowe.

Udowodniono, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgacym na to, by liczba
Zgtoszen obstuzonych w okresie czynnym byka skoriczona (z prawdopodobien-
stwem réwnym jednosci) jeat %E(b) 1, przy czym nieréwnos¢ ostra zapew"-
nia réwniez skonczong wartos¢ oczekiwang czasow miedzy kolejnymi chwilami
rozpoczecia okreséw bezczynnych, a wiec stabilno$¢ systemu.

Podano tez zaleznosci pozwalajgce na wyznaczenie rozkdaddw czaséw ocze-
kiwania w obu buforach oraz czasu pobytu zgtoszenia w drugim wezle, kto-
rych praktyczne stosowanie wydaje sie jednak by¢ dosy¢ skomplikowane.

Czes¢ druga cytowanej pracy zawiera wyniki obliczen numerycznych cha-
rakteryzujacych rozpatrywany system. W szczegd6lnosci stwierdzono, izw po-
réwnaniu z analogicznym konwencjonalnym systemem dwuetapowym istotnemu ob-
nizeniu - z wyjatkiem pewnych nieregulamosci przy matym obciazeniu - u-
lega wartos¢ Srednia (oraz jeszcze silniej wariancja) czasu pobytu zgto-
szeh w drugim wezle, podczas gdy charakterystyki przebiegu obstugi w wez-
le pierwszym pozostaja naturalnie bez zmian. Prawidtowos¢ te ilustruje
tabela 1.6*
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Tabela 1.6

na odu etapa”

Stopien wykorzystania V(d)UwbrozpatrywanyBOsystemieddo®anslogicznych

stanowisk obstugi

XE(b)
Ed) /EK (d) V(d)/Vk ()
1.05
01 - 0.22
0-75 0% 0-0006
0.99 0.09

W pracach [CALO 77] oraz [CALO 78] rozpatrywano ogélniejszy przypauo*
wieloetapowych, pojedynczych systemédw obstugi, przy zatozeniu proporcjo-

nalnosci czaséw obstugi na poszczegélnych etapach

@-2.6)

Przy zatozeniu, iz bufor S1 nigdy nie jest pusty oraz , 1=1,2, . .. ,M-1,
podeno warunek stabilnosci (przytoczony w odniesieniu do systemu dwueta-
powego z interpretacja pierwszego wezte jako Zrédia zgloszen jako zalez-
nos¢ (1.1.22)) sprowadzejacy sie do wymaganie, aby czasy obstugi byty o-
graniczone. W tym przypadku zachodzi tez réwnos¢ czasow oczekiwania zgho-
szen we wszystkich buforach z wyjatkiem pierwszego.

»j - i -0,1,-... J=2,3,...,M. @.2.7

Natomiast zaktadajac dowolny strumien zgtoszenh orez dowolne rozktady cza-

sow obstugi mozna wykazaé, ze

@238)

Rozpatrzmy obecnie przypadek ogélniejszy proporcjonalnych (a nie jak po-
przednio identycznych) czaséw obstugi zgltoszen w kolejnych wezkach

1.2.9
- = J “1.2.... M5 ¢ )

kiedy to, przy nigdy nie pustym buforze S1 mamy*

=oelt2» 1, 1=2,3, (1.2. 10)
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Uozne tez wykaza¢, ze jesSli zachodzi:

ip», 500, ipk -ofQ dla k =2,3,...,M-1{

to wéwczas, przy dowolnym strumieniu zgtoszen i dowolnych rozkdadach cza-
séw obstugi, nieréwnos¢ (1.2.8) pozostaje w mocy.

Powyzej odwotywalismy sie do przypadkéw, gdy rozpatrywany system wielo-
etapowy cechowat sie nigdy nie pustym buforem Taki system bedziemy na-
zywa¢ systemem nasyconym. Charakter systemu nasyconego ma wiele rzeczywi-
stych proceséw, np. dyskretne procesy produkcyjne, dla ktdérych elementy
pobierane sa z magazynu zaopatrywanego whkasciwie, tj. t8k, aby nie zacho-
dzida potrzeba zatrzymania produkcji z braku elementéw.

Zauwazmy jeszcze, ze dwuetapowy, pojedynczy system nasycony jest iden-
tyczny z systemem jednokanatowym.

Przedmiotem przedstawionych w [CHOO 80] rozwazan bydy dwuetapowe, po-
jJedyncze systemy obstugi ze zgtoszeniami naptywajacymi strumieniem Pois-
eona, w ktérym zalezno$¢ czaadéw obstugi w obu wezkach okresla rozkkad dwu-
wymiarowy typu (1.1.24).

Autorzy podali metode pozwalajaca na numeryczne wyznaczanie charakte-

rystyk rozpatrywanego systemu, ktérego whkasnosci ilustruje tabela 1.3b
(e oznacza wspotczynnik korelacji czaséw obstugi).
Dodatnie skorelowanie czaséw obstugi wpdywa na zmniejszenie wartosci

Sredniej (oraz wariancji) czasu oczekiwania w drugim wezle._Poréwnujac war-
tosci zestawione w wierszach a) i1 b) tabeli 1.3 widaé, ze zysk wynikajacy
ze skorelowania czaséw obstugi w rozpatrywanym systemie dwuetapowym jest
mniejszy anizeli miatoby to miejsce w przypadku, gdy bufor S1 nigdy nie
byt pusty, co odpowiada omawianemu w rozdziale 1.1 systemowi jednostano-
wiskowemu. Jest to naturalne, bowiem w tym drugim przypadku ze wzgledu ma
gwarantowang cigagtos¢ pracy stanowiska 3 skorelowanie jest w istocie
silniejsze.

W omawianej prscy wyznaczono tez charakterystyki
mu dwuetapowego, przy zatozeniu zerowej pojemnosci
(N2 =0).

Badanie wieloetapowych, pojedynczych systeméw obstugi z uzaleznionymi
losowo czasami obstugi, prowadzone przy uzyciu modelowania cyfrowego, przed-
stawiono w [iICTC 77] .

Przy 11 = 2, = <0 uzyskano wyniki zgodne z wyzej omawianymi (pod
wzgledem jakosciowym, wyrazne sa natomiast réznice wartosci Sredniego cza-
su oczekiwanie w drugim wezle). Zaktadajgc identycznos¢ czaséw obstugi na
poszczegblnych etapach autorzy stwierdzili tez, ze:

rozpatrywanego syste-
bufora posredniego

- przy U = 2 oraz N? m 0 Sredni czas oczekiwania w wezle drugim jest wie-
kszy anizeli w analogicznym syctemie z nieskorelowanymi czasami obstugi,

-przy M = 2 oraz Ng = 1 skorelowanie czas6w obstugi wpkywa na Sredni
czas oczekiwania negatywnie przy niskim stopniu wykorzystanis stanowi-
ska obstugi i pozytywnie przy wysokim stopniu wykorzystania,

- przy Ng = 00 oraz 2 ~25 stosunek wartosci Sredniej +acznego czasu
oczekiwania w rozpatrywanym systemie do tej wartosci w systemie bez za-
leznosci losowej czaséw obskugi jest unimodalng, posiadajaca minimum
funkcja liczby etapéw M. Potozenie minimum przesuwa sie w kierunku wyz-
szych wartosci M (i wartos¢ ilorazu maleje) ze wzrostem stopnia wy-
korzystania stanowiska obstugi .

Niemniej, np. przy” (&) = 0.7 juz dla M =5 wartos$¢ rozpatrywanego ilo-

razu przekracza 1. Wyniki symulacji sa przy tym 2zgodne (w odniesieniu

B* wartosci Srednich) z relacja (1.2.8), orzekajaca, iz czasy oczekiwa-

nia w kolejnych buforach sa uporzadkowane niemalejaco.

Jak dotad, brak podobnych prac w odniesieniu do sieci otwartych o bar-
dziej
ii) Zamkniete systemy obstugi z zaleznymi losowo czasami obstugi

Wptyw skorelowania czaséw obstugi badano réwniez w przypadku najprost-
szego strukturalnie wariantu zamknietej, ztozonej z dwéch jednoka-

natowych wezdéw, przez ktére kolejno
przechodzi ¥ zgtoszen (p8trz rys.
1.8)". Systenf taki moze reprezentowac
ns przyktad wariant zadania konser-
X . watora, w ktérym sposrod JP urzadzen
jedno pracuje (stanowisko ), a po-
zostate pozostajg w rezerwie. W przy-

ztozonej strukturze.

sieci

=

Rys. 1.8. Prosta, zamknieta sie¢ padku uszkodzenia (zakonczenie ob-
stanowisk obstugi z JV zgtosze- stugi na stanowisku 5C|) urzadzenie
niami

zajmuje miejsce w kolejce do naprawy
(odbywajacej sie na stanowisku Je).

W [SANK 77] mozna znalez¢ kilka szczegétowych modeli uwzgledniajacych
rézne rodzaje awarii urzadzen (oraz mozliwosci ich unikania przy odpowied-
niej eksploatacji) prowadzacych do losowego uzaleznienia czasu pracy urza-
dzenia oraz czaeu jego naprawy, wraz z wyznaczeniem stopnia skorelowania
tych czaséw.

Przedstawiony system zamknigety moze tez poatuzy¢ do modelowania syste-
méw wieloprogramowych [GAVE 73] , przy czym wskazywano na fakt uzaleznie-
nia losowego czaséw obstugi na jednym ze stanowisk [LEWI 73].

Analizie przedstawionego na rys. 1.8 systemu zamknietego, przy zatoze-
niu losowej niezaleznosci czaséow trwania kolejnych obstug na stanowisku

oraz skorelowania czaadéw obstugi kolejnych zgloszen na stanowisku X] t
poswiecono prace [JACO 78]. Przy zatozeniu, iz uzaleznienie rozpatrywa-
nych zmiennych losowych odp wiada relacjom (1.1.26), rozpatrzono anali-
tycznie przypadki P « 1,2, przy czym stwierdzono silny wpdyw przyjetego
skorelowania czaséw obstugi na charakterystyki systemu.
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Hiestety, przedstawione metoda prowadzi przy Jf>2 do uk#adu réwnan,
ktérego analityczne rozwiagzanie nie jest mozliwe. W cytowanej pracy za-
mieszczono wigc wyniki badan symulacyjnych rozpatrywanego systemu przy
JP= 5.

Obszerne rezultaty badan symulacyjnych identycznego systemu mozna zna-
lez¢ takze w pracy [MERL 78] .

Wpdyw skorelowania czaséw obstugi (na jednym ze stanowisk) na charak-
terystyki systemu zamknietego, aczkolwiek wyrazny, nie ma tsk jednoznacz-
nego charakteru jak w przypadku Bysteméw wieloetapowych i nie bedziemy
szczeg6towo charakteryzowac.

iil) Hierarchiczne systemy masowej obstugi

Szczegblng postacia zaleznosci losowej czaséow obstugi zgtoszen na réz-
nych stanowiskach obstugi jest wymaganie, aby w pewnych przypadkach zgho-
szenie bydo obstugiwane jednoczesnie na kilku stanowiskach obstugi.

Jest to typowa sytuacja, Jesli chodzi o przebieg proceséow obliczenio-
wych w maszynach cyfrowych, bowiem np. do wykonania programu niezbedne
jest zapewnienie dostepu zaréwno do pamieci operacyjnej, jak i do proce-
sora, podobnie dla dokonania transmisji z pamieci dyskowej konieczne jest
réwnoczesne przydzielenie whkasciwemu zadaniu zaréwno kanatu (obstugujace-
go kilka jednostek pamieci), jak i jednostki pamieci dyskowej (i to w mo-
mencie odpowiedniego ustawienia gtowic [SAUE 78]).

Systemy tej klasy sag, ogoélnie rzecz biorgc, poza zasiegiem dokdadnych
metod analitycznych i moga by¢ badane przy uzyciu modelowania cyfrowego
(np- struktura pakietu RESQ umozliwia rozpatrywanie tzw. rozszerzonych
sieci stanowisk obstugi, uwzgledniajacych mozliwosé obstugi zgloszenia
réwnoczesnie na tzw. aktywnym stanowisku obstugi oraz jednym [lub kilku
tzw. pasywnych stanowiskach obstugi) badz tez przy uzyciu metod przybli-
zonych.

W pracy CsAUE 78] oméwiono metode przyblizong, oparta na dekompozycji
systemu i zastosowano ja - Jak to wykazaty pordéwnania z wynikami modelo-
wania cyfrowego - z dobrym skutkiem do analizy przyktadowego systemu.

Bardziej wnikliwej analizy doczekaty sie wieloetapowe systemy hierar-
chiczne cechujace sie tym, iz zgloszenie ~ moze ubiega¢ sie o przydzie-
lenie kanatu obstugi etapu "i" tylko woéwczas, jesli posiadato ono przez
czas nie mniejszy anizeli br_1 (gdzie b&:“ czas obstugi na etapie "i-1")
po jednym kanale obstugi etapéw 1,2,...,i-1. Dopiero po zakohczeniu ob-
stugi na ostatnim etapie wszystkie zajete przez rozpatrywane zgtoszenie
kanaty obstugi zostaja zwolnione.

“Yyréoznia sie przy tym dwa podstawowe warianty zilustrowane w odniesie-
niu do systeméw dwuetapowych na rys. 1.9a, b. Sa to systemy z dedy-
kowanymi kanatami obstugi WWktorych na kazdym etapie okreslony jest Sci-
Sle kanat - lub podzbiér kanakdédw - przeznaczony do obstugi zgloszenia
pochodzacego z konkretnego zZréd¥a) oraz systemy z uniwersalnymi kanakami
obstugi -

Rys. 1.9. Dwuetapowe,
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Rozpatrywane przypadki ograniczaja sie W zasadzie w obu.wariantach, do
zgtoszen naptywajacych strumieniami Poiseona (badz zawsze niepuBtych bu-

foréw wejsSciowych) oraz wykdadniczych rozkdadéw czaséw obstugi.

W pracach [POST 78] , Q?0ST 79] , [POST 80] badano systemy z dedykowany-
mi kanatami obstugi. Przeanalizowano (czesciowo w sposéb przyblizony) sy-

stem dwu- oraz trzyetapowy z regulaminami naturalnymi na kazdym etapie.
Szczegblng uwage poswiecono®systemom wieloetapowym, w Kktorych obetugs
zgtoszen w ramach etapu drugiego i dalszych przebiegata wg regulaminu ob-
stugi z podziatem procesora.

Rozpatrywane byty réwniez - przy uzyciu metod pi yblizonych - systemy
dwuetapowe, dopuszczajace rezygnacje zgltoszenia z dalszej obstugi (po za-
konczeniu obstugi na pierwszym etapie - z prawdopodobieristwem®3C) badz tez

wymaganie ponownej obstugi (z prawdopodobienstwem®) przez zgloszenie, kio-

rego obstuga zostata zakonczona. 0gélny schemat takiego systemu przedsta-
wia rys. 1.9c.

Przypadek, w ktérym 0=0, byt przedmiotem pracy [WILL 747 (dopuszczono
dowolny rozkd#ad czasu obstugi zgloszen na pierwszym etapie), natomiast
przypadek, w ktérym k = 2, aem 0, analizowano w [PERR 81].

Zastosowane metody zostaty, w oparciu o poréwnanie z wynikami modelo-
wania cyfrowego, uznane za wystarczajgco doktadne.

Dwuetapowe systemy hierarchiczne z uniwersalnymi kanatami obstugi (rys.
1.8b) rozpatrywano w sposéb Scisty w jwiLE 73]. Dla liczby ktnatdéw pier-
wszego etapu obstugi k wiekszej od dwéch nie mozna uzysksé bezposrednich

rozwigzan, a przedstawiona metoda wymaga znalezienia pierwiastkéow wielo-
mianu stopnia p

15k +1 dla k parzystych

1.5k + 1.5 dla k nieparzystych

a nastepnie rozwigzania ukdadu réwnan liniowych o wymiarowosci
0.5 (k + 3).

W [wiLE 75] zaproponowano natomiast drugg metode analizy takich syste-
méw, oparta na wykorzyataniu transformacji Z, nie prowadzacg réwniez do
bezposrednich rozwigzan.

W [gwOZ 81] stwierdzono, iz zadnej z tych metod nie mozna uznaé za za-
dowalajaca, poniewaz pierwsza z nich, niezaleznie od ztozonosci oblicze-
niowej przy wiekszych wartosciach k, prowadzi do rozwigzywania ukdadu réw-
nan, ktdéry - szczegdélnie przy matej intensywnosoi strumienia zgloszehn -
jest stabo uwarunkowany. Stosowalno$¢ drugiej, nie nadajacej sie do im-
plementacji komputerowej, limituje duza pracochdonnos¢ przeksztakcen.
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W cytowanej pracy przedstawiono tez metode przyblizonej analizy takich
ayatanow (réwniez o wiekszej liczbie etapéw), ilustrujac na przyktadach
jej dok¥adnosc.
b) Sieci atahowisk obstugi z ograniczona maksymalna liczbg zgtoszen

Rozpatrujac otwarte sieci konwencjonalnych stanowisk obstugi przyjmo-
wano zatozenie o braku Jakichkolwiek ograniczen na pojemnos¢ buforéw w
poszczegélnych wezkach. W praktyce taka sytuacja zdarza sie niestety sto-
sunkowo rzadko.

Réwniez i sieci zamkniete, zaktadajace stala liczbe rozpatrywanych zgto-

szen, ale dopuszczajgce mozliwo$¢ zgromadzenia aie wszystkich tych zglo-

szen w jednym buforze, odzwierciedlaja bezposrednio jedynie whkasnosci pe-
wnej specyficznej grupy zadan.

W praktyce czesto konieczne jest modelowanie uk#adéw, w ktérych pojem-
nos$¢ buforéw w poszczegdélnych weztach sieci jest ograniczona (np. liczba
programéw mieszczacych sie w pamieci operacyjnej maszyny cyfrowej lub licz-
ba pakietéw mozliwych do zapamietania w procesorze komunikacyjnym sieci
komputerowej) badz tez takich w ktérych ograniczona (lecz niekoniecznie
stata) jest ogélna liczba zgtoszen krazacych w catej sieci, wzglednie wy-
dzielonych jej fragmentach (Jak to ma miejsce w niektdérych sieciach kom-
puterowych). Ograniczenia obu tych typéw moga tez wystepowaé dacznie.

Wprowadzenie ograniczen na liczbe zgltoszern akceptowanych przez wezed
sieci (lub jej fragment) wymaga zdefiniowanie sposobu postepowania w przy-
padku przepeknienie, tj. préby naruszenia ograniczenia, przez skierowanie
zgtoszenia do zapednionego bufora.

Wyréznimy nastepujace zasadnicze warianty reakcji na przepednienie!

- blokowanie: Zgtoszenie powodujace przepednienie pozostaje na stanowisku
obstugi (w zZrédle), z ktérego zostato wyemitowane, uniemozliwiajac mu
dalszg dziatelnos¢, tj. blokujac je (w przypadku gdy zgtoszenie powodu-
jJjace przepeknienie naptyneto z wielokanatowego stanowiska obstugi za-
blokowaniu ulega tylko Jeden kanat).

- blokowanie prewencyjne; W przypadku zapednienia bufora zgtoszen naste-
puje zatrzymanie pracy stanowisk obatugi, ktére obstuguja zghloszenie kie-
rowane z dodatnim prawdopodobieristwem do zapednionego bufora (tzw. blo-
kowanie selektywne), wzglednie zatrzymanie pracy wszystkich stanowiak
obstugi (tzw. blokowanie globalne).

- stratyi Zgtoszenie powodujace przepelnienie jest bezpowrotnie tracone
(wariant dopuszczalny tylko w eieci otwartej).

- rezygnacje: Zgtoszenie powodujace przepednienie rezygnuje z obstugi w

niedostepnym wezle (uzyskuje bez czekania w kolejce obstuge o zerowym

czasie trwania), a nastepnie kieruje sie dalej, zgodnie z obowigzujaca

w sieci marszruta.

powtarzanie obstugi: Zgtoszenie powodujace przepednienie poddawane Jest

ponownej obstudze na stanowisku obstugi, ktéore wkasnie opuscito (lokal-
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ne powtarzanie obstugi) badZ tez poddawane jest od poczatku obstudze *
catej sieci (globalne powtarzanie obstugi - wariant dopuszczalny tylko
w sieci otwartej).

Scharakteryzujemy obecnie te nieliczne przypadki, w ktérych mozliws
jest Scista analiza sieci stanowisk obstugi z ograniczong liczbg zgloszen
oraz omowimy pewne og6lne twierdzenie pozwalajgce wnioskowa¢ o wydajnosci
oraz stabilnosci takich systemoéw.

i) Przypadki charakteryzujace sie iloczynowa postacia rozwiazan

W pracy [LAMS 77] wprowadzono pojecie dwuwartoscowych funkcji bloko-
wania oraz funkcji dotadowania, zdefiniowanych dla kazdego stanu eieci
BCLIP (Scislej* funkcje takie definiowane sg dla kazdego stanu sieci i dla
kazdego ergodycznegc podiancucha Markowa, na ktére mozna podzieli¢ +an-
cuch Markowa okreslajacy reguty zmiany klas zgtoszen oraz marszrute zgho-
szen). W przypadku, gdy dla pewnego etanu wartos¢ funkcji blokowania jest
réwna zeru, wowczas naptywajace zgloszenia sa tracone, natomiast rowne
zeru wartos¢ funkcji dotadowania oznacza, iz w przypadku opuszczenia sie-
ci przez zgloszenie nastepuje natychmiast uzupednienie liczby zgloszen do
poprzedniego poziomu. Wartosci tych funkoji réwne jeden oznaczaja brak
odpowiednich ograniczen.

W cytowanej pracy udowodniono, ze Jesli dla kazdego stanu funkcja do-
+adowania jest réwna Jednosci Jedynie i wykacznie w przypadku, gdy funk-
cja blokowania dla liczby zgtoszen mniejszej o Jedno jJest tez réwna jed-
nosci (z odpowiednim uogélnieniem na podtancuchy), woéwczas rozpatrywany
system charakteryzuje sie iloczynowg postacig rozwigzan.

Przedstawiono réwniez przykdtady zadan zwigzanych z praca wezda komuni-
kacyjnego w sieci transmisji danych oraz gospodarka pamiecig operacyjng
maszyn cyfrowych, ktére prowadza do modeli o scharakteryzowanych wyzej 0-
graniczeniach.

Ostatnio w [LENY 80] wykazano natomiast, ze iloczynowg postaé¢ rozwia-

zan zachowujg roéwniez zamkniete sieci typu BCMP, w ktérych bufory w pew-
nej liczbie wezkbébw majg ograniczong pojemnos¢, o ile reakcjg na przepet-
nienie jest globalne blokowanie prewencyjne lub rezygnacja.
Analogicznie, Jesli obstugiwane zgloszenia podzielone sg na klasy i ogra-
niczeniom podlega liczba zgtoszen danej klasy «kumulowana w wezle, wow-
czas globalne blokowanie prewencyjne, stosowane do wszystkich stanowisk
obstugi obstugujacych zgtoszenia nalezgace do krytycznej kiesy, rowniez
zapewnia iloczynowg postaé rozwigzan.

Poza wymienionymi wyzej systemami, z wyjatkiem prostych przypadkéw spe-
cyficznych systeméw zdozonych z 2-3 stanowisk obstugi, brak Scistych roz-
wigzan analitycznych. Intensywnie rozwijane sg natomiast prace nad meto-
dami przyblizonymi, g#éwnie w odniesieniu do wieloetapowych systeméw ob-
stugi. Z rozwigzan, ktére - jak to sprawdzono na przykJ;ad«oh  postugujac
sie modelowaniem cyfrowym - wykazuja dobra doktadno$¢ oraz pewnag uniwer-
salnos¢, nalezy tu wymieni¢ metody zaproponowane w [LABE 77], [BOXM 81].

ii) Wyznaczenie wydajnosci granicznej

W odniesieniu do sieci konwencjonalnych systeméw masowej obshugi okres-
lony zostat warunek wystarczajacy stabilnosci, przy spednieniu ktérego
wydajnos¢ sieci - to jest wartosS¢ oczekiwana liczby zgltoszen opuszczaja-
cych sie¢ w jednostce czesu - jest rowna #acznej intensywnosci strumieni
zgtoszen naptywajacych do sieci. Wskazuje sie na przykdadach ([SCHW" 76] ),
iz wydajnos¢ takiej sieci, w przypadku gdy jest ona niestabilna, moze prze-
kroczy¢ wydajnos¢ graniczng; fakt ten ma jednak niewielkie znaczenie prak-

tyczne.

W przypadku ograniczonej pojemnosci buforéw posrednich brak takich

jednoznacznych zaleznosci .

Jesli reakcja na przepeknienie jest strata zgloszenia, wéwczas siec
jest zawsze stabilna. Wydajnos¢ V(*,,T) otwartej sieci typu BCMP z ograni-
czong #*aczng liczba zgtoszen Jt, intensywnoscia strumienia zgloszen & 1
stratami w przypadku przepednienia badana byda w [SCHW 7&] -

Udowodniono, iz V(Jv,Jf) jest rosnaca, ograniczong funkcja obu argumen-

identycznej (pod
sieci, posiadaja-

tow, ktérej kres gorny réwny jest wydajnosci granicznej
wzgledem struktury i charakterystyk stanowisk obstugi)
cej bufory o nieograniczonej pojemnosci (JP»0°).

Wynika stad, iz w rozpatrywanym przypadku wprowadzenie ograniczen na
liczbe zgtoszen powoduje obnizenie wydajnosci sieci, rozumianej jako war-
tos¢ oczekiwana liczby catkowicie obstuzonych zgtoszen, opuszczajacych
sie¢ w jednostce czasu.

Prawidtowosci tej nie mozna uogélni¢ na wszystkie sieci stanowisk ob-

stugi z ograniczong liczbg zgloszen. Modelowanie sieci komputerowych [ko-
BA 77], [WONG 78] jako sieci stanowisk obstugi spowodowato duze zeintere-
sowanie okresleniem wydajnosci sieci stanowisk obstugi =z ograniczong po-
jemnoscia buforéw i stratami, wzglednie powtarzaniem obstugi.
Stwierdzono przy tym, iz w wielu konfiguracjach takich sieci mozna zauwa-
zy¢ poczatkowo wzrost wydajnosci sieci ze wzrostem intensywnosci strumie-
ni zgloszen, podczas gdy dalsze zwiekszenie tej intensywnosci prowadzi do
silnego obnizenia wydajnosci sieci [RUDI 76], [%ONG 78].

Aby przeciwdziata¢ temu zjawisku wprowadza sie regudy sterowania prze-

pkywami w sieciach, majace ne celu badz to ograniczenie +acznej liczby
zgtoszen przyjmowanych do sieci, badZz rozdziat buforéw pomiedzy zglosze-
nie réznych typéw.
Nie komentujac bardziej szczegétowo tych zjawisk, zwrécimy tylko uwage,
iz ograniczenie liczby zgltoszen w wezle stanowisk obstugi (lub w wiekszym
jej fragmencie) Je3t skuteczng metodg zwiekszenie wydajnosci roéwniez w
przypadku, gdy rozpatrywana sie¢ charakteryzuje sie innymi odstepstwami
od postaci konwencjonalnej. Przykkadem moze tu by¢ np. zjawisko wzrostu
pracy wkasnej ze wzrostem liczby zgtoszen we fragmencie sieci, wystepuja-
ce miedzy innymi przy modelowaniu systeméw komputerowych z pamiecig wir-
tualng [GELE 80a] , gdzie brak efektywnych ograniczen liczby zadan prowa-
dzi do obnizenie sprawnosci systemu komputerowego.
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W przypadku regut reakcji na przepeknienie réznych anizeli straty zgho-
szen, sprawg podstawowa staje sie wyznaczenie warunkéw stabilnosci. Fun-
damentalny wynik w tym zakresie zawiera praca [LAVE 78J, w ktérej rozpa-
trzono systemy masowej ob-
stugi, zhozone ze zrodka
zgtoszen, bufora wejsciowego
0 nieograniczonej pojemnosci
oraz sieci stanowisk obstugi

sn Nimao

o0 dowodnej strukturze ale o
Rys. 1.10. Struktura systeméw masowej ob- ograniczonej pojemnosci,
stugi spedniajacych twierdzenie Lavenber- przyjmujacej zgloszenia wy-

a
9 +acznie z bufora wejsSciowego

(rys. 1.10).

Zatozono przy tym, ze zgloszenia naptywajace ze zZréodia tworzg strumien
odnowienn o intensywnosci A i moga opuszczac¢ sie¢ stanowisk obstugi wy-
+acznie po catkowitym zakonczeniu obstugi, niedopuszczalny jest powrét
(recykl) zgtoszen z sieci do bufora wejSciowego oraz ze czasy obstugi
zgtoszen na poszczegélnych stanowiskach maja rozkdady prawie dowolne (nie
bedziemy przytacza¢ dalszych, bardziej szczegdétowych zatozen, nie zaweza-
jJacych w istotny sposob klasy rozpatrywanych systeméw).

Wezmy pod uwage system nasycony odpowiadajacy omawianemu
otwartemu (tj. system obstugi identyczny z wyzej okreslonym, przy zatoze-
niu, ze bufor wejsciowy S1 nigdy nie moze by¢é pusty) i oznaczmy przez X
wydajnos¢ tego systemu.

Lavenberg udowodnid, ze wydajnos¢ V systemu otwartego mozna okreslic¢ jako:

systemowi

A gdy A< A
N gdy A > A
oraz ze przyA<A system jest stabilny (tj. czasy oczekiwania zgtoszen

w buforze wejsciowym sa skonczone), natomiast przy A > A niestabilny. T8k
wiec wydajnos¢ graniczna pokrywa sie z wydajnoscia maksymalng. Przytoczo-
ny warunek stabilnosci jest bardzo uzyteczny. O ile bowiem analiza syste-
mu przedstawionego na rys. 1.10 jest - ogélnie rzecz biorac - niemozliwa
przy uzyciu metod dokdtadnych, to wyznaczenie A dla systemu nasyconego jest
realne zaréwno przy uzyciu metod numerycznych (nalezy w tym celu okresli¢
stacjonarne prawdopodobienstwa ergodycznego dancucha Markowa o skonczonej
liczbie stanéw), jak i na drodze modelowania cyfrowego (jako ze modelowa-
niu podlega system stabilny).

Wartos¢ wydajnosci granicznej A zalezy od wielu parametréw sieci sta-
nowisk obstugi, przy czym charakter tych zaleznosci jest stosunkowo stabo
przebadany .

Najwiecej wysitku skierowano dotad na badanie wpdywu réznych parame-
trow na wydajnos¢ wieloetapowych systeméw obstugi z ograniczonymi bufora-

ai posrednimi; problemowi okreslenia wskazan dla projektowanie takich sy-
steméw poswiecony jest w catosci rozdziat XV. Tam tez wskazane zostang te
przypadki systeméw wieloetapowych z ograniczonymi buforami posrednimi, dla
ktérych dostepne sa rozwigzania analityczne. Rozpatrywano roéwniez inne
specjalne przypadki systeméw zdtozonych z niewielkiej liczby stanowisk ob-

shugi, rozmieszczonych w réznych specyficznych komfiguracjech, np. {ARYA
72], [SHAR 73], [KONH 76], [REIS 78d] , [wiSZ 80] , ktérych nie bedziemy
jednak szczeg6towo omawiac.

W niniejszym rozdziale przedstawilismy prébe klasyfikacji niekonwen-
cjonalnych systeméw masowej obstugi, omawiajac  jednoczesnie podstawowe

ich whasnosci oraz aktualny dorobek w zakresie ich analizy, ktéra powinna
utatwi¢ orientacje w coraz liczniejszych pracach dotyczacych takich sy-
stemow.

Jak wynika z przedstawionego wyzej przegladu,
charakterze ogélnym, a badania zmierzaty raczej do

niewiele jest tu wynikéw o
rozpoznania wybranych
klas takich systemow.

Wskazane zostaly zasadnicze trudnosci wystepujace przy analizie syste-
mow niekonwencjonalnych. Zasygnalizowano tez najwazniejsze Kkierunki dal-
szych prac, wynikajace badZ to z potrzeb aplikacyjnych, badZ to ze specy-
ficznych wkasnosci rozpatrywanych systeméw.

W dalszej czesci niniejszej pracy oméwione zostang w spos6b szczeg6to-
wy dwie klasy niekonwencjonalnych systeméw masowej obstugi:

- jednostanowiskowe systemy z czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwa-
nia,

- wielostanowiskowe, wieloetapowe systemy obstugi,

na przyktadzie ktérych przedyskutowane zostang precyzyjnie liczne zagad-

nienia, potraktowane w tym rozdziale - z koniecznos$ci - w sposéb opisowy.



1. SYSTEMY MASOWEJ OBStLUGI
Z CZASEM OBSLUGI ZALEZNYM OD CZASU OCZEKIWANIA
I NATURALNYM REGULAMINEM OBStUGI

Niniejszy rozdziat poswiecony jest omoéwieniu wtasnos$ci systeméw maso-
wej obstugi z czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania (ktére bedzie-
my w skréceniu nazywa¢ systemami WAD), przy zatozeniu obstugi zgtoszen w
kolejnosci ich naptywania.

Wdalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, gdy zgtoszenia
naptywaja pojedynczo i zmienne losowe al, i * 1,2,..., okres$lajace odste-
py miedzy chwilami naptyniecia kolejnych zgtoszen, sa nieujemne, nieza-
lezne losowo, o jednakowych rozktadach, posiadajacych dystrybusnte A(x) i

intensywnos$¢ strumienia zgtoszen

0< A [Ete)]-1"

Przyjmiemy tez, ze stanowisko obstugi, przed ktorym moze tworzy¢ sie ko-
lejka o nieograniczonej dtugosci, ma statg moc, obstuguje zgtoszenia po-

jedynczo i czas obstugi zgtoszenia ~ jest nieujemng zmienng losowa b”. o
identycznym dla wszystkich zgtoszen, zaleznym jedynie od czasu oczekiwa-
nia rozktadzie, posiadajacym warunkowg dystrybusnte

B(x/a) = Pr b* / U1 w »0, i = 0 ,1,... (1.1

Dodatkowo zatozymy, jak to sie tradycyjnie przyjmuje w systemach wieloka-
natowych z regulaminem PIPO, ze kolejne zgtoszenie Kkierowane jest do tego
kanatu obstugi, ktory posiada najmniejszy zapas pracy.

Rozpatrzmy zapas pracy w dyskretnych chwilach czasu, bezposrednio po-
przedzajacych moment nadejscia kolejnego zgtoszenia, podobnie jak sie to
robi w systemach konwencjonalnych [GNED 71 , [KIEF 56].

41F0 (Fi+1 " °> - [z]IPO<ti " 0) " al+1] +* dla M I .

- 0) - [AIFOWi - 0) - al+1 + b»]" (11-2



gdzie:

[yl+ = max [0.y],

A A “ . . R
ipo 1 0) 1%isn zEiiow i _ 0)

Tak wiec ciag I"piKI1J'" dla ktérego okresSlenia potrzebne jest oczywisScie

zadanie postaci 2|jpo» 3e8t oi«o uwzglednienia zaleinos$ci losowej b* od

, podobnie jak w systemie konwencjonalnym, tancuchem Markowa z ciagta
przestrzenig stanow.

W przypadku jednokanatowym rdéwnanie 11.2 sprowadza sie, przy uwzgled-
nieniu (1.12), do postaci:

DA | -1 e >io- -1b1] - [ * |1 S [ — (||.3)

w oparciu o ktérg moina tatwo okres$li¢ dystrybuante czasu oczekiwania i-
tego zgtoszenia na rozpoczecie obstugi (np. [POSN 731]),
/

/. * sl+1 A y+z-i/»3 * vy, b\*std,\Z/deWAfy)
y*>0 2»0

- J - AQFz-x)J dsBEA)AW, (). (11.4)

y-0" *«0
Jesd$li wieq w rozpatrywany« systemie istnieje dystrybuanta graniczna
>f(x) * lim Hi(x), to spatnia ona réwnanie catkowe [P6SN 73], [SZHE 68]«

y “(x) *J J J A(y+z-x)J dzB (z/y)d W (y). (||.5

y«0~ z»0

Wsérod Jednekanetowych systeméow WAD wyréznimy specjalng klase* ktorg okres$-
la¢ bedziemy mianem modelu podstawowego.

W modelu podstawowy«;
i) rozktad odstepéw miedzy chwilami naptyniecia kolejnych zgtoszenAn posia-

da gesto$¢ a(x) takag, 1ze Y mla(x) ~0},
x>ol )
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ii) dystrybuanta warunkowa B(xAlt) ma postact

0 (11.686)
B(x">)
Bi (x) dla wit i=1,2, J,
gdzie
0 = wU <gw. <... _ <0w, «S00.
iii) E(a)<.«*> ECb”c00 dla i»0,1,...,J.

V dalszym ciggu niniejszego rozdziatu oméwimy warunki stabilnosci sy-
steméw WAD z naturalnym regulaminem obstugi, a nastepnie przejdziemy do
dyskusji metod pozwalajgcych na efektywne wyznaczenie dystrybuanty M(x)
w przypadku jednokanatowym.

Szczegdblnie wiele uwagi zwrécimy na system podstawowy, za pomocg kté-
rego mozna aproksymowaé¢ dowolny system WAD. Analiza takiego modelu prowa-
dzona byta wytacznie przy zatozeniu, ze zgtoszenia napitywaja strumieniem
Poissona oraz ze J=2 [LIBU 7I1] lub B~(x) = 1-Exp(-"~.jx) [POSN 73].

Omoéwiony ponizej sposéb ostabienia tych ograniczen zostat po raz pier-
wszy wskazany i efektywnie zastosowany w jJwOLl 81 a].

Wniniejszej pracy przedstawiona zostanie szczeg6towo ogdélna metoda ana-
lizy systeméw WAD w stacjonarnym stanie granicznym, rozpatrzonych zosta-
nie takze kilka przypadkéw szczegélnych.

Postuza one nastepnie do wskazania, przy uzyciu przyktadéw numerycznych,
wtasnoséci systeméw WAD z naturalnym regulaminem obstugi, prowadzac, mie-
dzy innymi do stwierdzenia, ze stosowane we wcze$niejszych pracach wupro-
szczenia istotnie zawezaly zakres stosowalnos$ci wynikéw.

Oméwione zostang réwniez mozliwoéci bezposredniej analizy niektérych spe-
cyficznych, réznych od modelu podstawowego, systeméw WAD, a takze mozli-

wosci zwiekszenia wydajnoséci takich Bysteméw obstugi.

Il1.1. Warunki stabilnosci

Orzekanie o stabilnos$ci rozpatrywanych systeméw obstugi sprowadza sie
do sklasyfikowania tancucha Markowa j Zpjpo | (metody badania ‘tancuchow
Markowa z ciagta przestrzenia stanéw sa ostatnio intensywnie rozwijane,
np. [TWEE 75], [TWEE 76], [LASL78]).

W szczeg6lnos$ci rozpatrywany system masowej obstugi jest stabilny, gdy
tarncuch |_?piFoj “est ergodyczny.

W dalszym ciggu, moéwigc o warunkach stabilnos$ci, bedziemy mieli na u-
wadze warunki ergodycznos$ci odpowiedniego tarncucha Markowa.

Przed przystagpieniem do omoéwienia ogélniejszych regut okres$lajacych
warunki stabilno$ci systeméw WAD przedstawimy pewien prosty przyktad sy-

stemu jednokanatowego.
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Niech zaleino$¢ czasu obstugi od czasu oczekiwania ma postac:
B(x/a>) =H(x - ca>- d), (rr.1.0
co oznacza, iz czas obstugi kolejnego zgtoszenia zaleiy liniowo od czasu
oczekiwania
bnr = ci#l + d, c,d > 0.
Okre$Imy, w sposéb analogiczny do zaproponowanego przez Lindley% w od-
niesieniu do systemu GI/GI/1 ([LIND 52], patrz tez [KLEI 7517, [gNED 711]),
czasy oczekiwania kolejnych zgtoszen, wprowadzajgc dodatkowe oznaczenie

) Uj = d ai+ 1, (11.1.2)
U)-1 = £i>0 + c»° + d all = max|o,(l + c)u>> + u J,
=N 1+cM1+d-s2J = max]o, ul+(l+c)max Jo, (1+c)uEuojj =

= ['1*2+c'»2+d-a3]

ml >

ui_1+(l+c)ui_

nax[o,ul _1,ui_

= max[o,ul,ul+(l+c)u0+(l+c)ra>°J,

= max|o,u2+(l+c)max|o,u2,u2+(l+c)ul+(l+c)”ru0j =

= max |[O,u2,u2+(l+c)ul u2+<l+c)ul+ (1+c)2uQ+(L1+c)\"j

1+ (l+c)ul _2,u:l_1+(l+c)ui_2+(i+c)2ui _3, ...,

+ (l+c)i-1u0+ (i+c)inva

Przy zatozeniu, ze zm
ne lodowo sg réwniez

i
wej Jest

m max[o,u0,u0+(l+c)ul>u0+(l+c)ul+(l+c)2u2,...

+ (l+c)2u2

u0+ (i+c)al+(l+c)2n2+ .

identyczny z

ienne al, i«1,2 ..., sa losowo
zmienne uit i=0,1,..., a wiec
Rozktadem zmiennej losowej

+ .+ (1+c)1"2u1_2,

2+, .+ (l+o0)i~2U0 i Ui_i+(l+c)ui _
|

2+ ..+ (l-*c)i_lul +

niezaleine, niezalei-
rozktad zmiennej loso-
i
w-
,u O+ (l+c)ul +
(11.1.3)

S+ (Ll+c)n™2uil_2+ (l+c)i“tui_1+(l+c)vQ

Oznaczmy
i-1
— (L + c)lu,
ui “X
J=0
(11.1.4)
u =0
o
Tak wiegc
W* = max[uo,Ul,U2,...,U i+ (l+c)il0]. (1r.1.5)
W szczeg6lnym przypadku w° = 0 cigg li}1 jest monotonicznie rosnacy ze wzro-
stem "i", tak wiec istnieje graniczna zmienna losowa (przyjmujace by¢ mo-
7e wartos$ci nieskonczone).
W= limw' (11.1.6)
taka, ze:
W= sup Uj . (rr1
is>0 1
W oparciu o (I11.1.4) i (11.1.7) mozna tatwo stwierdzi¢, ze skonAczonos$¢
wartos$ci Sr, a $cislej, zachodzenie relaciji

>?2 (<-)» 1

ma siejace wylgcznie przy specyficznych zatozeniach dodatkowych narzuco-

nych na zaienne losowe al, na przyk#ad w pr*ypadku, gdyV kiedy
t U1 = 0. 1

O0goélnie rzecz biorgc, rozpatrywany system jest niestabilny bez wzgledu
na intensywnoé$¢ strumienia zgtoszen (niestabilnos$¢ strukturalna).

Na podstawie tego przyktadu moina sie spodziewacg, ze dla stabilnos$ci

systemoéw WAD wymagane beda pewne ograniczenia na maksymalny dopuszczalny

czas obstugi, co istotnie znajduje odzwierciedlenie w podanych nizej .wa-

runkach.

Przypadek dowolnej, deterministycznej zalezno$ci czasu obstugi od cza-

su oczekiwania, przy ograniczeniu maksymalnego dopuszczalnego czasu ob-

stugi, rozpatrzono w [sUGA 65] w odniesieniu do systemu wielokanatowego.



Przy zatoieniu, ziei
i) E(a) «=«"»
ii) B(x/V) - H(x -<p(l*)),
gdzie$ (poltf)y Jest funkcjg oonotoniczniesrosnaca, taka, ie cp(0) > o
Oraz istnieje lim =P (->)< ~
iii) stanowisko obstugi nie moze by¢ bezczynne w przypadku niepustej ko-
lejki zgtoszen,

wykazano, ze rozpatrywany system obstugi jest stsbilny, jezeli zachodzit

nfE(a) > P(«°) (11r.1.8)
Jes$li natomiast nE(a) < P(«>), wdéwczas system jest niestabilny z wyjat-

kiem specjalnego przypadku, w ktérym

¥0Prjn.ai< P (0)] (11.1.9)
i=*

kiedy to kolejka pozoataje pusta (autorzy nie wypowiedzieli sie o przy-
padku réwnoséci nE(a) *qp(®®)).
Warunki wystarczajagce stabilno$ci jednokanatowych systeméw z niedeter-

ministyczng zaleizno$cia czasu obstugi od czasu oczekiwania rozpatrywano

nastepnie w pracach [CALL 73], [sZNE 68]. W pierwszej z nich przyjeto u-
praszczajgce zatozenia, ze zmienne losowe i*, wl, b~ sg zmiennymi dys-
kretnymi, przyjmujacymi wartos$ci catkowitoliczbowe, nleujemne (bedziemy

je oznaczat¢ 5’ b”A). Pozwolito to autorowi skorzystac¢ z dobrze zna-

nych warunkéw ergodycznoséci tancuchéw Markowa z dyskretnag przestrzenig sta-
now.

Wykazano, ze w systemie, w ktérym
i) V Prjb~- ai+l =j|] > 0 dla j »-1,0,1;
i)y ~K(?2j)<~

warunkiem wystarczajgcy« stabilnos$ci jest, aby

~im o eup K (bJ < E(S). (11.1.10)

Postawiono tez hipoteze, ze analogiczny warunek powinien obowigzywac w

przypadku systemu z ciggiyai zmiennymi losowymi.
W jjSZINE 68] podano (bez dowodu) twierdzenie, ii jesli dystrybuants
A(x) jest funkcjag absolutnie ciaggta i istnieja skonczona wartoéci oczeki-

wane E(a) oraz E(b”) dla kazdego Ny, wéwczas spetnienie warunku

/M
3 v i foudB(u/y) < E(a)f (rr.1.112)

yo y>y0 >.0 )
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zapewnia istnienie rozktadu granicznego WXX), bedacego rozwigzaniem roéw-

nanie catkowego (I11.5).
Zagadnienie to rozpatrywano w sposéb $cisty w [TWBE 75], a nastepnie

przy ogo6lniejszych zatozeniach w [LASL.78].
Wykazano, ze jes$li tancuch Markowa jltr | okreslony zaleznod$cig (11.3) jest

nieprzywiedlny oraz dystrybuanta B(x/v) jest ciaggtag funkcjag W, wéwczas wa-
runkiem wystarczajgcym stabilnos$ci Jest, aby:
sup E(bM)
(11.1.12)
lim sup Efbyl <E(a)

W pracy tej podano tez dwa, stosunkowo ogé6lne warunki zapewniajagce nie -

przywiedIlnos$é, z ktérych jeden ma postacc

\% 3 Prib1”1 - a ~ -«y) f\ (11.1.13)
mA5sO <?>0L | * J
f>°

Tak wiec wymaganie to Jast w szczeg6lnoéci spetnione, gdy istnieje a(x)>0

dla kezdego x*s0O, to znaozy np. wprzypadku gdyodstepy miedzy chwilami
naptyniecia kolejnych zgtoszen majg rozktad Coxa.
W [MORO 80] udowodniono natomiast, ze w przypadku systaaéw, do ktérych

zgtoszenia naptywajg strumieniem Polssona, spetnienie warunku

sup Erb-.]-* 00 (rr.1.14)
zapewnia istnienie dla kazdego x>0, y >0 granic
lim Pi (x/y)» 11« P(t, x/y) =m F(x)JI(y), (11.1.15)
i—w» t—«*»
gdzie:
fAU/Zy) = Prjurl -ex / 2(0) - yl,
m , x/y) = Pr J|ai(t) < x/ a:i(o)= Vyj,
tf(y) = Pr |[x0< ~ / 2(0)= Yyij, Xc -inflt»0 : 3C() = oj.»
przy czym, jezeli dodatkowo ti'(0)<«~= woéwczas F(* »») = 11 F(x) jest fun-

kcja absolutnie ciggta.
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Zacytowany wynik przesgdza o identycznoéci granicznych rozktadow zapaeu
pracy w systemie oraz czasu oczekiwania.
W [BACE 81] ograniczajgc sie réwniez do zgtoszen naptywajgcych stru-

mieniem Poissona rozpatrzono przypadek, gdy:

B(x/a>) =[1 - Hftth] H(x) + H(W)B(x), (11.1.16)

gdzie: 1-H(x) okres$la prawdopodobienstwo tego, ie zgtoszenie opusdci ko-
lejke (a wiec wymaga¢ bedzie serowego czasu obstugi)w czasie ocze-
kiwania x,

przyjmulac iz

lim H(x) > 0. (11.1.17)
X-"<*>
Przy zatozeniu, iz« AEfb)~" udowodniono, iz warunkiem koniecznym i wy-
starczajgcym stabilno$ci jest spetnienie nieréwnosci:
XE(b) H(—)< 1. (11.1.18)
W pracy [iZYD 81b] pokazano, ze nieré6wnos$c:
E(bj) < E(a) (11r.1.19)
jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym stabilno$ci modelu podstawowe-

go, w ktérym dodatkowo zatozono Etb1) >0 dla i » 0 ,1,...,)J. Tamzie rozpa-

trzono tez przypadek wielokanatowy przy zatozeniu, ze: s

i) postaé¢ B(x/itf) jest dowolna, spetniajgca warunek 3 Y |B(<i|)/a>) =113,
- 4><~ a>"0( J
ii) E(a)<«® T
iii) 3 % V. IPr{-d«b1 - al+l1a= $ » of) > 0
<5>0ce>0 i~"ol | J
wykazujagc
- warunek wystarczajgcy stabilno$ci postaci*”
lim sup E(b ) < nE(a) (rr.1.20)
oraz
warunek konieczny stabilno$ci postaci:
Jiim~Ainf E(bw) neE(a). (rr.1.21)

'Dla dowodu tego warunku wystarczy przyjac¢ tylko pierwsza cze$¢ nierdow-

nos$ci wymienionej w zatozeniu iii).
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Tak wiec w uproszczeniu moina by powiedzieé, ie warunki stabilnos$ci sy-

stemu “'AD sprowadzajag sie do wymagania, aby z prawdopodobienstwem rownym
jednos$ci czas obstugi zgtoszenia byt zawsze skonczony, bez wzgledu na dtu-
go$¢ czasu oczekiwania oraz aby spetnione byty nieré6wnos$ci uwzgledniajace
posta¢ granicznych rozktadoéw czaséw obstugi przy li)-—

Nalezy jednak podkres$li¢, ze dodatkowe warunki, zwigzane z odpowiedniag
nieprzywiedlno$ciag tancucha Markowa TLpjpO ~czy tei jego nieokresowo-
§cig, jes$li wynagane jest unikniecie eubstabilnos$ci), nie moga byé, pomi-
niete.

W [LASL 78] mozn8 znalei¢ prosty, aczkolwiek - jak sami autorzy przyznaja
- sztuczny przyktad, wskazujgcy iz warunki typu I1.1.19 moga nie wystar-

czy¢ dla zapewnienia ergodycznoéci rozpatrywanego tancucha Markowa.

1'1.2. Analiza modelu podstawowego

Przedstawimy obecnie (wg [wOLI 81D]) metode wyznaczania dystrybuanty

stacjonarnego rozktadu czasu oczekiwanie zgtoszen w modelu podstawowym,
to znaczy metode rozwigzywania réwnania catkowego (11.5) przy zatoieniu,
ie system jest stabilny, a wiec, ie spetniona jest nieréwnos$é¢ (I11.1.19).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do prawie dowolnych rozktadow
odstepow miedzy chwilami naptyniecia kolejnych zgtoszen, to jest przypad-
ku, gdy a(s) dane jest zaleiznoécig (1.1.7), przyaCoO = 1.

Zauwaimy, ze tT(s) moina przedstawi¢ w réwnowaznej postaci

m-1 m -
Tu) . (, . kTakip/s *£ o t, kK - Kf}. (ii.2.1)
k=1 k=1

Na wstepie udowodnimy, ze poszukiwana dystrybuants tC(X) ma postac:

X
«V o[l +J v(y)dy]: x >0 (11.2.2)
|

gdzie v(y) jestfunkcjag nieujemng. (Dowé6d dla przypadku o = 1, zawiera
[MORO 80] a przy dodatkowych ograniczeniach réwniez [LIBU 71]). W tym ce-

lu oszacujemy, korzystajac z (11.5), iloraz, ré6znicowy

oo 03
:JJ *(Y"z2-x?vA(yM2z-x-h2, dzB(z/y)dWy) (11.2.3)
> 0' o

dla x+h, xc [0,00).
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W oprzypadku gdy A(x) jest dystrybuanta rozktadu Coxa, funkcja gestosci
rozktadu a(x) jest ograniczona, tj.
3 V A(x) A(x+h) < M
11 x,x+h (11.2.4)
atad:
0Q 00
W(x+hj) ~ w(ipc J J MdzB(z/y)dVfy) =11, (11.2.5)
0 o
tak wiec badany iloraz réznicowy jest ograniczony, a wiec'W'(x) jest abso-
lutnie ciggta w przedziale otwartym (0,°® ). Z drugiej strony, wprost z

11,3 wynika, ze W (x) jest tez absolutnie ciggta (i tézsamos$Sciowo réwna

zeru) dis x C O.
Tak wiec W (x) posiads co nsjwyzej jeden punkt nieciggtosci dla x =0 i
moze byé przedstawiona w postacil!

‘W (x) ='H'OH(x) +VA~r(x), (rr.2.6)

gdzie H(x) jest jedynkg Heaviside's, natomiast V ,b (x) jest funkcjag abso-

lutnie ciaggta, taka 1ie (x) * 0 dla x<0.
Zauwazmy, ze wobec fektu, iz V je(x)=»o0l, wprost z (11.5) wynikax)
x>01 >
VO>0, a wiec (I11.2.6) mozna przedstawi¢ w postaci*
V(x) »«@™ (x) e£.* («>]e (rr.2.7)
co przy wykorzystaniu twierdzenia Radona. - Nikodyma [PELL 80] prowadzi
wprost do (11.2.2). Zaleinoé$¢ ta jest prawdziwa robwniez dla wszystkich

innych rozktadéw zaiennej losowejra, posiadajgcych ograniczong gesto$é¢ roz-
ktadu.
Przejdziemy obecnie do oméwienia metody wyznaczania y{0 oraz v (t).

z ergodycznos$ci rozpatrywanego procesu wynika, ze réwnanie (11.5) po-
siada doktadnie jedno rozwigzanie o wiasnosciach dystrybuanty. W dalszym
ciggu, wychodzac z (11.5), wyprowadzimy ukiad réwnan rézniczkowo-catko-
wych, wéréd rozwigzan ktérego znajdowac sie bedzie funkcja v (t).

Ti

Dis kazdej skonczonej wartos$ci

W + b~” zachodzi bowiem
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W tym celu zrédiniczkujemy n—krotnie obie strony réwnania (I1.5) i roz-

patrzymy sumet

Y(X) +~ (1) kek 'W(k) (x). (11.2.8)

k=1
Zauwaimy, ze wszystkie dystrybuanty sa dystrybucjami, posiadaja wiec po-
chodne dystrybucyjne wszystkich rzedéw [ANTO 73
Wdalszych rozwazaniach oznacza¢ bedziemy przez tp '(x) k-ta pochodng dy-

strybucji f (x). Po prostych przeksztatceniach otrzymamy»

an % an

W(x)-f~r -1 (-1)kCifvrkA(x)°/ fli-A(y+z-x)-~clcA(IEr(y+z-x)] dzB(z/y)dV<y)

k-1 0" 0 k=1 (11.2.9
Z drugiej strony na podstawie (I1.2.1) mamy:
N\
a(s) +ycvska(s) =1 + (rr.2.10)
k-1 k=1
Przeprowadzajac odwrotng transformacje obu stron (I11.2.10) otrzymujemy:
m .-
A(x) +~~'ckA(k)(x) » tKx) + ~ d kH (lc)(x). (11.2.11)
k=»1 k-1
Odejmujac obie strony (I11.2.11) od jednos$ci otrzymujemy:
aa jb—1
1 - A(X) -~ ¢ KA(K)(X) - 1 -H(x) -~ d kU(k)(x). (11.2.12)
K-1 %-1
Korzystajac z (11.2.12) mozna przedstawi¢ (11.2.9) w postaci:
m 0,000
v (X)+'y (- 1) keck#EH{k)(x)-/ /[I-K(y+z-x)-~dyk)(y+z-x)] dzB(z/y)dV (y)
k=1 0" 0 k-1 (11.2.13

Stosujgc znane w teorii dystrybucji zaleznosci:

f(k)(x)«g(x) = f(x)#g(n~k)(x),

Iflax + b)JI(k) = akf(k) (Bx + b)>
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gdzie$ f(x), g(x) sa dystrybucjami,
* oznacza dziatanie splotu,
otrzymujemys
° X m 1

V<E>S 4 X< -ti>V (k)<*) -IOB (W /y)W (y)® ; (-i)y~k f B ™ (x-y/Zy)dV.(yl

k=1 \% (1r.2.14)
Wprowadimy cigg funkcjis
vp(x) = v(x) dla 0 < x”"~w p, P *x 1,2 ,...0 (n .2.15)
Oczywiscie Vi(x) = v(x).
Korzystajac z tej definicji, (11.2.2) i dzielac obie strony przez K otrzy.
mujemy:
1 +/_ vp(x> + 2 (-i)lv j k"i)(x) “ [Bou) +5 (-i)kdX k)(i)] +
0 k= T
k=1
p-1 f ~
¢« Z / Bi(*-y)vi(y)dy +2 (- NDkdk f slk)(x-y)v.(y)dy
i=1 '
i- k-1 w. .
i-1 "i-1
/» » X

f Bp(x-y;vp(y)dy BAk)(x-y)vp(y)dy <11.2.16)

R k=1 w
P-1 po1
dla wp_1l< x « wp, p = 1,2, 1
Wprowadimy dodatkowo
v(x) dla w < X «Sw , p=1,2,...,1
Up )
P-1 p (r1.2.17)
0 dla X > wp, X « wp_1
DO
Zauwaimy . o,
» ze VO up (x)dx okreéla prawdopodobiefnstwo tego, ze czas ocze-

kiwania miesci sie w przedziale (wp_i=* wpJ-e
OczywisScie zachodzi:

J-V ,X) [, LGwWL »,.,<»> 1 . <11.2.
18)

gdzie 1 wyznacza sie z nieréwnosci:

wx < X < wl+1.

Na podstawie (I11.2.16) i (I11.2.17)
A A 0]

1 +J Vp(y)dyfr(-I)kckvIk-1)(x) [Bo (x)+X (“l)kdkBok>(x)] +
k-1 k*1

p-1
* o (x-y)-Bp(x-y)JuX(y)dy+5~1(-1)kdjf[Bik) (x-y)-Bp(x-y)J ux(y)dy
i-1 0 k-1 0 .
X a-| X
+ 1 3p(x-y)v (y)dy + A 1< -1)kdk] Bpk)(x-y)vp(y)dy (rr.2.19)
1 4 Vi
dla 0 < x <Wp, p - 1,2 ,...,].

Rozszerzmy dziedzine funkcji vp(x), p - 1,3 ,...,0J. Przyjmiemy, zZe war-
tosci funkcji Vp(x) dla x>wp okreédlone eg odpowiednim p-tym réwnaniem u-
ktadu (I11.2.18), (I11.2.19), natomiast vp(x) - O dla X <0.

Oznaczmy przez vp(x,61,... ‘em_l), p - 1,...,] dowolne rozwigzanie uktadoéow
r6éwnan (11.2.18), (11.2.19), zaleine od warunku poczatkowego 6.]... 6B_.|-*
Dokonujgc transformacji Lapl8ce’'a obu stron réwnania (I11.2.19) i wprowa-

dzajgc oznaczenie

f*(s) = e“stf(t)dt,

otrzymujemy po prostych przeksztatceniach*

6n LA A - 14X ("s)kok~(1+S (*8)kdk)7P<8) *

L k-1 k-1
m-1 m k-1

T-i+v s)+Zkl('8)V o (8)+2k=1('i)kci_t28k"i4i +



gdzie:

6~ ) - 7 en 8\ < t, 6Bl 6 )dt,

Wit 1 (11.2.21)

skad po dalszych przeksztatceniach otrzymujemy ostatecznie>

vp(B*6V * » 6 m_1) =

m k-1 p-1
-1+b0O(a)N (-a)+ " ~kck S *is 1(e)-bp(s)J u*(8,61reee.6N_1)N(-s)
*72 L5 +7| o

D(-a)-H(-s)bp(s)

e>(a,6-"“ 6 .

______________ [ T—-—

)
7= -, (11.2.22)
D (-a)-K(-8)bp(s)

Na podstawia (11.2.2) oraz (11.2.16) wida¢, ze transformata Laplace’'e
Stieltjeaa dystrybuanty>P(x) naleiy do rodziny funkcji f(s,6.,, .6
takich, ziet

f(s Bric.. ) -V O[l + vj i )i e (11.2.23)
Tak wiec okresélilis$my transformate poszukiwanej dystrybuanty z doktadno-
$§cig do m statych (v0,61, . .6~ )
Oznaczmy przez &., ..., $B_1 poazukiwane warto$ci statych 61, ..., 60_-|«

Dla wyznaczenia S-j« « wykorzystamy warunek ograniczono$ci trans-

formaty Laplace*a-Stieltjesa dystrybuanty, a woéwczas wartos$cé bedzie
wynikata wprost z warunku normalizacji.

Rozpatrzmy pierwiastki réwnania

D(-s) - H(-s)bj(a) = 0. (11.2.24)
|
Dowodzi sie (patrz (COHE 69 ), ie réwnanie (I11.2.24) ma doktadnie (m-1)
pierwiastkéw sr, r =1, ..., m1l takich, 1ze Re(sr) > 0.
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Poniewaz modut transformaty Lepigce 'a-Stieltj esa dowolnej dystrybuanty

jest zawsze mniejszy od jednoS$ci przy Re(s) > 0, wiec musi zachodzi¢!

Aj( S, I67MFO2F*.. | 6 maAn = r=1»2,...»m. (11.2.25)

Uktad réwnan (11.2.25) jest, jak tatwo sprawdzi¢, liniowy ze wzgledu na
A1y '+ 6m -r

Jezeli wszystkie rownania nalezace do uktadu(ll.2.25)sg liniowo nieza-

lezne, to mozliwe jest jednoznaczne okres$lenie statych R | Jako

pierwiastkow tego uktadu réwnan.
Zauwaimy, ze w przypadku gdy niektdre pierwiastki sr réwnania d 1.2.24)
sag wielokrotne, wéwczas odpowiednie réwnanie uktadu (11.2.25) sa iden-

tyczne, co nie przekres$la jednak mozliwoéci znalezienia Za-

to6imy, ze wséréd er »“stepuje jeden pierwiastek l-krotny, podczas ®Jywszyst-

kie pozostate sa pojedyncze i ponumerujmy rozpatrywane pierwiastki tak,
aby!
8i " i+l moeee " Bit+i-i*
W takim przypadku nalezy w uktadzie (11.2.25) zastagpi¢ réwnania!
AjESk.6M » e .»60_i) *0 » k - i+ 1,i+2,..., i+ -1 (11.2.26)

réwnaniami!

® s.6l... .6- D\
(_<M( 1!3.--------s=|_)‘) .0 (rr.2.27)

®sK /s-sk

K-i+ 1,0 +2 s i+ 1-1

i znaleté¢ pierwiastki ~ ,....6m1l tak zmodyfikowanego uktadu réwnan. Zna-

jd« state mozna tatwo wyznaczy¢ Yro z warunku normalizacji
jako
E(a) - B(bj) /
Vg . JTi .
Si - S (-1)kcA -i + 7 [ E(bi) E(bJ)] Jt
1 k «1 i-0
gdzie!
ur (0 AL ) dla i > 0,
2 (.2.28)
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Po tatwych, ale pracochtonnych przeksztatceniach moizna tez wykazaé¢, iei
c- - d? d-Efbj) 0,5 E(bj)
E <»> k(bjj - e
m J-1 «J-1
v X (-,)kcA -2t v 1 1)(0"~ I.......
& i=1j §T, e , (11.2.29)
<i2 h M ., +X ~ipi
k=2 1-0
gdzie:
cfi « E(bj) Efb A urla0,<Sl, ... 2 m_1) " A ui(8»nhinA2' " 6ra-17B (
fix = E(bJ) E(bf)
Rozpatrzmy tez dalaze charakterystyki systemu.
Wyznaczmy 7*(A) - $redni Jednostkowy czas obstugi zgtoszen, bezv«zgle-
du na ich czaa oczekiwania
0© 00
Ax(A) X EB(x/U»dV(X) . 11.2.30)
0 0
tatwo widac¢, ze:
-V 0~ P 1E(bi). Q. 2.3
i-0
Oczywiscie stopien wykorzystania stanowiska obstugi
(11.2.32)
1=0
Niech zmienna losowa oznacza taczny czas pobytu i-tego zgtoszenia w
systemie i
gi -bNM+«>1i. (rr. 2.33
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Tabela |
Wyznaczanie dystrybuantyV*(x) dla modelu podstawowego WAD
1+ 7 dk 8
k-1
a(s)
k-1
BQ (x) dla -0
B~ s) dla wi_1< ‘#-cwi , 1-1,2
gdzie:
0< wQ™ w, < < wl_lcwj
*Kb) -V b[l + vj(s,8§1,~2,," Am-17],
gdzie funkcje v*(s,01,62>eeetém_i) wyznacza sie iteracyjnie z réwnan
m k-1
-1+b0(s)N(-8)+~(-1)kck™ s k_ig
k-2 1-1
D(-s)-N(-s)bp(s)
p-1
7 PN (s)-bn(s)l u*(s, .

D(-s)-N(-s)bp(s)

s,0i ,62¢eeerbml) mJ 8 vp(t, 67, 62, eeern6m_i)dt,
WP -1
00
"(S,G"‘Sz»---»ém-") B/ eVp (t, , 62%e e )ydt,
0
* A A
natomiast state 67,62*+¢¢»3m ag rozwigzaniami uktadu réwnan liniowych
ewentualnymi modyfikacjami patrz (11.2.26) oraz (11.2.27).
j( »6*|»6g,+*m9 ) * 0 r—1,2,. ... md,
przy czym wartos$ci sr sa pierwiastkami réwnania D (-s)-N(-8)bj(s) = 0 ta-
kimi, ze Re(sr) >0 . Statag WO wyznacza sie ze wzoru:
) E(a) - E(b])
ini. 9 li. im i 1 Foommoowx ~ 1m
o cl-% (-1)kck3k_i+S[E(bi)-E(bJI)Jud(0,9i,5 2 4B.1)+E(bQ)-B(bJ)

k-2 i-1

D(-s)<*N(-s)Fp(s)
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Dystrybuante rozktadu granicznego G(x) * lim Gi (x) moina wyznaczy¢
wprost na podstawie (11.2.33) jako: i-x-
X
G(x) - J B(x-y/y)dV(y). (11.2.34)
Wyprowadzone wyzej relac¢je, okresSlajgce dystrybuante czasu oczekiwania

w modelu podstawowym WAD, zebrano w tabeli I1.1. Biorgc pod uwage przyje-
te zatozenie o prawie dowolnym rozktadzie odstepéw miedzy chwilami napty-
niecia kolejnych zgtoszen oraz postaci zaleinos$ci czasu obstugi od czasu
oczekiwania, mozna, dla kazdego jednokanatowego systemu WAD, dobra¢ model
podstawowy przyblizajagcy z dowolng doktadnoéciag parametry zaréwno procesu
naptywania, jak i obstugi zgtoszen. Tak wiec, teoretycznie rzecz biorac,

mozemy rozpatrzy¢ z dowolng doktadnos$ciag kaidy jednokanatowy system WAD
z regulaminem naturalnym. Uzyta do analizy badanego modelu metoda odcin-
kowego okreélania funkcji gestosci rozktadu czasu oczekiwania byta pier-
wotnie stosowana do systemo6ow z ograniczonym czasem oczekiwania (patrz np.
[GNED 71]).

Na tej drodze uzyskano tez w [IIBU 71], [pOSN 73~ wyniki analityczne dla

niektérych specjalnych przypadkoéw ze zgtoszeniami naptywajacymi strumie-

niem Poissona i ograniczeniami na posta¢ zalezno$ci B(x/yy). Pierwszy przy-

padek analizy systemu WAD ze strumieniem zgtoszen rdédinym od strumienia
Poissona zawierata dopiero praca (WOLI 80hbJ.
W nastepnym punkcie przedstawimy rozwigzania kilku szczego6lnych przy-

padkéw modelu podstawowego. tatwo przy tym zauwaiyé, ie praktyczne wyko-

rzystanie przedstawionej metody wigze sie jednak ze znaczng pracochtonno-

§ciag, wzrastajgca silnie ze wzrostem J (okres$lajagcej liczbe przedziatow,
w ktérych réine sag rozktady czaséw obstugi), poninwaz J razy konieczne
jest znajdowanie oryginatu funkcji vp(t,61,...,6m_1), a wiec dokonywanie
odwrotnej transformacji Laplace'a oraz catkowanie jej w przedziale, dla
okres$lenia ur(s,61,...,6m_1), przy czym ztozonos$¢ tej funkciji roénie ze
wzrostem p. Niezaleinie od tego przy rzedzie rozktadu Coxa wyiszym niz
trzeci (m > 3) konieczne jest numeryczne poszukiwanie pierwiastkéow réwna-
nia (11.2.24).

1'1.3. Przypadki szczegdélne modelu podstawowego

Omoéwiony w poprzednim punkcie model podstawowy umozliwit nam bardzo

ogbélne ujecie szerokiego wachlarza réiznych systemoéw cechujacych sie za-

leznoécig czasu obstugi od czasu oczekiwania. Ponizej podamy jego wyspe-

cyfikowanie dla pewnych, wybranych przypadkéw szczegdlnych,z ktérych wie-

le wykorzystamy w dalszych

nia wtasnosci
) Zgtoszenia

W przypadku, gdy

naptywa.lace

systemoéw WAD.
strumieniem

zgtoszenia
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czes$ciach niniejszej pracy dla

Poissona

naptywaja strumieniem

lepszego

Poissona,

pozna-

zaleznos$ci

przedstawione w tabeli 1 znacznie sie upraszczajag i przyjmujag postac:
T-r<rpp (U .3 .1)
gdzie: cl = E(a) =j— (A intensywno$¢ strumienia zgtoszen).
W(s) =V.0O[l + v*(s)], (11.3.2)
dzie funkcje v~(s) wyznacza sie iteracyjnie z réwnahn:
P-1r _ I
-1+ bQ(s) +~jb s ) -bpfsjjunrs)
L - T T i U e (11.3.3)
1 * 8 bp(s)
przy
w ocC
up(a) :J e_8tvp(t)dt, vp(s) =J e"8tvp(t)dt.
Wp -1 0
Stata "H'0 wyraza sige w tym przypadku wzorem:
1 *E(bT)
0 — P rr:— T R ————— 7-
I+tA [~ [E (bi)-E(bJ)Ju*(0)+E(bo)-E(bJ)j
natomiast
i “E(bj) - i*
E<»> - i B N —— i-sitftp
(11.3.5)



gdzie:
uil)(©) -35 u?(s)I
8»0
1 dla i » O
i
“?(0) dla i >o0.
Analiza takiego przypadku nie wymaga wigec nigdy oficzen numerycznych.!
[LIBU 71] rozpatrywano tez dla takiego systemu rozktad liczby zgtoszen»
kolejce.
Biech 36" oznacza prawdopodobiennstwo tego, ze w chwili zakornczenia obstu-
gi pozostaje W systemie k zgtoszen.
Wprowadimy funkcje tworzacag 31 (®),
51(®) - £ 3 0+
(U .36
k»O
Wykazano, zes
*(*) = g(* -ste)
’ (11.3.7)
rozktadu

gdzie: g(s) jest transformatg Laplace'a-Stieltjesa dystrybuanty

w systemie, zadanej wzorem (I11.2.34).

dodatkowych zato-

czasu pobytu zgtoszen
Bardziej szczeg6towe wyniki moina uzyskaé¢ po przyjeciu
zen upraszczajgcych.
al) Wyktadnicze rozktady Ctaadéw obstugi

W pracy [POSN 73j rozpatrywano przypadek, gdy:

BO(x) - BIl(x) = 1 e-fV

Bi(x) - 1 - eRI* _
WX2»3 0% ee ]

(11.3.8)

ujac nastepujace wyrazenie na okres$lon i
& : epuia y s’,long zaleznosciag (11.2.17) funk-

na okre

f dl
P{x) 2 wp-1 <x<wp.

$8W p_1t

up (x)
(11.3.9)

die XI>Wp .
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(*-/*.,)X
f.(x) =Xe
v r Pi-M i -AT)w i 11
v or> [ ] * e 1 . " 1 3+
dla
°l j»2,3,¢-9,7]| r»1,2,3, e Jrl. (1. 3-10)
gdzie:
Aw,
K1 - e -1,
N * . N - o
4 Kr [ < W > j enj Awj-1 e Wl i-2.3 3

Przy czym dla kompletnego okreslenia dystrybuanty'W’(x) nalezy wyznaczy¢
VQ z warunku normalizacji:
J oo
o [1T+X!P / v x)dx] - 1- (n.3.11)
i»1 O

Tak wiec rozktad czasu oczekiwania jest w tym przypadku kombinacjg linio-

wa rozktadéw wyktadniczych. W przypadku gdyby istniata taka para j.r
(j =2,3,...,3 r-1,2,3 J-Dr -dla ktoérej = 0, wobwczas zalez-
nos$ci okreslajagce funkcje fj(x) skomplikowatyby sie do postaci kombinacji

rozktadéw wyktadniczych oraz rozktadéw Erlanga drugiego rzedu.

liniowej
funkcje gestos$ci rozkta-

W cytowanej pracy wyznaczono tez przedziatami

du czasu pobytu zgtoszenia w systemie g(x)

G(x) "Vnyl Krexp(-ixrx) +piexpixix) 3 e Wriy)dy, (1. 3-12)

r-1 Wh».,
wA_1<x A Aw A

gdzie | wyznacza sie jako



a2) Przypadek J » 2

Analize modelu podstawowego ze zgtoszeniami

Poissona oraz 1 2 przedstawiono w [LIBU 71]

go wzory (11.3.1)-(11«3.5) nie ulegajg istotnym

bedziemy ich w odpowiednio zmodyfikowanej postaci

Zamie$scimy natomiast zaleznoé¢ definiujgca transformate

naptywajacymi
Poniewaz dla

uproszczeniom

strumieniem
przypadku te-

wiec nie

przytaczac.

Laplace'a-Stielt-

jesa dystrybuanty czasu pobytu zgtoszenia w systemie
g(s) - HOjb2(s)v*(a) + »*()HD>..(*) - b2()] + bQ@I . (11.3.13)
gdzit, zgodnie z poprzednio wprowadzonymi oznaczeniami
o® mm
vi(e>. - f e-sxv2(x)dx \]e"" v(x)dx,
W1
Ut (8) - J a'* a(x)dx.
Sa podstawie (11.3*7) oraz (11.3.13) okres$la sie funkcje tworzacag liczb;
zgtoszen oczekujgcych w kolejce
b2 (X -Xe)-9bo0 Seut [b,(X-A9) b2 (*-Jk®)]
*«) - Wr (ii.3.U)
b2 (x-A9) -e
W dalszym ciagu podamy wyspecyfikowanie zalezno$ci okreslajacych cha-
rakterystyki syatemu WAD dla przypadkéw wybranych postaci rozktadoéw Bi (x)}
i - 0,1,2.
Bedziemy przy tym zaktadaé¢, ze BQ(x) « B~(x) i wprowadzimy oznaczenie
D m wl.
Tak wiec:
BQ(x) m B "i) dla [ <D,
B(XxM) (11.3.15)
B, (x) dla
Mozemy miaé¢ wiec do czynienia z obstugag o rozktadzie czasu trwania B. (x)
z prawdopodobienstwemV(D) lub o rozktadzie czaau trwania B2(x) w prze-

ciwnym razie.

Tak wiec zachodzi

101

() - E(b2)[I1-1f<D)] + E(b,J4#ftD) - E(b2)-[E(b2)-E(b1)]1'H>(D)-
i) Regularny rozk#ad czasu obstugi [wOLI 797"
Niech
5(x) . B.,(x) -H(x B8),
B2(x) -H (x - BL).
Wilwoli 79] wykazano, zie:
vi(s)
s-A
r, B.I J -
vV (s)
» [
gdzie:

u*r(.) -
natomiast
No o m i
gdzie:
j-0
jB 6
dla !

W szczegélnos$ci

tf(x) -vO0 y*)

Mx-jB.) [-*(x-jB8)]J

— 3i—

« X «<= U + 1)B8

dla  x<SD,

(11. 3-16)
(11.3-17)
(11.3-18)
(11.3-19)
(11.3.20)
(11.3.21)
(1. 3-22)
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a stad prawdopodobienstwo wykonania obstugi

o rozkdadzie B, (x) wynosl
w(D), 1

V(D) =VvO~D) (11. 3.23)

Po zmudnych przeksztatceniach wyznaczono takze $redni czas oczekiwania

zgtoszenia na rozpoczecie obstugi

ABT 2V+(BL+B )V(D)
K@zi>) " ?(i-abl i d i-3.24)
gdzie:
k J .
> -J(D) D +1 Jn+1 - £E S [->(0-jB8)]
j»C i-0
za$ k wyznacza sie z nieréwnosci kBH” D < (ktl)BQ.
ii) Wyktadniczy rozktad czasu obstugi £1,IBU 71] , JPOSN 73J
Niech
-u . X
BO(X) =Bl -1-¢e ,
-uax -
B20) = 1 - er2 . (1. 3-28)
Wykazano, ze w tym przypadku zachodzi:
2. . ~(fri~X)D
- -sD
fti-Ata <M+a; (I -ats; {ff2-xB) e > (11.3.26)
*rXx)
£:1(*271 “A)-A(jx.| -fc)
(1. 3.27)
fla b =A
W szczegélnos$ci
*(*> A~ Ot +ivs[1'eﬂ N dla x< D (1. 3.28
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natoniast wartosci u*(0), u”1”(0) niezbedne do okreslenia E(W) wedtug wezr.-

ru (Il1. 3.5) wyrazaja sie zaleznos$ciami:
*e> m
(11.3.29)
iii) Czasy obstugi o rozktadzie Coxa Il rzedu [wOLI 80bJ
Niech
— _ 1+ d. 'S
bQ@) * b-(s) a .——— - R
1 + cnra +
(11.3.30)

1+ d--s
b2(s) - - _Yy
1+ c”28 N c22a

Zgodnie z Konwencja oméwiong w rozdziale | parametry dii>cii>c2i wyrazimy
jednoznacznie przez wartos¢ oczekiwang E(b”) oraz wspétczynnik zmiennosci

rozkdadu jak nastepuje:

0,5 ~cB1~r 1 og>1

C,* 1% E(bi) 2(bi)[|+cBi]

0,5[E(bi)]2(1-cBi) 0,5(1+cBi)[fi(bi)]2

c2i
E(bi)cBi
dli 0 5
i oczywisc/e
\
E(bf) + cBJ. (11.3-31)
tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi relacja
1. 3.32
cli “ dli " EQi)* ( )
Zatéimy
(11.3.33)

°‘B1 " °B2 " CB'
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W rozpatrywanym przypadku
v2(e) l1o't6:ii a lofrili _i + o« 1 1
*o+Ds+e2 8r-82 88~ 82%8~ oAfir
a stad
v (t) - idiiis .V + *21itlo * 2+
M 2 M
vofi +fiit~r2 _ VvV + f2iic~o_ A X1
* Si(»i-2) M V »i) J X ~ D
1 -AE(b2)
1 +A ~ (b)) E(b2)] [ + u*(0)lJ
oraz
»y D OGZj
2ls " E (fa2)]
)-E(b1)Ju(1)(0)-0,5[E(b2)-tE(bT)] (1+cB)[IW *(0)]
«J +[E(b2)-E(b1)) [I+u*(0)]
?2*(A) -~ [Bfb,) - E(b2)] [l + u*(0)]
gdzie*
«*(0) i - i i
1 “o *
«/'>(0) (1-DfljH,
% Ya

(ii.3.34)
(11. 3.35)
(11. 3-36)
(11-3.37)
(11. 3.38)

(11. 3.39)

(11.3.40)

/

(11.3.41)

przy
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A » ml 4mo0 ,
®1,2 S5 (~mi " Va )» (11.3.42)
N
tT Lyloiig 9 440
AEfb ) L-AE(b.) 011-~'021
1, "A m, e e m « =m . (1. 3.43)
21 21 ‘21
Przytoczone zaleino$ci okres$lajg wprost charakterystyki systemu i umozli-
wiaja bezpoérednie okreslenie V(.X) dla X>D na mocy wzoréw (Il.3-2) oraz
(11.3.3).
b) Odstepy miedzy chwilami naptyniecia kolejnych zgtoszen posiadajace roz-
ktad Coxa Il rzedu [wOLl 80b]
Rozpatrzmy przypadek zgtoszen nadchodzacych w odstepach o rozktadzie
Coxa drugiego rzedu, tj.i
1 + d..8
a(a) » - (11.3.44)
1 + C.j8 + c2s
przy czym parametry d.j, ¢, c2 wyraione sa przez warto$¢ oczekiwang E(a)
oraz wspoétczynnik zmiennos$ci rozktadu CA w sposéb analogiczny do podanego
w rozdziale |I.
Jes$li chodzi o charakterystyke czaséw obstugi, to przyjmiemy:
BO(x) BAi) «1.¢ ThX
(11.3.45)
B,(x) -1-c¢e
Mozna sprawdzi¢, ze w tym przypadku zachodzi?
M 1.8 + 1
V*(s,6) « -5— (11.3-46)
gdzie«
. . " 1-E (a)”
n - - ~n1°2"cl
1. =&, 19 i6c2-dih -1 (11.3.47)



3.24) przy zastagpieniu
(1. 3.35

oraz"*(A).

(I'l1. 3.46) ma poatac
(1'l. 3-43) przez (I11. 3*46).

i (11.3.36) oraz (11.3.39),
W rozpatrywanym modelu wylicza sie natomiast

Zauwazmy, ze identyczng z (I1.
Tak wiec pozostaja w mocy zaleznos$ci
okres$lajagce vi1(t,6), V'(x) dla x<D
inaczej,

Cl ~ c26+ [E(b)) E(b2)J[i + u*(0,6)]" (!le 3.48)
* ftin
A(bgj-Efh~A] (u(l)(0,6)-[E(b2)-~E(bLl)+d~ [L+u*(0,6)]
C(11.3.49)
przy czym u*(0,6) oraz ujl~n(0,6) wyznacza sie z relacji (11.3.40) oraz
(11.3.41) przy uwzglednieniu (11.3.42) oraz (11.3.47).

Dla kompletnego wyznaczenia charakterystyk badanego modelu nalezy je-

szcze wyznaczy¢ stata 6

W rozpatrywanym przypadku ukiad réwnan (11.2.25) redukuje sie do pojedyn-

czego roéwnania jednoznacznie okres$lajgcego 6 ,

of2 (a.)
(11.3.50)
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przy:
SO - [(ai - *,)(«, - $2)]
-Dfs,-")
I T pu— i-1.2.
1 i
natomiast sl1 jest dodatnim pierwiastkiem réwnania (11.2.24),kté6re [cOHE

(ﬂ posiada w rozpatrywanym przypadku dwa pierwiastki, dla ktérych Re(s)>Q

w tym jeden réwny zeru

Na podstawie zamieszczonych tu rozwigzan przypadkéw szczegélnych mode-

lu podstawowego widaé¢, ze jego analiza moie byé¢ dosé¢ pracochtonna nawet

woéwczas, gdy nie zachodzi konieczno$¢ odwotywania sie do obliczen nu-

merycznych.

0) Analiza pewnego systemu ze stratami

Dotychczasowe rozwazania ograniczyli$smy do Systemoéw z czasem obstugi

zaleznym od czasu oczekiwania i to bez ograniczania tego ostatniego.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, iz przeanalizowany model podstawowy obejmuje

jako szczegdélne przypadki réwniez:

- systemy typu Kn/G/1 z rozktadem czasu obstugi pierwszego zgtoszenia w
kazdym okresie czynnym réznym od pozostatych (przy przyjeciu J » 1), a
wiec istotny (jak to podkres$lono w rozdziale 1) dla wielu zastosowan
przypadek niekonwencjonalnego systemu obstugi;
systemy typu Kn/G/1 z ograniczonym w sposdéb deterministyczny czasem O-
czekiwania na rozpoczecie obstugi (i by¢ moie réinym od pozostatych cza-
sem obstugi pierwszego zgtoszenia w okresie czynnym), przy przyjeciu
J M2 oraz B2(x) >H (x);
systemy WAD z ograniczonym w sposéb deterministyczny ozasem oczekiwania
na rozpoczecie obstugi, po uptywie ktérego zgtoszenie Jest tracone (przy
Bj(x) -H(x)).

Ponizej wyznaczymy rozktad czasu oczekiwania w pewnym systemie WAD z

ograniczonym czasem oczekiwania na rozpoczecie obstugi. Przypadek ten be-

dzie podstawg do analizy w rozdziale 111 pewnych bardziej ztozonych regu-

laminéw obstugi.

Rozpatrzmy system, w ktérym zgtoszenia nadchodza strumieniem Poissona

o intensywnos$ci & , natomiast czas obstugi zalezy od czasu oczekiwania W

sposdéb opisany dystrybuanta.
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gdzie:
3t(x,m,”,x) dla lit-» O
R
B ) = 1 —ecvl dla O < H'< D
& An) = (11.3.51)
1- e dla O < t
H(x) dla V>>t R3 -r A K1Y R4 - h ]v ~ Rr
d1iei
gaztel /M AilU -A) +Aun
R5 ™ * (M1 " ~2)(1L " m) (9-22+~)(@i-p2~ xI(jl™-wW
b (1m)-3il_ Jk-h e "r0 e-sDI
B+th BHP*L
dla AT
]
7k frftD-aD™Mxr —,ﬁﬁl. A< v
+ Ti~"TTe"rTlLe 6 _e e + A e e = 0%m ALy N .
> *opi
L] P x
n U o- ¢ JL, - W ) At fo
. /
S(u..-A)t -u ot -(u.2-A)t -(Uj-fipdD
Korzystajac z zaleiznos$ci (11.3-2)—11.3.4) otrzynujeniy: v2(t) - R%e rl + R2e rx + Rje r<! e rl n H(t-D) +
_-st
vi(b) “ +$ Nr[- “0% ]+ *,<a>"aW 8> + R4e ~ te "DH(t-D)-R1le AMNHfE-D) 4+
dla & f
Zip, -px,
gdziei 3tN,X2 - pewne funkcje.
R5e ™Mxt H (t-D) dla t <t
*. S(u.-A)t fcu-0-m) [-U t (M -Ajt
))’<)_ ® n -® Jdla t«SD. (11.3.52) */ n R2 r~ (tix'ta)D ~ K +a)rl
"~ i 8 " A+
lJ"@ 1 L sC 1B L Nid-m)] , . —(flx*s)D]>,~(1-m) R3 f-(~2“a+n) -QR2-A+b)?]
1( IL L S - T R Wm-m* - % + a+N-A l® ' ® J® +
< (11.3.53)
- (8 -(8+
v*/-\ _ n 1 .d 1 ., 1 -(Fii"xX)D D p lAI’ ( vD (8 H)tl D
2" R1 s+"~-A + 2 8+~ + R3 a+jig-A e e + + 48Y"[e - € Je +
' _(fio- 7,V
T wagaa _ap S (fli*> )b D I'qUza+s)d ({i2-A+8)t] -("Nix"N2+AD
4 7+n e - R1 e d + * R 4 7o

1 H-eD -y  1-fED ., 1 .“AxD.-aD . \_X.-SE
e

+ S5pT™-J e + R5 aTI,?Z 5 sTu” e 8 +aM8'» -



jednostkowy czas obstugi zgtoszenia tj*(9«) oraz prawdopodobienstwo utraty

zgtoszenia na skutek nadmiernie diugiego oczekiwania Pstr>

7*(*) -S . +fc-le"AWnla* + cX-1(1 _ ~ a *)
e m
- % - e H o (".3.W (11.4.2)
Pstr “ 1 -[* 2?2 *(*)] _1 gdzie Sm mlJ -c»B#x
v3(t) - v2(t) dla t <t (11.3.56)
b) Wielokanatowy system z ograniczong wymiarowos$cig iZr6det zgtoszen
$
Oznaczmyprzez V- (x) dystrybuante czasu oczekiwania, gdzie $ (x)a3C(xtmfpx) W pracy [sWEN 59] rozpatrzono n-kanatowy system masowej obstugi w kto-
bedzie okres$lato, przy jakiej postaci dystrybuanty DC(x,m *x) byta pro- rym zgtoszenia generowane sg przez K wymiarowe Zré6dto zgtoszehn takie, ie
wadzona analiza modelu, tatwo wida¢, ze: czas pobytu kaidego ze zgtoszen w ir6dle jest zmienng losowg o rozktadzie
wyktadniczym z parametrem A (patrz wzé6r. (I1.1.18)).
P jet t j tac | Sci t i ki-
V #(0) - EI +7E(K) +»1j(0)/~ +Aut(0)/p2l "1, (11.357) rzyjeto nastepujacag posta¢ zalezno$ci czasu obstugi od czasu oczeki
wania
t
w*r(t) -~ (0 jjlv2(t)dtj dla tatr b(a/uy) - ~ expl[-XdiikKl - -~ )J | (1r.4.3)
| 1
dzie:
mtfhz) -W.$ (0)[I + u*(0) + U2(0)J gdzie
eto
Whs) HTs ¢ uans 1150 - J eEXERm
0
11,4, Inne aodsle Taka posta¢ zaleinos$ci czasu obstugi od czasu oczekiwania posiada na-
stepujacg interpretacje: Proces obstugi zgtoszenia, ktérego czas oczeki-

Niezaleinie od oméwionych W punkcie 11.2 réinych wariantéw modelu pod- wania jest réwny zeru, skiada si¢ z jednej fazy o czasie bedacym zmienng

stawowego rozpatrywane byly jeszcze dwa specyficzne przypadki systemow z losowag b”~, posiadajgcg rozktad wyktadniczy z parametrem [I .0czekiwanie na

czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania na jej rozpoczecie i natural- rozpoczecie obstugi powoduje koniecznos$¢ rozbudowy tej obstugi o nastepne

nym regulaminem obstugi, ktére tu pokrétce przedstawimy. fazy, przy czym liczba tych faz jest zmienng losowg o rozktadzie Poissona

z parametrem (A~W ), natomiast dtugos$¢ kaidej z kolejnych faz jest zmien-
a) Liniowa zalezno$¢ czasu obstugi od czasu oczekiwania

ng losowag o rozktadzie wyktadniczym 1z parametrem tgczne rozpatrzenie

W pracy [mUDR 61] analizowano jednokanatowy system WAD ze zgtoszeniami czasu obstugi prowadzi w takim modelu do zaleino$ci przedstawionej wzorem
naptywajgcymi strumieniem Poissona (o intensywno$ci&.)oraz zalezno$ciag cza- (11.4.3).

su obstugi od czasu oczekiwania okres$long jako: > Analize tak zdefiniowanego modelu przeprowadzono metodag przybliiona.

Zatozono miajiowicie, ze analizowany bedzie, jako aprokay(nacja systemu wyj-

B(x/u>) » K(x-">(y>)), «pw) - S - cu), c >-0. (11.4.1) §ciowego, system zastepczy, w ktérym czas obstugi zgtoszenia ma rozktad

wyktadniczy o parametrze zaleinym od liczby zgtoszen "i" aktualnie znaj-

Czas obstugi byt wiec deterministyczng, malejgcg, funkcjag czasu oczekiwa- dujacych sie poza irédtem (tzn. obstugiwanych lub oczekujacych w kolejce).
nia, przy czym dodatkowo czas oczekiwania ograniczony byt do wartos$ci Przyjeto, ie zaleino$é¢ od "i" ma postac:

Wuiax “ T~c* po Przeltroczeniu ktérej zgtoszenia opuszczaty kolejke, re-

zygnujac z dalszego oczekiwania (byty tracone). Uzyskano wyrazenie na
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) dla i ~n
Mi (11.4.4)

ILj
gdzie: ® = jf.

Przy zapewniajgcym stabilno$¢ systemu zatozeniu, ze

n~. > (X- n)»Ad,

wyznaczono prawdopodobieiAstwo 3 tego, ze w stacjonarnyc« stanie granicz-

nym poza iré6dtem przebywa "i" zgtoszen:

X i
*0 <*|'1
L i»l i«n -
% “ Po«*)l® dl. i <n, (11.4.5)
» i % PO*i dla Jt>i ~ n,
gdzie:
. J o« kIMy -1
i)l
n (h i-n n 11
y nin k-0
(:K)i *
\

Na tej podstawia przy upraszczajgacym zatoieniu %= oraz wyzna-
czono szereg charakterystyk systemu, miedzy innymi $Sredni czas oczekiwa-
nia zgtoszen w kolejce, wyrazajgcy sie wzorem:

E(11>) ' i?p' -fflb ] ST’ (u .4.6)
gdzie:
vEs"frr (n -4-7)

i poréwnano je z wynikami badan symulacyjnych, uzyskujac dobrg zgodnos$¢.
Ze wzgledu na uzycie bardzo krétkich serii zdarzen przy symulacji nie

mozna tu jednak moéwi¢ o oszacowaniu btedu metody.
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0) Przypadek dyskretnych rozk#adéw zmiennych losowych definiujacych sy-
stem WAD

W pracy [sZNE 68] rozpatrzono przypadek, gdy zmienne losowe al w1l pur

sg zmiennymi dyskretnymi przyjmujgcymi wartoéci catkowitoliczbowe nieujem-
ne (a wiec identyczny z zatozeniami, przy ktérych w [CALL 73] dowodzono
warunku stabilnoéci). Przyjeto, ze o0o$ czasu podzielona jest na odcinki
czasu bedace catkowitag wielokrotnoécia kwantu At. Zatozono, ze w odcinku
At do systemu naptywa co najwyiej jedno zgtoszenie. Niech € oznacza praw-
dopodobiennstwo tego, e odstep czasu miedzy naptynieciem kolejnych zgto-
szen wynosi i kwantéw (afo - 0), gk (i) oznacza prawdopodobienstwo tego, e
czas oczekiwania zgtoszenia, ktére naptyneto w chwili i At wyniesie kAt
oraz oznacza prawdopodobienstwo tego, e czas obstugi wynosi iAt pod
warunkiem, ze czas oczekiwania wynosi jAt.

Graniczny rozktad czasu oczekiwania gk, k « 0,1 . mozna znaleié na

podstawie iteracyjnej zaleinoS$ci:

[S*] + *iA>_k+i]k+i +

k-1
+~A1Ftk m 179k + °FIX-~k+1-j,jqj * °* k-1.2,..., (r1.4.8)
j-o
przy czym qQ wyznacza sie z warunku normalizaciji
(11.4.9)
k-1
W szczegdlnos$ci wykazano, ze jes$li zatoiy¢:
1)
0 K o
% (11.4.10)
chA -oe(l -op)i-1 i-1,2,... 0 < <*<1.
ii)
floj « 1
A - dip2(I+1) (i - PIHV -y (11.4.11)
i > 1» j ~0;
i
o< B<i, o <p < 1j
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to znaczy scharakteryzowac¢ strumien zgtoszen jako dyskretna analogie roz-
ktadu wyktadniczego, natomiast czas obstugi jako dyskretng analogie roz-

ktadu Erlanga drugiego rzedu, woéwczas rozwigzanie graniczne ma postac:

*k+1

S . PJ** )K"V, 1
j-0 J

k-1,2

gdzie: g_1 « 0, natomiast gqQ wyznacza sie z warunku normalizacji. Zilu -

atrowano réwniez rozwigzanie dla przyktadowych parametrow systemu.

I1'1.5. Niektére wtasnosci systemoéw WAD z naturalnym regulaminem obstugi

Korzystajagc z przedstawionych poprzednio analitycznych rozwigzan, wy-
znaczajgcych charakterystyki szerokiej klssy systemédw obstugiz czasem ob-
stugi zaleznym od ozaau oczekiwania oraz regulaminem naturalnym, przedy-
skutujemy obecnie niektére wtasnos$ci takich systemow.

W szczegélnoéci postaramy sie odpowiedzieé¢ na pytanie, fezy i na ile
charakterystyki systeméw WAD, a takzie ich wrsiliwos$é na poszczeg6lne pa-
rametry systemu, réinig sie od podobnych relacji w systemach konwencjo-
nalnych. Zastanowimy sie tez, czy i Ina ile doktadnie moina bytoby wnios-

kowa¢ o pewnych charakterystykach systemu WAD na podstswie analizy odpo-
wiednio dobranego systemu konwencjonalnego.

a) Poréwnanie wtasnos$ci prostego systemu WAD i systemu M/G/1 [WOLI 793
Rozpatrzmy system WAD z regularnym rozktadem czasu obstugi i zgtosze-
niami naptywajgcymi strumieniem Poissona przeanalizowany w punkcie 11.3.«2,
ktérego charakterystyki zadane sg zalezno$ciami (11.3.18)— 11.3*24).
Tak wiec czas obstugi i-tego zgtoszenia b”. okres$lony jest Jako:
| B8 dla w1 * 0,

przy czym zatozymy dodatkowe, ze B”™ > Bg.

System ten bedziemy w dalszym ciggu nazywac¢ systemem bazowym.
Niech bedzie dana rodzina systemoéw M/G/1 takich, ie:

i) zgtoszenia naptywajag strumieniem Poissona o intensywnos$ci identycz-
nej Jak w badanym systemie bazowym,
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ii) czasy obstugi zgtoszen sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkta-

dzie zaleinym od wartos$ci , posiadajgcym dystrybuante

Vo oX) “W D>tl<x “ V + [ 1 " V*(D)] H(x " BLY}' (11.5.2)
gdzie: WA(D) -'W(D) jest prawdopodobiefnstwem wykonania w systemie
bazowym obstugi o czasie trwania Bs, zadanym wzorem (11.3.23).
ktore nazywaé¢ bedziemy dalej systemami zastepczymi.

Zauwaimy, ze z (11.4.2) wynika réwnos$é¢ wartosci oczekiwanej czasu ob-
stugi zgtoszenia w systemie zastepczym E(b”) oraz jednostkowego czasu ob-
stugi zgtoszenia w systemie bazowym, wyznaczonego przez zalezno$¢ {I11.3-1Q
Tak wiec dla dowolnej intensywnoé$ci Zré6dta zgtoszen zdefiniowalismy system
zastepczy identyczny z systemem bazowym pod wzgledem sposobu wykorzysta-
nia stanowiska obstugi, jako ze rozktady czaséw obstugi w obu tych przy-
padkach sg identyczne.

Poréwnanie parametréw tych systeméw pozwoli stwierdzi¢, czy popetniony
zostatby duzy btad, gdyby przy badaniu obiektu rzeczywistego o charakte-
rze systemu WAD zamiast analizowac¢ jako jego model system bazowy, wzigcé
pod uwage wyznaczony na przyktad eksperymentalnie, droga pomiaréw na obiek-
cie, rozktad Ba,0(x) (przy pewnej intensywnoé$ci strumienia zgtoszen AQ) i

wnioskowa¢ o wtasnos$ciach obiektu na podstawie wtasnos$ci systemu zastep-

czego.

Wprowadimy oznaczenia:

V(A) « E(W) - $Sredni czas oczekiwania w systemie bazowym (okreslony
wzorem (11.3.24)),
U(A, AOD) - $redni czaa oczekiwania w systemie zastepczym, dla kto -

rego rozktad czasu obstugi zostat okres$lony rbwnaniem

(11.4.2) przy X - AQ.

Korzystajac z elementarnych zaleinos$ci dla systeméw M/G/1 [KLEI 75] mamy:

KBs “ B") + bl]
r —I*
[~ o(D)(Be - BL) + BL]j

k
uu, %) - vy O

(11*5%3)

Przyktadowe wykresy funkciji V(JV) oraz U(A,A0) dla dwéch zestawoéw parame-
trow B~, BO, D przedstawiono na rysunkach I1.1 oraz I1.2.

Poréwnanie warto$ci V(ft) oraz U(A,%) pozwala oceni¢ réinice Srednich

czaséw oczekiwania zgtoszen w systemie bazowym i zastepczym przy zatoze-
niu, iz dla kazdej intensywnoéci & strumienia zgtoszen rozktady czasow
obstugi w obu tych systemach sa jednako««. Jak widzimy, uzaleznienie cza-
su obstugi od czasu oczekiwania w systemie bazowym powoduje, iz V[V (A)

i ‘s . . . . . PR *
- U(&.,&)> 0J» przy czym wartos$é¢ tej roznicy silnie ros$nie ze wzrostem



rtys. 11.3. Wydajno$¢é granicz-
na systemu zastepczego przy
» 0.1, Bg » 0.05 w funkcji

A 0O 1 D

Rys.

11.4. Wydajno$¢ graniczna sy-

stemu zastepczego przy BT »0.1,

D »0.01 w funkcji i B®

Kys.

11.~.

Wyda, ino$s¢ graniczna Sy-

stemu zastegpczego przy Bg * 0.05.
= 0.1 w Ffunkcji X_ i BT
xj

D

ITT
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W zamieszczonych przyktadach warto$é tej rdédinicy moze nawet kilkakrotnie

przewyiszaé¢ wartos$é U (A A).

Krzywe U(A,A0) przy A f AQ przedstawiajg prognoz® czasu oczekiwania dla

ré6znych A , wyznaczong przy uzyciu systemu zaBtepczego na podstawie zna-

jomoséci rozktadu czasu obstugi B. (x). Btad prognozy V(A) - U(A,A ) jest
*o

ujemny dla matych A i ze wzrostem A roé$nie (maleje pod wzgledem wartos$ci

bezwzglednej) do zera W punkcie 5k < A O. przyjmujac nastepnie coraz wie-
ksze warto$ci dodatnie.

Przejdimy obecnie do przedyskutowania najistotniejszego z punktu wi-
dzenia uizytkownika systemu parametru, jakim jest wydajnos$¢

przypadku systemu bazowego wynosi ona (patrz punkt I 1.1):

(11.5.4)

Wydajno$¢é graniczna systemu zastepczego, definiowanego dla intensywnos$ci

strumienia zgtoszen AO, wynosi natomiastt

(11.5.5)

Na rysunkach 11.3, 1'l.4 i I1.5 przedstawiono wykresy reprezentujgce prze-
bieg funkciji TZ(AQ) przy réinych wartoédciach parametréw systemu bazowego.

Jak widaé¢ z tych wykreséw, zachodzi zawsze

R(AO) W . TB ¢ (11.5.6)
przy czym rdéinica ta maleje ze wzrostem wartos$ci A , jako 1ie
lim R (*o) . f -1
Ao -0 8 L
. (11.5.7)
lim R(AO) » o.
*o ~TB

Funkcja R(AO) Scisle malejaca jest jednak w praktycznie interesujacym za-
kresie zmiennoéci parametréw BL, BO, D silnie nieliniowa. Zachowuje ona
przy wzrastajgcych warto$ciach AQ dos$¢ diugo prawie stata wartosc¢, aby
gwattownie zmaleé¢ przy AO bliskich Tg. Jeéli chodzi o wptyw parametréw sy-
widac¢,

stemu bazowego na wartos¢ btedu R(AQ), to z zataczonych rysunkow

7e d”a ustalonego AQ warto$é¢ R roénie se wzrostem O oraz B”, natomiast ma-

lejfe-"ze wzrostem Ba.

Zastagpienie systemu bazowego systemem zastepczym typu M/G/1 prowadzitoby

wiec z reguty do bardzo duiych btedéw w ocenie wydajnos$ci granicznej.

graniczna. W

Przyktadowe warto$ci btedu wzglednego w ocenie wydajnosci granicznej

dla przypadku B~ = 0.1, Bg m 0.05, D « 0.1 zamieszczono w tabeli I1.2.

Tabela 1.2

Przyktady wartoéci btedu w ocenie wydajnos$ci granicznej

2 4 6 8
0
i 20 40 60 80
fO/TB ™ i
87.76
B} 99.99 99.48 97.26
h<V /tb 01 1
10.0 20.0 30.4 42.6

vV Tz [*]

Iwré6émy uwage na jeszcze jedngag istotnag prawidiowosé wynikajaca z da-

nych zawaitych w tabeli I1.2.
O0téz w systemach konwencjonalnych zachodzita réwnos¢

?7Z(A) (11.5.8)
a wiec pomiar stopnia wykorzystania stanowiska obstugi pozwalat wprost o-
kresli¢ti na ile moizliwe jest zwiekszenie intensywnos$ci strumienia zgto-

szef.
W przypadku rozpatrywanego systemu bazowego, ze wzgledu na wspomniang nie-
liniowoé¢ funkcji"”~"(A), takie rozumowanie prowadzitoby do duiych bteddéw.
W szczegélnodéci wiec, jeséli przy A0/Tg = 0.8 stwierdzamy, ie stopien
wykorzystania stanowiska obstugi wynosi 42.6%, to nie moina stagd wniosko-
waé, ze mozliwe jest znaczne, np. dwukrotne zwiekszenie intensywnoéci stru-
mienia zgtoszen, gdyz w istocie juiz wzrost AQ o 25% wartos$ci poczatkowej
spowoduje przekroczenie wydajnos$ci granicznej.
Wskazane wyzej prawidtowos$ci mozna uogdlni¢ rowniez na inne systemy
WAD (bez strat zgtoszen) mieazczace sie w ramach modelu podstawowego.

Gdyby zachodzito w modelu podstawowymi

Efb A E(bi+1),

woéwczas *}*(A) bytaby niemalejgca funkcja A i wnioski wyiziej sformutowane
pozostatyby (w sensie jako$Sciowym) stuszne.

Tak wiec w szczegdélnos$ci w systemach tych naleiy z duzia ostroznoscia
odnosi¢ sie do moizliwo$ci zwiekszenia ich obcigzenia w przypadku stwier-

dzenia niskiego stopnia wykorzystania stanowiska obstugi, ktére - jak to

wskazano moga by¢ ztudne.
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b) Wptyw wspédtczynnika zmiennos$ci rozktadu czaséw obstugi i odstepéw mie-
dzy naptynieciem zgtoszen na charakterystyke systeméw WAD [WOLI 80BI

Rozpatrujgc systemy masowej obstugi dazymy czesto do ograniczenia sie,
p.rzy charakteryzowaniu rozktadéw zmiennych losowych definiujacych ta sy-
stemy, do podania mozliwie matej liczby ich momentéw.

W szczeg6lnos$ci podejmuje sie préby ogruniczenia opisu tych zmiennych

do wartos$ci oczekiwanych i przyjecia rozktadéw wyktadniczych (co zasadni-
czo upraszcza analize - w przypadku systeméw WAD jest to wyraznie widocz-
ne na przyktadzie systemu omawianego w punkcie 11.3.a1 - ale z reguty pro-

wadzi do sporych bitedéw) badz tez dwéch pierwszych momentéw wielu przy-
padkach takie przyblizenie jest wystarczajgcej faktowi temu zawdziecza
duza popularno$¢ metode aproksymacji dyfuzyjnej [klei 7¢).

Jak to juz wspomniano w rozdziale I, w przypadku systeméw konwencjo-
nalnych prowadzone byty prace (np. [GROS 7*]) nad wptywem.odej$cia od za-
tozen o rozktadzie wyktadniczym na charakterystyki systemu. W tym miejscu
przedyskutujemy wptyw wspoétczynnika zmiennosci rozktadéw definiujacych sy-
stem masowej obstugi z czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania na je-
go charakterystyki.

Zaréwno rozktad odstepéw miedzy zgtoszeniami, jsk tez rozktady czaséw
obstugi bedziemy charakteryzowaé¢ przez podanie wartoéci oczekiwanej oraz
wspoétczynnika zmiennos$ci rozktadu, definiowanego (patrz 1.1.2) jatco sto-
sunek wariancji rozktadu do kwadratu jego wartos$ci oczekiwanej. Oba te
parametry moga przyjmowaé¢ wartosci z przedziatu [qg,°° ).

Tak wiec dla celéw eksperymentu, ktéry miatby na celu zbadanie wptywu
postaci rozktadéw na parametry systemu masowej obstugi, nalezatoby wybrac
taka rodzine rozktadéw, w ktérych mozliwa bytaby zmiana zaréwno wartosci
Sredniej, jak i wspotczynnika zmiennos$ci rozktadu w wyzej podanym prze-
dziale. Czesto do takich eksperymentéw wykorzystuje sie rozktady Coxa, tj.
takie, dla ktérych transformata Lapiace’'a - Stieltjesa dystrybuanty jest
funkcja wymierna. Pokrywaja one peiny zakres zmiennos$ci obu interesuja-
cych nas parametréw. Uwzglednienie matych - bliskich zera - wartos$ci wspét-
czynnika zmiennos$ci rozktadu wymaga jednak uzycia rozktadéw Coxa wysokie-
go rzedu. Poniewaz wykorzystanie rozktadéw Coxa wysokiego rzedu prowadzi
do bardzo ztozonych obliczeh, wiec czesto ogranicza sie w badaniach eks-
perymentalnych do rozktadéw Coxa rzedu drugiego, dla ktérych warto$¢ ocze-
kiwana moze przyjmowaé¢ dowolne wartoéci nieujemne, natomiast wspéiczynnik
zmienno$ci moze przyjmowa¢ wartoéci z przedziatu [0.5,°® ), co pokrywa
wiekszo$¢ sytuacji praktycznie interesujacych.

W dalszym ciggu tego rozdziatu wykorzystywaé¢ bedziemy zaréwno dla opi-
su odstepéw pomiedzy naptynieciem kolejnych zgtoszenn, jak i dla opisu
czaau obstugi szczegdélng posta¢ rozktadu Coxa drugiego rzedu, dla ktoérej
dystrybuanta R(x) posiada transformate Laplace’a - Stieltjesa r(a)s

»oo»

« « » i

lutauuw PO w*

i zato

zymy,

1 * aeda
"(a)
dkr.ilon>ni Ne > C, »
* b€ o n Poo
B.j(x) dla I>«D
B(x/u>) B2(x)  dla u>>D
i. oba rozktady czaséw obstugi majg jednakowy

ze CE CQ ., tj
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apoétczynnik zmiennosci.

HyS .

Sredni

czas oczekiwania~syatemie WAD dla Cfi -

(11.5.9)

1 w funkcji

C,
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122

- 123 -

system WAD bedzie wiec jednoznacznie zdefiniowany przez podanie szoéstki
<J(a), CA, Efb~, E(b2), Cg, D> .

frzy zatozeniu, ze zawsze oo najmniej jJedna z wartosci CA, Cg bedzie réw-
ra jednosci, mozemy okresli¢ dla rozpatrywanych systeméw WAD charaktery-

stki, a to:
-§redni czae oczekiwania E(v) » V(E(a), CA, E(b.|), Efbg), Cg, D),
-jednostkowy czas obstugi * E(E(a), C, E(b~), E(bg), Cg, D)

» operciu o WZOry podane w punkcie x1. 3*

Dla pordéwnania zamiescimy tez wyniki analizy konwencjonalnych systeméw
KiZKj/1* Takie systemy jednoznacznie definiujemy czwérka «"E(a), CA, E(b),
@> , na ktdérg sktadaja aie wartosci oczekiwane oraz wspétczynniki zmien-
nosci rozkdadéw odstepéw miedzy zgloszeniami oraz rozktadéw czaséw obstu-
o
Wartosci Sredniego czasu oczekiwania dla takich systeméw, ktére oznaczacé
bedziemy przez U(E(a), C., E(b), Cg), mozna okresli¢ w oparciu o0 znane
zaleznosci podane np. w [COHE 69].

Rys. 11.8. Sredni czas oczekiwania w systemie WAD dla C. m 1 w funkcji
oraz % A a



s >>y

a
© ot OZgg ocoso3

rodzine krzywych V (-j, CA-0.05,0.1, 1, 0.1)
(przy wyktadniczym rozktadzie
poréwnania na

Na rys. 11.6 przedstawiono
wspoétczynnika CA
czas oczekiwania zgtoszen. Dla
systemie konwencjonal-
o rozktadzie

obrazujaca wptyw wartosci
czaséw obstugi) na Sredni
rys. 11.7 przedstawiono $redni
nym przy tym samym strumieniu wejsciowym oraz czasie obstugi
B.](x) (krzywe U (~, CA, 0.05, 0.1 - przypadek a), wzglednie B2(x) (krzywe
0.1, 0.1 - przypadek b). Tak wiec rys. 11.7 dotyczy
stanowi oszacowanie od dotu badz

czas oczekiwania w

u(, c., systemoéw
konwencjonalnych, w ktérych czas obstugi
oszacowanie od gory systemu WAD, ktdérego charakterystyke przedstawiono na

rys. 11.6 przy identycznym strumieniu zgtoszen.
Analogiczny zestaw wykres6w, a to: rodzinge krzywych 1» 0.05, 0.1,
Cg, 0.1) ilustrujacag wptyw wartosci wspoétczynnika Cg (przy zzgtoszeniach

naptywajacych strumieniem Poissona) na $redni czas oczekiwania zgtoszen w
dla poréwnania wykresy U(-lI, 1, 0.05, C,) i

jak poprzednio syste-

zawierajag rysunki 11.8 oraz 11.9.
Srednie czasy oczekiwania w

systemie WAD oraz zamieszczone

1» 0.1, Cg), dotyczace dobranych analogicznie

miw konwencjonalnych,
W obu wyzej zilustrowanych eksperymentach
systemie WAD mieszcza sie pomiedzy czasami oczekiwania poréwnywanych z nim

systeméw konwencjonalnych.

Z przedstawionych wykreséw wynika duie podobieAstwo wpiywu wspobtczyn-

niko6w CA oraz Cg w systemach WAD oraz w systemach konwencjonalnych.

Wecelu doktadniejszego przebadania tego ewentualnego podobienstwa prze-
prowadzono nastepujacy eksperyment.

Dla systeméw WAD, rozpatrywanych wyzej i charakterysujacych sie warto-

§ciami CA lub Cg réznymi od jednos$ci, wyznaczono oszacowanie T wartos$ci
Sredniej czasu oczekiwania postaci
A C AE(b1l)E(b2)CB,D) -aeV(~,1,E(b1),E(b2),1,D),. (11.5.10)

gdzie:

U(S' CA* /** CB>
U(E, 1, lb. 1)

jest jednostkowym czasem obstugi zgtoszenia w syste-

przy czym wartos¢ fi
zachowanymi pozostatymi parametrami, a

mie WAD, w ktéorym CA » Cg » 1 i

wiec:
fl~ E(i, 1, Efb,), E(b2), 1, D).

w rozpatrywanym syste -

identycznego systesau

Innymi stowy, szacujemy czas oczekiwania zgtoszen

mie WAD na podstawie czasu oczekiwania w przypadku
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WAD z wyktadniczymi rozktadami A(x), Bi(x); 1*1,2 oraz wspoétczynnika ko-
rekcyjnego X okreslajacego wptyw wapoédtczynnika zmiennoéci rozktadow aa

czaay oczekiwania w systemach konwencjonalnych.

Zauwaimy przy okazji, ze w przypadku systemoéw ze zgtoszeniami nadcho-

dzgcymi strumieniem Poissons zachodzit

X. U(s» 1> > cb> 1+ ci

(11.5.11)
U(d, 1, /% 1) = "~r

co wynika ze znanych wzorédw opisujacych system obstugi K/G/1. Rozpatrzmy

dla' wyzej zdefiniowanego oszacowania wyrazenia i

o %
(11.5.12)
V(E, CA, E(bl), E(b2), CB, D)’
bedgace miarg ré6znicy wptywu wspoétczynnikdw Cj i 0] na czaa oczekiwania w

systemach WAD w stosunku do systemoéw konwencjonalnych. Wykresy warto$ci cf
w funkcji intensywnoéci strumienia zgtoszen
11.10 (przy CA m 1) oraz 11.11 (przy m 1),

przedstawiono na rysunkach

Btad jest dodatni w przypadku, gdy CA =»1 (lub ¢B >1) 1 ujemny wprze-
ciwnym razie, przy czym dla dowolnego
(CA - 1) wzglednie (Cg - 1).

wartos¢ |[J| roénie ze wzrostem

cT (%] I
50

uo
30
20

10

0
10 Ca =0.9
0.7
Aro05

-20

-30

Rys. 11.10. Btad wzgledny s w funkcji At i CA, 1
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S (%}

Rys. 11.11. Btad wzgledny ¢ w funkcji A i Cfi, CA m 1

Z przedstawionych wykreséw wynika jednoznacznie, e wptyw wspoétczynni-
ka zmiennos$ci rozktadu odstepéw miedzy zgtoszeniami oraz rozktadu czaau
obstugi jest w przypadku systemu WAD istotnie silniejszy anizeli w przy-
padku konwencjonalnych systeméw obstugi.

Rozpatrujgc zmiennos$¢ w funkcji X widzimy, e < daiy do sera w przy-

padku, gdy A — 0 oraz gdy 9 — y <PIPO (tj. wydajnos$ci granicznej

systemu), s wiec w tych przypsdkach wptyw CA i cfi Jett w systemie WAD
identyczny Jak w systemie konwencjonalnym. "Istotnie zauwaimy, ze parame-
try systemu WAD przy takich granicznych przejsciach daia asymptotycznie
do parametréw systemoéw konwencjonalnych o czasie obstugi scharakteryzowa-
nych dystrybuantg B”~z) lub Bg(x).

Najsilniejszy wzrost oddziatywania CA iC B w poréwnaniu do syatemoéw
konwencjonalnych obserwuje sie przy takich wartosciach & , gdy najwieksza
jest niepewnoéé co do wyboru rozktadu czasu obstugi w systemie WAD.

Spostrzezenie to staje sie jeszcze bardziej wyraine, gdy weimie sie
pod uwage przedstawione na rys. 11.12 wykresy stopnia wykorzystania sta-
nowiska obstugi w systemie WAD, g (sO. Na ryaunku liniami przerywanymi za-
znaczono stopien wykorzystania stanowiska obstugi w tych samych dwéch ay-
stemach konwencjonalnych, ktérych uzywaliSmy do poprzednich poréwnan (rys.
1.7, 11.9).

rysunkéw 11.12 oraz 11.13 wynika tez inne, istotne spo-

strzezenie, ze zmiany wspodtczynnika CA majag silniejszy wptyw zaréwno na

czas oczekiwania, jak i na stopien wykorzystania stanowiska obstugi ani-
zeli identyczne zmiany wspoétczynnika Cg.
Tak wiec widzimy, ze o ile juz w systemach konwencjonalnych podkres$la-

no, ze niecelowe jest ograniczanie sie do pierw8zego momentu w charakte-

ryzowaniu zmiennych losowych definiujgcych system masowej obstugi,



flys.

Rys.

11.12.

11.13.

Stopien

Poréwnanie

wykorzystania

<Jg (przy CA » 1, Cfi »
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systemu

btedéw wzglednych <5°

C) w funk

WAD w funkciji

(przy CA *
cji C przy A

«

A dla

C, Cfi
7.5

ré6inych C

e 1) oraz
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to tym bardziej jest to niewskazane w stosunku do systemoéw WAD, a spe-
cjalnie w odniesieniu do strumienia zgtoszen.

Daigc do uzyskania waznych pod wzgledem iloSciowym charakterystyk na-
lezy wiec korzysta¢ z przedstawionych w punkcie 11.2 relacji umozliwiajg-

strumienia zgtoszen

cych doktadne odwzorowanie rzeczywistego charakteru
oraz rozktadéw czaséw obstugi.
Mimo - podkres$lonej juz pracochtonnos$ci zwigzanej z ich stosowaniem; w
Swietle wnioskéw wynikajgcych z przedstawionych powyzej badan fakt posia-
dania takich ogoélnych rozwigzan analitycznych nabrat obok czysto teore-
tycznych wartoséci rbwniez znaczenia praktycznego, auwaimy przy okazji,
ze w rozpatrywanych przyktadach najwieksze nieregularnos$ci zwigzane z réz-
nymi od jedno$ci warto$ciami CA i Cfi wystepowaty dla X* 0.7-0.9 T, a wiec
w zakresie, gdzie na ogo6t dobierany jest punkt pracy systemu.
Przedstawione na rysunkach I1.6 -11.13 wykresy dotyczyty pewnego zesta-
wu parametréw systemu E(b.j) » 0.05» E(b2) »0 .1, D » 0.1. Wyciggniete stad
wnioski pozostaja, jak to sprawdzono, w catej rozciggtosci W mocy (pod
wzgledem jakosciowym) réwniez w innych przypadkach.

llustracje wptywu parametréw systemu (a specjalnie E(b1l) oraz D) na

wartoéé¢ btedu J zawierajag rysunki 11.14 i 11.15. Wzrost wartos$ci |tf] przy
wzro$cie [E(bj) - E(b.j)] jest oczywisty, natomiast ksztatt krzywych obra-
zujgcych zmiany warto$ci |61 w funkcji D moina uzasadnié w sposdéb analo-

giczny do wywodu, jaki przeprowadzono w odniesieniu do krzywych przedsta-

wionych na rys. 11.10 oraz 11.11.

c) Mozliwos$ci zwiekszenia wydajno$ci systemu WAD z naturalnym regulaminem

obstugi

Rozpatrzmy system podstawowy ze zgtoszeniami naptywajgcymi strumieniem

Poissona, J - 2 oraz
-AtiX
BQ(x) - B/i) - 1 -e dla wil i D,
(11.5.13)
B2(x) - 1 - e N dla > w. md,
Zgodnie z omawianymi szczegdétowo w punkcie 1.1 warunkami stabilnosdci wy-
dajnos$¢ graniczna takiego systemu wynosi A

Wprowadimy obecnie pewna modyfikacje rozpatrywanego systemu zaktadajac,
ze zgtoszenia, ktérych czas oczekiwania przekracza zadang wartos$¢ £, sa
tracone (ich czas obstugi jest réwny zeru).

Przy takim trybie pracy zadne zgtoszenie nie moze oczekiwac z defini-
cji dtuzej anizeli t i system pozostaje stabilny dla dowolnych wartosci

intensywnos$ci strumienia zgtoszen A
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Dla analizy tego zmodyfikowanego systemu nalezy rozpatrzyé dwa przy-
padki:
i) przy t «bD
B ~ ) 1 - e dla
B(x/u>) (rr.5.14)
H(x) dla

Woparciu o wyprowadzone dla modelu podstawowego zaleinos$ci moina tatwo
wyznaczy¢ wszystkie charakterystyki tego wariantu, pokrywajgcego sie z

rozpatrywanym np. w [BROD 73] systemem z ograniczonym czasem oczekiwania,

w tym wydajno$¢ systemu V, wynoszaca:

(*-p-)0D
(11.5.15)
v 1o~ a-iL-m (dla *
1-pe
gdzie: p» — «
ii) przy t >D
Bju) Lo X g £ 0,
-fi2x
B(x/n0 - B2() 1 - e dla D< t (11.5.16)
B(x) dla

Charakterystyki tego wariantu moina mzyskaé¢ wprost wW oparciu 0 wzory po-
dane w punkcie 111.3¢c.

Rozpatrzymy wydajno$¢ takich systeméw obstugi przy réinych wartoéciach
X, a w szczegéblnoéci zastanowimy sie, czy moiliwe jest osiggniecie wydaj-

noéci przekraczajacej wartos$ci "i2*

Zauwazmy, e rozpatrywanym systemom moina tez nadac¢ inna, rownowazina
interpretacje. W przypadku, gdy zgtoszenia naptywajag strumieniem Poissona,
strata zgtoszenia, ktdrego czas oczekiwania przekracza ( , jest rébwnowaz-
na zablokowaniu Zr6dta zgtoszen kazdorazowo na okres, gdy zapas pracy w
systemie przekroczy 't
Parametr & okres$la woéwczas moc zrédta (tj. Srednig liczbe zgtoszen, ktére

mogty zostaé¢ wygenerowane w jednostce czasu) a nie rzeczywista intensyw-

no$¢ strumienia zgtoszen, ktéra wobec braku strat i stabilnos$ci systemu
jest oszywidcie réwna wydajnos$ci systemu V.

Przebadajmy na przyktadzie, przy « 20, m D« 0.05, zaleinos$¢
wydajnos$ci systemu V od parametréw & oraz t , zilustrowang na rya. 11.16

i posiadajaca typowag postac.



Rys.

11.16.

Zaleznos$¢

wydajnos$ci

D

systemu
0.05

Przy A 2 wydajnosé¢ V <A i V— A, gdy t —*e. Zastosowanie war-
tosci A niewiele przekraczajgcych prowadzi do identycznej postaci za-
leznosci \ od A i i. jak to ma miejsce przy A< Natomiast silniejsze

zwiekszenie ~ prowadzi do uzyskiwania warto$ci wydajnoéci V przekraczaja-

cych, i to znacznie, wartos¢
tatwo zauwaziyé, ze jesdli tylko V to maksymalng wydajnos$¢ osigga sie
przy i m D, co znalazto potwierdzeni* réwniei w szeregu innych przykta-
dach.

Zaleino$¢ wydajnoséci V od A przy t “ D dla rozpatrywanego przyktadu za-
wiera tabela 1. 3.

Tabela 11.3
Zalezno$¢ wydajnos$ci V systemu obstugi odA
przy stratach zgtoszen (blokowaniu irédta)
» 20, [i2 * 10, UmX wo0.05
A 10 12 14 16 18 20 25 30
\% 8.21 9.46 10.58 11.60 12.51 13- 33 15.03 16.31
A 40 50 60 70 80 90 100
\Y 17.97 18.89 19.39 19.67 19.81 19.90 19.94
Z (11.5<15) wynika, iz lim V(A) = > fi2' co olcre®” a maksymalng wydaj-

no$¢ rozpatrywanego systemu przy t = D.

Warto podkres$li¢, iz przy 1 « D wydajno$é systemu roénie ze wzrostem A -«
Dla t > D sytuacja Jeat znacznie bardziej ztozona. Jak to wynika Z rys.
11.16, przy pewnych, wystarczajgco duiych wartosciach, wydajno$é systemu
maleje ze wzrostem mocy Zré6dta zgtoszen A ! Ten pozorny paradoks wynika z

faktu zwiekszenia sie udziatu procentowego zgtoszen wymagajacych obstugi
o czasie okreSlonym rozktadem Bg(x). Wynika stad, ze sam tylko dobdér mocy

iré6dta * nie przesgdza o wydajno$ci systemu.

Wskazane powyzej na prostym przyktadzie prawidtowos$ci mozna tatwo u-
ogo6lni¢. W szczegoélnos$ci, rozpatrujgc dowolny system podstawowy, okres$lo-
ny zaleinos$cig (11.6), moina, droga ograniczenia czasu oczekiwania do DA
(gdzie« D. « li> , natomiast k wyznacza sie z relacji £(bv)> Hin E(bi))

1 . r 1-1 i-1'2 J
uzyskaé¢ wydajno$¢é graniczng dazigcg do |_E(bfc)) przy A —m* Takie ogra-

niczenie czasu oczekiwania uzyskuje sie drogag blokowania ir6dta zgtoszen
(bagdi odrzucania zgtoszen), co jest efektywnym $rodkiem ksztattowania cha-
rakterystyki systemu. Jest to jeszcze jedna cecha réinigca systemy WAD od
systemoéw konwencjonalnych, gdzie wprowadzanie ograniczen na pobyt zgto-
szen w systemie (badi blokowanie ir6dta zgtoszenn) nie moie by¢ narzedziem
dla zwiekszenia wydajnosSci.

Poniewaz oczywiédcie zwiekszanie mocy (prsedymensjonowanie) irédta zgto-

szen wigze sie z dodatkowym kosztem, moina sformutowsé w oparciu o zalei-
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noéci analityczne, wyprowadzone w tym rozdziale oraz wyznaczone dla kon-
kretnego, praktycznie rozpatrywanego przypadku, funkcje kosztéw, zadanie
optymalizacji, dla okreélenia czy i w jakim stopniu bardziej optacalne
jest zwiekszenie mocy ir6dta w stosunku do alternatywnego podejscia, ja-
kimi jest zwiekszanie mocy stanowiska obstugi (a wiec,w efekcie zwieksza-
nie zaréwno jak i ).

Przyktad sformutowania i rozwigzania takiego zadania optymalizacji pc-
damy w rozdziale 1V.

Poniewaz zamiast blokowaé¢ ir6dto zgtoszen moina odrzucac z kolejki
zgtoszenia, ktérych czaa oczekiwania przekroczyt wartos¢ D, wiec natural-
ne jest rozpatrzenie magazynowania takich odrzuconych zgtoszen i wprowa-
dzanie ich na stanowisko obstugi w przypadku, gdy kolejka oprézini sie.

Takie regulaminy obstugi oméwimy szczegdétowo w rozdziale 111.
d) Podgumowanie

Przedstawione w niniejszym rozdziale wyniki analityczne pozwalajag na
badanie - w sposéb $cisty - bardzo szerokiej klasy jednokanatowych syste-
méw masowej obstugi z czasem obstugi zaleinym od czasu oczekiwania, umozi-
liwiajagc réwnoczed$nie rozpatrywanie w sposéb przyblizony, z dowolnie du-

73 doktadnoéciag, w zasadzie wszystkich takich systemow.

Dotyczy to nie tylko systeméw z oczekiwaniem, lecz réwniez systemow ze
stratami. Wprowadzajgc bowiem w definicji (11.6) dystrybuanty Bi (x) o po-
staci:

BA(X) - (1 -*) H(x) +d¥i9,

gdzie: (X I>«£ 1, $(x) pswna dystrybuanta,
mozna, przy odpowiednio duzej liczbie przedziatéow J, aproksymowac¢z dowol-
ng doktadnos$ciag dystrybuante warunkowg o postaci (Il1.1.16 ). Tak wiec przed-
stawione rozwigzanie moze by¢ traktowane jako alternatywa w stosunku do
ogo6lnego rozwigzania takiego przypadku przedstawionego w [BACE 81]
Dodatkowo, specjalnymi przypadkami rozpatrywanego modelu sa rébwniez
systemy typu K~A/G/1 z réinym od pozostatych rozktadem czasu obstugi pier-

wszego zgtoszenie w kazdym okresie czynnym.

Postugujac sie uzyskanymi rozwigzaniami, wskazano na przyktadach pewne
wtasnos$ci systemoéw WAD. W szczeg6lnoéci stwierdzono brak mozliwos$ci ra-
cjonalnego prognozowania charakterystyk takich systemow, a nawet oceny

ich stabilnoéci w oparciu o rozpatrzenie pewnych systemow konwencjonal-
nych, a takze znaczny (silniejszy jeszcze anizeli w systemach konwencjo-
nalnych) wptyw drugiego momentu zmiennych losowych opisujagcych system na
jego charakterystyki.

Uproszczenia polegajace nie tylko na pominieciu .zaleinod$ci czasu ob-
stugi od czasu oczekiwania ale nawet na przyjeciu rozktadéw wyktadniczych
(co znacznie upraszcza analize - patrz punkt I1.3-al) nie powinny wiec

by¢ stosowane, jako prowadzace do istotnych btedéw. Wskazano tez na do-
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L. SYSTEMY MASOWEJ OBSLUGI Z' CZASEM OBStLUGI
ZALEZNYM OD CZASU OCZEKIWANIA | DOWOLNYM REGULAMINEM OBSLUGI

W poprzednim rozdziale omoéwiliSmy metody analizy oraz podstawowe wtas-

no$ci szerokiej klasy systeméw masowej obstugi z czasem obstugi zaleinym
od czasu oczekiwania i naturalnym regulaminem obstugi. Obecnie rozpatrzy-
my te samag klase systemoéw obstugi przy zastosowaniu innych regulaminéw
obstugi.

Nalezy od razu podkred$li¢, ze przy odejsciu od zatozenia o naturalnym re-
gulaminie obstugi rozpatrywany problem znacznie sie komplikuje, co zilu -
strujemy na prostym przyktadzie:

Niech dany bedzie jednokanatowy system WAD, do ktérego zgtoszenia na-

ptywajag strumieniem Poissona z parametrem X . Zatéimy, ie w chwili - 0
w kolejce znajduje sie 1 zgtoszen N2, , ktére naptynety do
systemu w chwilach czasu v @tOomiast na stanowisku ob-

stugi znajduje sie zgtoszanis i"i“1l, ktérego pozostaty czas obstugi wy-
nosi p1.

Zauwaimy, ze zapas pracy w systemie
y t 1-0) »p(S,*1-1L,ti_2,..z,«1"1,*1).

zalezy w spos6b istotny nie tylko od momentéw naptynigecia poszczegdlnych
zgtoszen, ale takie od zastosowanego regulaminu obstugi. Co wiecej, o0gdl-

nie rzecz biorgc, zapas prscy w systemie po nadej$ciu kolejnego zgtosze-

nia

ZiI(<i+o) i y A~ -0) + br, w- Z”"-0).
Dla jednoznacznego scharakteryzowania stanu systemu w chwili f* w oparciu
o znajomos$¢ regulaminu obstugi i stanu systemu w chwili konieczne
bytoby wprowadzenie wektora stanu, ktérego sktadowymi bytyby momenty na-

dejscia do systemu wszystkich zgtoszen oczekujgcych w kolejce oraz po-
zostaty czas obstugi zgtoszenia“aktualnie obstugiwanego.

Wektor stanu moégtby mie¢ zmienng wymiarowo$¢. Proces zmian takiego wekto-
ra stanu bytby tancuchem Markowa z dyskretnym czasem, ciggta przestrzenia
stanéw, wielowymiarowym o zmiennej wymiarowoéci - co przesgdza o praktycz-

nej niemozliwo$ci badania warunkéw stabilno$ci systemu (tj. ergodycznoéci



- 139 -

- 138 -

Zatozymy tez, ze w kazdej chwili t dostepna jest okreslona w sposéb de-
tancucha Markowa), czy tez analizy jego charakterystyk, w sposéb analo- terministyczny prognoza faktu, czy w odcinku czasu (t,t +7), >0 napty-
giczny do przedstawionego w rozdziale Il (z wyjagtkiem specjalnych pro- _ _ ~

) nie kolejne zgtoszenie.
stych przypadkéw). Oczywiscie, z definicji strumienia zgtoszen wynika, 2ze prognoza bedzie
Bioragc pod uwage zaleino$¢ zapasu pracy od regulaminu obstugi mozna

negatywna z prawdopodobienstwem [b
sie przy tym spodziewac¢, ze warunki stabilno$ci tez bedag réine dla réz-

nych regulaminéw obstugi i konieczne bedzie oddzielne ich wyznaczanie dla (b- PN (111.1.2)
kazdego rozpatrywanego przypadku.
Jak dotad, ukazata sie tylko jedna praca [BUZA 74] traktujagca o trzech
prostych przypadkach systemoéw WAD z regulaminem obstugi réznym od natu- ! pOZYtYW”"E‘,Z praWdOPOdObl?n§twem (1 _[>>)._ .
Mozliwos¢ uzyskania takiej prognozy wynika zwykle z faktu, iz naptywa-
ralnego, ktérej wyniki przedyskutowano w punkcie I11.1.d . _ - L, - - - -
jJjacy do rozpatrywanego systemu strumien zgltoszen jest strumieniem wyjScio-
Moina wiec powiedzie¢, ze w zakresie badania systemoéw WAD, z réznymi _ _ _ oL . _ _
) ) . . o ) ) wym innego stanowiska obstugi, umozliwiajacego okreslenie momentu wyemi-
od naturalnego regulaminami obstugi, pojawiaja sie trzy zasadnicze zada-
nia: towania zgloszenia.

a) wyznaczenie warunkéw stabilnos$ci systemow,
b) wyznaczenie charakterystyk systemoéw stabilnych w stacjonarnym stanie
granicznym,

c) okreélenie wskazan dla doboru regulaminu obstugi (np. pod katem maksy-

malizacji wydajnos$ci granicznej). 1 JCz Y M
W dalszym ciagu omoéwimy kolejno metody rozwigzywania tych trzech zadan 1111 m
przy uzyciu zaréwno metod analitycznych, Jak i symulacyjnych, a w zakre-
sie ostatniego z nich réwniez - w pewnym zakresie - metod heurystycznych.
Metody symulacyjne przedstawione w tym rozdziale moga tez byé z powo- A(X) . f7i I\It
dzeniem stosowane do innych przypadkéw niekonwencjonalnych systeméw maso- o i
wej obstugi.
w
F(x/w)
I11.1. Warunki stabilnosci Rys. 111.1. Schemat rozpatrywanej klasy systemow masowej obstugi (linig

kreskowang zaznaczono mozliwos¢ powrotu do kolejki Q2 zgloszen, ktoérych
obstuga zostata przetwana, jesli dopuszcza sie taki wariant)
W niniejszym punkcie zaproponujemy oraz udowodnimy prawidtowo$¢é warun-
ku stabilno$ci dla pewnej klasy systeméw z czasem obstugi zaleinym od Zatozymy, e czas obstugi kaidego zgloszenia Jest zalezny od czasu o-

czasu oczekiwania, wskazujac tez moizliwo$éci ostabienia zatoien, przy ktoé- . . . .
czekiwania w spos6éb okreslony warunkowg dystrybusntg

rych dowéd 'zostat przeprowadzony.

Analityczng posta¢ warunku stabilno$ci udato sie wczeé$niej uzyskac¢ dla ?2(*Ne) dla

(111.1.3)
bardzo nielicznych prostych przypadkow. BO/u») dl
Y (x) a
Pokazemy, e cze$é¢ tych wynikéw stanowi szczegdlny przypadek rozpatrywa-
nej tu klasy systeméw i omoéwimy pozostate.
a) Opis rozpatrywanej klasy systemoéw E(y)<~> 3 VJ/J
Jd-c-« w o

W dalszym ciggu rozpatrywac¢ bedziemy jednokanatowe systemy WAD 0o na-

stepujacych wtasnosciach. co stanowi uogdlnienie zaleznosci przyjmowanej dla modelu podstawowego.

Zgtoszenia naptywaja pojedynczo, tworzac strumiei Poissona o parametrze 9, Przyjmiemy, ze system obstugi ma nastepujaca strukture (zilustrowang na
a wiec:
rys. 111.1):

A(X) - 1 - e"*x. (111.1.1)
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zgtoszenia, ktérych czas oceekiwania na rozpoczecie obstugi nie prze-
kroczyt wartoéci X tworzg kolejke 3Cl, obstugiwang wg dowolnego regula-
minu obstugi

zgtoszenia, ktérych czas oczekiwania na rozpoczecie obstugi przekroczyt
wartosé X | tworzag kolejke X

stugi R

obstugiwang wg dowolnego regulaminu ob-
Zauwaizmy, ze czas obstugi tych zgtoszen nie zaleizy od czasu
ich oczekiwania,
zgtoszenia z kolejki X 1 posiadajag priorytet wzgledny, bezwzgledny lub
mieszany bezwzgledno-wzgledny w stosunku do zgtoszen z kolejki K 2,
dodatkowo, jes$li kolepka X” jest pusta, to nastepuje analiza prognozy.
W przypadku prognozy pozytywnej oczekuje sie naptynigcia nowego zgto-
szenia (ktérego obstuga rozpoczyna sie bezzwitocznie), natomiast w przy-
padku prognozy negatywnej do obstugi wybierane jest zgtoszenie z kolej-
ki (zgodnie z regulaminem Jl12),

jezeli obie kolejki sg puste, system oczekuje bezczynnie na naptynigcie

zgtoszenia, ktérego obstuge rozpoczyna sie bezzwilocznie.

Przez pojecie priorytetu mieszanego bezwzgledno-wzglednego [jJA1IS 68],
[CHAC 74] , [WOLI 76] rozumiemy przypadek, gdy obstuga zgtoszenia o niz-
szym priorytecie moie byé¢ przerwana, jes$li zaliczony dotad czas obstugi
nie przekroczyt pewnej zadanej wartos$ci ? , bedacej parametrem regulaminu

w przeciwnym razie przerwanie nie moze nastgagpi¢. Regulamin taki obejmu-
je, jako przypadki szczegodlne, regulamin priorytetowy wzgledny (przyF»0)
oraz regulamin priorytetowy bezwzgledny (przy ?2—"“°).

W przypadku priorytetu bezwzglednego £qui pierwszej fazy obstugi przy
priorytecie mieszanym) dopuszcza sie przy tym konieczno$¢ wykonania pracy
wtasnej zwigzanej z oprdédznieniem stanowiska obstugi. Nie sa natomiast na-
ktadane zadne ograniczenia na wariant stosowsnego priorytetu bezwzgledne-
go (z kontynuacjag obstugi przerwanej, wznowieniem obstugi przerwanej od
poczgtku wg identycznego lub réinego rozktadu czasu obstugi).

Tak wiec rozpatrujemy rodzine systemoéw, W ktédrych zgtoszenia nie po-
siadajgce juz uwarunkowania czasu obstugi od czasu oczekiwania tworza od-
rebng kolejke, o nizszym priorytecie w stosunku do kolejki zgtoszen, kto-
rych uwarunkowanie takie jeszcze dotyczy. Wprowadzono tez dodatkowe ogra-
niczenie na mozliwoéé rozpoczynania obstugi zgtoszen 0 nizszym prioryte-

cie, zwiagzane z prognoza naptywania zgtoszen o priorytecie wyiszym.
b) Dowéd warunku stabilnos$ci

Niech A1 A2 eee nj oznaczajg chwile czasu, w ktérych konczy sie ob-

stuga zgtoszenia, kolejka DCl jest pusta i prognoza nadejsScia zgtoszenia
w odcinku czasu (J*, + <M) jest negatywna.
Innymi stowy, jes$li tylko kolejka DC2 nie jest pusta, woéwczas w chwili

+ 0 rozpoczyna sie obstuga zgtoszenia z tej kolejki w przdciwnym ra-
zie stanowisko obstugi rozpoczyna bezczynne oczekiwanie na naptyniecie

zgtoszenia.

Oznaczmy przez Xm liczbe zgtoszen w kolejce X2 w chwili »

Wprost z definicji oraz z przyjetej poataci strumienia
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okreslaja-

cag jednoznacznie atan systemu w tych chwilach czasu. tatwo wida¢, e ciag

jx | jest tancuchem Karkowa z dyskretnym czasem, przyjmujacym wartosci

Jatkowitoliczbowe nieujemne.

Niech [Pij] oznacza macierz przejéé¢ rozpatrywanego tancucha Markowa

\
(111.1.4)

Pij " =

zgtoszen wynika,

te taricuch J Xm] JeBt nieokreaowy oraz:

i) Pi;j O dla i > 1, j< i-1,
(111.1.5)
ii) pi i_1> 0 dla i > 1,
iii) pijl >0 dla i ?2 0, jj i,
a wiec jest on tez nieprzywiedlIny.
Niech
(ni.l.6)
Ti * E]Xm+l " Xmrzm * 1IN -2 > U
> > 1
0 ergodycznos$ci tancuchéw Karkowa z dyskretnym czaaem, nieprzywiedlnych,

nieokresowych, przyjmujacych catkowite, nieujemne warto$ci moina rozstrzy-

ga¢ w oparciu o nastepujace warunki:

Warunek 1 [PAKE 69]
Warunkiem wyatarczajgcym ergodycznos$ci zdefiniowanych wyzej tancuchoéw

Karkowa Jest, abyt

(111.1.7)
i) v I fir -
(111.1.8)
ii) lim eupfj' <O0.
\

Warunek 2i / K\

Jezeli cigg | ~ | Bktada sie z r podciggdéw monotonicznie malejgcych,
zbieinych odpowiednio do granic 61,62,...,6 r i kazdy element ciggu j~if
nalezy do jednego z tych podciggbéw, wéwczas warunkiem koniecznym ergo-
dyczrioéci zdefiniowanych wyzej tafncuchéw Markowa jest, abyl

(111.1.9)

lim inf fi m_ min 6s < 0.

i—. 1 i-1,2,...,r
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Dowéd tego warunku zamieszczono w

tu

tatwo widac¢, ze w przypadku rozpatrywanego

chojdAS

- *_)o

tak wiec ostatecznie mozna sformutowac:

Warunek ergodycznos$ci tancucha Markowa! X )

. . < ®C . . -
Jezeli oraz to nieréwnos$é
1, <o
jyt warunki« koniecznym i wystarczajgcym
tgtosrema
tracone dodatkone
Y(x)
~ a
O — ji fiomm>
igioszemo
gtéurte
Rys. 111.2. Schemat pomocniczego systemu

Udowodniony warunek
rozpatrywanych

przyjac¢, zie

systemoéw WAD w oparciu

kolejka 5C2 nie moze byé¢ pusta,

wyznaczy¢ warto$sé oczekiwang L(&). liczby
lejki 3C2 w czaaie
nych zgtoszen pochodzgcyah 1z % 2 przy
zgtoszen wynoszacej ~

kolejki

system jest stabilny dla wszystkich wartosci A

L(A) < 1.

Zauwaziny, ze warto$s¢ L(A) jest stosunkiem

szeh traconych do strumienia zgtoszen dodatkowych,

obstugi WAD (rys. 111.2) ze

dodatku do

tancucha Markowa i'X |

ergodycznos$ci

obstugi ze
ergodycznoéci pozwala nam wiec
zgtoszen
pomiedzy momentami rozpoczecia

intensywnoséci

intensywnosci

stratami, w ktéorym przy

(111, 1.10)

(rir. 1.11)

tancucha Marko,.

zgtoszenia tracone
fjesli obstuga
prreryuotna.)

stratami

orzeka¢ o stabilnos$ci

0o nastepujaca proceduret

przechodzgagcych do ko-
obstugi dwoéch kolej-

strumienia

przy ktérych

(111.1.12)

strumienia zgto-

W pomocniczym systemie

pustej kolejce X i

ninieergoo F_unk-
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negatywnej prognozie zawsze rozpoczyna sie obstuga zgtoszenia dodatkowego,

o dystrybuancie czasu trwania Y (x).

Na strumien zgtoszen traconych sktadajg sie zgtoszenia, ktérych czas

oczekiwania w kolejce TC przekroczyt t oraz w przypadku systemow z

obstugg przerywalng wznawiang od poczatku robwniez zgtoszenia, ktérych

obstuga zostata przerwana.

Spetnienie sformutowanego w warunku stabilno$éci wymagania, aby zachodzito

"o | |~i | <m»», sprowadza sie wobec skonczonej intensywnos$ci strumie-
nia zgtoszen do zapewnienia, by okres czasu pomiedzy kolejnymi chwilami
n b y t skonnczony z prawdopodobiefAstwem réwnym jednoséci, co - jak

tatwo sprawdzié zachodzi zawsze przy przyjetych dla rozpatrywa-

nego systemu zatozieniach.

Wartos§¢ L(A) niezbedna do orzekniecia o stabilnos$ci systemu moze by¢

wyznaczona na drodze analitycznej badi tez przy wuiyciu metod symulacyj-

nych. Uzyteczno$¢ wyprowadzonego kryterium wykracza wiec znacznie poza

klase przypadkoéow, w ktérych mozliwe jest analityczne badanie systemu po-

IZInaczenie posiadania takiego kryterium przy uzyciu metod sy-

oczywiste w Swietle

mocniczego.

mulacyjnych stanie sig¢ jeszcze bardziej rozwazan za-

mieszczonych w nastepnym punkcie, a dotyczacych szaraMj klasy systeméw WAD.

Rozpatrzmy jeszcze krétko moizliwoéci ostabienia zatozen, przy ktérych

wyzej podany warunek zostat wyprowadzony.

Zauwazmy, ze w oparciu o zacytowane warunki (wystarczajacy oraz ko-

nieczny) ergodycznos$ci tancuchéw Markowa moina orzekad¢ o stabilnos$ci sy-

steméw masowej obstugi o zdefiniowanej na wstepie strukturze, w przypadku

ogblniejszym, w ktérym czas obstugi zgtoszern oczekujacych w kolejce "K1

bytby zaleiny od liczby zgtoszen "i" oczekujgcych w kolejce DCg i posia-

Podobnie od liczby zgtoszen w ko-

dat dystrybuante F*(x/yy) i = 0,1

lejce moze byé zaleiny czas obstugi zgtoszen pochodzacych z kolejki
3C2 i posiadajacych woéwczas dystrybuante Yi(x) dla i»0 il oraz Y (x)
dla i > 1. Sposéb uogoélnienia jest w tym przypadku oczywisty i nie bedzie-
my go omawiac.

Moina sformutowaé¢ hipoteze, ze analogiczny warunek stabilnos$ci bedzie
obowigzywatl réwniez w przypadku wielokanatowym, takie dla prawie dowol-
nych strumieni zgtoszen. Z punktu widzenia kolejki TC2 namy bowiem do

czynienia jak gdyby z jednostanowiskowym konwencjonalnym systemem masowej

obstugi, w ktérym obstuga zgtoszenia polega na "rzeczywistej obstudze"

zgtoszenia pobranego z kolejki 3C2 oraz opré6inieniu kolejki 3C.j. Dowodu

prawdziwos$ci tej hipotezy nie bedziemy tu zamieszczacd.

c) Przyktad

Dla zilustrowania sposobu uzycia przedstawionej metody wyznaczymy wy-

dajnoé¢ graniczng przyktadowego systemu obstugi.
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Pierwsza fozo obstugi
zgCcoittni dodatkowego

érednia Lictho zgtoszen VAe T'M
wtraconych

Lo-X(BI-B3 -a ) zb
mh(BL-Bs -x)

Druga fam atotug
(‘fCimena dodatf,onego

Sn6fstk  "Jata zgloszen
tmonychHame ,m f

J - JKrSL - j
N1 7

Srttfma Uczta. rnfnrwf
traconych uaceme Bs

L*- 2% -

J
Ociekiuonm na

r>fXyr*pvt r/fanenrg.

Schemat obstugi
(rr1r.1.13) przy

zgtoszen w systemie
regulaminie obstugi

zdefiniowaty*
LIPO (id)

8y». 111.3«

zaleinos$cia
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liech zaleino$§¢ czasu obstugi od czasu
ci:
HfX - Bg)
B(xM)
H(x - BT)

zaré6wno

(LIPO) i

Zatéimy, 1ie regulamin 3tj, jak

odwrotnymi obstuga wszystkich

»zgledniajgc istnienie naptywu

LIPO (17,

prognozy
bedziemy
1 rozpatrywanym przypadku zgltoszenia

natomiast zgtoszenia dodatkowe czas

przy przyjetej

mozna podzieli¢

Zauwazmy przy tym, ie

zgtoszenia dodatkowego

i) faze pierwszg, o czasie trwania

ptyna w tym czasie sag tracone,

ii) faze drugg, o czasie trwania Bg.

naptyng w tej fazie (ostatnie),

stracone.

Tylko

zostanie.obstuzone,

oczekiwania bedzie zadana w posta-
dla itfs$§Bg« BL,

(111.1.13)
dla
i regulamin 3?2 s3 regulaminami
zgtoszen jest nieprzerywalna. O0-

zgtoszen regulamin ten oznaczaé

gtowne majg wiec czas obstugi Bg,
obstugi B~.
postaci zaleino$ci B(x/u>) obstuge

na dwie fazy:

Wszystkie zgtoszenia ktére na-

jedno spos$réd zgtoszen, ktére

pozostate zostana

W przypadku t5> 0 moze okaza¢ sie, ie - zgodnie z podang prognozg
prawdopodobiefnstwo naptyniecia zgtoszenia bedzie zerowe przez znaczng
cze$¢ obstugi zgtoszenia dodatkowego.
la rys. 111.3 przedstawiono schemat ilustrujgcy przebieg zdarzen w pomoc-
niczym systemie obstugi, odpowiadajgcym rozpatrywanemu przypadkowi. Zda-
rzenia oznaczone etykietami reprezentujg odpowiednio:

1 - momentrozpoczecia obstugi zgtoszenia gtéwnego,

2 - momentzwolnienia sie stanowiska przy pustej kolejce 3C1,

3 - momentrozpoczecia obstugi zgtoszenia dodatkowego,

4 - momentrozpoczecia pierwszej obstugi zgtoszenia gtéwnego po zakohcze-

niu obstugi zgtoszenia dodatkowego

stugi na naptyniecie nowego

Sredniag liczbe zgtoszen L(X) tracony
mentami rozpoczecia obstugi zgtoszen

W pierwszym kroku wyznaczymy $rednig
dzy kolejnymi zdarzeniami 4 i 2, ktoéra

dodatkowych wyznaczymy

lub po oczekiwaniu stanowiska ob-

zgtoszenia.

ch w okresie miedzy kolejnymi mo-
etapami:
liczbe

zgtoszen traconych pomie-

oznaczymy L1,



W identyczny sposéb moina tez okred$li¢ $redniag liczbe zgtoszen L2 traco-
nych pomiedzy kolejnymi zdarzeniami 2 i 3»
1 - P
1>2 - L-, p (111.1.16)
tagczna wiec $Srednia liczba zgtoszen traconych 1(50 wynosi:

L(fc) = (1 - P-,)” + &, + L2]+ P2 + 10 -

L2 + (L - PL1)(l1 + 1,) + 10. (111.1.17)
Zaleinos$¢ (111.1.17) wykorzystany w warunku stabilno$ci(ll1.1.12), epe-
cyfikujac ja oddzielnie dla przypadku H =S % *“ Bs oraz "~ > BL - Bg
i) Hiech V < BT - B
i 8
W tymprzypadku zachodzi m » Bs, a wiec 11 = 12 oraz Pl = P2, a takze
lo = *(BL - Bs "*>e
Stad, po przeksztatceniach otrzymujemy:
Lu) - 1, +~ BL - Bs - x)° (111,1.18)
Warunek stabilnoéci ma wiec postac:
1,(1 - P.,) + P1P3»,(Bli - Bs -tf) < P1P3, (1rrr.1.19)
i ostatecznie:
1B . LW 1
(111.1.20)
ii) Hiech > Bj® - Bs
W ty» przypadku zachodzi m - Bj® oraz 10 m 0, gdzie m jest jedyny»

fragmentem obstugi zgtoszenia dodatkowego (drugiej fazy), w czasie ktére-

go moga naptywaé¢ nowe zgtoszenia. Z (I111.1.17) wynika warunek:
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Po przeksztatceniach otrzymujemy stad:

ABS + e S(1 - e” ) + e BL(l - "Bg)

-*B _A¥|

e s e [i -MB~-iT)] <1, (111.2.22)
dla tf>BL -B s.
d) Inne warunki stabilnos$ci

Warunki stabilnod$ci (111.1.20) oraz (II11.1.22) nie sg wynikami orygi-

nalnymi. Zostaty one podane po raz pierwszy w pracy [bOZA 74] - jedynej
jak dotad - posSwieconej systemom WAD z réinymi od naturalnego regulamina-

mi obstugi.

Rozpatrywano tam jednokanatlowy system WAD, ze zgtoszeniami naptywajgcymi

strumieniem Poissona oraz zaleino$ciag czasu obstugi od czasu oczekiwania
okreslong wzorem (111.1.13) przy dwoéch regulaminach obstugi: PIPO oraz
LIPO i dodatkowym zatozeniu, ze przed wprowadzeniem do obstugi zgtoszenia
wymagajgcego obstugi "dtugiej" (o czasie trwania B?") analizowana jest
prognoza naptywu zgtoszen w pewnym horyzoncie HI1, a w przypadku prognozy

pozytywnej wprowadza sie odstepstwo od zasadniczego regulaminu obstugi,
wymuszjgc oczekiwanie stanowiska obstugi na nadejscie nowego zgtoszenia.
Regulaminy te oznaczaé¢ bedziemy PIPO (i?*) oraz LIPO ('i'). Zauwaimy, ie re-
gulamin LIPO (&) jest identyczny z przypadkiem rozpatrywanym poprzednio.

W cytowanej pracy przeprowadzono analize wspomnianych wyzej dwoéch re -
gulaminéw obstugi (poprzedzong oddzielnym potraktowaniem przypadkow PIPO =
FIPO(0O) oraz LIPO h LIFO(0O)) metodg wymuszonych tancuchoéw Markowa, co by-
to mozliwe, aczkolwiek pracochtonne, ze wzgledu na prostg struktur”®jprze-
strzeni standéw, wynikajacg z postaci zaleznos$ci (111.1.13).
Wyznaczono réwniez warunki stabilnoéci postaci A m< tg, gdzie warto$ci wy-
dajnos$ci granicznych T” sg pierwiastkami réwnan zawartych w tabeli I11. 1.
Jak to pokazano w przypadku wyzej regulaminu. LIPO ™), identycz-
ne wyniki moing uzyska¢ w prostszy sposob, bezposredniol-l bez prowadzenia
petnej analizy systemu.

Przedstawiong przez nas metode cechuje przy tym wieksza og6lnos¢, co
umozliwia wyjéscie na drodze analitycznej poza wymienione w tabeli 1.1
regulaminy obstugi, jedyne, jak dotgd,dla ktérych warunki stabilnos$ci ZO-

staty okreélone.

X

X jDla $cistosci nalezy wspomnie¢, iz Buzacott zauwazyt w wyprowadzonych
warunkach prawidtowo$¢é pozwalajgcag je interpretowac jako Wymaganie, by
Srednia liczba zgtoszen naptywajgcych do systemu w czasie miedzy chwi-

lami zakonczenia dwoéch kolejnych obstug (pod warunkiem obecnosé$ci W sy-
stemie chociaz jednego zgtoszenia o czasie oczekiwania wiekszym niz z)
byta mniejsza od jednoéci. Taka (nie udowodniona) prawidtowo$¢ jest jed-
nak te: do$¢ trudna do stosowania.



Tabela Ill.i
Warunki stabilnosci dla czterech systeméw WAD (wg [BUZA 741)

LIFO(0) TBqg * +"«BL . B8)e [¢]

PIPOW TBS + 1 e-Tir+ e-TA

BL " B8 "~ -1 dla Os= <BT

TB8+e -"e "TB«CBL-B3-~T +e'T\ 1.e-7).1 dla 0~ A
UPO(tT)
TBa+erTBs(i_e"TB8)+e-TBL(i_TB ). e-™ .e-T<-r
r[i-T(BL-~j =1
dla BL-Bsig < BL
W punkcie 111.3 wyznaczymy wartos$ci L(A) dla pewnych, dalszych przy-
padkow.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze rydt-jnosci graniczne TR spetniaja nastepuja-
ce reTacijt:

~B j W * ) " TREG(BL-B8)> (111.1.23)

\ TRIiGGT) > TRFiO(0)>

Ho'h (111.1.24)
PR
*,. , [0,BITLIPO(ri} roo(#2) e (111.1.25)
gdzie-  REGT)) s LIPO('i>"), PIFOA~*),
Tabela 111.2

»Hrtodci wydajnoséci granicznej r6znych regulaminéw obstugi
W przyktadowym systemie obstugi (wg IBOZA 747])
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Zaleznos¢ (111.1.23) okresla optymalny horyzont prognozy dla rozpatry-
wanych regulaminéw obstugi, nieréwnos¢ (111.1.24) pozwala stwierdzié¢, ze
uwzglednienie prognozy zawsze prowadzi do zwigekszenia wydajnoséci granicz-
nej, natomiast nieréwno$é (111.1.25) stwierdza, 2z€ kazdy regulamin bazu-
jJacy na odwrotnym (w stosunku do kolejnosci naptywania zgtoszen) porzadku
obstugi cechuje wieksza wydajno$S¢ graniczna anizeli dowolny z regulaminéw
bazujacych na regulaminie naturalnym. ,

Przykkadowe relacje ilosciowe przy parametrach systemu B® m 2Bg przed-
stawia zaczerpnieta z [BuzAa 74 ] tabela 111.2

Bedziemy méwili, ze regulamin X, jest lepszy od regulaminu £ 2» jesli«

111.1.26
T+, 58 TJ ( )

* rozpatrywanym przypadku regulamin naturalny jest wiec zdecydowanie naj-
gorszy, przy czym zjawisko to nie jest specjalng wlkasnosciag klasy syste-
méw zdefiniowanych w punkcie 11.1.a.

Rozwazmy dowolny system podstawowy, dla ktorego okreslimy!

Min E(bj )
iei,2,...,J
(111.1.27)
E(bx) Max B(bi)
i£1,2,... J

W przypadku regulaminéw obstugi nie dopuszczajacych bezczynnosci stanowi-
ska obstugi przy niepustej kolejce zachodzi:

E(b )« 17*1J0 =S B(b1l), (111.1.28)
a poniewaz
1im-0(A) 3 1, (111.1.29
*.TR
wiec
-1
E(b,) E(b,) 1. (111.1.30)

W szczegélnos$ci, jezeli warto$¢ oczekiwana czasu obstugi jest niemale-

jaca funkcjag czasu oczekiwania, a wigec jes$li zachodzi:

E(bi) E(bi+1), i=0,1,...,J1, (111.1.31'



- 150 -
to regulamin naturalny jest zawsze najgorszy w klasie regulaminéw obstugi
nie dopuszczajacych bezczynno$ci stanowiska obstugi przy niepustej kolej-
ce, poniewazt
»ECb~”-1 = Etbj)"1l = Tplpo. (rrr.1.32)
Ifierownos$¢é (111.1.30) podaje tez maksymalng, teoretycznie moizliwa do o-
siggniecia wydajnoséci graniczna, przy czym - jak to wida¢ wprost w tabeli

1.2 nawet najlepszy z rozpatrywanych regulaminéw obstugi cechowata

wydajno$é graniczna nizsza o ok. 13% od maksymalnej.

Przytoczone dane pozwalajg na stwierdzenie, ze drogg doboru regulaminu
obstugi mozna istotnie zwiekszy¢ wydajnoé¢ granicznag systemu z czasem ob-
stugi zaleznym od czasu oczekiwania w stosunku do wartos$ci “"uzyskiwanych

przy stosowaniu regulaminu naturalnego.

Ha szczego6lne podkres$lenie zastuguje fakt, ze w przeciwienstwie do kon-

wencjonalnych systeméw obstugi celowe, z punktu widzenia zwiegkszenie wy-
dajnos$ci granicznej, okazuje sie w niektérych przypadkach utrzymanie sta-
nowiska obstugi w stanie bezczynnos$ci mimo niepustej kolejki.

Do problematyki doboru regulaminéw obstugi pod katem widzenia maksyma-
lizacji wydajnos$ci granicznej wrécimy jeszcze szerzej w punkcie 111.5.

e) Dodatek

Dowéd warunku koniecznego ergodycznoéci tancuchéw Markowa.

Wiech:

a) P » bedzie tanncuchem Markowa z dyskretnym czasem, nieprzywiedlnym  nie-
okresowym, przyjmujgcym wartoéci catkowite, nieujemne, o macierzy
przejsé¢ ~PxJJ ,

b) <fi bedzie okres$lone

Fi " E{Xm+1 I»7** = i) =" X jPij " i>
H i=

c) cigag-j~j sktada sie z r podciggéw, monotonicznie matejgcych,zbieznych
odpowiednio do granic 6”7,62f ee>6r (kaidy element ciggu jtfj] nalezy do
jednego z tych podciggow).

Udowodnimy, ze warunkiem koniecznym ergodycznos$ci jest, aby:
lim inf 2fi < O .
i—90

Dla tancuchéw Markowa

[KARL 68] :

gisl, pr..a»p«do

ptrony (111
. przeksztatceniach:
i po

obustronnie

Rézniczkujac

Imieniajac

wskaznik

po uporzgdkowaniu
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spetniajacych warunek a), ergodycznych, zachodzi
Vol
i»0
YA * (111.1.34)
1»
issO
, » 0 (in.1.35)
bi»«o pobytu . .«»i. -i" * L« 0 ¢ ™o o™
.1.33) pr,n i ot«y . ui«r»y.
iPij’
j3> 3-0 e
zJlpij*
i-0 jee
wzgledem =z i ktadac z 1 otrzymujemy:
(111.1.36)
2 > j -E£*ilE ~ij
777 i-o 3-1

sumowania lewej strony mamy:

I it JPij
i«l i-0 j-1

2 >ic S 3?ii - 0 =

i=0 o1

o%
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czyli*

[o]¢]

y, *iti Mo, am:.z)

ZauwazMy jednak, zei

ac
N jP od >0, (rrr. 1.38)
j-1
a wiec»
Vo> °-
Z drugiej strony na mocy (111.1.35) po to, aby motliwe byto spetnienie
rébwnania (I111.1.37), masi zachodzi¢t
3 0
i«[l,-0) J' (111.1.39)
Jes$li istnieje chociaz jedno i, d]a ktérego zachodzi (1rrr.1.39), to na
moc/yLW£arunku c) jest elementem cigga zdazajgcego do granicy 6-~ takiej,
ze 6t «
Widzimy wiec, ze warunkiem koniecznym spetnienia (rr1r.1.37), a wiec i

ergodycznoéci tancucha jAnj jest» aby zachodzitoi

Clim inf )
I — <0

c.b.d.o.

Uwaga

Udowodniona wtasno$¢é stanowi dyskretnag analogie twierdzenia 5 podanego
w erracie do [PUJO 78] (jako konsekwencja twierdzenia udowodnionego w
[TWEE 75j) dla przypadku, gdy tancuch zdefiniowany jest na ciggtej prze-

strzeni stanéw i prawdopodobienstwa przej$§¢ sa funkcjami $cisle ciggtymi.

Metoda szacowania wydajno$éci granicznej w oparciu 0 modelowanie
cyfrowe

1.2,

Konwencjonalne systemy masowej obstugi, a takze systemy niekonwencjo-

nalne, zachowujgace prace, maja te dogodna ceche, ze znane sg ich warunki
stabilnos$ci nawet dla przypadkéw najogdélniejszych G/G/n, dla ktérych moz-

na udowodni¢ brak istnienia doktadnych rozwigzan analitycznych okres$laja-
cych ich charakterystyki.
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'v zwigzku z tym, przy spetnienia warunkéw stabilnoédci, charakterystyki

systemu mozna w kazdym przypadku okres$li¢ droga modelowania cyfrowego,

doktadnos$ci

ktére jest tez bezcennym narzedziem dla weryfikacji i oceny

przyblizonych metod analizy. Jak to przedstawiono w rozdziale |1, podob-
nie przedstawia sie sytuacja w lakresie systeméw WAD z regulaminem natu-
ralnym (gdzie zresztg modelowanie cyfrowe jest jedyna dostepna metodg ba-
dania systeméw wielokanatowych). )
Poniewaz zasadniczg wadg modelowania cyfrowego jest duza czasochtonnos$¢,
wiele uwagi poswigecono zagadnieniom sposobu organizacji eksperymentéw sy-
mulacyjmych w systemach stabilnych, tak aby zmniejszy¢ naktad obliczen
niezbedny dla wyznacsenia poszukiwanych charakterystyk wstacjonarnym sta-
nie granicznym 1z zadanag doktadnos$cia (z odpowiednio wagskim przedziatem uf-
nosci).

W szczego6lnos$ci rozstrzygniecia wymagaja dwa problemy*

spos6b uwzglednienia zalezinoéci losowej kolejnych obserwacji (np. cza-
sé6w oczekiwania kolejnych zgtoszen), ktérej istnienie sktania do uziycia
metod analizy szeregéw czasowych (patrz np. [BOXG 70]) W miejsce stan-
dardowych metod statystyki matematycznej,

spos6éb wyboru panktu startowego. W starszych pracach z reguty zalecono
dla wyznaczenia charakterystyk systemoéw stabilnych pominigecie poczgtko-
wego odcinka symulacji w celu wyeliminowania stanga nieustalonego (i
przyjecie nastepnie dowolnego punktu startowego). Wielokrotnie wskazy-
wano przy tym na niska efektywnoé$é wszystkich znanych kryteriéw osiag-
nigegcia stacjonarnego stanu granicznego.

Aktualnie wiele badan koncentruje sie na rozpatrzeuiu wjasnos$ci alter-
symulaciji od

natywnego podejScia polegajacego na rozpoczynaniu pewnego

odpowiednio wybranego stanu systemu (co pozwala na efektywne wykorzysta-
nie catego przebiegu symulacji).
zapoczatkowanych

W ostatnich latach rozwinigegto w licznych pracach przez

[CRAN 74] metode ominiecia obu wyzej wymienionych trudnos$ci droga pogru-
powania obserwacji systemu w zbiory niezalezne losowo oraz charakteryzu-
jace sie jednakowymi rozktadami.

opisuja-
[KOPO 73a],

Grupowauie takie jest mozliwe, gdy proces stochastyczny
cy zapas pracy w systemie, jest procesem regenerujgacym sie

tzn. charakteryzujgcym sie istnieniem pewnego zdarzenia £ (tzw. zdarzenia

rekurencyjnego) takiego, e jes$li w jakims$ momencie zdarzenie fi zajdzie,
to dalszy przebieg procesu po tym momencie nie zalezy od historii tego
procesu, przy czym okresy czasu pomiedzy dwoma kolejnymi zajSciami zda-
rzenia S (momentami regeneracji) sa zmiennymi losowymi o jednakowych roz-

ktadach (niezaleznymi).

Oczywiscie, aby zagwarantowaé¢ efektywno$¢ metody opartej na takim gru-
powaniu (skofAczony czas trwania eksperymentu), trzeba zatozyé¢, e z praw-
dopodobiefnstwem jeden zdarzenie £ musi pojawié¢ sie nieskonczenie wiele

razy (jest to tzw. zdarzenie rekurencyjne powracajace), a odstepy pomieg-

dzy momentami regeneracji majag skonczong warto$¢ oczekiwanag.
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Dla przewazajgcej wiekszos$ci stabilnych systemoéw masowej obstugi mo-
menty rozpoczynania kolejnego okresu czynnego (tj. momenty nadej$cia zgto-
szenia do systemu, w ktérym kolejka jest pusta a wszystkie kanaty obstugi

bezczynne) ag momentami regeneracji o wymienionych wyzej wtasnoséciach.

Na przyktad w pracy [WHIT 72] wykazano, e wielokanatowe, konwencjonalne
systemy masowej obstugi typu GI/G/n posiadaja te wtasnoéé, o ile zachodzi
Pr \ > bi_1 [ > 0, co jest wymaganiem bardzo ogdélnym, aczkolwiek silniej-
szym anizeli warunek stabilnoéci systemu.
Moina tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi .to np. dla wszystkich systeméw stabil-
nych, w ktérych dyatrybuanta A(x) posiada gestos$¢ _fx) taka, ze vV A(x)>0
na mocy identycznego rozumowania jak przytoczone w punkcie III‘Z"(>0

Wprost z definicji ergodycznych tancuchéw Barkowa z ciggta przestrze-
nig stanéw [TWEE 75] wynika, e takie stwierdzenie jest tez prawdziwe »
kazdym przypadku, gdy 2~ jest ergodycznym tancuchem Markowa, o ile tyl-
ko spetnione sa pewne warunki nieprzywiedlno$ci (w szczegdlnosdci nieprzy-
wiedlno$é¢ wzgledem dowolnej miary posiadajace]j pojedynczy atom przy
Z( - 0) - 0).

Z drugiej strony, jes$li przedmiotowy tancuch Markowa (przy spetnieni*
powyzszych warunkéw) jest chwilowy, to z pewmy« prawdopodobienstwem @&>0

kolejny moment regeneracji nie nastapi w skonczonym czasie, to znaczy, e

z prawdopodobiedstwem of okres czynny nie zakonczy sie w skonczonym cza-

sie (wtasnos$¢ ta zostanie przez nas dalej wykorzystana).

Omoéwienie sposobu wykorzystania wtasnos$ci procesodow regenerujgcych sie

dla symulacji stabilnych systeméw masowej obstugi (ze szczegdlnym

nieniem sposahu wyznaczania przedziatéw ufnoéci) moina znaleié¢ w  wielu

publikacjach. "W bialetynach wydawniczych zasygnalizowano tez wydanie po-

[CRAI 777, T[icLE 80J.

regulaminem

zycji monograficznych

W przypadku systeméw WAD z dowolnym obstugi (a takze wielu

innych systeméw niekonwencjonalnych, jak np. systemoéw priorytetowych z u-
wzglednieniem pracy wtasnej) sytuacja Jest znacznie trudniejsza, bowie»
nie moina ogdlnie rzecz biorac poda¢ warunkoéw stabilnos$ci na drodze

analitycznej.

Oczywiste jest, ze bezposSrednie zamodelowanie pracy badanego systemu ob-
stugi (przy pewnej zadanej intensywnos$ci strumienia zgtoszen) i obserwa-
cja jego parametrow w skonczonym czasie nie mogag by¢ podstawag do orzecze-

nia czy system ten jest stabilny, czy tez nie.

Sprawg podstawowej wagi jest wiec okreélenie takiego eksperymentu sy-
mulacyjnego, prowadzonego na przyktad w oparciu o pewng modyfikacje sy-
stemu. badanego, ktéry pozwolitby w skohAczonym czasie oszacowac (z odpo-
wiednim poziomem ufnoéci) wydajnos$¢ graniczng badanego systemu.

Do niedawna znana byta w literaturze tylko jedna praca [LAVE 78j (oma-
wiana w rozdziale 1), ktérej wyniki mogty postuizyé¢ dla organizacji takie-

go eksperymentu. W szczegoélnoéci w odniesieniu do' systemoéw jednostanowl-

graniczng (przy pewnych zatozeniach) moina wyznaczac

zgtoszen

skowych wydajnos$¢

jako intensywno$é¢ strumienia opuszczajgcych stanowisko obstugi

uwzgled-
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przy niepustej kolejce. Nie wdajagc sie w szczegbédtowe wymienianie przypad-

kéw, w ktérych zatozenia twierdzen lavenberga nie sa spetnione, z istoty

eksperymentu je wykorzystujgcego, wynika brak moizliwos$ci stosowania ta-

kiego podejscia w przypadku systemoéw, w ktérych spos6b obstugi jest uza-

zgtoszen w kolejce, a w szcze-

lezniony od parametréow zwigzanych z pobytem
gélnosci w przypadkul(ogélnym) wystepowania zaleino$ci czasu obstugi od
czasu oczekiwania. Warto zauwaizyé, ze wprowadzony w punkcie I11.1 sposéb
wyznaczania warunku stabilno$éci pewnej klasy systemoéw przez wyznaczanie
strumienia zgtoszen traconych w systemie pomocniczym jest specyficznag a-
nalogia twierdzen Lavenberga i - jak to wskazano moze tez by¢ podstawg
dla okreéslenia efektywnego eksperymentu symulacyjnego.

Ponizej przedstawimy efektywnag metode (stanowigcag rozwinigecie propozy-
cji zawartej w [WOLI 81B]), dostarczajagca oszacowanie wydajnoéci granicz-

nej dla szerokiej klasy systemoéw masowej obstugi, posiadajgcych oméwiony

wyzej charakter procesu regenerujgcego sie w momentach zakonczenia bez-

obstugi.
rozpatrywanej

czynnos$ci stanowiska

Po sprecyzowaniu klasy systemoéw przedstawimy zasade oma-

wianej metody na przyktadzie jednokanatowych systeméw ze zgltoszeniami na-

strumieniem Poissona, a nastepnie udowodnimy poprawnos$¢ jej

ptywajacymi

uogo6lnien.

W dalszym ciggu przedstawimy sposdéb okres$lenia wiarygodnos$ci wynikéw,

wtasnoéci oszacowania, zalecany sposdéb organizacji eksperymentu symula-

cyjnego a takze przyktady obliczeniowe,

a) Okres$lenie rozpatrywanej klasy systemow

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sige do przypadku jednostanowisko-

wych, wielokanatowych systeméw obstugi z nieograniczonym buforem o naste-

pujacych wtasnos$ciach«

Zgtoszenia naptywajg pojedynczo i zmienne losowe |a1| ag niezaleine

losowo, o jednakowym rozktadzie i intensywnos$ci strumienia zgtoszen A j

Czasy obstugi zgtoszen |">i | sag zmiennymi losowymi takimi, e O<b”<»o,
i ° 0,1,...} byé¢ moie zaleinymi losowo, zaleznymi od czasu oczekiwania
zgtoszenia itp .|

- Sposéb obstugi zgtoszen jest jednoznacznie okres$lony (byé moze z uwzgled-

implementacje regulaminu obstugi, czasowag nie-

itp .)

nieniem pracy wtasnej na

dostepnos$cig stanowiska obstugi tak, ze motliwe jest zasymulowa-

nie systemu;

Jednostkowy czas obstugi zgtoszenia ~*(A) (a tym samym i stopien wyko-

rzystania stanowiska obstugi ®~ (&) oraz pojedynczego kanatu obstugif 1«))

jest niemalejgcg funkcjag A
Oznaczmy przez P.(A) prawdopodobienstwo tego, ze system jest bezczynny,
natomiast przez et(JV) =1 -f)I(A) prawdopodobiefnistwo tego, te pojedyn-

czy kanat obstugi jest bezczynny.
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Przyjmiemy, ze stanowisko obstugi jest jednorodne, a kanaty obstugi ob-

cigzone jednakowo, tj, e~A) = eCA), i =1,2,...,n oraz ze zachodzi
zwykta w systemach wielokanatowych relacja
[eCA)]n « PQCA), (rrr. 2.1)
gdzie oczywiscie przy n = 1 mamy POCA) =6 CA)5
- Jes$li stanowisko obstugi stanie sie bezczynne w chwili t, to pozostanie

bezczynne do chwili naptynigecia najblizszego zgtot.zeniaj
- Istnieje warto$¢ wydajnos$ci granicznej T taka, ze dla wszystkich A<T
warto$¢ oczekiwana czasu trwania okresu czynnego jest skonczona, je$li
natomiast A > T, to z pewnym prawdopodobienstwem oe> 0 okres

jest nieskonczenie diugi.

czynny

Oznaczmy przez ”~>g(A) prawdopodobienstwo tego, ze w czasie pojedyn-

czego okresu czynnego zostanie wykonanych K obstug, przy intensywnosci
strumienia zgtoszen A , natomiast
JTjCA) = +CA). Clil. 2.2)
i-K

Zaktadamy wiec, ze dla rozpatrywanej klasy systeméw obstugi istnieje ta-

kie T > O (wydajnos$¢ graniczna), ze dla kazdego A < f system jest sta-
bilny i wartos¢ oczekiwana

- (A) pi(A) (11rr.2.3)
i-1
jest skonczona.
Przeciwnie, dla A>m T system jest niestabilny, z prawdopodobiernstwem
qp>0 liczba obstug w okresie czynnym jest nieskonczenie wielka, a wiec i

wartos¢ 8 (A) jest nieskonczona.

Oznaczmy przez (A) prawdopodobienstwo tego, ze kolejne nadchodzace
zgtoszenie zapoczatkuje nowy okres czynny (a wiec zastanie stanowisko ob-

stugi bezczynne). Zachodzi przy tymi

~N(A) »[s (A)]-1. (111.2.4)

b) System jednokanatowy ze zgtoszeniami naptywajacymi strumieniem Poisso-
na

Przedstawimy obecnie metode szacowania wydajnosci granicznej, ograni-

czajac sie chwilowo do jednokanatowych systeméw masowej obstugi ze zgto-
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szeniami naptywajacymi strumieniem Poisaona. Zdefiniujmy elementarny eks-
peryment symulacyjny, polegajacy na zamodelowaniu w rozpatrywanym syste-
mie pojedynczego okresu czynnego, ograniczonego co najwyzej do K obstug,
przy zatozeniu intensywnos$ci strumienia zgtoszen réwnej pewnej, arbitral-
nie przyjetej wartosci A . Taki elementarny eksperyment musi zakonhczy¢
sie w skonczonym czasie, na jeden z nastepujacych sposobdéw:

i) zakonczeniem okresu czynnego po wykonaniu

liczby obstug mniejszej

anizeli K i bedziemy woéwczas moéwili o negatywnym wyniku eksperymentu
elementarnego,

ii) przerwaniem symulacji po wykonaniu K obstug w ciggu pojedynczego pkre-
su czynnego i bedziemy woéwczas mowili o pozytywnym wyniku eksperymen-
tu elementarnego.

Opisany elementarny eksperyment nalezy powtérzy¢ "m"-krotnie dla tej

samej wartosci A (wyniki kolejnych eksperymentéw elementarnych sa oczy-
wiscie losowo niezalezne) i na tej podstawie okres$li¢ oszacowanie Jf ~(A)
prawdopodobienstwa % j~(A) okreslonego przez (111.2.2). Sposdéb wyznaczenia
tego oszacowania omoéwimy szczeg6towo ponizej.

Odwotamy sie teraz do znanej z rachunku prawdopodobienstwa nieréwnosci
Markowa Cnp. [KLEI 75]), ktéra orzeka, ze dla dowolnej zmiennej losowej X,
posiadajgcej wartos¢ oczekiwana ECx), zachodzi

Prjx;s$ n $ > 0. CHI1.2.5)

W oparciu 0 te nieréwnos$¢testowaé bedziemy hipoteze, ze przy inten-
sywnos$ci strumienia zgtoszen A Srednia liczba zgtoszenobstuzonych w o-

kresie czynnym jest ré6wna <c¢c:> 1, a wiec, e zachodzi

5KCA)NTf. (iii.2.6)

Oczywisécie, nieré6wnos$¢ C111.2.6) jest spetniona z definicji Cdla dowolne-
go K) w przypadku gdy ¢ =0(A), przy czym rzecz jasna skonczona lub nie-

skoriczona warto$é ®CA) jest nieznana.

Miech c* oaacza dowolng warto$¢ c, dla ktérej testowana hipoteza zo-

stata odrzucona.
Poniewaz

c*<e(A), ClIl1.2.7)

wigec uzyskaliSmy pewne oszacowanie wartosci ® CA), Kktore bedzie obarczone

najmniejszym btedem, gdy wybierzemy c* = cQ, gdzie cQ jest najwiekszg licz-

ba rzeczywista, dla ktérej nieréwnos¢ C111.2.6) nie jest spetniona.
Przedyskutujmy obecnie mozliwo$s¢ oszacowania wydajnosci granicznej roz-

patrywanego systemu w oparciu o znajomo$¢ pary wartosci <A . 9(A)>.
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Dla systemoéw jednokanatowych ze zgtoszeniami naptywajacymi strumienie»
Poissona zachodzi:

[® (X)]“L -+ (*) - PO(A) » e(A) - 1 (A), (111.2.8)

a wiec
(1. 2.9)
Gdyby rozpatrywany system obstugi byt systemem konwencjonalny«, wow-

czas (patrz rozdz. 1.1) zachodzitoby*~:

25(*) - $ dla A<T

(111.2.10)
£ x (%) dla A

Poniewaz nie wiemy czy stosowana dla eksperymentu intensywno$¢ strumienia

zgtoszen A Jest wieksza, czy mniejsza od wydajnos$éci granicznej T, musimy
przyjacé¢, ze:

INNCNBIS (r11.2.11)
tatwo sprawdzi¢, ze nieréwnos$¢ (I111.2.11) jest r6wniez prawdziwa dla sy-
steméw niekonwencjonalnych, o ile tylko ~*(50 jest niemalejgeg funkcja a.

Ha podstawie (111.2.9) oraz (I11.2.11) moiemy wigo powiedzie¢, ze*

T ~ 1" 5TAT’ 0<A (111.2.12)

gdzie réwnos$¢é wystepowataby w przypadku systemoéw konwencjonalnych przy

co prowadzi do oszacowania wydajno$ci granicznej T postaci*

i (111.2.13)
etT]

Przeprowadzony eksperyment symulacyjny nie prowadzit jednak do wyznacze-

nia wartoéci 0O(A), a tylko do jej oszacowania postaci (II11.2.7), wiec prak-
tycznie moina skorzystaé¢ z nieréwnos$ci*

1< ¢ co, 0 < A < (111 .2.14)
Cf

Indeks dt oznacza parametry systemu konwencjonalnego.
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Ostatecznie wiec, bioragc pod uwage doktadnos$¢ oszacowania.J(lll.Z,w naj-

lepsze moiliwe do uzyskania ta droga oszacowanie od gory T wartosci wyr

dajnos$ci granicznej T ma postac*

T - Av , 0

(111.2.15)

Kalezy podkresli¢, iz dokiadns$¢ oszacowania, tj. warto$¢ réznicy (7 -T),
zalezy od wybranych dla eksperymamtu parametrowA, K, m, Kktérych wplyw

zostanie przedyskutowany nieco ponsiej.

c) ttogdlnienle oszacowania na przypadek wielokanatowy i dowolny strumien

zgtoszen

Wykazemy obecnie mozliwo$¢é uogdlnienia podanego wyzej oszacowania na

petnag klase systemdéw masowej obstugi scharakteryzowanych w ustepie a).

Rozpatrzmy przypadek systemu wielokanatowego ze zgtoszeniami naptywa-

jacymi strumieniem Poissona. Korzystajgc z nieréwnos$ci (Il11.2.1) widzimy,

ze*

e(A) ~  i/POU ), (r11.2.16)
a wiec réownoé$¢ (I111.2.8) przechodzi w tym przypadku w nieréwnos$¢
5- 1 - A (A) - N PO(A) 5 e(dv) - 1 -2 (X). (rrr.2.17)
Jezeli natomiast strumien zgtoszen jest réiny od strumienia Poissona, to
z zatozonego faktu, iz stanowisko obstugi, ktére stanie sie bezczynne w
chwili t, pozostaje bezczynne az do chwili nadejs$cia najblizszego zgto-
szenia wynika, ze
<Att) > P OU ), (rei.2.18)
| ol ./
a wiec realcja analogiczna do (111.2.8) przybiera ostatecznie, w przypad-
ku ogdélnym, postac*
= Vikfc) > 11 PO(A) ~ e(fc) = 1 -2 (*), (rr1r.2.19)
V® 00
a stad zamiast rownoséci (I111.2.9) otrzymujemy nieréwnos$¢:
7(A) > 1 - sp=r. (111.2.20)

1® CA)
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Prowadzac dalsze rozumowanie analogicznie jak poprzednio, a w szczegdlno-
$§ci uwzgledniajgc nieréwnos$¢ (111.2.11) oraz (I111.2.7) uzyskujemy dla O

géinfego przypadku oszacowanie T postaci:

A
(iii.2.21)

d) Wyznaczanie wartos$ci JI~U)

Przejdziemy obecnie do szczegdétowego oméwienia sposobu statystycznej
oceny wartos$ci Hije(A) w oparciu o opisany powyiej eksperyment symulacyjny.

Kazdy z elementarnych eksperymentéw polegajacych na symulowaniu poje-
dynczego okresu czynnego (ograniczonego) koAczy sie wynikiem pozytywnym 2
prawdopodobienstwem JIR(>,) i wynikiem negatywnym z prawdopodobienstwe*
[l - JtR(~)] , przy czym wyniki ich sa niezaleine losowo.

Niech f(j,m JtK(&)) oznacza prawdopodobienstwo tego, e j spos$rod a

przeprowadzonych eksperymentéw elementarnych skoAc”j sie wynikiem pozy-

tywnym. Prawdopodobienstwo to okre$la rozktad Bernoulliego

m-o

f(j.M JtK(X)) (“)[% (»)] 3[1 -% (*)] (111.2.22)

W rozpatrywanym przypadku w wyniku modelowania cyfrowego uzyskuje sie po

przeprowadzeniu m" eksperymentéw elementarnych pewng liczbe "j" sukcesow

i zadaniem naszym jest oszacowa¢ warto$é¢ JI"(A) w oparciu o znajomos$¢é¢ "m"
P

Jak to wykazano np. w [SMIR 65] « warto$¢:

n’ J'n'] (111.2.23)

jest nieobcigzonym, najbardziej efektywnym i asymptotycznie normalny®

estymatorem wartosci 3tK(A).

Rozpatrzmy przedziat ufnosé$ci dla tego estymatora. Poniewaz poszukiwane
oszacowanie 31g(~) bedzie uzyte w nieréwnos$ci (I111.2.6), nie jesteSmy za-
interesowani w uzyskaniu formowanego zwykle symetrycznego przedziatu uf-
nos$ci, a przeciwnie, dazymy do wyznaczenia takiej wartos$ci 51 K(k), dla kté6-

rej zachodzitoby*
Pr K(*o - ~ t (111.2.24)

gdzie jest przyjetym poziomem ufno$ci.
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Warto$ci O zwigzane z poziomem ufnos$ci f moina wyznaczyé (patrz [SMIR 65])
W nastepujacy sposob*

i) Jesli spetniona jest nieréwnos$¢

(111.2.25)

wowczas rozktad Bernoulliego moze by¢, z praktycznie wystarczajgca doktad-
nosciag, przyblizony rozktadem nor«al*y* o wartos$ci $retaiej 71 K(A) i od-

chyleniu standardowym 6

dii.2.26)
posiadajgcym estymator E~
(iii.2.27)
Poniewaz
(1rr1.2.28)
Pr
gdzie*
wiec
(1rr1.2.29)
Pro jfK(A) > E*
gdzie* $(t,j) » f,
natomiast E~ wyznacza sie ze wzoru (I111.2.27).
Dla przyjmowanego zwykle poziomu ufnos$éci # = 0,95 zachodzi*
(1r1r1.2.30)

Pr | *s(JO > 1.645 E6 | = 0,95.

ze wzgledu na czas trwania eksperymentu dazymy do wykonania mozliwie ma-

tej liczby eksperymentow elementarnych zapewniajacej uzyskanie pewnej

zadanej wielko$ci przedziatu ufnos$ci tJ* na poziomie ufnoséci f



- 162 -

Wprost z (111.2.29) oraz (111.2.26) wynika,
nos$c¢ *

(H1.2.31)

a poniewaz*

3KU )[1 - 3TKU)J sE (111.2.32)

wiec wymagang doktadno$é¢ moina zawsze uzyskaé¢ po przeprowadzeniu

2
"V e *25(p ) (111.2.33)
eksperymentéw (oczywiscie przy réwnoczesnym spetnienia (I111.2.25)).
ii) W przypadku gdy nieréwnoéé¢ (111.2.25) nie jest spetniona, wéwczas omoé-
wiona wyzej aproksymacja nie moze byé uzyta i nalezy wykorzystaé¢ nastepu-
jaca procedure:
Niech B(3tK(A)) oznacza sumeg
m
s1 m(Irk@3Iy) " S Aliar% (*)). (111.2.34)
t i-1
Dowodzi sie [dHII 55] , ze*
Prj7r(son = (111.2.35)
gdzie ~ jest jedynym rozwigzaniem réwnania
~o(d) -1~ f (111.2.36)

lezacym w przedziale [0, 1].

W cytowanej pracy zamieszczono tez tablice umozliwiajgce bezpos$rednio

wyznaczenie wartos$ci ~ dla réznych m, 1, f
Tak wiec potrafimy w kazdym przypadku uzyskaé¢, z wymaganym poziomem nf-
nosci *, oszacowanie 31jjCAlJ» a biorgc pod uwage ostre nieréwnos$ci wyko-

rzystywane przy wyprowadzeniu (111.2.21) moina stwierdzié, iz T>T na po-
ziomie ufnod$ci wyiszym niz wfl-

ze mj, musi spetniacd nieréw-

e) Wpltyw parametréw eksperymentu na warto$¢ oszacowania T

Doktadnoé¢ uzyskanego oszacowania (T - T) zaleiy w sposdéb istotny od
doboru parametrow eksperymentu A , K, m, ktérych wptyw obecnie przedysku-
tujemy. Dla uproszczenia ograniczymy sie chwilowo do przypadku jednokana-

towego (n > 1).

5a wstepie przedyskutujemy zaleino$¢ wartosci T odA | rozpatrujgc od-
dzielnie przypadek A < T oraz A>-T.

i) Zatéimy, ze ji\_>T. W tym przypadku, z prawdopodobienstwem of > 0, na o-

kres czynny sktada sie nieskonczenie wiele obstug, czyli

(111.2.37)
K>1
Poniewaz jednak warto$¢ c0O wystepujacag we wzorze (I11 2.21) wyznacza sieg
jako*
c, S5Lca)k e si jrK(A)K - e, in .2.38
b K ) JA.( ) ( )
gdzie fi jest matg dodatniag}
gdyz przy m— »o warto$é oszacowania JljeCA), wiec:
co>0*K - e0, (111.2.39)
a co za tym idzie cQ—<» , gdy K— m», e - oo.
Innymi stowy, jesli tylko _A_>T, woéwczas:
lim -A r- -A (rir.2.40)
K-~~ 1 - i-
co
czyli mozliwe jest (teoretycznie rzecz biorgc) uzyskanie warto$ci oszaco-
wania T — T przy .A.-*- T przez warto$ci wieksze od T.

ii) W przypadku vY< T zachodzi natomiast dla systeméw ze zgtoszeniami na-

ptywajagcymi strumieniem Poissona (I11.2.8)
[©A)I"1 - 1 -? (A). (111.2.41)
Tak wiec, gdyby zachodzito ® (A) = cO, woéwczas mielibysmyr
T*- ytfj" (1rr.2.42)
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AL
Rys. 111.4. Szkice zmienno$ci oszacowania T w funkcji A t
a) wartosci osiqganreAasymptotycznie (przy K—w , i - » ) dla A > T, b) o-
szacowanie idealne TE£ w systemie konwencjonalnym, c¢) oszacowanie idealne
T* wsystemie niekonwencjonalny* (® (A) » °0A”" ~ oszacowanie T przy
°o0 e) spodziewane rzeczywiste przebiegi zaleino$ci T(A), K, < Kg
a w szczegob6lnosdci dla systemédw konwencjonalnych, spetniajgcych (111.2.10)
bytoby

WY Koo

(111.2.43)

W przypadku systemoéw niekonwencjonalnych o niemalejgcej funkcji ~*(31) za-
chodzi natomiast, jak tatwo sprawdzi¢:

0<7lanze ¢ (TT(AL) Js TH(A>) > T (111.2.44)

Jes$li natomiast cQ < ®CA) to oczywiScie oszacowanie T bedzie dla kazdej

o$ci A obarczone dodatkowym bitedem w stosunku do omawianych wyzej war-
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Dodatkowy btgd wprowadza tez przyjecie ogdlniejszej postaci
strumienia zgtoszen.
Omawiane wyzej prawidtowos$ci ilustruje rys. 111.4.

Warto$é oszacowania T osigga WIi€C minimum (teoretyczne) réwne T W pun-
doboru war-

kcie A = T + 0. Wynika stad bezposérednio sugestia dotyczgca

tosSciA , przy ktérych nalezy wyznacza¢ oszacowanie T. Celowe jest rozpo-
czgcie eksperymentéw od duzych warto$ciA, przekraczajacych T (co tatwo
sprawdzié, poniewaz powinny one prowadzi¢ do T(A)*A ),a nastepnie zmniej-
szajac stopniowo A, daiyé¢ do znalezienia minimalnej wartos$ci T.

Celowe wydaje sie przy tym, po zlokalizowaniu minimum, powtérzenie ekspe-
rymentu przy uzyciu wiekszych wartoé$ci K oraz m dla zwiekszenia doktadno-
§ci. Zauwaimy, Ze uzyskana po przeprowadzeniu opisanego eksperymentu war-
tos¢ A q minimalizujgca funkcje T(_AJ jeat rowniez oszacowaniem od gory
poszukiwanej wydajnos$ci granicznej, co wiecej z postaci zaleiznos$ci (3.2.21)
tynika, iz Jest to przyblizenie doktadniejsze!

Z przedstawionych wyzej rozwazan wynika jasno, 1ie zaré6wno wzrost war-
tosci K, jak i m wptywajg na zwiekszenie doktadnos$ci metody. Sprobujemy
sformutowaé te zaleino$¢ w sposéb bardziej precyzyjny.

Wszczegdélnos$ci, korzystajagac z (111.2.29) oraz (111.2.27) moina przedsta-

wi¢ 3Tje(&) w postaci:

3tk (A) (111.2.45)

gdzie G”~, Gg - state zaleine od parametréw modelowanego systemu i przyje-

tego poziomu ufnodéci oraz K, a stad:

(111.2.46)

1 - [A(*>] “1 " 1 - [WG, - G2
Zalezno$¢ 1 od i jest tu widoczna bezpos$rednio. Zalezno$¢ T od K ma nato-
miast charakter bardziej ztozony i ze wzgledu na brak znajomos$ci wptywu K
na wartos$¢ 3(K(A) (z wyjatkiem ogélnej prawidtowoséci, iz 3TK(A) jest z de-

finicji nie rosngca funkcjag K) musimy ograniczy¢ sie do rozpatrywania wy-

tagcznie duzych K takich, dla ktérych zachodzi:

V  V KK @)s ltir )i (111.2.47)
A>T KI>K2 K1 2
Przy tym zatozeniu zachodzi:
T =-A 6, (111.2.48
1 k2

gdzie Gj - stata, zaleina od parametréw systemu, poziomu ufnoéci oraz m



Poniewaz czasochtonno$¢ modelowania wzrasta liniowo ze wzrostem m i ©

najwyzej liniowo (gdy spednione jest (111.2.47) - w przeciwnym razie wacst
ten jest skabszy*) ze wzrostem K, wiec wydaje sie bardziej celowe zwigksze-
nie wartosci K w celu zwiekszania doktadnosci oszacowania T.
Biorgc pod uwage posta¢ (111.2.21) mozna #atwo stwierdzié, ze wszystkie
oméwione wyzej prawiddowosci pozostajg wazne réwniez dla systemow wielo-
kanatowych. Nalezy jednak, ze wzgledu na pierwiastkowanie wartosci c
liczy¢ sie z istotnym spadkiem dokdadnosci oszacowania ¥ (uzyskiwane%
przy identycznych wartosciachA, K,-m) ze wzrostem liczby kanatéw obshugi
n. Tak wiec uzyskanie odpowiednio dokkadnych wynikéw dla systeméw wielo-
kanatowych musi by¢ zwigzane ze wzrostem czasochdonnosci symulacji.

) Przyktady ilustrujace dok#adnos¢ metody

Sciste wyznaczenie bdedu oszacowania wydajnosci granicznej wymagakoby
kazdorazowo pe#nego, analitycznego znalezienia parametréw badanego syste-
mu obstugi. Z tego wzgledu, jak to zresztg ma miejsce w przypadku wielu
metod przyblizonych, o doktadnosci metody bedziemy wnioskowa¢, ogranicza-
jac sie do zbadania bdedu metody przez jej stosowanie do pewnych, repre-
zentatywnych systeméw obstugi, mozliwych do analitycznego przebadania,

i) System typu M/G/1
Dla systeméow typu M/G/1 zachodzi:

T-0b)]'1a, (111.2.49)
gdzie E(b) jest wartoscig oczekiwang czasu obstugi.
Dla takich systeméw mozna wyznaczy¢ w sposéb analityczny wartosci 3g,(R))
oceny wkasnosci oszacowania T mozemy wiec w tym przypadku dokonaé¢ z pomi-
nieciem btedu zwigzanego z okreslaniem wynikéw symulacji (bledu, ktdrego
wielkos¢ mozemy, jak to wyzej pokazano doktadnie okreslic).

Oznaczmy

F(z) - pia)zi. (111.2.50)
i-1
Dowodzi sie [kLEl 75] , ze F(z) speknia réwnanie funkcyjne
F(2) - zb [A-A, F(@] . (111.2.51)
gdzie b(s) jest transformatg Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty czasu ob-

stugi -

Réwnanie 111.2.51 zostato rozwigzane dla pewnych, szczegélnych przypadkéw
J tak:
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- dla systemoéw typu M/D/1

Pi(&) - e"1?, (111.2.52)

dla systemoéow typu M/M/1

Pitt) - j (2]1f) pi-1(1 + 9)1-2i, (111.2.53)

gdzie: p » A E(b).
W oparciu o (I11.2.52) oraz (111.2.53) mozna tatwo wyznaczy¢ wartos$é

IKK(A), a co za tym idzie, uzyska¢ odpowiednie wartos$ci oszacowania T dla

dowolnego A.

W tabeli I11.3 zestawiono warto$ci 317(30 oraz wartos$ci stosunku T/T,

oznaczajgc je odpowiednio indeksem D dla systemu M/D/1 oraz indeksem M

dla systemu M/M/1.
Z przedstawionych wynikéw moina wyciggnaé nastepujace wnioski:
zgodnie z oczekiwaniami, dla kazdego K istnieje takieAOt przy ktérym
oszacowanie T osigga minimum. Warto$¢AQ stanowi bardzo dobre oszacowa-
nie od géry wydajnos$ci granicznej i maleje (cho¢ wolno) ze wzrostem K,

- doktadnos$é¢ oszacowania ¥ silnie roé$nie ze wzrostem K,

- zaréwno wartos$ci T jak iA O wzrastajg ze wzrostem wspobétczynnika zmien-

noéci rozktadu czaséw obstugi zgtoszen.

Analiza przedstawionych wynikéw potwierdza tei sformutowang wyzej me-

todyke postepowania przy poszukiwaniu najlepszego oszacowania wydajnos$ci

granicznej:
w pierwszym rzedzie, uizywajgc niewielkich stosunkowo wartosci K1 (np.
400-600), nalezy zlokalizowaé¢ warto$SciAr1\
- nastepnie, przy istotnie zwiekszonej wartos$ci K2 > K1 nalezy ponowic
A NIN

eksperymentu symulacyj-

eksperyment dla JV.<a £1” poszukujac nowego minimum A ~2~7
Warto zauwaizyé, iz przy wtasciwej organizaciji
nego mozna w drugim kroku dla wartos$ciA

ktéore byty juz uzyte poprzed-

nio, ograniczy¢ sie do modelowania tych okreséw czynnych, ktore w pier-

wszym kroku zostaty przerwane po K1 obstugach (daty pozytywny wynik eks-
perymentu elementarnego) i to kontynuujac ich modelowanie od punktu przer-
wania.

Takie postepowanie pozwala istotnie zmniejszy¢ czasochtonno$é¢ symula-
ciji.
ii) Jednokanatowy system WAD

W poprzednim punkcie wyznaczyliSsmy, w sposédb analityczny, wydajnos$¢
granicznag systemu masowej obstugi z czasem obstugi zaleznym od czasu ocze-
kiwania zadanym zaleznos$cig (I11.1.13), regulaminem obstugi LIFO ('&) i

zgtoszeniami naptywajgcymi strumieniem Poissona. Dla & - 0 oszacujemy te-



0.98
0.99

500 098

1000 0.98

2000 0.98

raz wydajnos¢ graniczng tego systemu,
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0.0393
0.0473
0.0563
0.0662
0.0769
0.0883
0.1004
0.1130
0.1811

.3138

0
0.0195
0.0268
0.0357
0.0407
0.0461
0.0578
0.0708
0.0848
0.0995
0.1766
0.3137
0.0102
0.0166
0.0252
0.0304
0.0360
0.0490
0.0634
0.0790
0.0953
0.1762
0.3137

0.0458
0.0967
0.0178
0.0232
0.0293
0.0435
0.0595
0.0766
0.0939
0.1761
0.3137

eksperymentéw symulacyjnych.

Obliczenia przeprowadzono dla parametréw systemu
postugujac sie réwnaniem zamieszczonym w tabeli

dla ktoérych,

1.1230
1.1069
1.0974
1.0925
1.09009
1.0918
1.0945
1.0986
1.1312
1.2194

1.0922
1.0699
1.0594
1.0570
1.0559
1.0565
1.0599
1.0651
1.0715

1.1126
1.2077

1.0860
1.0534
1.0413
1.0392
1.0388
1.0413
1.0465
1.0533
1.0611
1.1063
1.2038

1.1002
1.0340
1.0283
1.0272
1.0277
1.0319
1.0388
1.0468
1.0556
1.t031
1.2019

0
0
0
0
0
0

o oo

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

5 (A

0309
0352
0399
0448
0501

.0556
.0613
.0673

0996

1679

.0166
0206
0252
0277
.0303
0360
0421

0486

0554

.0926

1667

.0096
.0133

0178

o O o

OOOOOOOOOOO O 0ooo o

0204

.0231
0292

0359
0431

.0507
0912
1667

.0051

.0083

0126

.0152

.0181
0247

.0321
.0401
.0484
.0909

1667

)

«

Tabela 1]

przy wykorzystaniu oméwionych wyzej

100, Bg m 50,

1.1,

+atwo wyznaczy¢ doktadng wartos¢ wydajnosci granicznej T = 0.01318.
Stosujac zaproponowang wyzej metode postepowania uzyskano wyniki

stawione w tabeli 111

L4

nozna

przed-
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Tabela 111.4

Szacowanie wydajnosci granicznej prostego systemu WAD
W

A K m T % [ «]
0.0130 200 400 0.020170 53 !
0.0135 200 200 0.015965 21
0.0140 200 200 0.017562 33
0.0135 2000 400 0.013936 5.3
Réwniez 1 w ty« przypadku metoda okazuje sie stosaskowe dokdadna, przy

0.0135 stanowi zaskakuja-

ozy« uzyskana przy makych K oraz m wartoscéap
co dobre oszacowanie (b#ad wynosi tylko 2,4%).
Przedstawiona metoda szacowania od goéry wydajnosci granicznej systeadw
masowej obstugi cechuje sit asymptotyczng zbieznoscia wynikédw do rozwazan
doktadnych. Zamieszczone przyktady wskazuja, iz mozliwe Jest uzyskanie
dobrej dok¥adnosci przy stosunkowo niewysokiej czasochtonnosci. W punkcie
111.5 pokazemy, ze w wielu przypadkach mozliwe jest, na innej drodze, u-
zyskanie dodatkowo oszacowania poszukiwanej wydajnosci granicznej od dohu.

Omawiane tu przykdady dotyczyty syste«Ow, w ktérych stanowisko obstugi

nie pozostaje bezczynne przy niepustpj kolejce. Uwzglednienie tej dodat-

kowej cechy nie powoduje zadnych dodatkowych trudnosci - nalezy po prostu
jako zakonczenie okresu czynnego przyja¢ moment, w ktérym rozpoczyna sie
bezczynnos$¢ stanowiska obstugi przy pustej kolejce (okresy oczekiwania
stanowiska obstugi na naptyniecie nowego zgtoszenia przy niepustej kolej-
ce wchodzg w sk#ad okresu czynnego).

Ha zakonczenie rozwazan na temat przedstawionej metody nalezy podkres-

mozliwosci jej stosowania wykraczaja poza syste«y z czasem obstu-

li¢, i:
zaleznym od czasu oczekiwania i moze ona by¢ z powodzenie« stosowana

gi
niekonwencjonalnych systeméw Basowej obstugi.

réwniez do innych,

111.3. Analiza modelu pomocniczego

jednostanowiskowych zde-
iz warunek stabilnosci
111.1) mozna okres$li¢

Powrdci«y obecnie do omawiania klasy systemow

finiowanych w punkcie II0l.1, w ktérym udowodniono,

takich systemoéw (ktérych strukture przedstawia FyS.
w oparciu O wyniki analizy przedstawionych na FryS.
111.2. Analiza takich systeméw pomocniczych
ze bufor, w ktérym tworzy
I11.1 ma duzg pojemnoé$c¢, tak ze mozliwa
intensywnosécig naptywu i wyptywu zgho-

opréinienia. ldentyczna sy-

systeméw pomocniczych,
jest interesujgca réwniez

sie kolejka 3™, w sy-

z

innych wzgledéw. Zatdimy,
jest w dtugich O-

stemie na rys.

kresach czasu praca systemu z rding

szen z tego bufora, bez jego przepetnienia lub
tuacja wystapi W przypadku sprzezenia tego bufora z innymi systemami ob-
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stugi, tak, Zli- nigdy nie ulegnie on przepetnieniu ani opréznieniu. Tech-
niczny przyktad takiej sytuacji podamy w zakonczeniu pracy.

Woéwczas nieistotny okazuje sie problem stabilno$ci, a analiza systemu po-
mocniczego staje sie zagadnieniem istotnym samym w sobie. Ponizej podany
metode analizy systemu pomocniczego pod warunkiem, ze znane jest anali-
tyczne rozwigzanie systemu WAD ze zgtoszeniami naptywajgcymi strumienie»
Poissona, obstugiwanymi zgodnie z regulaminem obstugi oraz zaleino$cia

czasu obstugi od czasu oczekiwania,

$(x) dla u>=j
B(x/u>) F(x/u>) dla 0 < < 1 sy
H(x) dla t

gdzie $(x) jest pewng, dowolng dystrybuanta, natomiast F(x/n>) jest iden-

tyczna jak we wzorze (I111.1.3) (tzn. m .in., zze istnieje F(x/0)), ktédry be-
dziemy dalej nazywad systemem bazowym. System bazowy jest wigc systemem
obstugi zgtoszen gtéwnych o zmodyfikowanej charakterystyce czaséw obstugi
i ze wzgledu na ograniczony do X czas oczekiwania (zgtoszenia oczekujgce

sa tracone) Jjest on zawsze §takilpy,
W szczego6lnoséci zatozymy, ie znana jest dystrybuanta czasu oczekiwania
Laplace’a-Stieltjesa

dlu\zl\;ej maja£czas*_gbsilqg| robwny zeru

systemie bazowym t+f~ "), posiadajgca transformate
a)™(s) o postaci»

WE(s) -W #(0)[l + v¥s)], (111.3.2)

gdzie indeks 0 okres$la, dla jakiej funkcji B(x/0) =$ (x) rozwigzanie zo0-
stato uzyskane.

Zauwazmy, ze np. dowolny system podstawowy, analizowany w rozdziale 11.3,
moze bydé przyjety jako system bazowy przy zatozeniu, ze zgtoszenia napty-

wajg strumieniem Poissona.
a) Struktura okresu czynnego

W dalszym ciggu bedziemy mowili, ze w systemie pomocniczym trwa okres

czynny woéwczas, gdy kolejka jest niepusta lub obstugiwane jest zgto-
szenie gtéwne. Okres czynny rozpoczyna sie wiec z chwilg naptyniecia zgto-
szen i gtéwnego do systemu, w ktdrym stanowisko obstugi jest zajete przez
zgtoszenie dodatkowe badzZ bczekuje ng naptyniecie zgtoszenia gtédwnego.

Przyjmiemy pewne dalsze zatozenia okreslajagce zachowanie sige syste-
mu w sytuacji, gdy w czasie obstugi zgtoszenia dodatkowego naptynie zgto-
szenie gtéwne inicjujace kolejny okres czynny.

zgtoszenia

| tak, jes$li zgtoszenie gidwne naptyneto zanim czas obstugi

dodatkowego przekroczyt pewnag ustalong warto$¢ 7, woéwczas obstuga ta jest

przerywana, przy czym z przerwaniem jej zwigzana jest pewna praca witasna

o dystrybuancie czasu trwania Q(x), natomiast przerwana
nastepnie wznowiona od poczatku.

obstuga musi by¢
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Jes$li natomiast w chwili nadejscia zgtoszenia gtéwnego czas obstugi zgto-
szenia dodatkowego przekroczyt f, wéwczas obstuga ta nie moie hyé¢ przer-

wana.
Zdefiniowany wyzej spos6éb uprzywilejowania zgtoszen

do zgtoszen dodatkowych nosi nazwe regulaminu priorytetowego
bezwzgledno-wzglednego (discretionary priority diseipline).

Tak wiec, obstuga zgtoszenia dodatkowego o dystrybuancie

Z(x) (posiadajacej funkcje geatoéci rozktadu z (x)) jest w istocie

na dwie fazy [WOLI 76] :
- faze przerywalng, o funkcji gestos$ci rozktadu vit](x)

+<?(x -30 | SE(t)dt,

(x) -2 (x)[1 - H(x -F)]

posiadajgcej transformate Laplace'a
T N

Il (m) - /e '8Xz(x)dx + e~"r f i(t)dt,

jako e faza ta obejmuje catag obstuge zgtoszenia dodatkowego,

ona krotsza anizeli 7 lub tez odcinek czasu 7, w przeciwnym

- faze nieprzerywalnag, wystepujacg z prawdopodobieAstwem P
? . f s(t)dt,
i
funkcji gestod$ci rozktadu czasu trwania

Lot rLintg,

<ty

posiadajgcej transformate Laplace’'a

esjr/ e-8Xjt(x)dx
-t

fg(x)dx

2f
g

7

gtéwnych

w stosunku

mieszanego,

trwania

rozbita

(111, 3.3)

(111. 3.4)

jesli jest

razie

(iii.3.5)

(111.3.6)

(111.3.7)



Oczywiscie,* przypadkach graniowych otrzymujemy dla F » O catkowicie nie-

przerywalng, natomiast dla F—~°o catkowicie przerywalna obstuge 1zgtoszen

dodatkowych.

Rozpatrzmy obecnie zaleino$¢ pomiedzy warto$Sciami horyzontu prognozy =f

oraz $. Jes$li u*n F, wowczas nie dysponujemy zadng informacjag o procesie

nadchodzenia zgtoszen podczas nieprzerywalnej fazy obstugi. Je $1i nato-

miast wéwczas niemoiliwe jest naptyniecie zgtoszenia gtéwnego w

czasie trwania przerywalnej fazy obstugi i w konsekwencji bez znaczenia

jest fakt czy w odcinku czasu 0 4 obstuga zgtoszenia dodatkowego jest

przerywalna, czy tez nieprzerywalna. W dalszych rozwazaniach bedziemy, dla
uproszczenia notacji, w kazdym przypadku, gdy , przyjmowa¢é¢ < co

jak to wyzej uzasadniono W niczym nie wpitywa na rzeczywisty przebieg

obstugi.
Tak wiec, nie ograniczajac ogoélnos$ci rozwazan, aozemy ograniczyé sie do
przypadku ~NFL

Zauwazmy, ze w rozpatrywanym systemie pomocniczym moga wystepowac¢ trzj
typy okreséw czynnych, réinigcych sie sposobem ich rozpoczecia:

typ y Okres czynny, w ktérym zgtoszenie gtéwne inicjujace go zastaje sta-

nowisko obstugi puste i w zwigzku z tym rozktad czasu trwania ob-
stugi tego zgtoszenia okreéla dystrybuanta Y(x) F(x/70).
typ ¢ Okres czynny, w ktérym zgtoszenie gtéwne inicjujace go zastaje
stanowisko obstugi zajete obstugag zgtoszenia dodatkowego w jego fa-
zie przerywalnej. Zgtoszenie to oczekuje wiec na rozpoczecie ob-
stugi prze* czas okresdlonygdystrybuantg Q(x), ktdédry, uwzgledniajac
posta¢ dystrybué&nty F(X/u-prlywa tez na czas obstugi tego zgto-
szenia gtéwnego.
Dla dalszych rozwazan wygodnie jest przyjac¢, ie prze« pojecie cza-
su obstugi zgtoszenia gtéwnego, inicjujgcego taki okres czynny,ro-
zumieé¢ bedziemy sume ezasu oczekiwania oraz czasu rzeczywistej ob-
stugi tego zgtoszenia.
Zatozymy, ze tak rozumiany, zmodyfikowany czas obstugi zgtoszenia
inicjujacego okres czynny, okres$la¢ bedzie pewna dystrybuanta C(x).
typ d Okres czynny, w ktérym zgtoszenie gtéwne inicjujagce go zastaje sta-

nowisko obstugi zajete obstuga zgtoszenia dodatkowego w jego fazie
nieprzerywalnej. Zgtoszenia to oczekuje wiec na zakonczenie obstu-
gi zgtoszenia dodatkowego. Zaktadajagc, podobnie jak poprzednio, 1ze
przez pojecie czasu obstugi zgtoszenia inicjujacego

okres czynny

rozumieé¢ bedziemy sume czasu oczekiwania i czasu obstugi, przyj-
miemy, ze tak zmodyfikowany czas obstugi okreéla¢ bedzie pewna dy-
strybuanta JXx).

V dalszym ciagu wskazemy jak moina okres$li¢ charakterystyki systemow,

w ktérych wystepowatyby wytacznie okresy czynne jednego z wyZej wymienio-

nych typéw, a nastepnie wyznaczymy charakterystyki systemu pomocniczego,

uwzgledniajgc fakt wystepowania, z odpowiednimi prawdopodobieAstwami, o-

kreséw czynnych rédinego typu.
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W przypadku, gdyby w systemie obstugi wystepowaty wytacznie okresy
czynne typu y, bytby on identyczny z systemem bazowym, w ktérym $ (x)«Y(x),

a wiec ten przypadek z zatozenia potrafimy przeanalizowac.

Przejdziemy obecnie do systemu, w ktérym wystepuja wytacznie okresy
czynne typu c.
Hiech ofl oznacza prawdopodobienstwo tego, 1ze roapoozeta sie obstuga

zgtoszenia dodatkowego w jego fazie przerywalnej i do czasu zakonczenia
tej fazy nie naptyneto ani jedno zgtoszenie gtéwne.Poniewaz obstuge zgto-
szenia dodatkowego rozpoczyna sie wytgcznie przy negatywnej prognozie,wiec
funkcja gestoséci rozktadu czasu pomiedzy chwilg rozpoczecia obstugi zgto-

szenia dodatkowego a chwilg naptyniecia pierwszego sgtoszania gtéwnego ma

postac

a*(t) * (iii.3.8)

a odpowiadajgca jej dystrybuanta
A,(t) - [i - e**-M] H(t -V).
Wartosé¢ 1 cfl moina wiec wyznaszy¢ jako:
0
tak wiec
(1rrr. 3.9)
n - Z-j0T) + e A~ MU ) -/ e-fctdZl(t)]

W szczegdlnym przypadku dla m 0 otrzymujemy znang zaleinos$¢

Poniewaz dystrybuanta ezasu oczekiwana zgtoszenia gtéwnego inicjujace-

go okres czynny typu c jest identyczna z dystrybuantg pracy wtasnej Q (x),
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mozemy wyznaczy¢ funkcje rozktadu zmodyfikowanego czasu obstugi tego zgto- Stosujac transformacje Laplace’a uzyskujemys

szenia c(x) jako

) - ifep(s)
. fs LK ITA ) e (111.3.13)
c(x) f(x /lpq(lpdl]j. (111.3.10)
e Podobnie jak poprzednio, moiemy wigec wyznaczy¢ funkcje gestos$ci rozktadu
zmodyfikowanego czasu obstugi zgtoszenia inicjujgcego okres czynny d(x)
tatwo sprawdzi¢, ze system obstugi, w ktérym wszystkie okresy czynne sq
okresami typu c, posiada dysﬁrybuante czasu oczekiwaniavg(x) o transfor- / j
macie Laplace*a-StieltjesaW ,(s), wyrazajgcej sie wzoremt d(x) - f(x-~/ph(pd?* (1rr1.3.14)
0
a>°(a) =WC(0)[gq(s) + ve(s)], (rr1r.3.11)
oraz transformate Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty czasu ogiekiwania
gdzie v C(o) oraz v (s) sa rozwiazaniami systemu bazowego przy $ (x) = C(x). zgtoszen gtéwnych w systemie, w ktérym wszystkie okresy czynne bytyby o-
Sktadnik q(s) we wzorze (I11.3.11) odzwierciedla £akt, ie w istocie kresami typu d
zgtoszenie inicjujace okres czynny oczekuje przez czas g, ktéry witaczy-

lismy do czasu obstugi tego zgtoszenia po to, aby moziliwe byto bezpos$red- 5>®(s) =va(0)[h(s) + v®(s)] , (111.3.15)

nie wykorzystanie wynikéw analizy systemu bazowego.

Przejdziemy obecnie do omoéwienia systemoéw z okresami czynnymi typu d. gdzie 'NeRO) i v3)(s) sg rozwigzaniami systemu bazowego, przy$(x) =® (x).
Niech of2 oznacza prawdopodobienstwo tego, ie rozpoczeta sie obstuga zgto-
b) Charakterystyki systemu

szenia dodatkowego w jego fazie nieprzerywalnej 1 do ~czasu zakonczenia

tej fazy nie naptynie ani jedno zgtoszenie gtéwne. Dla wyznaczenia charakterystyk systemu pomocniczego,a speojalnie $red-
Poniewaz z zatozenia zawsze zachodzi si f, wiec brak prognozy niej liczby zgtoszen traconych w odcinku czasu pomiedzy dwoma kolejnymi

strumienia zgtoszen nadchodzgcych podczas nieprzerywalnej fazy ob- chwilami rozpoczecia obstugi zgtoszenia dodatkowego L(A).rozpatrzmy przed-

stugi zgtoszen dodatkowych i na podstawie rozumowania identycznego jak stawiony na rys. 111.5 schemat obstugi zgtoszen w systemie pomocniczym.

przedstawione poprzednio zachodzit tatwo zauwazyé¢, ze w rozpatrywanym przypadku $rednia liczba L(~) zgto-

szen traconych pomiedzy chwilami rozpoczecia kolejnych obstug zgtoszen
of2 - 72 2(*). (111.3.12) dodatkowych wynosi:
Rozpatrzmy warunkowy rozktad ozasu oczekiwania zgtoszenia inicjujacego L&) =»0n(1-7) HJfEgJo + (L-orjle(h) + <t.2(1-cnLn 20 +
okres czynny typu d pod warunkiem, ze zgtoszenie takie nadeszto podczas
trwania nieprzerywalnej fazy obstugi zgtoszenia dodatkowego. Zmienna lo- PO
sowa h stanowi wiec réznice dwoch zmiennych losowych 22 oraz a (posiada- + fi ~ i(l-/hily(%), ' (111.3.16)
jacej dystrybuante (111.1.1)) przy wyzej sprecyzowanym warunku. i=1
Funkcje gestos$ci rozktadu takiej zmiennej losowej wyznaczono w [woli
75j , korzystajgc ze znanego (patrz np. [PAPO 72]) wzoru na funkcje gesto- gdzie: Ly(A), LO(A), oznaczajg $rednig liczbe zgtoszen traconych
§ci rozktadu ré6znicy dwoéch zmiennych losowych, otrzymujgc: w czasie pojedynczego okresu czynnego, odpowiednio typu y, c¢, d.
n Tak wiec:
h(t) = J *2(t-lp JKt-"Ae5 H(-pd" =
—00 LOV) = (l-<*)LC(&) + OAKI-0f~r17ra) + zef£iy(fc). (rrr.3.17)

Srednig liczbe zgtoszen traconych w czasie okresu czynnego typu vy znaj-

:J 5f2( t+v)Ae~"*vdv = Ae” [jjgCO - J e-N'r22(u)dul

o 0 dziemy na podstawie nastgepujacego rozumowania:
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Srednia liczba zgtoszen gtéwnych, traconych w jednostce czasu w syste-
mie, w ktérym wszystkie okresy czynne bytyby okresami typu y) wynosi
ft[l -wlotf)] jako ze prawdopodobieAstwo tego, ie czas oczekiwania zgto-
szenia gtéwnego na rozpoczecie obstugi wynosi [i -WY('f)J Z drugiej stro-
ny, $rednia liczba okreséw czynnych w takim systemie wynosi AW (0).

Tak wiec $rednia liczba zgtoszen traconych w czasie okresu czynnego typu

y wyraza sie wzorem:

L GV * JL=Ji¢ iil, (111.3.18)
y » # (0) r Y(0)
Analogicznie
oraz
§ -
l-(a ) —————a-i— + i, (iii.3.20)
c -Wc (0)
jako ze w przypadku okresu czynnego typu c¢, niezaletnie od straty zgto-
szen gtéwnych (ktérych liczba wyznaczona jest identycznie jak w przypadku
okres6w czynnych typa y i typu d) tracone j*st kaizdorazowo réwniez przer-
wane zgtoszenie dodatkowe, ktéorego obstaga musi by¢, zgodnie z przyjetym

zatozeniem, wznowiona od poczagtku.

Analiza systemu pomocniczego jest interesujgca nie tylko ze wzgledu na
mozliwo$é wyznaczania wydajnoéci granicznej systemoéw wyjsciowych, zdefi-
niowanych w punkcie I11.1. Czesto dzieki odpowiedniej gospodarce zapasem
zgtoszen w kolejce (np. ich wymianie z innymi systemami) zapewniona jest
stabilnoé¢ systemu wyjSciowego z jednej strony oraz stata obecnos$¢ zgto-

szen w kolejce JC2 z drugiej strony.

W takich przypadkach, interesujgca jest znajomos$¢ innych charaktery-
styk systemu pomocniczego, takich jaki jego wydajnos$¢, strumien zgtoszen
traconych, strumien zgtoszen dodatkowych itp ., do ktérych wyznaczenia o-

becnie przejdziemy.
Ha wstepie rozpatrzymy prawdopodobienstwo tego, e kolejny okres czyn-
ny bedzie odpowiednio okres« czynnym typu y, ¢, d, ktére oznaczymy odpo-

wiednio > f ">
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Na podstawie schematu przedstawionego na rys. I11.5 mozna tatwo stwier-
dzié¢, 1iei
mt d -/4t)2 /X ((1-P) +Pof2]i- =
i=0 \Y
gdzie:
a - +Poe2j; (r11.3.21)
<
Yy al - m_n (111.3.22)
i =0
/
ki =/?cfi3>d-0f2)2 _(at - 1 11 -a, ) (iii.3.23)
i-0
przy czym oczywiédcie zachodzi:
<ijj+ f  +"& - 1.

Uwzgledniajac wyznaczone prawdopodobiernistwa wystagpienia okresu czynne-

go odpowiedniego typu oraz fakt, iz $Srednia liczba okresdw czynnych do-
wolnego typu $ w jednostce czasu wynosi AWAMCO), a wiec Srednia liczba
cykli obstugi ztozonych z okresu czynnego danego typu oraz okresu bez-

czynnego wynosi (0)] “1, moiemy wyznaczyé $éredniag liczbe cykli obstu-

gi systemu pomocniczego w jednostce czasu JP jako:

t Tf T
— 7 + —n + — jl .

I X  **0  ~0Q|

f
(111.3.24)

Przez wydajno$é systemupomocniczego Vbedziemy dalejrozumieé intensyw-

noé$é¢ strumienia catkowicie obstuzonychzgtoszen, opuszczajgcych stanowi-

sko obstugi.

Wprost z definicji mamy wigc:

% JfL, (111.3.25)
gdzie:
Jf - $rednia liczba cykli obstugi w jednostce czasu,
L - $Srednia liczba zgtoszen obstuzonych w jednym cyklu obstugi.
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Oczywisdcie

L-i» I A+ ™Mby i|>[AM1)+L72)] +y[IE£1)+1£2)]

+ (14 1)+1,d2)] + (IH.3.26)

gdzie: L*, L*, oznaczaja Srednig liczbe zgtoszen obstuionych w czasie
cyklu obstugi, pod warunkiem e w cyklu tym wystapi okres czynny odpowied-
niego typu.

Ba taczna liczbe zgtoszen obstuzionych w czasie pojedynczego cyklu ob-
stugi sktada sie $rednia liczba zgtoszen dodatkowych, oznaczana odpowied-
nio przez 1£1\ oraz $rednia liczba zgtoszen gtéwnych, ozna-

2 2 2
czona odpowyiednio przez ( ) L"(, ) ( )
Odwotujac sige ponownie do schematu przedstawionego na rys. | 11.4, otrzy -
mujemy:
Lyl) =f + + 0 -"a2*2 + ees] = TV *
ale
e nxn nx“ = — £— 2
ts i - x)
tak wiec:
1(d iu=m, (rrr.3.27)
y 1 (1-Q)
(111.3.28)
a wiec:
ni i a (111.3.29)
Lss -7a-P)r 77~-
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anastepnie przyjmujgc dalsze uproszczenia zilustrujemy niektére specy-
OczywisScie ficzne wtasnos$ci rozpatrywanego modelu.
a) Dobér wartosci parametréow -J*oraz ?
((2) (2) R (2) Korzystajac :z wyprowadzonych w punkcie 111.3 zaleznosSci oraz (111.4.1)
' 111. 3.30 - - - . .
V (0) ¢ VA(0) ® % ® (0)° ( ) usyskujemy (przy uwzglednieniu nieréwnos$ci tP~S?')! N \
Korzystajac z zaletnos$ci (I111.3.18)-(111.3.20) mozna tez wprost okreslic¢
"1 TT N
intensywno$¢ strumienia traconych zgjtoszen gtownych S~ u frd (rrr.4.2)
~d
(111.3.31)
L Vv (0) V-(0) we (o) _ _ _ _
Wartosci L0o(A) oraz I<y(A), wystepujace we wzorze (111.3.17), nie zaleza
i intensywno$¢ strumienia zgtoszen dodatkowych od iP. W przypadku wyktadniczego czasu obstugi zgtoszen dodatkowych za-
chodzis
P flo (1
ltLyl) +~41) **Ldl) 1 -a (111.3.32) " (s A (111.4.3)
8 + Hd
Na zakonczenie warto zwrd6ci¢ uwage na fakt, iz w istocie przy analizie

systemu pomocniczego korzystamy z rozwigzania systemu bazowego wytacznie aWieC rowniez Lj(y) nie zalezy OdV

dla specyficznych postaci dystrybuanty $(z), a w szczegélnosci» Uwzgl(—;dniajqc (111.4.2) wW(Ill.3.17) otrzymujemy!
Y(x) - F(x/0),
$(x) C(x), (111.3.33) "d AN [e-r-e~(*+ e MV A) 4+
axx).
vV »W N -0V »>
gdzie C(x) i® (x) okredslone sg odpowiednio przez (I111.3.10) oraz (I 11.3.14),
co moze w praktyce rozszerzy¢ klase systemoéw bazowych, ktore potrafimy (11n.4.4)
przeanalizowaé¢ wzglednie, jak to pokazemy na przyktadzie, znacznie upro-
§ci¢ obliozenia. . i i . .
upraszczajacag sie w szczeg6élnym przypadku i9°= T do postaci:
(111.4.5)

I'11.4. Przypadki szczegdélne i wtasnos$ci modelu pomocniczego

Przy obowigzujagcych w poprzednim punkcie ogo6lnych zatozeniach nie moz- L - X . .
« wartosci t + minimalizujgcej tf») wyznaczymy pochodng:
na sformutowaé¢ zasad doboru wartoéci horyzontu prognozy W oraz wartosci 7. W celu wyznaczenia wartos$ci
Ponizej wyprowadzimy takie reguty, zaktadajgc wyktadniczy rozktad cza-
su obstugi zgtoszen dodatkowych, tj. A (1rrr.4.6)

ow [ c

Z(x) =1- erd (111.4.7)
., —0oNe"N + [V * dla tm 7 .
X (111.4.1)

Yoy >



?dzie:

“i -r fec v oy >

fti2f% >rv ) *rta*lVv fvoy > oy v oy >

C3-Ing V A)

G4 -ALy(*).

tatwo wida¢, ze dla przypadku iT =T , czyli przy braku fazy przerywalnej,

zachodzi G~ >0, G~ > 0, a wigc istnieje jednoznaczne rozwigzanie réwna-
-unv air

-G3e rd + G4de 0, (111, 4.8)
o postacii

opt A+tld m g4. (111.4.9)
dla ktérego osigga sie minimalng warto$é¢ funkciji |/X)
Z jednoznacznos$ci rozwigzania (111.4.9) oraz ciggtosci lewej strony row-
nania (111.4.8) wynika, iz funkcja L(A) posiada ze wzgledu na nJ" jedno

ekstremum w przedziale zmiennos$ci iT e(0, oo ).

Rozpatrzmy obecnie przypadek to znaczy réwnanie
mo,.** a,l', o (111.4.10)
Poniewaz Gj > 0, wiec mozliwe sg dwie sytuacje:
i) 61 > 0 i woéwczas istnieje dla przypadku tT < f jednoznacznie okres$lo-
na, optymalna warto$¢ , przy ktérej funkcja t(>,) osigga minimum
Kpt =m In™ > - (rrr.4.11)

ii) G|l < O i wéwczas w przedziale zmienno$ci si'e (O, 3P) wartos$ci L(3l) ros-
na monotonicznie ze wzrostem ®i' jako ze AN 0 dla kazdego iF z
rozpatrywanego przedziatu zmiennosci.

Podane wyzej reguty pozwalaja na okreélenie wartosci f i 1 minimalizujg-

cych L(A).

b) System bazowy w postaci systemu podstawowego

Przyjmiemy, ze i

*X) = BOX dla &= o

B(X/W) P(x/ﬂl) « Bi(X) dla w. 2 n i=1,2 ,¢..,J-1 (rrr.4.12)
M (x) dla
oraz \
F(x/0) » B.,(x),
gdzie B”(x) sg dowolnymi dystrybuantami, takimi ze E(bj)<* i»0 ,1,...J-1

i skorzystamy z wynikéw analizy systemu podstawowego uzyskanych W roz-

dziale I1I. > 4
Zauwaimy, e zaleinod$¢ (111.3.10) przybiera woéwczas postac:
c(x) =/ f(x-1/1)a(p"™ =
0
7/ [m(~"-wl_1) ~® (~-wi)jdl, (111.4.13)
i-1 0

a transformata Laplace’'a-Stieltjesa tej funkcji gestosSci wyraza sie wzo-

rem:

«0
J
c(e) » y~1! b+(B) J* e-8%q($) [~ - wi-1> -*A-Wi)] d5 (rit.a.14)

i=1
funkcji q((®)

Wyznaczenie tej transformaty moze w zaleznos$ci od postaci

stwarza¢ istotne trudnos$ci. Jest ono natomiast bardzo proate w przypadku,

gdy g(p =7ge-<”, bowiem:



iac,

Analogicznie moina wyznaczyé

(111.4.15)
il 0

oraz

0©

_u
d(a) .Zb1(>)/e-4hcj) [+5 -+~ )

CHA-W )TN (111.4.16)

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie, ze wzgledu na ztozonos$¢ obliczen,
do rozpatrywania systemu bazowego typu (I11.4.12), w ktérym
Jr o3,
Kx/0) = B.(x) 1 e" M X
B2(x) 1- e
1 D
weo« (111.4.17)

Przeanalizujemy system pomocniczy oparty na tym systemie bazowym przyjmu-

ze dystrybuanta czasu obstugi zgtoszen dodatkowych ma postac:

Z(x) - 1 (111.4.18)
natomiast dystrybuanta czasu pracy witasnej
ex) » 1 - e (111.4.19)
bedziemy badac¢ witasnosci tego systemu.
Parametry ofl, qfg, P, a takze posta¢ funkcji h(s) dla rozpatrywanego

przypadku okres$lajag zaleznosci

(111.4.2) i (111.4.3).
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Niech X (t, 1, iix) oznacza dystrybuante, ktérej transformata Laplace’a-
Stieltjesa ma postac:
W s, I>ftt) * | +
+(1-1
D sig afl J sifb adrtcl J
(1. 4.20)
tatwo sprawdzi¢, ze przy uwzglednieniu wymienionych wyzej zatozen zacho-
dzi:
¢(e) £(8.,0,7), (111.4.21)
d(8) =1i¢(8,0,~ud) (111.4.22)
oraz oczywiscie

os

y(s) -J e"std?(t/0) -~ (8,1,7).

(111.4.23)
Tak wiec dla znalezienia dystrybuanty czasu oczekiwania w systemie baso-
wym, przy wystagpieniu dowolnego spos$réd trzech wymienionych w poprzednim
punkcie okreséw czynnych, wystarczy przeanalizowa¢ przypadek, dla ktérego:
$(t) =0C(t,1 ), 1» O. (111.4.24)
Wyniki analizy systemu podstawowego z wyzej okreé$long funkcja BQ(x), pro-
wadzonej zgodnie z zasadami okre$Slonymi w rozdziale 11, zawiera ustep
11.3.C.
W oparciu o nie mozemy w szczegdlnos$ci wyznaazy¢:
VY(F) -V Y(O)[I + u*(0) & 4 (0)]]Y(l) .X(x,1f/ii), ]
Ve(t) -WY(0) [l-e +U*(0)+un(0)] lc(x) , X(+t0.~)f J  (111.4.25)

V®(0)[l-e ~ * (0 )~ (0 )11~ =3c(Xigi/ld)>



gdzie wartoéciowo) oraz u*(0), u|f(0) (zachowujgce znaczen . oméwione »
rozdziale 11 wyznacza si wg wzoréw z ustepu I11.3.C rz . o
) y ¢ g €p przy odpowiedniej
postaci funkciji $ (x).
Korzystajac z (111.4.25) moina juz bezpos$rednio w oparci o saleznosci
uzyskane w punkcie 111.3 okres$li¢ réine parametry systemu,

W omawianych
nizej

przyktadach numerycznych wyznaczono jeszcze dodatkowo dla przypadku
nieprzerywalnej obstugi zgtoszen dodatkowych jednostkowy czas obstugi
zgtoszen Yy*(&), wyrazajgcy sie zaleznos$ciag:
i
(111.4.26)

gdzie:

AVY(D)B('b1l) +* [ wY(t;) -W Y(D) E(b2)
AtC («)
JW® (D)E(bl) + *[v~r4t) -W>®(D)]JE(b2)
BS2 3 — " 1 -11"w - — mEm'-

c) Przyktady numeryczne i wtasnos$ci modelu

Wyniki obliczen numerycznych przedstawionych ponizej nie majg na celu
systematycznego badania wtasnos$ci rozpatrywanej klasy systemoéw a jedynie
zilustrowanie na przyktadach niektérych cech.

Obliczenia prowadzone byty dla systemu pomocniczego, dla ktérego za-
leznos$¢ czasu obstugi od czasu oczekiwania ma postac (111.4.17) 1z catko-
wicie nieprzerywalnag obstuga zgtoszen dodatkowych, tj. przy 2 =1~

Jako podstawe do obliczen prz'yjeto model o parametrach:

AL 2, fX2 - 1, @d = 0.5, D = 5, t » 20.

Proporcje miedzy poszczegdélnymi parametrami tego modelu sa podobne do pro-
porcji pomiedzy parametrami pewnego procesu technologicznego [ZSAK 80]

W tabeli 111.6 przedstawiono wptyw horyzontu prognozy w rozpatrywa-
nym systemie na wybrane jego charakterystyki (ftatwo sprawdzi¢, ze przy
zatozonych parametrach * 1.83).

Jak widaé¢, wybo6r horyzontu prognozy wpitywa na sposdb istotny nawszyst-
kie rozpatrywane charakterystyki systemu.

Na uwage zastuguje silna zalezino$¢ jednostkowego czasu obstugi y*(h)
od horyzontu prognozy. W przypadku gdy,'jak to zwykle ma miejsce, koszt
pracy stanowiska obstugi,jest proporcjonalny do 7 (A) =*Aij*(A), istnieje

realna mozliwo$¢ znaczgcego obnizenia kosztu pracy stanowiska obstugi dro-
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gag odpowiedniego doboru'#’'. W szczeg6lnos$ci, poniewaz ij*(a,) maleje monoto-

nicznie ze wzrostem ®, natomiast wydajno$¢ systemu VvV posiada maksimum,

mozliwe jest istotne obnizenie-wartos$ci*£*(&) przy stosunkowo niewielkim

zmniejszeaiu wydajnos$ci systemu.

Tabela I11.5

Wybrane charakterystyki systemu pomocniczego przy 'S'» 1

A -1 L(A) v V-sg ®d e
s 52.67930 102274 1.01673 0.00601 0.96997
<30 11.47092 1.05236 1.03349 0.01889 0.92831
85 3.11287 1.08722 1.04498 0.04224 0.87560
90 1.00671 1.11063 1.03908 0.07155 0.83183
94 0.40962 1.11564 1.01935 0.09729 0.80847
98 018013 110824 098854 0.11970 0.79884
Wtabeli 1'11.5 zilustrowano wptyw zmian intensywnos$ci strumienia zgto-
szen na charakterystyki rozpatrywanego modelu.
Ha szczegodlng uwage zastuguje fakt, iz przy ustalonych warto$ciach innych
parametrow wzrost intensywnos$ci strumienia zgtoszen powyzej pewnej warto-
§ci powoduje wyrainy spadak wydajnos$ci V przy réwnoczesnym wzroécie jed-
nostkowego czasu obstugi t>*(A).
Ten~pozorny paradoks, ktérego skutki dla pracy systemu moga by¢ powaine,
wynika z faktu, iz w strumieniu obstugiwanych zgtoszen gtownych zwieksza

sie ze wzrostem Y, , udziat zgtoszen, ktérych czas oczekiwania w kolejce
przekroczyt D i jest analogiczny do zjawiska zaobserwowanego w punkcie
11.5.C.

W tabeli 111.7 pokazano, iz przeciwdziata¢ temu zjawisku mozna droga ob-
nizania wartos$ci granicznego, dopuszczalnego czasu oczekiwania t przy
wzro$cie wydajnoséci ir6dta zgtoszen. RoOowniez i tu najlepsze wyniki osigga
sie przy X = D.

Tak wiec, w pewnych przypadkach celowe moze by¢ odrzucenie zgtoszen, kto6-

rych czas oczekiwania nie przekroczyt jeszcze wartos$ci granicznej.

Poniewaz w przypadku, gdy zgtoszenia naptywajg strumieniem Poissona,

pod wzgledem formalnym

rozpatrywanie strat zgtoszenia jest réwnowazne
rozpatrywaniu blokowania Zrédta zgtoszen, omawianym wynikom mozna nada¢é
rébwniez te druga interpretacje.
Przedstawione tu wzory i rozwazania stanowig uzupetnienie uwag co
do celowos$ci oddziatywania na Zré6dto zgltoszenn zawartych w ustepie 11.5.c.
Pozostate, wystepujace w przedstawionych tabelach prawidtowo$ci sa oczy-

wiste i nie wymagaja odrebnego komentarza.



Wybrane charakterystyki
o L(A) v
0.00 1.53763 1.07611
0.25 1.36860 1.08531
0.50 1.22452 1.09468
0.75 1.10410 1.10342
1.00 1.00671 1.11063
1.25 0.93250 1.11558
1.50 0.882*8 1.11798
1.75 0.85877 1.11814
2.00 0.86483 1.11664
2.25 0.90580 1.11419
2.50 0.98897 1.11139
2.75 1.12446 1.10863
3.00 1.32598 1.10611
3.25 1.61202 1.10394
3.50 2.00729 1.10212
3.75 2.54470 110064
Wybrane charakterystyki system
w funkcji maksymalnego dopuszc
r 1>(A) v
18 6.99142 1.07912
16 4.21436 1.11466
14 2.62612 1.15761
12 1.62578 1.20399
10 1.01696 1.24848
8 0.64235 1.28700
6 0.38630 1.91954
II1.5. Dobé6r pnrnHfiti-n®

We wczes$niejszych rozwazaniach

zej specjalnymi przypadkami niemoz

steméw WAD z dowolnym regulaminem i
styk systemu konieczne jest uzycie

dla systeméw stabilnych, mozna w ki

rakterystyk i to - teoretycznie rz<
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emu pomocniczego

1
1
1
1

1
1

1
1

1
1
1
1

1
1
1
1

V- Ss
.01101
01533
.02148
02952

.03908
.04938

.05943
.06838

07576
.08146
.08568

08868

.09078
.00922
.09320
.09386

pomocniczego

1

1
1

1
1
1
1

tré6cono uwage,
_we jest analityczne

nego

V' Sg
05060
07333
10080
12046
158091
18-354
20435

>stugi i
lodelowania

dym przypadku uzyskac

z biorac

czasu

dla

Tabela |11

przy a 0.9

®d 7 (A
0.06510 0.92756
0.06999 0.91635
0.07320 089691
0.07390 0.86844
0.0-155 0.83183
0.06620 0.78987
0.05857 0.74656
0.04976 0.70583
0.04088 0.67035
0.03273 0.64127
0.02572 0.61848
0.01994 0.60118
0.01533 0.58831
0.01172 0.57977
0.00892 057199
0.00678 0.56700

Tabela I11.

przy A-1 = 0.8 ~ =1
oczekiwania zgtoszenia

®d ?2*(A)
0.02852 0.89436
0.04133 0.85178
0.05682 0.80 383
0.07353 0.75590
0.08957 0.71333
0.10346 0.67900
0.11519 0.65201

ze poza omoéwionymi wy-

rozpatrzenie sy-
charaktery-
drodze,

wyznaczenia
Na tej
oszacowanie cha-
duzag doktadnoscia.

cyfrowségo.

z dowolnie
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Znang niedogodnos$ciag modelowania cyfrowego jest duza chasochtonnoé¢ obli-
uzalezniona od parametréw modelowanego systemu, a szczego6l-

czen, silnie

nie od stopnia wykorzystania stanowiska obstugi ij (JO. Ze wzrostem (A)
roénie bowiem $rednia diugo$é¢ kolejki, wzrasta korelacja pomiedzy posz-
czeg6lnymi realizacjami badanych zmiennych losowych, a wiec uzyskanie za-
tozonych przedziatéw ufnosci dla poszukiwanych charakterystyk systemu ma-
sowej obstugi wymaga istotnego wydtuzienia stosowanych ciggow symulacyj-
nych.

Wtabeli 111.8a podano w $lad za [hEID 80] minimalna liczbe obstug 1, kté-
rg nalezy zasymulowaé dla uzyskania z poziomem ufnos$ci 90% przedziatu uf-
noéci rownego 10% warto$ci E(u>), przy okresdlaniu $redniego czasu oczeki-

stopnia wykorzystania

wania w systemie M/M/L1l przy réinych wartoéciach
systemu U(A) =p .
Tabela 111.8a
Minimalna liczba obstug pozwalajgca na okreslenie
na poziomie ufnoséci 90% $Sredniego czasu oczekiwania
z przedziatem wufnos$ci 10% wartos$ci Sredniej >[HEID 80 j
p 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.99
E(W) 0.11 0.250 0.429 0.667 1.00 1.50 2.33 4.00 9.00 19.0 99.0
1 [tys] 8.20 6.02 s5.83 6.43 7.85 10.60 16.70 33.4 129 455 104
Wspomniane w punkcie 111.2 metody symulacji, wykorzystujagce wtasnosci
proceséw regenerujagcych sie, réwniez nie pozwalajg na wyeliminowanie tego
zjawiska jako ze ze wzrostem ~(A) ros$nie takie $rednia liczba zgtoszen
obstugiwanych w ciggu pojedynczego okresu czynnego.
Zjawisko to zilustrujemy danymi dotyczgcymi systemu M/M/1. w [CRAN 74]
podano, iz szacujagc $redni czas oczekiwania w tym prostym systemie maso-
wej obstugi przy uizyciu 10 000 okreséw czynnych, w zakresie tmiennos$ci
~N(A)*(0.3, 0.5) (przy E(b) » 1), uzyskano na poziomie ufnos$ci 0.98 prze-
dziat ufnosdci wynoszacy okoto 19% doktadnej warto$ci poszukiwanej charak-
terystyki.
obstuzonych w okre-

Poniewaz jednak warto$¢ oczekiwana liczby zgtoszen

sie czynnym® (A) okreélona jest zaleznos$cig (I111.2.4), wiec korzystajac
ze znanych wynikéw analizy systemu M/M/1 otrzymujemyc«

9(x) ~ 1--fWwW ~ 1 - AE(b)’ (H1*5«1)
Tabela 111.8b ilustruje przebieg funkcji 8 (X) przy E(b) = 1.
Uzyskanie jednakowego btedu wzglednego wymagato wiec w cytowanej pracy
przy A = 0.5 naktadu obliczeniowego 1.4-krotnego wyiszego anizeli przy
A = 0.3 i wynoszacego okoto 20 000 obstug Zamodelowanie 10 000 okresow

czynnych przy ~(A) m 0.8 wymagatoby juzi okoto 50 000 obstug.
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Tabela 111.8b
Zaleinos$¢ Sredniej liczbjr zgtoszen w okresie czynnym
A 1 .2
3 4 -5 -6 7 -8 9 .95 .98
e(») 1.11 1.25 1.43 167 2.00 250 3.33 5.00 10.00 20.00 50.00
Jeszcze gorzej przedstawia sie sytuacja w przypadku systemoéw wieloka-
natowych M/M/n, dla ktérych zachodzit
n+1
n" )
©U) !
m2tr AT . (111.5.2)
i=0 n
gdzie e « A E(b).

Przytoczone przyktady wskazujg jednoznacznie na duzy naktad czasu ma-
szynowego niezbedny dla uzyskania wynikéw w oparciu o modelowanie cyfrowe
w odniesieniu do jednego zestawu parametréw systemu.

Tak wysoka pracochtonnos$é¢ stawia pod znakiem zapytania moiliwo$¢é efektyw-

nego wykorzystania modelowania

systemoéw masowej

w a

ku

m u

cyfrowego jako narzedzia dla projektowania

obstugi, polegajacego na doborze zestawu parametréw, przy

ktérych charakterystyki systemu spetniaja pewne zadane warunki.

Przyktadami takich zadan projektowania moga by¢ (dla zatozonej posta-
ci zaleznoéci czasu obstugi od czasu oczekiwania)i

dobér maksymalnej intensywnos$ci strumienia zgtoszen, przy ktérej sto-

pien wykorzystania stanowiska obstugi nie przekracza pewnej wartosci

(przy okres$lonej mocy stanowiska obstugi),

dobo6r minimalnej mocy stanowiska obstugi, przy ktérej stopien wykorzy-

stania stanowiska obstugi nie przekracza pewnej wartos$ci (przy okres$lo-

nej intensywnos$ci strumienia zgtoszen),

dobdér regulaminu obstugi cechujgcego sie maksymalng intensywnos$cig gra-

nicznag (przy okredleniu pewnego zbioru rozpatrywanych regulamindéw ob-

stugi).

Rozwigzanie kazdego z tych zadan w oparciu o modelowanie cyfrowe wyma-
ga przebadanie wielu wariantéw, w tym czesto réowniez wariantéow cechuja-
cych sie stosunkowo wysokim stopniem wykorzystania systemu (jak to wida¢
np. z ryse I1.3-11.5, stopien wykorzystania systemu moze gwattownie wzros-

ng¢ nawet przy niewielkich zmianach parametréw systemu).
Oczywiédcie odpowiedni dobdér procedur optymalizacji czy tez zastosowa-
nie metod planowania eksperymentu moze zmniejszy¢ liczbe rozpatrywanych
riantéw, natomiast uzycie identycznych ciggéw liczb Ilosowych w przypad-
poréwnywania wariantéw alternatywnych moze zmniejszy¢ taczny czas sy-

lacji niezbedny dla uzyskania wymaganej doktadnos$ci.
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Srodki

szej pracy,

te, ktérych doktadniejsze omdéwienie wykracza poza ramy niniej-

nie zapewniaja jednak radykalnego obnizenia pracochtonnosci
zwiazanej z rozwigzaniem zadan projektowania.
Istotnym krokiem naprzéd moze natomiast by¢,
tj.
uproszczonych rozwiazan analitycznych.

jak sie wydaje, zastoso-

wanie tzw. metod kombinowanych, taczacych modelowanie cyfrowe z wyko-
Omoéwienie sze-
obli-

zawieraja

rzystaniem pewnych,

regu takich metod, pozwalajacych na znaczne zmniejszenie naktadéw

czeniowych zwigzanych z wyznaczaniem charakterystyk systemow,

prace [PUGAT73],
Wniniejszym

[LAVE 79B],
punkcie

[HEID 80].

przedstawimy koncepcje wykorzystania do rozwigzy-

wania niektérych zadan powstajgcych p'-zy pis''ektowaniu systemoéw WAD z do-

wolnym regulaminem obstugi, uzyskanych w sposob omoéwiony w rozdziale 1I1
rozwigzan analitycznych, dotyczgcych sys'temu "'AD z identycznga jak w pro-
jektowanym systemie pcptacig zaleino$ci czas', obstug.4 od czasu ‘'‘c-ekiwa-
nia i naturalnym regulamicem obstugi. Proponowang retod” emdéwitjy a przy-
ktadzie rozwigzywania jednego t zadan projektowania, +J. *r*riachania mr-
ksymalnej intensywnoéci strumienia zgtoszen prz> kt'-/ej aystem osigga
zadany stopied wykorzystania of.

Niech bedzie dany jednokanatowy system podst».;owy z leruym regulaminem

obstugi J{ taki, zey*(X) jejt niemalejacag funkcja A .

Zatozenie to jest spetnione np., gdy zachodzit

E(bi) =£ E(b.+1), (rrr.5.:)

Przyjmiemy, ze potrafimy zamodelowa¢ rozpatrywany syster a w &7.czeg6lno-

$ci, 7ze potrafimy okres$li¢ dla kaidego A <m przedziat [M'(A), y +(&))

do ktérego z wymaganym poziomem ufnos$ci ~ nalezy warto$sé¢ stopnia wyko-
rzystania stanowiska obstugi ~ (A).

Oznaczmy warto$¢ oczekiwang tego parametru przez I|}(A). Zgodnie I regatani
omawianymi w rozdziale |l potrafimy tez wyznaczy¢ dla kaidego -A- < Tyjpo0
wartosé n

Dla znalezienia oszacowania -A~wartoé$ci-A... proponuje sie uzycie naste-

pujacego algorytmuc«

Algorytm 1

i) Przyja¢ pewng wartosé AO< Aj < Tp i wyznaczyé¢ na drodze symulacyj-
nej ~(A0), "~ (A-)).
ii) Stosujgc podane w rozdziale Il metody wyznaczy¢ wartosci oraz
takie, ze:
(111.r>.4)

AFIFONOZA

i (rer. 5.0)
'VpiFO™z5
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iii) Znalez¢ warto$¢ y, spetniajaca rownanie:

(111.5.6

? FIFO ~ aOf'

iv) Wyznaczy¢ oszacowanie A~ jako:

(111.5.7)

< "z - A

Algorytm 1 bazuje na liniowym przeksztatceniu krzywej j(~) i prowadzitby

do doktadnego okres$lenia wartosci A~ w przypadku, gdyby ~» oraz
?pip0(”~) byty funkcjami liniowymi o znanych doktadnie wartosciach.

Zastosowanie algorytmu 1 wymaga, w przypadku ogdélnym,zamodelowania roz-
patrywanego systemu dla dwéch zestawdéw parametrow. Przyjmujac A » 0 (a
wiec X oz = 0) mozemy uzyé tego algorytmu w oparciu o wynik modelowania
dla jednego zestawu parametréow. Przyjmujac oe= 1 mozemy uzyskaé oszacowa-
nie wydajnos$ci granicznej.

Rozpatrzmy btad oszacowania

Na btad ten sktadajg sie: AT Ac<
- btad wynikajacy z nieliniowos$ci funkcji oraz ""Pjj,a(™),

- btad w okres$leniu na drodze modelowania cyfrowego, wartosci 9*(~'0) oraz

- btad w rozwigzaniu réwnan (I111.5.4), (111.5.5) oraz (111.5.6), ktore wy-
maga uzycia metod numerycznych.

Oméwimy kolejno te trzy skitadniki bitedu e , Na wstepie zatozymy, ze “Q+J1)»

» lj> (A) =7)(A) =~ (A).

Jezelipj?l(A) Orazgl?*pifow sg funkcjami niematejacymi, to funkcje ?/*)»
j(*) sa silnie nieliniowe.

Zauwazmy, ze przy spetnieniu warunku:

V 0& PIPO~MN] e & > ]

=%z x0

(111.5.8)

gdzie A spetnia réwnanie:

?PIPON?0ZN 0>,

oe>V A 1) Kﬂ

zachodzi:

(111.5.9)
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a wiec w szczego6lnos$ci przyjecie of= 1 pozwalatoby wowezas uzyskaé osza-

cowanie od dotu wydajnos$ci granicznej systemu.
W takim przypadku celowe jest iterac.yjne powtarzanie obliczen podanych

Nalezy przy tym rozpoczac¢ od » 0O oraz matej wartosci

algorytmie 1. .
%, dla uzyskania pewnego oszacowania/&\}),, a nastepnie przyjgé A0 =V

f . . . V.

h i wyznaczy¢ kolejne oszacowanie A Ze wzgledu na (111.5.9)
oraz charakter funkcji W iteracje te sa asymptotycznie zbiezne do do-
ktadnego rozwigzania.

Prowadzone badania pozwolity na stwierdzenie, iz zaleznos$¢ 111.5.8

jest typowa dla systemédw WAD z rosnacym w funkcji czasu oczekiwania $red-
nim czasem obstugi. Niemniej- jednak nie ma mozliwos$ci sprawdzenia czy za-
chodzi ona dla konkretnego rozpatrywanego regulaminu obstugi, Stad tez w
kazdym plz¥padky konieczne jest godatkowe zamodelowanie systemu przy

i sprawdzenie, ze istotnie wartosé¢ rfti)') jest wystarczajaco
bliska oe.

Biorac pod uwage liniowy charakter przeksztatcenia zastosowanego w al-
gorytmie 1 mozna oczekiwaé, iz btad e~ bedzie tym wiekszy, im silniejsza
bedzie nieliniowos$é¢ funkcji ~ (A) orazl7pjpg(A).

Stad tez na zmniejszenie btedu oszacowania powinno wptyngaé wykorzysta-

nie relacji:

i odwotanie sige do podobienstwa funkcji*”A) i*"pipo0)* a wicc wuzycie

algorytmu 2.

Mflorjftm ,2
Tjji wyznaczy¢ na drodze symulacyj-

i) Przyja¢ pewne wartosci < Ay
nej I]>(A0), ~ ("7
ii) Stosujac podane rozdziale 1l metody wyznaczyé wartos$ci % oraz
takie, ze:
rir
(111.5.10)
7*PIPO&B/or) =
7*FIFO(ALr’ &) (t1.s.11)
iii) Znalezé wartos¢ x speiniajagca réwnanie:
~lro=fhor ok (111.5.12)
X~ PIPO Alr + "Xj"
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iv) Przyjgé oszacowanie _ZL. jako«
-V x* (111.5.13)
Przy stosowaniu algorytmu 2 zachodzenie relacji (111.5.9) zapewnia spet-
nienie warunkuc«
\%
aa (111.5.14)
*06[°’ TR
gdzie &op spetnia réwnanie:
7*PIPONoOr) "7720 "

Zaréwno przy stosowaniu algorytmu 1 jak i algorytmu 2 nie jest mozliwe,

ogo6lnie rzecz biorgc, okreélenie btedu metody.

Dla zilustrowania doktadnos$ci tych metod zamieszczono wyniki testéw pro-

wadzonych przy uzyciu systemu WAD ze zgtoszeniami naptywajgcymi strumie-
niem Poissona, zaleinos$ciag czasu obstugi od czasu oczekiwania postaci
(rrr.1.13) i regulaminem obstugi LIPO.
Wydajnoéé graniczng takiego systemu TLI{,0 okreéla (patrz tabela 111.1)
pierwiastek réwnaniac
X [Bs + (BL'Bs) «P (-*B 8)J - 1. (111.5.15)
natomiast jednostkowy czas obstugi, zgodnie z analizg podang w [bUZA 74 ,
mozna wyznaczy¢ jakocx
¥ , - *Bs " 1 + " P(-AB )
?2 W A) - Bs + <BL -V m gi 1 - M V V (111-5-16)

Tabela I111.9 zawiera wyniki badania btedu wzglednego oszacowania wydajno-
sci granicznej TAjrg i (Tsjyj.pQ takiego systemu, uzyskane przy uzyciu odpo-
wiednio algorytméw 1 i 2 (jak zaznaczono wyzej, wymaga to przyjecia cf»l)
przy zatoieniu, 2* >Q = 0, a wiec w oparciu o znajomo$¢ doktadnej warto-

§ci funkcji m2*(A1l) w jédnym punkcie S.- A.,. Przyjeto réine wartosé$ci Al
oraz trzy réine wartos$ci stosunku ~r-, definiujgcego charakterystyke ba-
danego systemu. Dla poréwnania podano tez btgd wzgledny oszacowania wydaj-
nos$ci granicznej uzyskiwany w oparcia o te same informacje przy potrakto-

waniu badanego systemu jako systemu zachowujgcego prace, a wiec oszacowa-
nie o postaci«

flino - (111.5.17)
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Tabela 111.9

Btad wzeledny oszacowania wydajnos$ci granicznej.
A - algorytm 1, 3 - algorytm 2, C - analogia <o systemu klasycznego.

bs«o.03 Tjs.12.e96 ;98:10 O5 TR=13.181 Bs“0.07 T¥=12.064
T2 A B c A B c A B c

0.05 -22.46 -21.74 158.35 -24.13 -23.09 51.65 -17.11 -16.06 18.37
0.10 _22.45 -20.98 157.98 -24.12 -22.03 51.39 -17.10 -15.03 18.24
0.15 -22.44 -20.20 157.33 -24.09 -20.95 50.94 -17.07 -14.02 18.01
0.20 -22.40 -19.38 156.34 -24.02 -19.85 50.29 -17.01 -13.03 17.69
0.25 -22.32 -18.52 154.99 -23.29 -18.73 49.43 -16.90 -12.06 17.27
0.30 -22.20 -17.63 153.22 -23.69 -17.60 48.35 -16.75 -11.10 16.76
0.35 -21.99 -16.69 150.97 -23.36 -16.44 47.02 -16.<19 -10.17 16.16
0.40 -21.68 -15.72 148.16 -22.89 -15.26 45.44 -16.15 -9.26 15.46
0.45 _21.22 -14.70 144.71 -22.25 -14.06 43.58 -15.70 -8.37 14.67
0.50 -20.56 -13.63 140.51 -21.40 -12.85 41.44 -15.12 -7.50 13.79
0.55 -19.67 -12.52 135.43 -20.31 -11.62 39.00 -14.38 -6.65 12.81
0.60 -18.50 -11.35 129.32 -18.96 -10.38 36.23 -13.48 -5.83 11.74
0.65 -17.02 -10.14 121.96 -17.35 -9.11 33.12 -12.41 -5.02 10.58
0.70 .15.23 -8.87 113.11 -15.48 -7.84 29.65 -11.15 -4.24 9.33
0.75 -13.15 -7.54 102.44 -13.36 -6.55 25.79 -9.71 ~-3.48 7.99
0.80 -10.82 -6.15 89.52 -11.02 -5.26 21.54 -8.09 -2.74 6.56
0.85 -8.29 -4.71 73.77 -8.49 -3.95 16.85 -6.30 -2.02 5.05
0.90 -5.61 -3.20 54.42 -5.79 -2.64 11.72 -4.35 -1.33 3.45
0.95 -2.83 -1.63 30.36 -2.95 -1.32 6.11 -2.24 -0,65 1.77
0.975 -1.42 -0.82 16.09 -1.49 -0.66 3.12 -1.14 -0.32 0.89

Jest to odpowiednik oszacowania, ktérego doktadno$¢ badaliSmy w punkcie
I1l1.5.a w odniesieniu do regulaminu naturalnego.

Zastosowanie obu podanych algorytméw prowadzito w rozpatrywanym przy-
padku do oszacowania od dotu wydajnos$ci granicznej i to oszacowania sto-
sunkowo doktadnego. Zgodnie z oczekiwaniami algorytm 2 dostarczat wyniki
obarczone mniejszym btedem. Blad oszacowania malat tez w miare zwieksza-
nia wartosci &]|. n

W tabeli 111.10 zilustrowano wpityw doboru wartosci & na btad oszaco-
wania wydajnos$ci granicznej wedtug algorytmu 2. Jak widag¢,
zatozenia doktadnej znajomos$ci wartosci

w przypadku
oraz ~*(9».,), oszacowanie
jest tym doktadniejsze im mniejsza jest warto$¢ réznicy A =

Wyniki zamieszczone w tabelach 111.9 oraz 11l1. 10 dotyczyty ge= 1, a
wiec przypadku, gdy warto$¢ réznicy 6 = o -Ar)"(&) byta najwieksza.
Btad oszacowania wartosci przy oc < 1 jest zawsze mniejszy imaleje ze

zmniejszeniem wartos$ci cf. Prawidtowos$¢ te ilustruje tabela I11. 11, zawie-
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Tabela 111.10 Tabela 111.11
Biad wzgledny oszacowania wydajnosci granicznej przy uzyciu algorytmu 2 Btad wzgledny oszacowania wartosci A~przy uzyciu algorytmu 2
Jo =&J -A; > 0.1. Wartosci Tjjjak w tabeli 111.9. qr=7 *(Al)Al + <?, Bs - 0.05, BL = 0.1, a =01 Tj>
Wyniki podano w procentach wartos$ci $cistej
h c>= 0.1 0= 0.2 6=0.3 y= 0.4
*1 =008 2005 = 0,07 BS = 065 ** o n 02 ® FA o0”°wW A 0-0
A=005Ti 41 TRO2 Ts 53 Ti $a TR OA:S . 86 1, 0.05 011 011 -0.80 -0.80  -2:57 -2.57 :Z'gg :2'22
) 0.10 -0.18 -0.18 -1.04 -1.04 -3.03 -3.03 . -
0.05 -21.74 -23.09 -16.06 -23.09 -23.09 -23.09 -23.09 -23.09 -23.09 0.15 -0.27 -0.22 -1.31 -1.15 -3.47 -3.14 -6.56 -6.34
0.10 20.31 -21.09 -14.11 -22.03 -22.03 -22.03 -22.03 -22.03 -22.03 0.20 038 -0.26  -1.60' -1.24  -3.89 -3.10  -6.96 -592
0.15 -18.88 -19.14 -12.32 -20.05 -20.95 -20.95 -20.95 -20.95 -20.95 0.25 .0.49 -0.30 -1.88 -131  -4.28 -321  -7.28 -5.75
0.20 -17.45 -17.25 -10,63 -18.14 -19,85 -19,85 -19.85 -19.85 -19.85 0.30 062 -0:33 ©210 -1.35 -4.61 -3.18 -7.52 -5.52
0.25 -16.02 -15.43 -9,20 -46.28 -17.93 -18.73 -18.73 -18.73 -18.73 0.35 .0.75 -0.35 243 -1.38 -4.89 -3.10 -7.69 -5.26
0.30 -14.59 -13.69 -7.85 -14.50 -16.08 -17.60 -17.60 -17.60 -17.60 0.40 -0.89 -0.38 -2.67 -1.39 “¥o -3.00 -7.78 -4.96
0.35 -13.17 -12.02 -6.64 -12.79 -14.29 -15.74 -16.44 -16.44 -16.44 0.45 -1.03 -0.39 -2.88 -1.37 -5.26 -2.86 -7.79 -4.63
0.40 -11.77 -10.43 -5.55 -11.10 -12.58 -13.95 -15.26 -15.26 -15.26 0.50 -1.16 -0.40 -3.04 -1.32 -5.35 -2.69 -7.72 -4.28
0.45 -10.39 -8.93 -4.58 -9.62 -10.95 -12.23 -13.47 -14.07 -14.04 055 127 -0.40 317 -1.27 538 -2.51 -7.60 -3.92
0.50 -9.03 -7.53 -3.73 -8.17 -9.40 -10,60 -11.75 -12.85 -12.85 0.60 -1.36 -0,39 -3.24 -1.20 534 -2.31 -7.41 -3.56
0.55 -7.72 -6.23 -2.88 -6.82 -7.95 -9.05 -10.11 -11.13 -11.62 0.65 -1.43 -0.38 -3.27 -1.11 -5.24 -2.09 -7.16 -3.20
0.60 -6.45 -5.04 -2.33 -557 -6.60 -7.60 -8.56 -9.49 -10.38 0.70 -1.48 -0.36 -3.25 -1.02 -5.09 -1.88 -6.85 -2.83
0.65 5.24 -3.96 -1.77 -4.43 -535 -6.24 -7.11 -7.93 -8.73 0.75 -1.49 -0.33 -3.18 -0.92  -4.88 -1.66  -6.50 -2.48
0.70 411 -3.00 -1.30 -3.41 -4.21 -4.99 -5.75 -6.47 -7.17 0.80 1.48 -0.31 307 -0.82 -4.63 -1.45 - -
0.75 -3.07 -2.16 -0.91 -2.51 -3.19 -3.85 -4.49 -5.11 -5.71 085 143 -0.27 290 -0.71 B .
0.80 -2.15 -1.45 -0.59 -1.74 -2.29 -2.83 -3.35 -3.86 -4.34 0.90 -1.36 -0.24 - - - -
0.85 135 -0.88 -0.35 -1.09 -1.52 -1.92 .2.33 -2.71 -3.08 0.95 -1.26 -0.21 - - - - «
0.90 -0.71 -0.44 -0.17 -0.59 -0.87 -1.15 -1.42 -1.69 -1.94 0.975 - - — "
0.95 -0.25 -0.15 -0.06 -0.22 -0.37 -0.51 -0.65 -0.78 -0.91
0.975 -0.1 -0.06 -0.02 -0.09 -0.17 -0.24 -0.31 -0.37 -0.44 W szczegdlnosci dla algorytmu 1 nalezy wyznaczy¢ warto$ci > £z,
*1z' Alz* ze*

rajaca biad wzgledny oszacowania A~ w oparciu o algorytm 2 przy réznych
wartosciach «?.

A L2 . - Lz P ?PIPO”N0OzZN " N «O>
W dotychczasowych rozwazaniach zaktadaliSmy precyzyjng znajomos¢ wartosci

*~00) oraz ), co jeet oczywiscie nieosiggalne na drodze modelowania SPIPOAOZA “ A

cyfrowego. Wrzeczywisto$ci bedziemy mieli do dyspozycji jedynie informa- ' (rrr.s5.128)n
cje, ze na poziomie ufnoscia zachodzi (XQ) €[ (&0) >ty+CA03 > . o A

m2jj(&i) (A ), (z wyjatkiem przypadku gdy =7* (AQ = O). 7pipo®ta” =

Ba podstawie tych danych mozemy wyznaczyé biad wnoszony przez niedoktadna 2PIPO~LZA
znajomo$¢é wartosci oraz '

vV &1'>



- 193 -

na podstawie ktédrych oraz rozwigzania

réwnania (111.5.6), okreslimy:

i —A
17 Acz (111.5.19)
(
D_ 1 wm* -
Aoe-\ *
¢ ( (111.5.20)
Alz“\>z

Mozemy wiec powiedzie¢, i,?z na poziomie ufnosci
wyznaczona przy znajomosm dok’fadnych wartosci (AO?
w przedziale (A*,A +).

arto’c !
w r'lco C oszagowanija A

asWodniesieniu do”Nalgorytmu 2 nalezy wyznaczyé

V FIFO™Nor™ =/~ 'N +(@'o)

2PIPOMOr~ =/ A Aok |

» +, 1 o+ o~ (111.5.21)
2PIPOAIY” = 7 ‘

7*iPO%Nir) =~ ~ N5
/ v m'®m

néaWPgrq.stawie ktérych nalezy znalez¢ warto$é¢ x+ craz jr* jako rozwigzanie

E?fifo[* _orl
AL o (111.5.22)
v Aorl
-
*1 o (111.5.23)

R
Wtym przypadku warto$¢ oszacowania A~ wyznaczona przy znajomosci do-

k’radnychj»artosm ’7“(&0) i ~_(Al) miesSci sie na poziomie ufnos$ci % w prze-
dziale (A+ = x+ x"). "

W tabeli Ill. 12 przedstawiono wartosciA *,-A-" uzyskane przy uzyciu

algorytmu 2. Jak widaé-, uwzglednienie biedu okr%es'lenia wartosci Njj(”) po-

woduje |stotny wzrost biedu oszacowania szczegdlnie w przypadku matych
wartosci A = Al - &Q.

yW\ﬁ/\Vobu 13 %rﬁ%v\\/vaannych algorytmach zachodzi potrzeba numerycznego rozwig-

ania rownan nieliniowych. Ze wzgledu na zatozenie o niemalejacym cha-

\Y lescil sig

ANGr’ AV Nr talEie
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raktersje funkcji->j* jpq(3,), wystepujace we wszystkich tych réwnaniach, po-
siadajg one jednoznaczne rozwigzanie, o ile tylko zachodzi:

*1z> *oz (111.5.24)
lub
A;r >*or (111.5.25)
Wynika stad ograniczenie na minimalne wartosci A= A- - &G, ktoérych sto-
sowanie jest dopuszczalne.
Przy speinieniu nieréwnosci (111.5.24) wzglednie (I111.5.25) znane me-

zapewniaja osiggniecie praktycznie dowolnie duzej dokiad-
moze by¢é pomi-

tody numeryczne
nosci rozwigzania i btad wnoszony na tym etapie algorytmu

niety.
W ten sposéb omoéwiliSmy i zilustrowaliSmy przykiadami wynikéw nume-
rycznych wszystkie skladowe biedu rozpatrywanego oszacowania. Dla jego

praktycznego wykorzystania pozostaje okre$lenie wartosci, od ktérej roz-

poczyna sie analize.

Ze wzgledu na konieczno$¢ zapewnienia, by oraz tatwos¢ uzy-
skiwania doktadnych oszacowan) celowe jest przyjmowanie matych war-
tosci poczatkowych

Poniewaz z reguty rozpatrywaé¢ bedziemy regulaminy obstugi lepsze anizeli

regulamin naturalny, wiec przyjecie ~ = 0.6-0.8 TpTpO powinno zapewnié
stabilnos$¢ systemu (w przypadkach watpliwych nalezy stosowaé jeszcze mniej-
sze wartosci ).

W punkcie 111.1 wyznaczono oszacowanie od gory wydajnosci granicznej

systemu identycznego z systemem stuzacym do prowadzonych tu badan, przy
Bg =0.05, » 0.1 Cprzeskalowanego).

W tym miejscu, postugujac sie algorytmem 2, podamy oszacowanie od dotu
tej wielko$ci. Tabela I11.12 zawiera wyniki uzyskane przy kilku réznych
wartosciach oraz dokitadnosci wyznaczania w oparciu o modelowanie
badanego systemu w dwéch punktach.

Jak widaé, uzyskane oszacowanie cechuje duza dokiadnos¢. Przedstawione

wyzej testy wykorzystywaly wyniKi analityczne, dostepne wytgacznie dla nie-
licznych przypadkéw specjalnych. Dla okre$lenia przydatnos$ci zaproponowa-
nej metody w stosunku do innych systeméw przedstawimy wyniki niektérych
dalszych eksperymentéw.
Dla potrzeb tych eksperymentéw opracowane zostaty programy symulacyjne u-
mozliwiajgce wyznaczanie wartosci oczekiwanej oraz przedziatu ufno-
$ci na poziomie ufnosci 0.95. Dla wyznaczania przedziatu ufnosci wartosci
oczekiwanej jednostkowego czasu obstugi na podstawie "k" kolejnych reali-
zacji oza3U obstugi wykorzystano metode podziatu wynikéw eksperymentu na
bloki, podang w [GHOS 74], z uwzglednieniem wplywu skorelowania wynikow.
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Rozpatrzmy jednokanatlowy system obstugi z regulaminem LIPO, do ktérego
zgtoszenia naptywaja strumieniem Poissona, przy zatozeniu zaleznos$ci cza-
su obstugi od czasu oczekiwania postaci:

H(x-Bg) dla x« D
B(xM) = C111.5.26)
Hrx-BL) dla x> D

gdzie: Bg = 0.05, = d.1, D=0.2.

Przy uzyciu algorytmu 2 bedziemy dla takiego

wartosci intensywnosci strumienia zgtoszen
Przyjmijmy =0, = TPIPO = 10*

Po zrealizowaniu 20 tys. obstug uzyskano prz.y X = 10:

systemu poszukiwali takiej
przy ktérej  jiipa(A ™ =qp=0.8.

.£(10) = 50.65*10"2, is+(10) = 50.73*10-2, $“(10) = 50.57#10-2,

co prowadzi do oszacowania
A - 10.98, A! =11.06, A~ = 10.90.
cf o

intensywnosci strumienia

Przeprowadzenie eksperymentu symulacyjnego przy
obstug, do wartosci

zgtoszen A = 11 prowadzito, po wykonaniu 20 tys.

<tj>(11) = 56.05*10-2, nj/(11) = 56.16#102, 4“(11) = 55.94*10-2.

uzyskano kolejne oszacowanie

Przyjmujac X0 = 10» =1

An= 1395 A~= 1540 A~™ = 12.84.

Eksperyment symulacyjny przy 8 = 14 pozwolit uzyskaé, po  wykonaniu
20 tys. obstug, wartosci:
n)(14) = 73.57*10“2, ¥P+(14) = 73.77#10-2, = 73.76*10'2
*11, j = 14 oszacowania

natomiast uzyskane przy zatozeniu wartosci

miaty wartosci:

- * "o
A<,c 14.83, AO‘ 14.95, A(Ig 14.73.

Biorac pod uwage fakt, iz modelowanie rozpatrywanego systemu przy3, =15
prowadzito do wynikéw:

1]>(15) - 0.800, [p+(15) = 0.805, ip(15) = 0.794,
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uzyskane w oparciu o wykonanie trzech, a nawet tylko dwoéch eksperymentéw
symulacyjnych, wyniki mozna uwaza¢ za dobre. Zauwazmy, ze w rozpatrywany®
systemie wydajnos$¢é graniczna
TFIFO' skoro 1ik/ 1*~ TFIF(P = a wi?° rézni sie
silny od systemu stanowigcego podstawe do oszacowan.

Biorgc pod uwage brak jakichkolwiek wynikéw analitycznych w przypadku
wielokanatowych systeméw WAD, warto zastanowi¢ sie, czy uzyskane w roz-
dziale Il wyniki mogtyby w jakim$ stopniu utatwi¢ dobdér parametrow réw-
niez i w tym przypadku.

Problem oszacowania charakterystyk systeméw wielokanatowych przy uzy-
ciu odpowiednio dobranych systeméw jednokanatowych doczekat sie wielu a-
naliz (np. [ARJA 78], [SOND 79] zawierajgce tez informacje o wczesniej-
szych pracach), prowadzac na ogé6t do pewnych stochastycznych nieréwnosci.
Nie mozna przy tym zwykle okres$li¢ $cisto$ci uzyskanych oszacowan. Bardzo
bogaty i wartosciowy zbiér wynikéw badarn symulacyjnych okreslajgcych do-
ktadnos¢ oszacowah omawianych w [ARJA 78] zawiera [IEHT 78].

W szczegblnosci badajac szeroka klase systeméw typu G/G/n stwierdzono,
ze ich charakterystyki mozna stosunkowo dobrze przybliza¢ charakterysty-
Kami systeméw jednokanatowych o identycznym strumieniu zgtoszen i dystry-
buancie czasu obstugi B(t) =£(nt), gdzie L (t) dystrybuanta czasu obstugi
pojedynczego kanatu obstugi. W szczegélnosci stwierdzono, ze czas oczeki-
wania w tak zdefiniowanym systemie jednokanatowym jest wiekszy anizeli
czas oczekiwania w systemie wielokantowym (stanowi to uogélnienie prawi-
dtowosci zaobserwowanych dla systeméw K/M/n i omawianych w odniesieniu do
wartosci oczekiwanych, np. w (WEGR 75]).

Tak wiec w przypadku wielokanatowych systeméw 7/ADzczasem obstugi ros-
nacym w funkcji czasu oczekiwania zadanym dystrybuanta warunkowg £Q/ift)
mozna sie spodziewaé, ze czas oczekiwaniaii)-n bedzie nie wiekszy anizeli
czas oczekiwania w systemie jednokanatowym o identycznym strumieniu zgto-
szenn i regulaminie obstugi oraz dystrybuancie warunkowej czasu oczekiwa-
nia BXx/u> =t(nx/a>).

W efekcie stopien wykorzystania systemu n-kanalowego nie powinien dla
zadnej wartos$ci intensywnosci strumienia zgloszen h przewyzsza¢ stopnia
wykorzystania zdefiniowanego wyzej systemu jednokanatowego, co uzyskato
potwierdzenie w przeprowadzonych, wyrywkowych eksperymentach symulacyj-
nych.

przekracza w sposob istotny wartosé

on w spos6b bardzo

Tym samym przy wykorzystaniu wskazanego wyzej sposobu konstrukcji sy-
stemu jednokanatowego mozna wyniki jego analizy wykorzysta¢ dla uspraw-
nienia doboru intensywnosci strumienia zgtoszen zgodnie z zaproponowanymi
algorytmami, uzyskujac (pod warunkiem spetnienia nieréwnosci  (111.5.8)
wzglednie (111.5.14)) oszacowania od dotu poszukiwanych wartos$ci, w tym
tez wydajnosci granicznej.

Nie analizujgc szczeg6towo dokitadnosci metody w odniesieniu do syste-
miw wielokanatowych, zamiescimy przykiad wskazujacy, na optacalnosé jej
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stosowania nawet wbardziej jeszcze rozbudowanych systemactuNa rys. Ill.6a
przedstawiono schemat dwuetapowego systemu obstugi bez bufora posrejiniego.

E(x/ur)
i Yix/w) Sfax/w) H(x)
© - 1TTTV
8(x/ur) » Hx/ta)
© - rTTIT>
szczeniag
_ Hec02) dla S0 ok
BO/™) =4 Hix-0.4) dla D> 02
dla =0
*0”NX)
FOAD 8 dla o<k =02
J2(x) dla >0¢R

| ~
gdzie 80(x), f~(x), okre$lone sg, zgodnie z zaleznos$ciami (1V.6.12)

i (IV.6.13), przy B8 * 0.05, BL =0.1, = 0.05

Wprowadzajac, zgodnie z wyzej omoéwionymi zasadami, stanowisko jednoka-
nalowe na pierwszym etapie, uzyskujemy system jak na rysunku I11.6b, Kkto6-
ry meaak to tatwo wykazaé¢ korzystajgc z metod redukcji dwuetapowych, po-
jedynczych systeméw obstugi omawianych bardziej szczegétowo w rozdziale
IV - jest réwnowazny pod wzgledem wydajnosci systemowi przedstawionemu na
rys. Ill.6c.

Jako podstawe do oszacowania stopnia wykorzystania systemu przedsta-
wionego na rys. a przyjeto uproszczony wariant systemu jednostanowiskowe-
go o zaleznosci czasu obstugi od czasu oczekiwania w postaci:
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Bx/-a>) Si P(x/v>),

( *i0x) -Hfx-0.05) dla 1»«0.2
B(x/t0)

#2(x) » H(x-0.1) dla W> 0.2

zachowujacy warto$¢ wydajnosci granicznej.

Zaktadajac, ze w rozpatrywanym systemie dwuetapowym stosowany jest re-

gulamin LIPO, postaramy sie wyznaczy¢ intensywnos¢ strumienia
przy ktoérej stopien wykorzystani* stanowisk pierwszego
nieniem blokowania) wynosi¢ bedzie ~ upgCA”") & Of = 84.4.

zgtoszen,

Modelowanie cyfrowe tego systemu przy X = 10 pozwolito wyznaczy¢:

+(10) = 53.54 t+(10) - 53.61 <£-(10) = 53.48
a stad, stosujgc algorytm 2 przy AO» O uzyskano oszacowanieA ™ « 10.24.
Poniewaz modelowanie cyfrowe przy 9 = 10.24 wykazato, iz uzyskana wartos¢
A~ byta zdecydowanie zanizona, przyjeto arbitralnie A= 12.5, uzyskujac
if (12.5) - 68.22 ++(12.5) - 68.36 <£"(12.5) = 68.10
a stad, stosujac algorytm 2 przyAU- 10,|A- » 12.5 uzyskano
A « 15.16 orazA”™~ = 14.87, ktore okazaly sie zaskakujgco
wynikéw modelowania cyfrowego systemu przy A = 15, kiedy to

wartosci
trafne wobec

+(15) - 84.37 ~+(15) - 84.86 + “(15) - 83.87

Dla $cistos$ci nalezy dodaé, iz dokiadno$¢ prognozy nie zalezy w tym przy-
padku w sposé6b istotny od wyboru 9, poniewaz bardzo
oszacowan uzyskano przy « 13, * 12»5, A, = 14.

Widzimy wiec, iz przedstawiona metoda moze istotnie utatwia¢ dobér pa-

rametrow nawet w przypadkach bardziej ztozonych anizeli jednokanatowe sy-
stemy obstugi.

zblizone wartosci

Podstawg dla uzyskania oszacowan poszukiwanych parametrow jest
proponowanej metodzie liniowe odwzorowanie charakterystyk
regulaminem naturalnym. Mozna bytoby oczywiscie podjaé probe uogdlnienia
takiego sposobu postepowania na odwzorowanie nieliniowe 2z wykorzystaniem
klasycznych metod identyfikacji dla okres$lania ich parametrow, co wymaga-
toby jednak zwiekszenia liczby eksperymentéw niezbednych dla okreslenia
takiej prognozy i wobec zadowalajgcych wynikéw zyskiwanych przy uzyciu
odwzorowania liniowego nie wydaje sie celowe.

w za-
systemu WAD z

etapu (z uwzgled-
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W analogiczny sposéb, jak to oméwiono wyzej w odniesieniu do doboru in-
tensywnosci strumienia zgtoszern, mozna tez realizowaé¢ dobdér mocy stanowi-
ska obstugi zapewniajacej wymagany stopien jego wykorzystania. Wcelu za-
chowania kolejnosci eksperymentéw zapewniajacych wzrost stopnia wykorzy-
stania stanowiska obstugi nalezy rozpoczyna¢ je od duzych wartosci mocy
stanowiska obstugi. Podobnie mozna tez dobiera¢ parametry systemu pod ka-
tem uzyskania witasciwych wartosci innych charakterystyk.

Specjalng role w projektowaniu systeméw WAD odgrywa problematyka dobo-
ru regulaminu obstugi, a szczegé6lnie zagadnienie maksymalizacji na tej
drodze wydajnosci granicznej. Udowodnienie optymalnosci regulaminu obstu-
gi z punktu widzenia maksymalizacji wydajnosci granicznej jest zwykle nie-
mozliwe nawet w przypadku najprostszych systeméw WAD(problematyka tg zaj-
niemy aie bardziej szczegétowo w nastepnym punkcie). Dostepne sa jedynie
pewne wskazania dla doboru regulaminu, przy czym w peini uzasadnione de-
cyzje w tym zakresie moga by¢ podjete jedynie droga bezposredniego poréw-
nania wydajnosci granicznych réznych, branych pod uwage regulaminéw ob-
stugi. 1

Poniewaz, Jak to wczes$niej omawiano, wyznaczenie wydajnosci granicznej
dla konkretnego regulaminu obstugi napotyka na znaczne trudnosci, cenna
wydaje sie mozliwos¢ uzyskiwania dla szerokiej klasy regulaminéw obstugi
oszacowania od dotu wydajnosci granicznej systeméw WAD w oparciu o algo-
rytm 2 (lub algorytm 1).

W potaczeniu z metodg szacowania wydajnosci granicznej od gory, zapre-

zentowang w punkcie 111.2, uzyskuje sie mozliwo$¢ stosunkowo dokitadnego
(jak to wida¢ na przyktadzie systemu z zaleznos$cig czasu obstugi od czasu
oczekiwania zadang wzorem (111.1.13), dla ktérego oba te oszacowania zo-

staty okreslone) wyznaczenia tego parametru kolejno dla réznych regulami-
néw obstugi i wyboru najlepszego sposréd nioh.

I11.6. Wskazania dla doboru regulaminu obstugi

Z zamieszczonych w niniejszym rozdziale rozwazan wynika jednoznacznie,
ie warunki stabilnosci systeméw WAD zalezg w sposéb istotny od przyjetego
regulaminu obstugi. Halezy wiec oczekiwaé, ii w praktyce czesto stawiane
bedzie pytanie o mozliwos¢ wskazania, dla pewnefeo rozpatrywanego systemu
WAD, regulaminu obstugi charakteryzujagcego sie najwieksza wydajnoscig gra-
niozng. Problem ten zostat po raz pierwszy postawiony w [BUZA 74],
niesieniu do rozpatrywanego tam prostego przypadku systemu z zaleznoscia
czasu obstugi od czasu oczekiwania okreslong wzorem (111.1.13), dla kt6-
rego w punkcie Il11.1d przytoczono wynikajace z bezposredniej analizy sy-
steméw nieréwnos$ci, wskazujgoe, ktéry z rozpatrywanych dwoéch regulaminéw
obstugi FIPOCHP), LIPOCY]) jest lepszy, oraz jak nalezy dla tych regulami-
néw dobiera¢ horyzont pregaozy <#{relacje (I11.1.23)-(111.1.25)). W cyto-
wanej pracy wykazano, ze nie jest mozliwe okreslenie

w od-

optymalnego reguta-
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minu obstugi (przy zadanym poziomie informacji o strumieniu zgtoszen) przy
uzyciu programowania dynamicznego - w szczeg6lnosci na przyktad nie nozna
wykazaé, ze przy braku prognozy optymalny jest regulamin LIFO.

Ponizej przedyskutujemy mozliwos¢ okreslenia wskazan dla doboru regu-
laminu obstugi w nieco ogélniejszym anizeli rozpatrywany w [BUZA 74] no-
delu, wykorzystujac warunek wystarczajgacy ergodycznosci tancucha Markowa
okreslajacego proces zmian stanu systemu w pewnych  wybranych chwilach
czasu. Whnioski wynikajace z tych rozwazan w potgczeniu z innymi prawidfo-
wosciami postuzg nastepnie do sformutowania pewnych, majacych
charakter heurystyczny, wskazan dla ogoélniejszych pizypadkoéw.

W szczegdblnosci rozwazania rozpoczniemy od przedyskutowania przypadku
systemu jednokanatowego ze zgtoszeniami naptywajacymi strumieniem Poisso-

czesciowo

na (o intensywnosci A) i zaleznos$cia czasu obstugi od czasu oczekiwania
postaci s
H(x-Bg) dla W«D,
B(x/a>) (rrr. 6.1)
HU-B" dla '‘Ne>D,
przy
Bg $ D ~ (B L-B8),
(111.6.2)
By < B].
a) Proces zmian stanu systemu
Rozpatrzmy zdefiniowany zaleznosciami (111.6.1) i (111.6.2) system w

chwilach”~, i-0,1,.,. nastepujacych bezposrednio po opuszczeniu stanowi-
ska obstugi przez kolejne zgtoszenie.

Niech D{”~ oznacza zbiér zgtoszen oczekujacych w kolejce w chwili »
takich, ktoérych czas oczekiwania nie przekroczyt D,
pozostatych zgtoszen.
~ i UL

Obstuge trwajgca przez czas Bg nazywaé bedziemy "krétka", natomiast trwa-
jaca przez czas BL nazywa¢ bedziemy "d”uga".

Poniewaz wszystkie zgtoszenia nalezgce do zbioru sa miedzy sobg
identyczne, wiec spos6b ich uszeregowania nie wplywa na wydajnosé¢ systemu.

Regulamin obstugi powinien wiec rozstrzygad:

i) 0 rozpoczeciu obstugi lub oczekiwaniu na naptyniecie nowego zgtosze-

nia (przy niepustej kolejce),

natomiast - zbior
Liczebnosci tych zbioréw oznaczymy odpowiednio przez

ii) o wyborze do obstugi zgtoszenia ze zbioru lub
iii) o uszeregowaniu zgtoszen nalezgacych do
Poniewaz D~ B”, wiec wybér w chwili do obstugi zgtoszenia naleza-

cego do zbioru Ui oznacza, iz wszystkie zgtoszenia nalezgce do zbioru
zostang zaliczone do zbioru U
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Z drugiej strony, niezaleznie od zastosowanego regulaminu obstugi, co

najwyzej

M e entier(™-) + 1 - sgn (Bg entier("j-) - d] (111.6.3)

1 gdy x» O

SgnCO oy

X < 0

sposréd zgloszen nalezacych do zbioru moze uzyska¢ obstuge krétka, na-

tomiast pozostate wymagaja obstugi dtugiej.

Ootwérzmy w kazdej chwili £7 zbiér <~ o liczebnosci bedacy pod-

zbiorem Zaliczymy do niego te sposrod zgloszen nalezacych do kto-
re skorzystatyby zgodnie z obowigzujacym regulaminem obstugi z obstugi
krotkiej, gdyby zatozy¢ ze poczawszy od chwili obstugiwane sa wytgcz-
nie zgtoszenia nalezace do i proces ten nie jest zakk6cany naptywem
nowych zgtoszen.
Oczywiscie
St « min j”~, m]. (111.6.4)

Utworzmy tez zbidr
o liczebnosci

Ki + Di " Si* (111.6.6)
Przy braku dodatkowych zatozen dotyczacych regulaminu obstugi i mozliwo-
Sci naptywania nowych zgtoszen do zbioru badz to do zbioru badz
to do zbioru zaliczenie zgtoszenia nalezacego do zbioru badZz to

do zbioru oe® nie musi przesgdza¢ o czasie jego rzeczywistej obstugi.
Przyjmiemy obecnie dodatkowe zatozenia ograniczajgce klase rozpatrywa-

nych regulaminéw obstugi .

- Przyjmiemy, ze prawdopodobienstwo wyboru w chwili do obstugi zgto-
szenia wymagajacego obstugi “krotkiej” (tj. nalezacego do =zbioru s~
jest zalezne wyigcznie od regulaminu obstugi St oraz wartosci S, LM i

L™,

wynosi rnS.”, przy czyn

o " D)

(ni.6.7)

J*0»1,2% 9M



- Przyj*iemy tez, ze wszystkie zgtoszenia zaliczone w ehwili”™" do Zzbioru
beda obstugiwane w kolejnosci wyznaczonej regulaminem obstugi w chwi-
li,)V’i> hez wzgledu na proces nadchodzenia dalszych zgtoszen, o ile tyl-
ko w ktérejs z chwili JitMi+l .. _."1+s nie zostanie podjeta decyzj»

o wykonania obstugi dtagiej. 1
- V chwilach czasu ~ , i»0,1,..., dostepnajest prognoza naptyniecia no-
wego zgtoszenia w przedziale czasu AN +8&)+ Oczywiscie prognoza
jest negatywna ze statym prawdopodobienstwem ftm e~ Decyzja o rozpo-
czecia obstugi jednego ze zgtoszen oczekujacych w kolejce badZz oczeki-
wania na napdyniecie nowego »gtoszenia podejmowane jest wydkacznie w o-
parciu o znajomosS¢ tej projpozy, Si oraz Li«
- W przypadku, gdy zbidor A jest niepasty, nie
oczekiwania stanowiska obstugina naptyniecie

dopuszcza sie bezczynnego
nowego zgtoszenia.

Zdefiniujmy stan systemu w chwili jako
li ®Si Bg + Li 8 (111.6.8)
a wiec rowny zapasowi pracy w systemie w przypadku® wykonania najpierw

kolejno Si obstug "kroétkich™.

Z (111.6.2) oraz (111.6.4) wynika wprost, te
Si oraz Li*

okresla jednoznacznie

Stan systemu w kolejnych chwilach czasu tworzy jednowymiarowy +ancuch
Markowa {xij przyjmujacy wartosci rzeczywiste,
liczalnego zbiorg 3

nieujemne nalezgce do prze-

k 192,00 «
3 “n * A\ meBs + 1BL D Oyl)««ttl (111.6.9
1 0,1,...
i posiadajacy macierz przejsoé [pij]»
i Pl » xisTk ™ xijr XiXi*B (111.6.10)
tatwo wida¢, te 4ancuch ten jest nieprzywiedlny 1 nieokresowy.
Wartosci poszczeg6lnych elementéw macierzy przejsé [pij] sa istotnie

zalezne od postaci przyjetego regulaminu obstugi zgloszen
Sci, od parametru A strumienia zgloszen).

Dla podkreslenia tej zaleznosci oraz okreslenia, Jaki regulamin
na mysli, w przypadku poréwnywania réznych regulaminéw obstugi
dalej pisa¢ jXi(A)j oraz [p~#)]

Rozpatrujac stan systemu w chwilach nastepujacych bezposrednio po za-
konczeniu obstugi dwéch kolejnych zgtoszen ~ ~ 1+1 uzyskujemy nastepuja-
ca zaleznosé * 1j(A)

(oraz, oczywi-

mamy
bedziemy
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W A) -**{XiW “ Bs +t«l+r)Si)»s +V Si”“@L _ Bs]} +

+ d-«™){1i(A) - BL + Si(BL-Bs) +t(Q[i+1 - Ji - D)B1 +

¢+ (10»S +r7i”BL-Bs"} (11.6.11)

gdzie:
rii(~)i

r .
- Li * entier ~ J" @i “ entier [IMA) - BjJ,

- 3, jest, zmienng losowa .przyjmajaca wartosé 1 | prawdopodobienstwem
rA(Si” Lj) lub warto$¢ 0 z prawdopodobienstwom 1 -~(Si, L~*,

- Zmienna losowa 'p(A) opisuje liczbe zgtoszen naptywajacych do systemu w
przedziale czasa A. Zgodnie z zatozeniem o postaci strumienia zgtoszen

zmienna ta posiada rozktad Poissona

Erjfoa) -k.j - pf - 0-*4 (111.6.12)

- Zmienna losowa gfy(Si) oznacza - w przypadku obstugi

zgtoszen, ktoére nadeszdty w odcinku czasu
czone do zbioru S 1+1*

zgodnie S

kréotkiej - liczbe

N i+l] 1 nie zostaty zali-

Liczba takich zgloszen® zalety od S~ poniewaz

zatozeniem o] klasieregalaminéw obstugi w zbiorze
5 i musi znaleidé sie SNl zgloszen ze zbioru S~

- Zmienna losowa oznacza - w przypadku obstugi diugiej - liczbe zgto-
szen, ktdre mimo nadejscia w odcinku czasa [jfi+i ~ D,” i+lJwkaczone zo-

stang do Zbiorg”™ 1 (zalezna od regulaminu obstugi zgtoszen).

b) Zalecane regulaminy obstugi dla rozpatrywanego, prostego systemu jed-
nokanatowego
Dla pordéwnania réznych regulaminéw obstugi korzysta¢ bedziemy z naste-
pujacego warunku wystarczajgcego ergodycznosci 4ancuchéw Markowa nieprze-
rywalnych, nieokresowych, przyjmujacych wartosci rzeczywiste nalezace do

przeliczalnego zbioru 3»-jXi, i»1,2,...].
Warunek 3 [ZSAK 79]

Hiech f bedzie okreslone zaleznosciag

fi “ E{X+1 " Xj/Xj “ xi) m”~ Xjpij " xi (111.6.13)
Warunkiem wystarczajacy® ergodycznosci tancucha j j jest, aby
i) V 1% I<0°
Xi«.

i)

i__ki_)%msap -=0.
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Warunek ten, stanowigcy uogélnienie udowodnionego przez Pakesa Warunku 1,
wykorzystywanego w punkcie 111.1 (do ktérego sprowadza sie natychmiast,
gdy B~ jest wielokrotnoscia Bs), wynika z twierdzenia pracy [TWEE 7],
ktérego speknienie zatozen mozna *atwo sprawdzié.

Rozpatrzmy dwa regulaminy obstugi oraz «Ag*
Niech ®,, 1 ©a_ oznaczaja supreaa zbioréw wartosci A, dla ktérych spel-
niony jest Waruek 3 przy zastosowaniu odpowiednio regulaminu obstugi ikl

lub A £. Poniewaz korzystamy wydgcznie z warunku wystarczajacego, wiec
T<2*
Jezeli zachodzié bedzie nieréwnosé @, > 0, , to bedziemy méwili, ze re-

1 n2
galamin obstugi jest zalecany w poréwnaniu z regulaminem obstugi Aj,

nie dysponujac bowiem mozliwoscig bezposredniego poréwnania wydajnosci gra-
nicznych In , , nie mozemy stwierdzié, czy jest lepszy od

Na podstawie (111.6.11) oraz (111.6.13) mamy*

*i " ACSi,1i){-B8+* [~ 1+1-Ji)jBs+E ~ ( Si)J(BL-Bs)j ¢

+ j-BASABA_EA~A-~_D)] BL+E[+(D)j BS+E(r*)(B1-Bs)
(111.6.14)

gdziet « entier (M)* “ entier BJ,

przy czym, ma podstawie (111.6.12) zachodzi

eE N .. -Si>] mww'Si+1l -3fi>*

ifikD)] -AD,

u D)l -Si - D)-
Tak wiec, biorgc pod uwage (111.6.7), +*atwe widac,

lamin* obstugi $ elag

iz dla dowolnego regu-
posiada (M+1) punktéw skupienia 6,(*)

sif\*) - i_|im ti]|i1 _ B3 + bl j-0,1 H;  (111.6.15)
6j(A) - + [1 - r=@)ITit (111.6.16)
gdziet
Yj - -Bs + X(Ji+l -J~Bg + *~(j)]1 [E - Bd], (111.6.17)
Tj - -Bt+j(BL-Bs) +>(~1+1-Ji-D)BL +*BBS + B(iy(BL-BSs). (111.6.18)
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T+1(A) -& {1i(A) B8 +t(Si+1-~)Ba +<»t (Bi)i[Bt - Bg]l +
d-~){ii(A) -X +S”-Bg) -Ti - pbBL +
111.6.11
tAD)Bs +lv (Bi-v } ( )
gdziet
ri,oft)i r ,
« entier | "~ 1» % « entier [Xj(A) - BjJ ,

- jest zmienng losowag przyjmujaca wartosé¢ 11 z prawdopodobienstwem
rA(Si” 1) lub warto$¢ 0 z prawdopodobienstwem 1 - r ~ (, Li),

- Imienna losew* n|>@) opisuje liczbe zgloszen naptywajacych do system* w
przedziale czasu A. Zgodnie z zatozeniem o postaci stramienla zgtoszen
zmienna t* poslad* rozktad Poissona

PraA) -Kij M (111.6.12)

- Zmienna losowa gfy(St) osnaes* - w przypadku obstugi krotkiej - liczbe
zgtoszen, ktore nadeszdy w odcinku czasu (Ji» ~ i+1] 1 nie zostaty zali-
czone do sblor* SI+1. Liczba takich zgloszen® zalezy od Si, poniewaz
zgodnie z zatozeniem o klasie regulaminéw obstugi w zbiorze
51”7 musi znalei¢ sie Si~1 zgltoszehn ze zbioru S¥

- Zmienna losowa I, oznacza - w przypadku obstugi diugiej
szen, ktére mimo nadejscia w odcinku czasu

- liczbe zgto-

- D, 1+Jwkaczone zo-
stang do zbioru<f£i+l (zalezna od regulamin* obstugi zgtoszen). ,

b) Zalecane regulaminy obstugi dla rozpatrywanego,
nokanatowego

prostego systemu jed-

Dla poréwnania réznych regulaminéw obstugi korzystac¢ bedziemy z naste-
pujacego warunku wystarczajacego ergodycznosci dancuchéw Markowa nieprze-
rywalnych, nieokresowych, przyjmujacych wartosci rzeczywiste nalezgce do
przeliczalnego zbioru $-|xi, 1-1,2,...L

Warunek 3 [ZSAK 79]

Niech f bedzie okreslone zaleznoscig

(111.6.13)

n " E’§j+i BRVAS Xjpu - Xi

Warunkiem wystarczajgcym ergodycznosci tancucha i XA| jest, aby
9] y IM *5-

-
-
o/

lim 8up fi <O.
DO
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Waranelc ten, stanowigc; uogdllnienie ugowodnionego przez Pakesa Warunku 1,
wykorzystywanego w punkcie 11l1.1 (do ktérego sprowadza sie natychmiast,
gdy B~ jest wielokrotnoscig B8), wynika z twierdzenia pracy [TfEE 76],
ktérego spednienie zatozen nozna datwo sprawdzic.

Rozpatrzmy dwa regulaminy obstugi oraz Jt2.
Hiech ®pya i 0, oznaczaja suprema zbioréw wartosci A , dla ktérych spek-
Biony jest Warfenek 3 przy zastosowaniu odpowiednio regulaminu obstugi

lub Ag. Poniewaz korzystamy wydgcznie z warunku wystarczajacego, wije
% AN ®1>2"

Jezeli zachodzié¢ bedzie nieréwnosé > 9~ , to bedziemy méowili, ze re-
gulamin obstugi jest zalecany w poréwnaniu z regulaminem obstugi 32,

nie dysponujac bowiem mozliwoscia bezposredniego pordwnania wydajnosci gra-
nicznych , nie mozemy stwierdzi¢, czy A1l jest lepszy od

Ha podstawie (111.6.11) oraz (111.6.13) mamy*
fi - ~(Si,ii)]|-B9+B[ ~ i+1-Ji)] Bs+E ~ ( S1)j (BL=psH +
+ [1-r/Si.1i)] {-BL+Si(BlBs)+E [ i+1” i-D)] BL+E[+(D)j * S+KT~>( B"Bg)
(111.6.19)

gdziet ~ * entier (J’)> * entier |Xi - Li bJ ,

przy czym, ma podstawi« (111.6.12) zachodzi

-Sx>] =AM I+ -Si>.
*[+(@)] -AD,
E~ i +1"Si " D] - X(>i+1"Si - D>*
Tak wiec, biorgc pod uwag« (111.6.7), datwa wida¢, iz dla dowolnego regu-
lamin* obstugi eiag posiada (M+1) punktéw skupienia 6~(4)
GJ(*)— im Tgllxi _jes + 18L7 j-0,1 M, (111.6.15)
6§J(A) - =>*@MI3 + [ - r*a)17], (111.6.16)
gdzie»
Y] - -Bs +A(Ji+l -]i)Bs + BA(j)] [B - B8], (111.6.17)
7j " "BL+~ BL"BS) +A/Mi+rSi-D)BL +A»BS + E(r~(BL-Bs). (111.6.18)
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W rozpatrywanym przypadku zachodzi wiec

(111.6.19)

Udowodnimy, korzystajac z Warunku 3 oraz zaleznosci (111.6.16) i (111.6.19),
pewne wskazania dotyczace doboru regulaminu obstugi w rozpatrywanym sy-
stemie. Poniewaz zwykle nie potrafimy okresli¢ wartosci | wystepujacej we
wzorze (111.6.19), bedziemy dazyli do wykazania, ze regulamin obstugi
jest zalecany w poréwnaniu z regulaminem obstugi & 2* dowodzac, ze»

v -, C-(*D« 67)].. (111.6.20)
1 J )

J«IE']_,Z ..... *11 3

Stwierdzenie 1

Biech klasa regulaminow obstugi obejmuje regulaminy, ktére nie do-
puszozaja oczekiwania stanowiska obstugi na naptyniecie nowego zgtoszenia
przy niepustej kolejce.

W poréwnaniu z dowolnym regulaminem %" t 3¢t 1 » 1,2,..., dla ktdrego
3r* (J) < 1, zalecany jest regulamin obstugi 36°, charakteryzujacy sie

*i ; , _ . . -
'Identycznym jak X i sposobem szeregowania zgtoszenh nalezgoych do zbioru
% 1 taki, ze

¥r>(j) -1, 4-1,2, H.

31
Dla rozpatrywanej klasy regulaminéw obstugi przy j S* 1 zachodzi

Bj jesli wykonywana jest obstuga krétka
>

5i.i jesli wykonywana jaat obskuga diuga
a stad
Yj - -Bg+wf+B~U)] [BL-BS]
j-1,2, (111.6.21)
Tj * -BL+J(BL-BS)+A(BL I))BL+*DV * (rt)(V BSs)
J
60@) - Ta - -BL+A[BL-B]BL+W B s+B(rr)(BL-Bs) (111.6.22)

Wykazemy, ie dla kazdego j > 0, A >0 zachodzi

Tj - Yj > 0.
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Korzystajac z (111.6.19) mamy:
Yj - Yj =-(BL - Bs) + j(BL - bs) +*(BL - d)bl + D»BS - MR +

+«V (BL*® B3} " ECVJI~(BL " V
» (j - 1)(BL - Bg) + ABL(BL - D) + ABg(D - BS) +
+ ®(r™)(Bli - Bg) - E~(j)] (BL - Bg). (111.6.23)

Zauwazmy jednak, ze:

~CBg)j ~ iB~"))] N ABg

oraz
ABI(B1 - Bg - D) + ABa(B - Bg)=* o,
tak wiec«
Vi - Yj > (j-D (B L-Bg) + *BL(BL - Bg - D) + ABg(D-Ba) +
+ Edy~-Bg) +AB2 >0. (111.6.24)
Widzimy wiec, ze z (111.6.23) wynika wprost dla kazdego nieréwnosé

VooL6j(3t1) > 6j(3ti) . 1,2 M; (111.6.25)

co tacznie z zaleznoscia

150 60(X1) * 60(])j. (111.6.26)
konczy dowdd stwierdzenia 1.
Zauwazmy, ze na mocy (I11.6.2t) oraz (111.6.22)
60 <Tp< V I* Pm1,2......... *" 1t (111.6.27)

a wiec warunek stabilnosci zwigzany jest istotnie z warto$sciami 67, i1,
i nalezy anika¢ rozpoczynania obstugi "dtugiej" w sytuacji, gdy w kolejce
znajdujg sie zgtoszenia oczekujace na obstuge "krotka".
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W dotychczasowych rozwazaniach nie braliSmy pod uwage sposobu wzajem-
nego szeregowania zgtoszen wymagajacych obstugi "kroétkiej". Wskazania od-
nosnie do tej czesci regulaminu obstugi zawiera stwierdzenie 2.

Stwierdzenie 2

W poréwnaniu z dowolnym regulaminem obstugi 3 zdefiniowanym wyzej,
zalecany jest regulamin X £, narzucajacy w kazdej chwili ~ kolejno$¢ ob-
stugi zgtoszen nalezacych do zbioru zgodng z kolejnoscig ich naptywa-
nia do systemu.

Stwierdzenie to wynika bezposrednio ze znanych regut szeregowania za-
dan przed liniami krytycznymi [COFF 80] , [BLAZ 77j, poniewaz regulamin
naturalny minimalizuje liczbe zgtoszen przekraczajacych linie krytyezne.
Podamy tu prosty dowod tego stwierdzenia.

Hiech w przedziale czasu [tO0-JI, tQ napiynie do systemu obstugi "m"
zgtoszen -Jin 2% *** &3 (° dPowie<*»io w chwilach czasu .Tg,... ,tm, kté-
rych obstuga moze sie rozpoczgé¢ dopiero w chwili tO.

Zatozymy tez, ze obstuga kazdego ze zgloszen trwa przez czas Bs"Const, z
tym ze zgtoszenie, ktérego czas oczekiwania przekracza warto$¢ D >Jl,jest
tracone.

Sprawdzimy, ze obstuga zgtoszen w kolejnosci ich nadchodzenia minima-
lizuje liczbe zgloszen traconych.

Istotnie, przy zastosowaniu takiego sposobu obstugi chwile rozpoczecia
obstugi kolejnych zgtoszen t~, 1-1,2,...,m mozna wyznaczy¢ z relacji:

tAr + By jesli AR A A cee,n,

(111.6.28)
ti_1 w przeciwnya razie,

(zgtoszenioa traconya przypisujemy zerowy czas obstugi).
Hiech pierwszym zgtoszeniem traconym bedzie zgtoszenie 'jj. tatwo widag,

ze zadne inne uszeregowanie zgtoszen nie moze zapobiec stracie co naj-
mniej jednego zgtoszenia ze zbioru |j ,$greee» jle Gdyby bowiem zamie-
ni¢ momenty rozpoczynania obstugi zgtoszenia Jjj orazj”~, i<j, to oczywi-
$cie, poniewaz ti”~tj , wiec:

(j + D=mtj) =>(t+ + D >tj)
i wolwczas stracone zostatoby zgloszenie J

Uszeregowanie zgtoszen zgodnie z kolejnos$cig ich naptywania rzeczywiscie
minimalizuje wiec liczbe zgtoszenn traconyeh.
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Zauwazmy, za jesli 1 = entier (yOt woéwczas liczbe zgtoszen traconych 1
nozna oszacowac¢ jako: 8
k - Min[m,H] ;S L <z n-1 gdy

L » n-Min[n,M], gdy A- Bg (111.6.29)
eo zostanie wykorzystane w dalszycb rozwazaniach.
Dla dowolnego regulaminu JX° oigg jfij posiada punkty skupienia

60(*°) = tO

(in.6.30)

eiGen -3 j-1,2,

gdzie TO oraz Yj okreslone ag wzorami (111.6.21) oraz (111.6.22).
Zgodnie z wykazang wyzej regudta dla dowolnej realizacji strumienia
zgtoszen
¥ fH *;
(111.6.31)
?2 {V r<u}

takie sane nierownosci zachodza wi«o dla wartosci oczekiwanych, czylii

6p(CJI) s 6pCP)., (111.6.32)

p-0,1,...,M|
i istotnie regulamin obstugi * J jest zalecamy w poréwnania z kazdy* in-
nyn regulaninen 3t° naletgoyn do rozpatrywanej klasy.

V ten spos6b okreslilismy wskazania eo do doboru regulaminu obstugi w
przypadku, gdy nie jost dopuszczalne oczekiwanie stanowiska obstugi na
naptyniecie nowego zgtoszenia przy > 0.
tatwo sprawdzié¢, iz w przypadku, gdy D - Bs, zmiany stanu systemu w przy-
padku zalecanego regulaminu X £ oraz regulaminu LIPO sg 1identyczne, a
wiec nasze wskazania potwierdzaja sugestif [BUZA 74] eo do doboru regula-
minu obstugi .

Przejdziemy teraz do rozpatrzenia celowosci oczekiwania stanowiska ob-
stugi w przypadku > 0.

Wprowadzajac zatozenia o] klasie rozpatrywanych regulaminéw ob-
stugi wykluczylismy, dla prostoty rozwazan, mozliwoS¢ oczekiwania stano-
wiska obstugi na naptyniecie nowego zgltoszenia, w przypadku gdy > 0.
Przypadek ten mozna by réwniez uwzglednié¢, modyfikujac nieco Interpreta-

cje zmiennej losowej ce™(j), a nastepnie przy uzyciu rozumowania analo-
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gleznego jak w dowodzie stwierdzenia 2 wykaza¢, iz nie mozna na tej dro-
dze uzyska¢ regulaminu zalecanego w poréwnania zJ J. Dowodu tej, réwniez
Intuicyjnie oczywistej whasnosci, nie bedziemy tu zamieszczac.

W dalszym ciagu rozpatrzymy natomiast celowo$¢ oczekiwania na napty-
aiecie nowego zgtoszenia w sytuacji, gdy 3t » O, L~>m 0, ograniczajac sie
de rozwazenia przypadkéw, w ktérych M - entier (m£-), to znaezy, gdy D jest
catkowita wielokrotnosciag Bg. S

Stwierdzenie 3
Oznaczmy przez fij regulamin obstugi o nastepujacej charakterystyce«

- w przypadku gdy S~ > 0, do obstugi wybierane sa zgtoszenia nalezace do
zbioru i to zgodnie z regulaminem naturalnym,

- zaktada sie dostepnos¢ prognozy mementu nadejscia kolejnego zgtoszenia
w przedziale ezasu , 51 + '™ (prognoza negatywna wystepuje z prawdopo-
dobienstwem () me-~~" ),

- jeslhi przy SA »0, LA> 0, prognoza jest negatywna, wéwczas rozpoczyna
sie obstuge diuga, w przeciwnym razie oczekuje sie na nadejscie nowego

zgtoszenia.

Wykazemy, ze w przypadku gdy M - entier (y-), regulamin obstugi £g

jest zalecany w poréwnaniu z regulaminem obstugi X ®.
Rozpatrzmy punkty skupienia ciggéw 1 | dla obu rozpatrywanych regulami-

néw obstugi zgloszen.

Oczywiscie
Bj(*) - 6l(el) - -v *Bf + ®[<yj)] (VV ilt >1%2..*
Istotnie rézne sg natomiast wartosei jako zei
00@J) - -BL +* (870~ +ADBS + *ry (VBS). (111.6.34)
natomiast

QOCf,) - (1-e*1) ]~ + *F~(0)] (BL-Bs)j +
v \
+ e~ r[-BL +X(B1-~zD)B1 +31DBa + B(r~)(BL - BO)]|

(111.6.35)

ala BL - - D>0
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oraz

6oceH) =Cl-e~jAB2 + E~(O)] (BL-Bg) +

Cl11.6.39
+ +A(B1-~Bs + E(r])(BL-B8)

dla Bl> «f &~ BL - D,

gdzie: r,” jest zmienng losowa oznaczajaca liczbe zgtoszen, ktdre mino na-
dejscia w odcinku czasu - (BM- 12,3 wymagaé¢ beda obstugi "diugiej”.
tatwo sprawdzi¢, ze 6Q(f g) jest funkcjg ciaggta dla e [0, B"J.

Rozpatrzmy najpierw przypadek iT CB”™ - D.
Przeksztatcimy (111.6.34) do postaci analogicznej z (111.6.35).
60(tE) = e ~J N +A(BL-IT-D)BL +ADBs + E(r+)j +
+ O-e-**)jaCB~D-tf* + (R1-1)B1 +~DBs + E(r™)], (111.6.37)
gdzie i
R} 1 - ezrs >1
jest wartoscia oczekiwang liczby zgloszen, ktdére nadejda w czasie pod

warunkiem nadejsScia przynajmniej jednego zgtoszenia i zbadamy znak rézni-
cyli

DH«E) - 6C(£EH) = (1-e"*'ir)ja(BL-IMr)BL + (R1-1)B1 +*DBg - ADB* +
+ 0ty “ %~(0))](BL-Bs). (111.6.38)
Z uwag zamieszczonych przy dowodzie stwierdzenia 2 wynika, Zes
B(r*)” S iax[o,#(D) - m] =y 1lir,D .
. HHY
y j=i
(1r.6.39
E~(°)J - Ejmax [o,>(Bg S
‘m+d
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Wykazemy ze dla dowolnych x > O, y~ x, 1=1,2,..., zachodzi nieréwnos¢:

00 (00]
X jpl+j - 2 jPI+j > °* (111.6.40)
j-1 j-1
gdzie p? okreslone sg wzorem (111.6.12).
Istotnie, po prostych przeksztatceniach uzyskujemy:
S jpi+tj -2 5 > ~ iv r +2 2 BpN i o+
j-1 K-e i-1 icO m-1
- X ipl+i +X 1Bpi"X2 pl+i +$ S " pKpk-l+**
m-0 1-1 k-0 ®-1
a wiec
£ » 11 -2 > « £ " plp»;"**>0- <in-6-4i>
i—1 )
Va mocy (111.6*36) oraz (111.6.41) zachodzit
soy >*[~0)], (111.6.42)
totez
60(«S)-60fel )>(1-«“~ )£ Bi,(v >~ +(R r1)V ABs(I)-Bs)j. (ni.6.43)
Poniewaz R1> 1 i D> Bg,’wiec roéznica @I} - 60(F),) ~"est zawsze

dodatnia i regulamin obstugi
dzie (111.6.20).
Sa licznych przyktadach numerycznych przy réznych wartosciach Bg, B?,
H stwierdzono, ze istotnie 6Q®3Cjj > 6j(#g9)> j“1,2,...,H.
Rozpatrzmy jeszcze wpltyw wartosci \?€ [o, B - d na wartosé
(111.6.38). \%
W tym celu obliczymy pochodng

jest zalecany w poréwnaniu zJjj na zasa-

réznicy

11(4.e*5) - OOEH)I + ABg(D-Bg) - B j-

-A 28I mfe'™ + ABL e"Air (111.6.44)
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Tak wiec dla kazdego 0 < &< B - D,

LIt {0~ -6 0El) -*
e"**[*No *m« + *V D“B8] > °*

T przedziale zmiennosci

najbardziej wskazanag wartoscia horyzontu prognozy jest "iP0O m BD.
Bozpatrzny obecnie celowos¢ stosowania wartosci > B"N-D.

lecane w poréwnani* m regulanine* 3tJ.

Jaiebbnie
-air,
606N - *F»] - - *L+* ~0J(CvyVvre (111.6.46)
a wife
6.CjcJ) * *(*iTD),L +fcBs(D-Bj) - Bd-e 1) +
¢+ mKij) - *fy<»] (B&B9> 9/ )t
(1 .6.47)
gdziet
*> (*) -X(B1-D)B1 - B[] - o BL"B ).
Poniewa4 ~(0) » 0 oraz
- (VD3 = (Vv Bs)BL e >0, (111.6.48)
a wije fankeja cpfo) jest stale dodatnia dla a > 0, ozyli
6 #fe\) > 0. (111.6.49)

Bie nozna przy tyn ogélnie wskaza¢, ktéra z wartosci *O" czy iTj jest lep-j
sza (zaleiy to od paranetréw syateaa).

V szczegblnym przypadku, gdy B - Byt HzﬁJfﬁieW»

i.nej) - 60(«,) I - O |,
1.

(111.6.50)

(111.6.45)

«[0.B”-d] wyznaczona pochodna jest dedataia i

Wyknzanie w
caty» ty* przedziale 60(ej) > O6#(*J) Jest tradne.W ty* miejscu sprawdii-
my tylko, ie stosowanie reguta*lna fc_ z wartoscig ~ m B”"-Bg >~ 0 jest za-

. -"errB/ABAD) +/BS(D-BSJ + INBjtfe"**' - Jt2Ble"*'~< 0O, (111.6.51)

wiec warto$¢(T » TQ = T1 maksymalizuje réznice (111.6.49) (mozna  tatwo
sprawdzi¢, ze jest to jedyne maksimum tej funkcji).

Ten wynik, oparty wytacznie na wykorzystaniu stwierdzenia 3 jest zgod-
ny z rezultatami przedstawionymi dla takiego, szczegélnego przypadku w
[BUZA 74] , gdzie wiasnie taka wartos¢ «" wyznaczono jako optymalna.

Wydaje sie wiec, iz korzystanie ze stwierdzenia 3 jako kryterium przy
ustalaniu wskazan dla doboru regulaminu obstugi jest celowe i niezaleznie
od wskazan wypracowanych dla rozpatrywanego w tym punkcie prostego syste-
ou obstugi zastuguje na uwage réwniez w innych przypadkach. Warto pod-
kresli¢, iz dla bardziej ztozonych systeméw mozna dazy¢ do wyznaczenia
wartosci *5" czesciowo lub catkowicie przy uzyciu modelowania cyfrowego.

e. PropozTC.ie doboru regulaminu obstugi dla dowolnych systeméw obstugi z
czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania

Powyzej, postugujac sie przykladem prostego systemu WAD, pokazano, iz

postugiwanie sie warunkiem wystarczajgcym stabilnosci moze utatwié¢ podej-
mowanie decyzji co do wyboru regulaminu obstugi sposréd grupy roz-
patrywanych. ,
Wczesniej juz podkreslono, te netody przedstawione w punktach I11.2 oraz
I11.5 zapewniajg mozliwo$¢ okreslenia wydajnosci granicznej dla szerokiej
klasy systemow WAD, a w konsekwencji réwniez mozliwos¢ wyboru - droga bez-
posredniego poréwnywania wydajnosci granicznych ré6znych wariantéw - regu-
laminu obstugi maksymalizujgcego pewna funkcje celu (na przykiad wydaj-
nos$¢ graniczng). Sprawag otwarta pozostaje oczywiscie okreslenie zbioru
regulaminéw obstugi, w ktérym poréwnania takie beda prowadzone.

Ponizej przedstawimy pewne propozycje regulaminéw obstugi, ktoére wyda-
ja sie godne wziecia pod uwage przy poszukiwania rozwigzan maksymalizujg-
cych wydajnos¢ graniczng wzglednie minimalizujacych stopien wykorzystania
stanowiska obstugi. Uzasadnienie tych propozycji - majace charakter intu-
icyjny - nie pretenduje do roli dowodu optymalaosci i moze oao by¢ trak-
towane jako heureza podlegajgca w kazdym konkretny« przypadku ocenie oraz
ewentualnie poréwnaniu z innymi, alternatywnymi regulaminami.

Tak jak w poprzednich punktach, ograniczymy sie do rozpatrywania sy-
steméw (by¢é moze wielokanatowych), ktérych stabilnos$é¢ pocigga za sobg
skonczonos¢ wartosci oczekiwanej czasu trwania okresu czynnego. Ograni-
czymy sie tez czasowo do przypadku, gdy nie dopuszcza sie bezczynnosci zad-
nego kanatu obstugi przy niepustej kolejce.
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W systemach konwencjonalnych czas trwania kazdego okresu czynnego jest
niezalezny od stosowanego regulaminu obstugi i wynika wytacznie z konkret-
nej realizacji zmiennych losowych opisujacych rozpatrywany system.

W systemach WAD wybo6r regulaminu obstugi wplywa oczywiscie na czas

trwania okresu czynnego. Z definicji regulamin obstugi, ktéry zapewnial-
by minimalizacje czasu trwania kazdego okresu czynnego, cechowatby sie
najwiekszg wydajnoscia graniczng oraz najnizszym stopniem wykorzystania
systemu przy dowolnej intensywnos$ci strumienia zgtoszen.
Tak wiec, teoretycznie rzecz biorgc, dysponujac mozliwoscia przewidzenia
momentéw nadej$cia poszczegélnych zgtoszen z dowolnie dilugim wyprzedze-
niem oraz mozliwoscia doktadnego okreslenia a priori czasu obstugi kazde-
go indywidualnego zgtoszenia w funkcji jego czasu oczekiwania, mozna by-
toby pokusi¢ sie o poréwnanie wszystkich mozliwych uporzadkowan zgtoszen
(przy zatozeniu, iz obstuga zgloszenia moze rozpoczaé sie dopiero po jego
naptynieciu i stosujac - by¢ moze - metody mniej pracochtonne anizeli
przeglad zupeiny) i znalezienie ws$réd nich rozwigzania minimalizujgcego
czas trwania kolejnego okresu czynnego.

Praktyczna implementacja takiego regulaminu obstugi jest zwykle
mozliwa. Rozpatrzmy przypadek prostszy, zaktadajgc dostepnos$¢ prognozy
momentéw naptywania zgtoszenh w pewnym ograniczonym horyzoncie czasowymi.

Niech w chwili w ktérej nastepuje zwolnienie sie kanatu obstugi,
w kolejce oczekuje n zgtoszen /| naptynety odpowiednio
w chwilaoh czasu 1 , <
Zatozymy tez,

nie-

e e o) \M*

ze w odcinku czasu 1
1 +7) naptynie
ze znane sa chwile

a $cislej w chwilach czasu

dalszych p  zgloszen
zwalniania sie kolejnych

«mEL*** i:B+p(tmtl > S-i%a+p
1I8m+1)Sm+2, e« ISm+p, a takze,
kanatéw obstugi ~2,73,...
Tak wiec, znajgc czasy obstugi zgtoszen w funkcji ich
wyznaczy¢ chwile zakonhczenia dalszych obstug.
Rozpatrzmy

oczekiwania nozna

Regulamin 3»

W kazdej- chwili
nalezy okres$li¢ uporzadkowanie zgtoszen
ny czas obstugi tych zgltoszen i rozpoczac obstuge zgtoszenia
ie (1,2,...,m wystepujgcego jako pierwsze w tym uporzadkowaniu.

Efektywna implementacja takiego regulaminu obstugi jest -ogé6lnie rzeez
biorac - uciazliwa obliczeniowo. Stad tez wydaje sie, ze praktyczne za-
stosowanie regulaminu 3?1 moze mie¢ miejsce gtownie w przypadkach szcze-
gélnych, gdy zastosowane moga by¢ w tym celu pewne specjalne metody obli-
czeniowe.

Dobrym przyktadem moze tu by¢ system wielokanatowy o takich parametrach,
ze nigdy dwa zgtoszenia objete szeregowaniem w chwili 11 nie moga by¢
przewidziane do obstugi na tym samym stanowisku obstugi, a wiec w szcze-
golnosci np. system z ograniczona, niewielkg w stosunku do liczby kanatow

*”, w ktéorej nastepuje zwolnienie stanowiska obstugi,
Si >eee>i15a+p flilni,,ali® #33ce tacz-
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obstugi ditugoscia kolejki oraz pewnymi ograniczeniami na rozktad czasu

obstugi. Zatézmy chwilowo, ze horyzont prognozy naptywu zgtoszern W - O.
Oznaczmy przez czas obstugi zgtoszenia P°d warunkiem, iz
jego obstuga rozpocznie sie w chwili ~j (i,J3«1,2,...,ra).

Zgodnie z wprowadzonym wyzej ograniczeniem zachodzi przy tym

Hiech DC bedzie wektorem

|
takim, zei
kis [1,2, ora* VV (i i 3)=>(ki t <j)I<
i,3,1 - 1.2
Wartoéé H. L oznacza, ze obstuga zgtoszenia n ma by¢ rozpoczeta w
chwili J x. /

Halezy znalezé¢ taka realizacje wektora X ktéra minimalizuje funkcje

P1

Hozna tatwo sprawdzié, ze rozpatrywane zagadnienie daje sie sprowadzi¢ do

klasycznego w teorii badan operacyjnych wariantu programowania oatkowito-

liczbowego, zwanego "zadaniem komiwojazera" polagajacego na minimalizacji
funkcji
3Xi3’
1-1 31
gdzie«

1 oznacza « i,

Xij * 0 oznacza Kj i 1*
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przy ograniczeniach:

j-1

1,3-1,2,...,».

Algorytm efektywnego rozwigzywania tego zadania metoda podziata i ogra-
niczen podat Little [LITT 63]x\

Zadanie komiwojazera jest zagadnieniem o duzej ztozonosci obliczenio-
wej i nalezy do rodziny probleméw tzw. silnie HP-zupednych [COPF 80] .
Stad w praktyce mozna ograniczy¢ sie do pewnych, uzyskanych przy uzyciu
metody podziata i ograniczen wynikéw posrednich jako do$¢ dobrze przybli-
zajacych rozwigzanie optymalne (i uzyskiwanych w duzo krétszym czasie).

Propozycja zastosowania takiego regulaminu obstugi, z wykorzystanie*
rozwigzywania zadania komiwojazera jako metody jego implementacji, do
pewnego problemu technicznego (szeregowanie wlewkéw +adowanych do piecow
wgtebnych w walcowni pétwyrobéw kombinatu metalurgicznego) zostata przed-
stawiona w opracowaniu [ZSAK 79] .

Wyniki przedstawionych tam testéw przeprowadzonych na danych rzeczywi-
stych wykazaty przewage takiego regulaminu obstugi nad stosowanym aktu-
alnie, intuicyjnym sposobem szeregowania.

Przedstawiona powyzej metoda szeregowania zadan moze by¢ rozszerzona
réwniez na przypadek > 0. Mimo ze z zatozenia o niemozliwoSei oczeki-
wania na nadejscie nowego zgtoszenia przy niepustej kolejce wynika, iz
zadne ze zgtoszen 5 m+l ’***”m+p n*e moie wytypowane do obstugi w
chwili £ 1f to jednak uwzglednienie ich naptywu moze wpiywac¢ nawartos¢ k»

Dla znalezienia wkasciwej wartosci k™ niezbedna jest dodatkowo znajo-
mos¢ czasoOw zwalniania sie dalszych p kanatéw obstugi N >+1....$m+p~ P°
czym mozliwe jest sformutowanie zadania komiwojazera owymiarze (m+p) przy
zdefiniowaniu macierzy [qi;j] jak nastepuje»

i) Jesli zachodzi i, wéwczas
wyzej -
ii) Jesli zachodzi »

wyznacza sie w sposéb oméwiony

wowczas nalezy podstawicé

gdzieM Jest liczba przewyzszajacg wszystkie wartosci
w kroku i.

wyznaczone

W dalszych pracach np. [10KI 78] podano metody wprowadzania pewnych do-
datkowych ograniczehn, np. wymagan, aby - méwigc w kategoriach problemu
g%g{ggowania zadan - niektdére z nich bydy obstugiwane bezposrednio po
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W przypadku natomiast, gdyby dopusci¢ mozliwo$s¢ oczekiwania stanowiska
obstugi na naptyniecie nowego zgloszenia, rozwigzywa¢ nalezatoby réwniez
zadanie komiwojazera o wymiarze (mtp) przy zdefiniowaniu elementéw macie-
rzy [lij] w sposéb nastepujacy (przy zatozeniu, iz mozliwe jest tylko
oczekiwanie na zgloszenia, ktdére nadejda w rozpatrywanym horyzoncie),

i) Jesli zachodzi woéwczas (.y Wwyznacza sie jak poprzednio,

ii) Jesli zachodzi wowczas (.y -JFfj + b®, gdzie b* jest
czasem obstugi zgtoszenia 1, gdy czas jego oczekiwania na rozpocze-
cie obstugi jest roéwny zeru.

W przypadku gdy czas obstugi jest niematejgoa Tunkcjg czasu oczekiwa-

nia, godny polecenia jest prostszy regulamin o postaci |

Regulamin R,

W kazdej chwili w ktorej nastepuje zwolnienie stanowiska obstugi,
nalezy wyznaczyé¢, dla kazdego sposrdéd zgloszen ~ ,... ,”M czas Jego obstu-
gi *» (@+4) jakiego wymagatoby to zgtoszenie w przypadku rozpoczecia jego
obstugi w chwili » zgtoszen  B+m)eeee Y)>+p wyznaczyC¢ nalezy hi~N) =m
e tl + b*, gdzie b* Jest czasem obstugi zgtoszenia * pod warun-
kiem, ze jego czas oczekiwania jest réwny zera.

Do obstugi nalezy wytypowac¢ zgloszenie, dla ktérego wartos¢ bN(~) jest
najmniejsza.

W dotychczasowych rozwazaniach zakdadano precyzyjna znajomo$¢ momentéw
nadchodzenia kolejnych zgltoszen, a takze czaséw obstugi.

W przypadku, gdy znane sa tylko rozkdtady tych wielkosci, mozliwe jest
stosowanie oméwionych regulaminéw obstugi w oparciu o wartosci oczekiwa-
nia odpowiednich zmiennych losowych.

Zaproponowane wyzej regulaminy obstugi, nie bedace regulaminami opty-
malnymi, moga, ze wzgledu na datwos¢ implementacji oraz stosunkowo duzg
(Jak to stwierdzono na przyktadach) efektywnosé, znalez¢ zastosowanie w

wielu przypadkach,

d) Owajtl koricowe

W niniejszym rozdziale podjeto zagadnienie analizy systeméw WAD z do-
wolnymi regulaminami obstugi. Wskazano iz, ogélnie rzecz biorac nie mozna
wyznaczy¢ dla takich systeméw na drodze analitycznej nie tylko charakte-
rystyk ale nawet warunkéw stabilnosci. Stad szczeg6lnego znaczenia nabie-
ra rozwiniecie metod d#aczacych w sobie pewne podstawy analityczne, ktore
wsparte wynikami odpowiednio zaplanowanych eksperymentéw symulacyjnych u-
mozliwityby rozpatrywanie przedmiotowych systeméw. Metody takie sa, jak
dotychczas, stabo rozwiniete szczegélnie w zakresie szacowania warunkow
stabilnosci, poniewaz w konwencjonalnych systemach masowej obstugi pro-
blem taki nie wystepowat.

Przedstawione wyzej metody pozwalaja na okreslenie warunkéw stabilno-
Sci dla szerokiej klasy systemow WAD, utatwiaja takze dobér parametroéw
tych systeméw z punktu widzenia optymalizacji pewnych wskaznikéw jakosci .



IV. MAKSYMALIZACJA WYDAJINOSCI
WIELOSTANOWISKOWYCH WIELOETAPOWYCH SYSTEMOW MASOWEJ OBSLUGIH

Wieloetapowe systemy obstugi (WSO) zostaty zdefii lowane w rozdziale 1|
Jako klasa sieci stanowisk obstugi, w ktérych kazde zgtoszenie musi zo-
sta¢ obstuzone Ci to tylko jeden raz) na kazdym ze stanowisk obstugi, w
Scisle okresSlonej kolejnos$ci. Przed przystgpieniem do omawiania metod a-
nalizy i wtasnosci WSO przypomnimy i rozszerzymy podana poprzednio ich

klasyfikacje, wprowadzimy takze pewne, dodatkowe pojecia zwigzane z ta
klasg systemow.

ETAP ET,}A-IIg EF
Rys. 1V.1. Schemat wieloetapowego systemu obstugi
- intensywnos$¢ strnmienia zgtoszenn, n™ - liczba kanatéw stanowiska ob-
stugi JJj..zainstalowanego na i-ty* etapie, - bufor poprzedzajacy i-ty e-
tap, - pojemno$¢ bufora S, - odwrotno$¢ Sredniego czasu obstugi
zgtoszen w kanale 3C® i-1,2,..., M

Natozymy, ze rozwazane WSO skitada¢ sie bedg z M stanowisk obstugi XA
t ktorych kazde zawiera n4 kanatéw o statej mooy i»1,2,...,M (rys. IV.1).
Czas trwania obstugi w kanale X» stanowiska obstugi Xi
losowa

okresla zmienng
o dystrybuancie B?(x) i wartosci oczekiwanej E(b”) - [Vi]"*1*

W dalszych rozwazaniach zakladaé¢ bedziemy, ze czasy trwania obstugi
zgtoszenia aa réznych stanowiskach obstugi, a takze czasy trwania obstugi
réznych zgtoszen sa losowo niezalezne i stosowane sg regulaminy obstugi
zachowujgce prace (nieliczne wyjatki dotyczgce systeméw z czasem obstugi
zaleznym od czasu oczekiwania zostang wyraznie wyodrebnione).

Wedtug wprowadzonej w rozdziale | klasyfikacji stanowisk obstugi wszyst-
kie WSO sg sieciaai otwartymi. Ze wzgledu na charakterystyke zrédta zgto-
szen i bufora wejsciowego S mozna je podzieli¢ na trzy grupyi
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- wiasciwe, jesli bufor S1 ma nieograniczong pojemnos$¢ (N1 - 00), nato-
miast zgtoszenia naptywaja strumieniem odnowiern o intensywnosci % ,

- niewtasciwe, jes$li bufor S1 ma ograniczona pojemnos$¢ lub zgtoszenia na-
ptywajg strumieniem réznym od strumienia odnowien,

- nasycone, jes$li strumien zgtoszen ma taka charakterystyke, ze bufor S1
poprzedzajacy pierwszy etap obstugi nie moze nigdy zostaé oprézniony.
Oczywiscie dla systemu nasyconego nie jest istotna ani pojemno$¢ bufora
S., ani tez dokiadna znajomo$¢ postaci strumienia zgtoszen.

Systemyi witasciwy, niewtasciwy oraz nasycony odpowiadajg sobie wzajemnie,

jesli posiadaja identyczne charakterystyki wszystkich stanowisk obstugi a

takze pojemnosci buforéw posrednich, tj. buforéow S~ 1-2,3,...,M, aréz-

nig sie jedynie sposobem naptywu zgtoszen do bufora S,j.

Rozpatrzmy dowolny, nasycony WSO oraz identyczny z nim pod wzgledem
wszystkich parametrow system, w ktérym zgtoszenia przeptywaja w odwrotnym
kierunku, tj. rozpoczynajgc obstuge od stanowiska 37, a koriczac na stano-
wisku X.j.

Takie systemy nazywac¢ bedziemy systemami sprzezonymi.

Wprowadzimy tez pojecie pojemnosci WSO definiowanej jako maksymalna licz-

ba zgtoszen mogacych réwnoczes$nie przebywaé¢ w systemie, nie wliczajgc w

to zgtoszen oezekujgoych w buforze S~. Tak wiec pojemno$é WSO, oznaczong

L, mozna okresli¢ Jakot

(IvV.1)

gdzie: JT- jest tgcznag pojemnoscig buforéow WSO.

Oczywisiii, pojemnosci sprzezonych WSO, a takze odpowiadajgacych sobie
wzajemnie WSO sg zawsze jednakowe. W przypadku systeméw o ograniczonej po-
jemnosci mogg wystapi¢ przepetnienia buforéw, powodujac reakcje opisane w
rozdziale 1.

Bedziemy nazywaé WSO pojedynczym, gdy kazdy jego etap skitada sie z Jed-
nokanatowego stanowiska obstugi ("™ =1, i - 1,2,...,M), badZz wielokana-
towym w przeciwnym razie.

Dla systeméw pojedynczych przyjmiemy oznaczenie B”™(x) - B™NX)|

0 wielokanatlowym WSO méwimy, ze jest on jednorodny, gdy jednorodne sa
wszystkie stanowiska obstugi, tj. gdy zachodzi B”~(x) - B°(xX)] j-1,2,..., BJ
i-1,2 M
Wniniejszej pracy rozpatrywaé¢ bedziemy wylgcznie systemy jednorodne.
Jezeli wydajnos¢ kazdego stanowiska obstugi jest jednakowa, a wiec zacho-
dzit i

i
vV y - eonet,

131

v.2)
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woéwczas WSO nazywamy zréwnowazonym. w przeciwny« razie méwimy o systemie
niezréwnowazony.

Aby umozliwi¢ poréwnywanie réznych WSO przyjmiemy (nie zmniejszajac
ogélInosci rozwazan), ze:

-1
) - (1T7.3)
i-11j-1
a ariec dla systeméw zréwnowazonych zachodzi:
n
B i -1 (1T.4)
j-1
przy czym w przypadku zréwnowazonych systeméw jednorodnych
N —L » j—1,2, 0. n"j
(IT.5)
en™ —1, i-1,2,... ,H.

Jako miare niezrébwnowazenia systemu przyjmowaé bedziemy ([hILL 79]) wskaz-
nik |1

* Mi -1

1m4S - 11- (1T*6)
i-1 j-1

System wieloetapowy nazywaé¢ bedziemy systemem synchronizowanym, je$li
momenty rozpoczecia obstugi na réznych stanowiskach narzucone sa pewnym
taktem zewnetrznym wzglednie systemem swobodnym. gdy rytm pracy poszcze-
golnych etapéw jest niezalezny od czynnikéw zewnetrznych.Analogicznie jak
w poprzednich rozdziatach, przez pojecie wydajnosci WSO rozumieé bedziemy
wartos¢ oczekiwang liczby zgtoszen opuszczajacych system w jednostce cza-
su po catkowitym zakonczeniu obstugi na wszystkich stanowiskach.
Szczegllnie interesowac¢ nas bedzie wydajnos¢ maksymalna mozliwa do osiag-
ghiecia w rozpatrywanym systemie.

Wniniejszym rozdziale, stanowigcym rozszerzong i zmodyfikowang wersje
pracy [WOLI 8la], omdéwione zostang zasady optymalizacji wydajnosci maksy-
malnej swobodnych, wieloetapowych systeméw obstugi, przy czym koncentro-
waé sie bedziemy na systemach z ograniczonymi buforami posrednimi i blo-
kowaniem. W szczeg6lnos$ci wszedzie tam, gdzie nie bedziemy precyzowali spo-
sobu reakcji na przepetnienie zalozono, ze ma miejsce blokowanie.
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Dyskusje tych zasad rozpoczniemy od krétkiego oméwienia metod wyzna-

czenia maksymalnej wydajnosol WSO oraz pewnych, ogélnych prawidtowosci
zachodzacych dla rozpatrywanej klasy systeméw masowej obstugi.
Sastepnie przedstawiona zostanie systematyczna analiza wpktywu poszczegdél-
nych parametréw WSO na ich wydajnos¢ maksymalng. Analiza ta, przeprowa-
dzona w oparciu o bogata literature przedmiotu (w tym prace wkasne auto-
ra), pozwala ustosunkowa¢ sie do réznych (czasem wrecz sprzecznych) zale-
cen, formutowanych czesto w oparciu o wyrywkowe badania.

IV.1. Metody wyznaczania wydajnosci maksymalnej

W odniesieniu do WSO z nieograniczonymi buforami wydajnos¢ makeymalna,
réwna wydajnosci granicznej, moze by¢ okreslona wprost jakoi

L
Min TH - (Iv.1.1)
i“1-2 M>1

Jak dotad brak ogélnych regut analizy wydajnosci maksymalnej przypadkéw,
w ktérych ezes¢ buforéw miakaby ograniczong pojemno$sé, podczas gdy pozo-
ntate bytyby nieograniczone.

W odniesieniu do wkasciwych WSO z ograniczonymi buforami pos$rednimi moze-
my natomiast skorzysta¢ z omawianego w rozdziale 1 twierdzenia Layenberga
i poszukiwa¢ wydajnosci maksymalnej rozpatrywanego systemu, takze 1 w tym
przypadku réwnej Jege wydajnosci granicznej Jako wydajnosci odpowiadaja-
cego aa systemu nasyeonego.

Odrebnego potraktowania wymagaja WSO z regularnymi rozkdtadami czaséw
obstugi na wszystkich etapach, do®"ktérych nie odnosi sie bezposrednio twier-
dzenie Layenberga.

Systemy takie bydy szczegétowo rozpatrywane w pracach [fidzA 72], [pRIB 65],
[labe /6], [mbth 73], [SWzB 74], [AVII 65B].

Wykazano, ze dla dowolnego, Jednorodnego WSO, w ktérym E(b°) za-
réwno czasy pobytu zgltoszen w systemie, jak i posta¢ strumienia wyjscio-
wego zgloszen nie zaleza od pojemnosci buforéw posrednich (ani tez od
faktu czy sa one ograniczone, esy tez nieograniczone). Obie te charakte-
rystyki nie uleglyby tez zmianie, gdyby dokona¢ modyfikacji kolejnosci, w
jJakiej zgloszenia przeehedza przez rézne stanowiska obstugi, przy czym
podane relacje pozostajag w mocy réwniez dla dowolnej postaci strumieni
zgtoszen.

Dla efektywnego wyznaczania wydajnosci maksymalnej przydatne okazuje sie
wprowadzone w [PHIE 65] pojecie dominacji. Bedziemy méwili, ze stanowi-
sko obstugi Xk dominuje nad stanowiskiem obstugi 3Ip, jesli w przypadku
gif x poprzedza Xp (niekoniecznie bezposrednio), zgtoszenia nigdy



nie oczekujg na rozpoczecie obstugi na stanowisku X D. Udowodniono, ze wa
runkiem konieczny» i wystarczajgcym dominacji jeet, aby dp ™ Ko”, gdzie
K- &ltier(np/ng), a takze podano pewne wiasnosci relacji dominacji.

Tak wiec, jesli w rozpatrywanym WSO istnieje stanowisko obstugi domi-
nujace nad wszystkimi pozostatymi, woéwczas kolejka zgtoszernh moze tworzyc
sie wytacznie przed tym stanowiskieJm obstugi. Uzywajagc tego pojecia za-
proponowano w [PRIE 65] a nastepnie rozwinieto w (SUZU 74] metode reduk-
cji WSO do réwnowaznego, pod wzgledem wydajnosci maksymalnej, systemu o
mniejszej liczbie etapéw - w pewnych przypadkach n.-wet do systemu dwueta-
powego ze stanowiskiem obstugi typu G/D/n na etapie pierwszym oraz stano-
wiskiem obstugi typu */D/<»0 na etapie drugim. W takich, specjalnych przy-
padkach mozna tatwo okresli¢ wydajno$é maksymalng, réwng wydajnosci gra-
nicznej rozpatrywanego systemu, uzywajgc znanego Kryterium stabilnosci dla
jednostanowiskowych systeméw G/D/n.

Analitycznie wyznaczono natomiast [BUZA 67], (BUZA 7l1a] maksymalng wy-

dajnos¢ pojedynczych systeméw z regularnymi rozktadami czaséw obstugi o
postacil

V - [max(gfir 2,...A D] \ (1v.1.2)
Przedyskutujemy obecnie metody wyznaczania wydajnosci nasyconych WSO. Za-
uwazmy, ze analiza M-etapowego systemu nasyconego jest réwnowazna - pod
wzgledem stopnia ztozonos$ci - rozpatrywaniu wiasciwego lub niewtasciwego
systemu (M-1) etapowego. Scisle rozwigzania analityczne sg dostepne dla
niektérych systeméw dwuetapowych oraz bardzo nielicznych przypadkéw, gdy
M >2. Ogo6lne rozwazania dotyczace wyznaczania wydajnosci takich systemow,
zawarte w [HILD 67] i [HILD 68], jakkolwiek istotne z punktu widzenia
teorii (i stanowigce inspiracje dla opracowania pewnych metod przyblizo-
nych), nie prowadza jednak, niestety, do efektywnych algorytméw.

Dyskutujac - w dalszej czes$ci tego rozdziatu - rézne warianty nasyco-
nych WSO, bedziemy kazdorazowo zwraca¢ uwage na te przypadki, dla ktérych
dostepne sa Sciste rozwigzania analityczne, wskazujac réwnoczesnie odpo-
wiednie prace zrodiowe (trzy przypadki modeli, prowadzacych do oryginal-
nych wnioskéw odnosnie do projektéwania systeméw wieloetapowych, zalgczo-
no w dodatkach do niniejszego rozdziatu).

W stosunku do nasyconych WSO, o prawie dowolnych rozktadach czaséw ob-
stugi i ograniczonych buforach posrednich, naturalne Jest przedstawienie
ich w postaci tancucha Karkowa o skonczonej liczbie stanéw i wyznaczanie
prawdopodobieristw ergodycznych - tam gdzie analitycznie jeat to niemozli-
we - przy uzyciu metod numerycznych (a wieo rozwigzania odpowiedniego u-
ktadu réwnan liniowych).

Procedure numerycznego wyznaczenia wydajnosci pojedynczych WSO z iden-
tycznymi ped wzgledem pojemnosci buforami posrednimi ~ wm 5, i»2,3,...,H
i rozktadami Erlanga k-tego rzedu oméwiono w pracy [HILL 67] .Hiestety wy-

nagata ona rozwigzywania ukiadéw réwnan liniowych o wymiarowos$ci rosngcej
bardzo szybko ze wzrostem M, k oraz N. Z tego powodu praktyczne mozliwo-

Sci jej uzycia przy k > 1 eg ograniczone do systeméw najwyzej 4-etapowych
(przy k = 1, N = 0,1 rozpatrywano jeszcze system 6 etapowy) a i to przy
niewielkich (rzedu 3-5) wartosciach k oraz N.

Analize liczby stanéw w takich systemach zawiera [HAYD 72], a przykta-

dowe dane zaprezentowano w [MUTH 73]. | tak przy k=1, B« liczba stanéw
wyraza sie funkcja [0.5iK(3 + V5" 00 np. przy M= 10 daje 67b< stanéw.
Uwzglednienie niezerowej pojemnos$ci buforéw i k> 1 prowadzi wiec szybko
do rozmiaru zadania uniemozliwiajgcego efektywne rozwigzanie.

Wtej samej pracy zaproponowano réwniez numeryczng metode przyblizona,
nie posiadajaca tak ostrych ograniczen, wskazujac, iz we wszystkich roz-
wigzanych w sposéb doktadny przypadkach biad jest/niewielki, malejgcy mo-
notonicznie do zera ze wzrostem N.

W oparciu o ogélniejsze rozwazania przedstawione w [MUTH 73l
rycznego wyznaczenia wydajnosci trzyetapowych, pojedynczych
syconych o-praktycznie rzecz biorgc - dowolnych rozktadach czaséw ob-
stugi zaproponowano niezaleznie w [raON 76a] oraz [MUTH 77], jednak réw-
niez i w tym przypadku obowigzuje bardzo silne ograniczenie na warto$¢ N.

W literaturze (np. [CASE 79]) mozna tez znalezé¢ informacje o wykorzy-
staniu do wyznaczania wydajnosci maksymalnej WSO (a takze innych charak-
terystyk) metody zaproponowanej w [CASE 77] , przy czym rozwigzywane przy-
ktady ograniczaty sie do przypadkéw systeméw pojedynczych, z wyktadniczy-

metody nume-
systeméw na-

mi rozktadami czaséw obstugi.
W zakresie systeméw wielokanatowych najnowsze wyniki [LATO 80] ograni-

czaja sie do systemu nieograniczonego, M» X oraz wyktadniczych rozktadow
czas6bw obstugi (wprowadzono tez mozliwo$¢ recyrkulacji zgtoszen do kolej-
ki wejsciowej po zakonczeniu obstugi na drugim etapie, jak réwniez uwzgled-
nienia bardziej rozbudowanych metod blokowania, stad tez rozpatrywany tam
przypadek jest ogd6lniejszy anizeli rozwigzanie podane w Dodatku c).

Tak wiec réwniez metody numeryczne maja w odniesieniu do WSO z ograni-'
czonymi buforami posrednimi ograniczone mozliwos$ci zastosowania. Z tego
wzgledu podejmowane sg starania w kierunku wypracowania rozwigzan przybli-
zonych, np. [PUJO 79C], [PAIW 79], (BOXM 81].

Podstawowag metoda precyzyjnego wyznaczania wydajnosci nasyconych WSO z
ograniczong pojemnoscig pozostaje jednak modelowanie cyfrowe. W odniesie-
niu do niektérych klas WSO mozliwe jest podanie pewnych, ogdlnych wiasno-
sci oraz oszacoward wydajnosci bez jej wyznaczaniaX

x"Przy dowodzeniu takich wtasnosci korzysta sie czesto z faktu, ze rozpa-
trywanie WSO przedstawionych na rys. I1V.1 mozna zastapi¢ badaniem sy-
steméw, w ktérych wszystkie bufory maja pojemnos$¢ réwnag zeru ([AVII 65A),
[MUTH 73] ) jako ze dowolny bufor o pojemnos$ci N mozna zastgpi¢ ciggiem
N jednokanalowych stanowisk obstugi o zerowych czasach obstugi (B(x) »

- W »).
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lajwainiejszym takim wynikiem jest tzw. zasada odwracalnosci [yaMa 7],
orzekajaca, i1 sprzezone pojedyncze WSO z dowolnymi rozkdadami czaséw ob-
stugi maja Jednakowg wydajnos¢. Tak wiec zmiana kierunku przeptywa zgho-
szen ale Smienia wydajnosci takiego systemu. Podana zasada Jest o tyle
istotna, ii pozwala stwierdzi¢, ze alokacja zasobow (mocy stanowisk ob-
stugi, pojemnosci buforéw), optymalizujaca wydajnosé pojedynczego WSO,
musi by¢ msymetryczna'.
opublikowano réwniez w
stwierdzajace ii row-

Aktualnie niezalezne dowody zasady odwracalnosci
[DATT 7fi] era* [MBTH 79]. Uogdlnienie tej zasady,
niez rozktad czasu pobytu zgloszenia w systemie ora liczba zgtoszen ob-
stuzonych w odcinka, czasu (0, t) sa identyczne w systemach sprzezonych,
podano w [KAWA 75] , natomiast w (YAMA 78] wykasano, iz zasada odwracalno-
Scl pozostaje w mocy réwniez wtedy, gdy niektdre etapy sa stanowiskami
wielokanatowymi o regularnych rozkdadach czaséw obstugi.

Dodatkowo w [WOLI 80a] sprawdzono, ze zasada ta Jest wazna roéwniez dla
dwuetapowych, wielokanatowych, jednorodnych systeméw obsdngl o dowolnej
(by¢ moze réznej na kazdym z etapéw) liczbie kanatéw, charakteryzujacych
sie wykdadniczymi czasami obstugi.

Wracajac do pojedynczych WSO mozna poda¢ ogélnie obowigzujace oszaco-
wanie wydajnosci Tp takich systeméw [MEJH 73], a mianowicie«

- Oszacowanie od goéry T* » postaci

w Min i-1.2, Git.1.3)

ktore, jak to fatwo sprawdzi¢, rowne Jest maksymalnej wydajnosci etapu
o najdtuzszym Srednim czasie obstugi, a wiec wydajnosci maksymalnej sy-
stemu o ldentycznych z rozpatrywanym stanowiskach obstugi i nieograni-
czonej pojemnosci buforéw posrednich.

- Oszacowanie od dotu T” ~ Vn postacii

max(

y] (1V.1.9)

(7N
O

Réwno

zachodzi przy tym dla pojedynczych WSO o regularnych
obstugi .

rozktadach czaséw

W cytowanej pracy przedstawiono réwniez, przytoczony na rys. 1V.2, wy-
kres charakteryzujacy wartos¢ stosunku Vp/Vp przy réznej liczbie stano-
wisk obstugi oraz réznych wartosciach wspoétczynnika zmiennosci rozkdadu
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oias6w obstugi (zatozono Jednakowy, réwny Jednos$ci, $redni czas obstugi
kazdym ze stanowisk; a wiec przypadek systemu zréwnowazonego oraz ze-

rong pojemnos$¢ buforéw posrednich).

Rozktad, ciosu obstugi

0 rGwnomierny

rbwnomierny
rGwnomierny

0.2 rownomierny
03 rownomierny
0A rownom/smy

05 £rlanga.

0707 Erlanga.
4.0 ErLunga.

M

Pys. IV.2. Wartosci stosunku Vp~p ”“a pojedynczego, M - etapowego WSO o

Jednakowych rozktadach czaséw obstugi na wszystkich etapach, posiadaja-
cych wartos¢ oczekiwang E(b) =11 wspétczynnik zmiennosci rozktadu Cg.

L L e UN i . _—
Pedaiiown Aazpaszamg Sciste wartosci 'yvydajn,%am VP niektorych, specjat

przytoeZono za

nych przypadkéw, wyznaczone w pracy |[phILL ’6'6]. Wykresy

pTOTH 73]

Jak to wynika wprost z podanych wyzej wzoréw, warto$¢ oszacowania V*,'
zalezna wydacznie od wartosci oczekiwanej czasu obstugi zgloszen, Jest we
wszystkich rozpatrywanych przypadkach stata,natomiast silnym zmianom pod-
lega, saleina od postaci dystrybuanty czasu obstugi, wartos¢ v’ (okreslo-
na wg [SARH 62]).

la wykresach zaznaczono réwnioi dokkadne wartosci Vp dla pewnych, pro-

stych systeméw, ktére kaidorazowo”bkazaty sie znacznie bliisze wartosci
vig anizeli vp, 00 wobec zerowej pojaaaosci buforéw posrednich Jest natu-
ralne.
W szczegbélnosci, jak to wykazano w [AVII 65A], w przypadku systemu dwu-
etapowego bez kolejki posredniej (M » 2, 1j m 0) mamy Vp « Y~, co pozwala
na bezposrednie, analityczne wyznaczenie wydajnosci takiego systemu, przy
dowolnej postaei rozkdtadéw czaséw obstugi BN(X) oras B2(X).

W pracy tej przeprowadzono analize scharakteryzowanych wyzej WSO w wa-
riancie z nieograniczonym buforem wejsciowym (wkasciwy WSO), poprzez wy-
kazanie, ze mozna przypadek taki sprowadzi¢ do odpowiednio zdefiniowanego
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systemu jednostanowiskowego (jednokanatowego) z rézny» od pozostatych
rozktadem czasu obstugi pierwszego zgtoszenia w kaz.dyn okresie czynny»,
co pozwala na wyznaczenie wszystkich charakterystyk systemu, a nie tylko
wydajnosci maksymalnej.

W dodatku A do niniejszego rozdziatu omoéwiono sposéb analizy takieh
systeméw w przypadku ogélniejszym, gdy stanowisko obstugi pierwszego eta-
pu charakteryzuje sie zalezno$cig czasu obstugi od czasu oczekiwania.

W dalszych rozwazaniach bedziemy starali sie okresli¢, ktére sposrod
parametréw nasyconych WSO wpiywaja na ich wydajnos$¢ i jak silne sg wplywy
tych parametrow.

Badania te prowadzga w konsekwencji do problemu optymalizacji systemu, for-
mutowanego zwykle w jednej z nastepujgcych postaci jako;
i) Zadanie rozbudowy systemuc

Majac dany pewien WSO nalezy okres$li¢, ktére parametry (i o ile) na-

lezy zmienié¢, aby najnizszym kosztem osiagna¢ wymagany przyrost wy-

dajnosci, przy znanych kosztach rozbudowy systemu o dodatkowe elemen-

ty, jaknp.i koszty jednostkowego zwiekszenia pojemnosci bufora, do-
tagczenia kanatu obstugi,

ii) Zadanie reorganizacji systemu:
Majac dany pewien WSO nalezy zmodyfikowaé jego strukture (przy zacho-

waniu statosci wszystkich zasobéw) tak, aby zmaksymalizowaé¢ wydajnosé
systemu.

Zadanie to mozna rozwigza¢ na przyktad droga:
- zmiany wielkos$ci buforéw przydzielonych poszczegélnym stanowisko«
obstugi, przy zachowaniu tgcznej pojemnosci buforéw;
- zmiany kolejnosci, w ktérej zgtoszenia przechodza przez stanowiska
obstugi (co jest dopuszczalne w pewnych przypadkach);
- zmiany rozdziatu pracy pomiedzy poszczegélne etapy badZz mocy stano-
wisk obstugi, co prowadzi do modyfikacji $rednich czaséw obstugi;
a w konsekwencji do sprecyzowania pewnych, ogélnych wytycznych dla pro-
jektowania WSO.
Ze wzgledu na stosunkowo bogaty materiat zrédtowy oméwimy najpierw od-
dzielnie problematyke pojedynczych WSO a nastepnie przejdziemy do syste-
mow wielokanatowych i pewnych przypadkéw specjalnych.

IV.2. Wplyw zréwnowazenia systemu na jego wydajnosé

Rozpatrzmy pojedynczy, wieloetapowy system obstugi spetniajacy zalez-
nos¢ (TV.3), ktéra przybiera woéwczas postac;
K

2 A~ i)l -
i-1

(V. 2.1)
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Sredni czas obstugi zgtoszen na stanowisku obstugi wynika z ilo$ci
pracy, jaka na tym stanowisku nalezy wykona¢ oraz z mocy tego stanowiska.
Oba te parametry mogg ulega¢ zmianom. W praktyce czesto sprawa decyzji
organizacyjnej jest rozdziat pracy pomiedzy stanowiska obstugi WSO- przy-
ktadem moze tu by¢ proces walcowania w walcowniach wieloklatkowych. Wwie-
lu przypadkach mozliwe jest tez zwiekszenie mocy pewnych stanowisk obstu-
gi kosztem innych, np. droga przeniesienia czes$ci personelu lub przesbro-
jenia urzadzen.

Ogodlnie rzecz biorgc, takie transformacje Srednich czaséw obstugi cha-
rakteryzowane sg pewnymi funkcjami i>i(®-)tfet *e’'Pm>** i*1»2,...,1 (gdzie
I - pewna liczba naturalna), okres$lajagcymi zakres oraz proporcje zmian
czas6bw obstugi. Funkcje te moga mie¢ ztozong postaé, jak na przyktad w
rozpatrywanym w pracy [WART 79] zagadnieniu rozdziatu pracy pomiedzy dwie
klatki nawrotnych walcarek blach.

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze mozliwe jest dowolne zmodyfiko-
wanie $rednich csaséw obstugi sgtoszenn na wszystkich etapach, zachowujgco
wyrazong zaleznos$oig (1V.2.1) statos¢ tgcznego czasu obstugi, i bedziemy
poszukiwaé¢ rozdziatu tej wartosci miedzy poszczegélne etapy maksymalizu-
jacego wydajnos¢ systemu.

Va podstawie (I1V.1.1) mozna orzec, iz w przypadku gdyby wszystkie bu-
fory posrednie mialy nieograniczona pojemnos$é, wéwczas rozpatrywany WSO
osiggnatby maksymalng (réwng jednos$ci) wydajno$¢ jako system zréwnowazony
o~N-1, i-1,2,...,M

Taki sam, réwnomierny, podziat czasu obstugi byiby optymalny réwniez
(bez wzgledu na pojemnosci buforéw posrednich), gdyby przyjaé¢, iz wszyst-
kie stanowiska obstugi posiadajg regularne rozktady czaséw obstugi.
Rozpatrujac WSO o ograniczonej pojemnosci i réznych od regularnych roz-
ktadach csas6w obstugi oméwimy oddzielnie przypadek jednakowych i oddziel-
nie przypadek réznych rozktadéw czaséw obstugi na poszczegdélnych etapach,
zaktadajac jednak stale jednakowe pojemnosei wszystkich buforéw posred-
nich —K; i-2,3,... M.

a) ldentyczne rozktady czaséw obstugi na wszystkich etapach

Dwuetapowy system obstugi z wyktadniczymi rozktadami czaséw obstugi
byt pierwszym przypadkiem WSO, dla ktérego wyznaczono w sposéb $cisty wy-
dajnos¢ (ffldHT 56]. tatwo sprawdzi¢ (rys. 1V.3), ze najwieksza wydajnoscia
cechuje sie system zréwnowazony, co wydaje sie naturalne z punktu widze-
nia zasady odwracalnosci. Jak to wyraznie wida¢ na rysunku, straty wyni-
kajace z niezrbwnowazenia systemu rosng gwattownie wraz ze wzrostem po-
jemnosci bufora posredniego.

Hillier i Boling [HILL 66] , korzystajac z opracowanej przez siebie me-
tody numerycznego wyznaczania wydajnosci systeméw wieloetapowych, rozpa-
trywali przypadki M- 3,4 przy wyktadniczych roiktadach czas6w obstuj
stwierdzajac, iz przy wiekszej anizeli dwa liczbie etapow systemy nie-
zrébwnowazone moga osigga¢ wydajnos¢ wyzszg anizeli systemy zréwnowazo
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Wskazali oni na charakterystyczng prawidtowos$¢, Kktéra nazywa¢ bedziemy
"zjawiskiem garbu" (ang. - bowl phenomenon), polegajaca na tym, iz maksy-
malizacja wydajnosci wystepowata, gdy rozdziat pracy byt symetryczny (tj.
ECbi) - ~bji+l-in i*1>2»...,M) i stanowiska obstugi alokowane Ba kran-
cach syateau cechowaly sie diuzszymi cza-
sami obstugi. Autorzy postawili hipoteze,
iz taki efekt wystepowaé bedzie réwniez w
bardziej rozbudowanych systemach.
W odniesieniu do systemu H»3 rowniez w
[PAT? ©4] , postugujac sie takze metodami
numerycznymi, zauwazono te  prawidfowosc,
wysuwajac stad jednak odmienny wniosek, iz
prawidfowo zaprojektowany WSO powinien cha-
rakteryzowa¢ sie rozmieszczaniem aa prze-
mian szybkich i powolnych stanowisk obstu-
gi, stawiajac tez hipoteze, ii zysk wyni-
kajacy z takiego doboru parametréw systemu
bedzie aalat wraz ze
czynnika zmiennosci
stugi -

zmniejszaniem wspok-
rozktadéw czaséw ob-

W literaturze pojawidy si* takie hipo-

a50 060070000090 ijpow 120130 uo IDEtbifl tezy, ii Wydaj nos¢ WSO bedZie maksymalna,
Rys. 17.3. Wydajnosé dwueta- gdy stanowiska obstugi zostang uporzadko-
powych, niezréwnowazonych qy- wane weddug rosnacych $rednich czaséw ob-

steméw masowej obstugi z wy-

k#adniczymi rozkdadami cza-

sow obstugi (na ..podstawie
FHILL 66])

stugi, oparte na fakcie stwierdzenia przez
35avisa [SATI 66)] takiej prawiddowosci w
WSO ze strataai zgtoszeh w przypadku prze-
pednienia.

Ostateczne wyjasnienie tych rozbieznych pogladéw zawdzieczamy praey
[HIU. 79] (wykorzystujacej rozwigzania nnaeryozne) oraz [&AYA 79a] (opar-
tej na modelowaniu cyfrowym). W tabeli 1V.1 zamieszczono rozwigzania op-
tymalizujace wydajnosc¢ systemow wieloetapowych z wykdadniczymi rozkdadami
czasow obstugi przy H a 3,4,5,6 1 niektérych wartosciach pojemnosci bufo-
rach 11, ktére potwierdzajg jednoznacznie istnienie zjawiska garbu.Hillier
i Boling ograniczyli sie przy tym do poszukiwania rozwigzan symetrycznych,
Jako i1 wszystkie przeprowadzone dotad badania wskaznjg, 1ie jest to cha-
rakterystyczna wkasno$s¢ rozwigzan optymalnych. Testy wykonane w [RAYA 79a]
zdyskwalifikowaty toi dwie pozostate podane wyiej hipotezy, z ktoérych
"przeplatanie™ szybkich i powolnyob stanowisk obstugi prowadzi czesto do
wydajnosci nizszej aniioli wydajnos¢ systemu zrdéwnowazonego,natomiast mo-
notoniczne zwiekszanie Srednich ezaftéw obstugi daje z reguty wyniki znacz-
nie gorsze anizeli zréwnowazenie systemu.

W ramach zalecanej reguty optymalizacji opartej na zjawisku garbu (tj.
monotonieznym zwiekszaniu Srednich czaséw obstugi stanowisk

blizszych
krancéw systemu) aoina w réiny sposéb formowa¢ proporcjo

Srednich czaséw

obstugi poszczegélnych stanowisk oraz wybieraé rézne stopnie niezréwnowa-
zenia systemu. Hillier i Boling sugeruja (w oparciu o przytoczone w tabe-
li IV.1 wyniki), iz niezrbwnowazenie systemu ze wzrostem liczby stanowisk
obstugi pozostaje mniej wigeoej state, na poziomie okoto 0.13, przy czym
aozna przyjmowacé réwne Srednie czasy obstugi dla wszystkich stanowisk ob-
stugi, z wyjatkiem dwoich skrajnych (X1 orazJC?), cechowac
sie istotnie diuzszymi Srednimi czasami obstugi.

ktére powinny

Tabela V.

Optymalne niezréwnowazenie wieloetapowych systeméw masowej obstugi
z wyktadniczymi rozktadami czasow obstugi.
Dane dla przypadkéw M-3,4,5,6 zaczerpnieto z [HILL 79],
natomiast dla przypadku M=12 z [RAYA 79A],
przy czym zachodzi BCb" = 2—

i optymalizacja tgy_}_q__p_r_;_egr_oa%a%@_ragr”

M | ECh,) B(b2) E(b3) (w>4) e(b5) TP lMﬁ
O 1.086 0.828 1.086 - - 0.56718 0.56410 100.55
1 1-059 0.882 1.059 - - - 0.67376 0.67047 100.49
3 >  1.044 0.912 1.044 - - _  0.73692 0.73402 100.40
3 1-035 0.930 1.035 - - - 0.77920 0.77671 100.32
4 1-028 0.944 1.028 - - - 0.80963 0.80749 100.27
0 1.137 0.863 0.863 1.137 - - 0.51963 0.51478 100.94
1 1.093 0.907 0.907 1.093 - - 0.63617 0.63115 100.80
4 2  1.069 0.931 0.931 1.069 - _  0.70513 0.70071 100.63
3 1.055 0.945 0.945 1.055 - - 0.75152 0.74771 100.51
4 1-045 0.955 0.955 1.045 - - 0.78509 0.78178 100.42
0 1.169 0.898 0.866 0.838 1.169 - 0.49165 0.48580 101.20
1 1.114 0.928 0.916 0.928 1.114 - 0.61348 0.60758 100.97
2 1.085 0.946 0.938 0.946 1.085 - 0.68568 0.68049 100.76
0 1.192 0.923 0.885 0.885 0.923 1.192 Lo.47312 0.46671 101.37
6 1 1.130 0.943 0.927 0.927 0.943 1.130 0.59817 0.59183 101.07
12 o 1.1 106 1.02 0.88 0.94 0.9 0.42168 0.4172 101.06

ElI-Rayah [RAYA 79a] badat dla M-12 trzy warianty formowania 'garbu't

- przyjmowanie roéwnych miedzy soba Srednich czaséw obstugi dla stanowisk
X4 ti*9 1 rzwn?el ®i?dzy sobag, wiekszych niz poprzednie,
s6w obstugi dla pozostatych stanowisk,

- przyjmowanie réwnych miedzy soba Srednich czaséw obstugi dla grup sta-
nowisk obstugi £, t X5t x8, 1 X,

- przyjmowanie rodziatu $rednich czaséw obstugi wg zasadyi E(b”?)
E(bi) E(bl) - 0.4(i-1)A, B(b22 - i) - E™), i » 1,2,3,4,5,6,

Srednich cza-

1+A,
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stwierdzajgc jednoznacznie wyzszo$¢ trzeciego z tych wariantéw nad pozo-
staltymi (optymalne rozwigzanie w ramach tego wariantu zawiera tabela IV.1).

Zamieszczone wyniki pozwalaja stwierdzi¢, iz aczkolwiek optymalny sto-
pien niezrownowazenia systemu szybko maleje ze wzrostem pojemnosci bufo-
row posrednich, to jednak przyrost wydajnosci uzyskany dzieki temu nie-
zréwnowazeniu zmniejsza eie znacznie wolniej, uzasadniajac celowo$¢ sto-
sowania systeméw niezrownowazonych réwniez w przypadku wuzycia buforéw o
wiekszych pojemnosciach [hILI/79].

Tabela 1V.3

Optymalne niezréwnowazenie trzyetapowego systemu masowej obstugi
wg [HILL 791
- wydajno$¢ systemu optymalnie' niezrbwnowazonego
WR - wydajnos$¢ systemu zréwnowazonego

vn
k N ' E(b1)=E N 0
(b1)=E(b3) E(b2) 1 WP WP £ 100%
1 2 i, ... 4 5 6 7
0 1.086 0.828 0.56718 0.56410 100.55
1 1.059 0.882 0.67376 0.67047 100.49
2 1.044 0.912 0.73692 0.73402 100.40
1 3 1.035 0.930 0.77920 0.77671 100.32
4 1.028 0.944 0.80963 0.80749 100.27
0 1.067 0.866 0.64360 0.64041 100.50
1 1.038 0.924 0.76395 0.76131 100.35
2 2 1.026 0.948 0.82387 0.82189 100.24
3 1.019 0.962 0.85950 0.85795 100.18
4 1.015 0.970 0.88312 0.88186 100.14
0 1.056 0.888 0.68731 0.68422 100.45
1 1.028 0.944 0.81161 0.80947 100.26
3 2 1.018 0.964 0.86600 0.86453 100.17
3 1.013 0.974 0.89603 0.89493 100.12
4 1.010 0.980 0.91506 0.91418 100.10
0 1.050 0.900 0.71695 0.71400 100.41
4 1 1.022 0.956 0.84196 0.84017 100.21
2 1.014 0.972 0.89129 0.89012 100.13
5 0 1.045 0.910 0.73891 0.73609 100.38
1 1.019 0.962 0.86326 0.86173 100.18
6 0 1.041 0.918 0.75609 0.753384 100.36
7 0 1.039 0.922 0.77005 0.76745 100.34
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Zysk wynikajgcy ze stosowania systeméw niezrownowazonych ro$nie nato-
miast ze wzroste* liczby etapdw.

Bardzo istotnym praktycznie zagadnieniem jest wrazliwo$s¢ wydajnosci
WSO na prawidtowy dobér $srednich czaséw obstugi (prawidtowo$é niezréwno-
wazenia systemu). Wtabeli IV.2 w oparciu o dane zawarte wcytowanych pra-
cach okres$lono zakres zmian parametru okres$lajgcego niezréwnowazenie sy-
stemu (w prawidtowy spos6b), przy ktérym system niezréwnowazony cechuje
sie niewielkim, w stosunku do przypadku niezréwnowazenia optymalnego, ob-
nizeniem wydajnosci, a takze warto$ci tego parametru, przy ktérych system
przesadnie niezréwnowazony osigga wydajno$é réwng wydajnosci systemu zréow-
nowazonego.

W spos6b wyrazny widaé, iz elementem decydujgcym jest prawidtowosé re-
guty niezréwnowazenia, natomiast nie jest wymagana duza precyzja w dobo-
rze wartosci. | tak na przykitad w odniesieniu do systemu czteroetapowego
bez buforéw posrednich wszystkie wartosci E(bg) » E(bj) m2-E(b1) »2-E(b"),
lezgce w przedziale 0.72 ~*(b2) <1, zapewniajg wydajno$¢ wiekszg anize-
li system zréwnowazony.

Ogélne zasady podane wyzej pozostajg w mocy réwniez w przypadku, gdy
rozktady czaséw obstugi sg rézne od rozkiadéw wyktadniczych, co sprawdzo-
no w [HILL 79], rozpatrujgc rozkiady Erlanga k-tego rzedu, k-1J7 (tabela
IV.3) oraz w [RAYA 79a] , rozpatrujac rozkiad normalny (obciety) oraz roz-
ktad log - normalny.

Zmniejszenie wspétczynnika zmiennosci rozktadu powoduje obnizenie opty-
malnego stopnia niezréwnowazenia (oraz zysku wynikajgcego z niezrévjowa-
zenia), przy czym efekt ten jest tym silniejszy, im wieksza jest pojem-
no$¢ buforéw posrednich.

b) Rézne rozktady czaséw obstugi

W pracy (raCH 75B] przedstawiono metode wyznaczania wydajnosci dwueta-
powych systeméw obstugi z wyktadniczym rozktadem czaséw obstugi na jednym
ze stanowisk i dowolnym rozkiadem czaséw obstugi na drugim z nich, przy
czym jako integralny krok tej metody wymagane byto rozwigzanie uktadu réw-
nan liniowych o rozmiarze zaleznym od pojemnosci bufora posredniego |I.

Badanie przypadkéw obejmujacych rozktady Erlanga oraz rozkiad normalny
(obciety) o wspétczynniku zmiennosci <1 doprowadzitlo do wniosku, ze
wydajnos$¢ systemu mozna zoptymalizowaé¢ projektujgac system tak, aby stano-
wisko obstugi charakteryzujace sie wiekszg wartoscig wspéiczynnika zmien-
nosci (a wiec stanowisko obstugi o wyktadniczym rozktadzie czaséw obstu-
gi) miato nieco krétszy $redni czas obstugi. Zaréwno stopien niezréwnowa-
zenia, jak i zysk wynikajgcy z tej modyfikacji systemu wzrastaja ze wzro-
stem réznicy wspotczynnikéw zmiennosci rozktadéw czaséw obstugi na obu
etapach, natomiast malejg silnie ze wzrostem H.

Identyczne WSO rozpatrywano w [WOLI gicfj, [zSAK 79], wyznaczajac ich
wydajno$¢ na drodze analitycznej (patrz Dodatek B). Potwierdzono wczes-
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niejsse wyniki dla Oj < 1 i zwr6cono uwage na zaskakujgace nieregularnosei
wystepujace przy rozpatrywania przypadku Cg > 1 (w oparciu o rozkiad hi-
perwyktadniezy dragiego rzedu). Maksymalng wydajno$¢ uzyskiwano réwniez
przy nieco krétszych $rednich czasach obstugi na stanowisku obstugi cha-

rakteryzujacy» sie wyktadniczy» rozktadem czasu obstugi, ktére jednak w

ty» przypadku byta stanowiskiem o aniejszym wspétczynniku zmiennosci roz-
ktadu.
Réwniez wzrost pojeanosci bufora H powodowal pocsatkowo zwiekszenie wyma-
ganego stopnia niezrownowazenia Ci zyskéw stad wynikajacych), podczas gdy
dalsze zwiekszenie wartosci N prowadzito do efektu odwrotnego.
Przyktadowe wyniki dla wartosci Cg » 0 oraz Cg « 3 ilustruje rys. IV.4
Jako typowe nalezy uznaé xdla systeméw dwuetapowych o réznych rozktadach
czas6w obstugi wartosci E(b”) - 0.92*0.96, przy ktérych mozna oczekiwaé
_zwiekszenia wydajnosci o okoto 0.27°0.3% w stosunku do wariantu zréwnowa-
zonego.
W pracy (RAG* 76b] rozpatrzono w sposéb analityczny przypadek M» 3 z
buforami posrednia! o zerowej pojemnosci, przyjmujac wszystkie aozliwe

koabinacje regularnego i wyktadniczego rozktadu czasu obstugi na poszcze-
gélnych etapach.

Tabela V.4

Optymalne niezréwnowazenie systemu trzyetapowego
z réznyai rozktadami czaséw obstugi na poszczegdlnych etapach
(dane zaczerpniete z [RAOH 76] oraz [HILL 66J).

Rozpatrywane warianty scharakteryzowano przez podanie rozktada czasu ob-

stugi na kazdy» z etapéw M - rozkiad wyktadniczy. D - rnr.lrtod
Rozpatrywany  Wydajnos¢  zysk wynika- Optymalny sposéb niezréwnowa-

wariant systemu zrow- jgcy z opty- zenia systemu

nowazonego malnego nie-
zrownowazenia E(b1) E(b2) E(b3)

a) MMD 0.6160 102.80 1.00 0.73 1.27
b) DMM 0.6160 102.80 1.27 0.73 1.00
c) MDM 0.6167 100.35 0.945 111 0.945
d MDD 0.7311 106.79 0.62 1.19 1.19
e) DDM 0.7311 106.79 1.19 1.19 0.62
f) DMD 0.7311 106.79 1.19 0.62 1.19
g) DDD 1 Brak 1 1 1
h) MMM 0.5641 100.5 1.09 0.82 1.09

Wtabeli 1V.4 zacytowano wyniki okres$lajgce optymalne niezréwnowazenie
w takich systemach (ws$réd ktérych wyrézniajg sie systemy sprzezone).

Rao zwrdécig awagf aa celowo$¢ przyporzadkowywania krétszego Sredniego
czasu obstugi stanowiskom obstugi posiadajacy» wieksza warto$s¢ wspoétczyn-
nika zmiennosci rozktadu ("efekt zaiennosci rozktadu"), podkres$lajac, ze
efekt ten oraz oaawiany poprzednio "efekt garbu" moga sie wzajeanie wsasc-
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nia¢ (wariant f) lub moga wzajeanie sobie przeciwdziata¢ (wariant e). Hie-
zrownowazenie systemu spowodowane “efektea zaiennosci rozktadu" powinno
by¢ tym silniejsze, im wieksze sg réznice wspoétczynnikéw zmiennosci roz-
ktadu czaséw obstugi na poszczegélnych etapach.

Wykazano tez, ze w przypadku systeau trzyetapowego,
stanowiska obstugi Bajg wyktadnicze rozkiady czaséw obstugi, natoaiast
Srodkowe stanowisko obstagi aa réwnomierny rozktad czaséw obstugi o war-
tosci Cg - 0.5, aaksyaalng wydajno$¢ osigga sie w wariancie zréwnowazonys.

Podsuaowujac, aozna stwierdzi¢, iz w pojedynczych WSO aaksyaalng wy-
dajnos¢ uzyskuje sie, ogdllnie rzecz biorgc, drogg wprowadzenia niezréwno-
wazenia systemu. Wskazano na dwa efekty sugerujgc kierunek zréznicowania
wydajnosci poszczegélnych stanowisk obstugi, przy czya efekt zwigzany ze
zr6znicowanie» rozktadéw czaséw obstagi jest silniejszy.Zalecane niezrow-
nowazenie systeméw - nawet przy niewielkiej liczbie etapéw - noze by¢ znacz-

w ktérya skrajne

ne i prowadzi¢ do wyraznych zyskéw.

1IV. 3. Wplyw rozktadu czésu obstugi oraz pojeanosei buforéw posrednich
na wydajno$¢ WSO

Nieregularny charakter czaséw obstugi zgtoszenn wynika w spos6b nata-
ralny z nieuniknionych, losowych réznic w zapotrzebowaniu zgtoszen na ob-
stuge oraz niewielkich wahan »ocy stanowisk obstugi. Wynikajgce stad zr6z-
nicowanie czaséw obstagi jest silnie zwigzane ze specyfika modelowanego
procesu (np. w odniesieniu do linii produkcyjnych obserwuje sie z zasady
niewielkie wartosci wspétczynnika zmiennos$ci rozktadu - jako typowag mozna
przyja¢ wyznaczong w [sLAC 72] warto$s¢ Cg = 0.72» w odniesieniu do syste-
miw teletransmisji danych obserwowano wielokrotnie wartoéci C bliskie
jednosci).

Realistyczny opis WSO wyaaga czesto uwzglednienia mozliwosci powstawa-
nia awarii stanowisk obstugi, przy czya zaréwno $redni czas poaiedzy awa-
riami, jak i $redni czas naprawy stanowiska obstugi przekraczajg zwykle
wielokrotnie wartosci $sredniego czasu obstugi zgtoszenia przy poprawnej
pracy stanowiska obstugi. taczne rozpatrzenie nieregularnosei czaséw ob-
stugi oraz awarii stanowisk obstugi jeat trudne, stad w literaturze roz-
patrywane 8a z reguly dwa standardowe modelei
- catkowicie niezawodne stanowiska obstugi, w ktérych mozliwo$¢ awarii u-

wzglednia sie co najwyzej droga podwyzszenia

wartosci wspotczynnika

zmiennosci rozktadu,,
- regularne rozktady obstugi z mozliwoscia wystepowania okresowej nie-

sprawnosci stanowisk obstugi.
Pozostajagc w obrebie pierwszego z tych modeli rozpatrzymy wplyw niere-

gularnosci czaséw obstugi na wydajnosé WSO.
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Skutki pominiecia wyzszych momentéw rozkiadéw czaséw obstugi

Jak na to zwrdécono uwage w rozdziale |, w praktyce czesto charaktery-
zujac rozkiady czaséw obstugi ograniczamy sie do okreslenia ich wartosci
oczekiwanej oraz wspoéiczynnika zmiennosci rozktadu. Przedyskutujemy obec-
nie skutki takiego uproszczenia w odniesieniu do WSO.

Rys. 1V.5. Wydajno$¢ dwuetapowego, zréwnowazonego systemu obstugi o iden-
tycznych rozkladach czaséw obatugi na obu etapach w funkcji wspétczynni-
ka zmiennosci rozktadu, przy W»0. Dane zaczerpnieta z [RAOl 75AJ

Ba rys. IT.5 podano w $lad za (raON 75a] poréwnanie wydajnosci dwueta-
powych systeméw obstugi bez bufora posredniego przy réznych, cechujacych
sie identycznymi warto$sciami dwoch pierwszych momentéw, rozkiadach czaséw
obstugi, stwierdzajac, iz niewielkie ilosciowo réznice narastajg *e wzro-
stem Cg.

W [RAOH 75BJ podkreslono, iz réznice te staja sie jeszcze wyrazniejsze,
jes$li rozpatrywane sa rozktady o identycznych wartosciach E(b) oraz Cgy,
lecz o silnie réznigcych sie przebiegach dystrybuant, jak na przykiad r®z-
ktad Erlaaga i rozktad réwnomierny}dodatkowo ich zwiekszeniu sprzyja aata
pojemnos$¢ bufora posredniego (tabela I1V.5).

W pracy [AIDE 69] rozpatrywano, przy uzyciu modelowania cyfrowego,
zréwnowazone WSO, posiadajgce wyktadnicze badz normalne (obciete) rozkta-
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dy czaséw obstugi. Badania te, majgce na celu wskazanie optymalnego roz-
dziatu pojemnosci buforéw (bardziej szczegétowo omdéwimy je nieco pobdznie.,,
wykazatly catkowitg zgodnos$é¢ jakosciowa oraz duze podobienstwo ilosciowe
wynikéw uzyskiwanych w obu przypadkach.

Tabela 1V .,

Wydajnos¢ dwuetapowego, zréwnowazonego systemu masowej obstugi
z regularnym (C.j=0) lub wyktadniczym (0~1);

rozktadem czaséw obstugi na etapie pierwszym
i dwoma réznymi rozktadami ¢zaséw obstugi
(posiadajgcymi wspétczynnik zmiennosci rozktadu Cg) na etapie drugim.
Dane zaczerpniete z [RAON 75BJ

Rozkiad czaséw obstugi na drugim etapie

Réwnomierny Erlanga

< C”O, N=0 C.-1, N=0 Qu= B> cnr0o, N=0 C,=1, N=0 O0"=1, N-1
0.00 1.0 0.73106 0.82366 1.0 0.73106 0.82366
0.10 0.95850 0.73008 0.82263 0.91670 0.73008 0.82263
0.20 0.92030 0.72712 0.81954 0.92633 0.72721 0.81960
0.30 0.88503 0.72220 0.81443 0.89372 0.72262 0.81471
0.40 0.85237 0.71530 0.80730 0.86530 0.71635 0.80773
0.50 0.82203 0.70640 0.79824 0.83655 0.70942 0.80029

Identyczne wnioski z badan symulacyjnych WSO posiadajacych normalne badz
tez log - normalne rozktady czaséw obstugi wyciagnieto tez w [RAYA 794
w odniesieniu zaréwno do systeméw zréwnowazonych, jak i niezrébwnowazonych
o liczbie etapéow Mm 3,4.

Mozna wiec stwierdzi¢, iz w zakresie b < 1 nie stwierdzono wplywu wyz-
szych momentéw rozktadéw czaséw obstugi na charakter regut optymalizacji
WSO (sposéb réwnowazenia, rozdziat buforéw), wystepuja natomiast pewne
réznice ilosciowe nasilajgce sie w oméwionych wyzej sytuacjach.

Z tego wzgledu dla potrzeb rozwazan analitycznych mozna zwykle uznaé
za uzasadnione ograniczenie sie do dobrania jedynie pierwszych dwéch mo-
mentéw rozktadéw. W przypadku modelowania cyfrowego, gdzie bardziej pre-
cyzyjne odwzorowanie postaci dystrybuanty nie jest klopotliwe, korzysta
sie natomiast czesto z rozkladéw Weibulla, tatwych do uzyskania w genera-
torach liczb losowych i umozliwiajgcych uwzglednienie réwniez wyzszych mo-
mentéw [CARN 76], [SLAC 72].

b) Wplyw wspoétczynnika zmiennos$ci rozktadu czaséw obstugi na wydajnosé WSO

V  Zamieszczone wyzej rys. 1V.3, IV.4, IV.5 oraz tabela IV.3 i IV.4 wska-
zuja jednoznacznie na fakt zmniejszenia sie wydajnosci WSO ze wzrostem
wspobtczynnika zmiennosci rozktadu czaséw obstugi chociazby tylko na nie-
ktérych stanowiskach obstugi.



- 244 -

Ha zjawisko zwréocono uwage rowniez w [BART 62], gdzie badajac na dro-
dze symulacyjnej szesScioetapowe systemy obstugi stwierdzono, iz ulega ono
ostabieniu w miarfc wzrostu pojemnosci buforéw posrednich. Podobne spo-
strzezenie poczyniono réwniez w [CARN 76] w oparciu o badania symulacyjne,
prowadzone przy uzyciu rozkiadéw Weibulla.

Warto zauwazyé, iz bardzo podobne zjawisko wystepuje przy rozpatrywa-

niu drugiego sposréd wymienionych na wstepie tego podrozdziatu modelu WSO
z regularnymi rozktadami czaséw obstugi i podlegajacymi awariom stanowi-
skami obstugi.
Aczkolwiek badania takich systeméw omawiane np. w [isSUZA 67], [OKAM 77],
[OKAM 78] dotyczyty synchronizowanych WSO, to jednak w [BUZA 72] zademon-
strowano bezposrednig stosowalnos¢ uzyskanych wynikéw réwniez w odniesie-
niu do systeméw swobodnych.

W szczegéblnosci rozpatrywano na drodze analitycznej system dwuetapowy
z niezerowa pojemnoscig bufora posredniego i wyktadniczymi rozktadami cza-
séw obstugi, w ktéorym dopuszczalne bytly pojawiajace sie w sposdb stocha-
styczny uszkodzenia o okresSlony* przez pewng zmienng losowg czasie trwa-
nia.

Wskazano, iz zmniejszenie wydajnosci takiego systemu w stosunku do syste-
mu dwuetapowego, w peini niezawodnego i charakteryzujacego sie regularny-
mi rozktadami czaséw obstugi, mozna bardzo doktadnie aprokeymowaé¢ droga
okres$lenia sumy strat wynikajgcych z oddzielnego uwzglednienia w takim
wzorcowym przypadku badZz to nieregularnosci czaséw obstugi, badz to awa-
rii stanowisk obstugi. Sformutowano tez hipoteze, iz podobna superpozycja

jest mozliwa réwniez w odniesieniu do systeméw o wiekszej liczbie etapow
i innych rozktadach czaséw obstugi.

c) Zasady rozmieszczenia stanowisk obstugi o réznych rozktadach czasow

obstugi w zr6znowazonych WSO

Wyniki ekspery*entéw symulacyjnych polegajacych na rézny* uszeregowa-
niu trzech prjedynczych stanowisk obstugi, cechujgcych sie réznymi warto-
Sciami wspoéiczynnikéw zmiennosci rozkitadu czasu obstugi, podano w [SMIT
77]. Autorzy sugerowali, ze umieszczenie jako $rodkowego tego spos$réd roz-
patrywanych stanowisk, ktére posiadato najwyzsza wartosé¢ Cfi, byto zdecy-
dowanie niekorzystne (w sensie wydajnosci usrednionej po réznych warian-
tach rozdziata buforéw).

Przedstawione w tabeli 1 cytowanej pracy wyniki, jako sprzeczne z za-

sadg odwracalnosci, nie pozwalaja jednak na wyciagniecie bardziej szcze-
gbétowych wnioskow.
Wyniki symulacji cztero- oraz dziesiecioatapowych systeméw o réznych war-
tosciach R omawiano w [cARH 76] 1 zaktadajac, iz czes¢ stanowisk obstugi
posiada regularne rozktady czaséw obstugi, w pozostatych natomiast czas
obstugi okreslony jest rozkladem Weibulla, przy czy* w ramach kazdego =z
tych dwu typéw stanowiska obstugi byty identyczne.
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Stwierdzono, iz dla M» 4 i dwu stanowisk obstugi kazdego typu rozmie-
szczenie stanowisk obstugi o regularnym rozkladzie czaséw obstugi w $rod-
ka prowadzito do istotnego wzrostu wydajnos$ci w stosunku do wariantu, w
ktorym bytyby one rozmieszczone na brzegach (tj. jako pierwsze i czwarte).

Zysk wynikajacy z prawidtowego rozmieszczenia wzrasta ze wzrostem war-
tosci Cg, maleje natomiast ze wzrostem pojemnosci buforéw posrednich, o-
siggajac przyktadowo przy Cg = 0,5 oraz N = 1 warto$¢ 4%.

Eksperymenty prowadzone dla M= 10 pozwolity stwierdzi¢,
czenie szes$ciu stanowisk obstugi o regularnych rozkitadach czaséw obstugi
jako s$rodkowych prowadzito do wzrostu wydajnosci rzedu 1.33% w poréwnaniu
z losowym rozmieszczeniem stanowisk oraz 3% w poréwnaniu z wariantem, w
ktérym stanowiska te zgrupowane bytyby po trzy na poczatku i koncu WSO.
Autorzy wyciagneli stad wniosek o istnieniu w zréznowazonych WSO odpo-
wiednika "zjawiska garbu" w odniesieniu do wspdtczynnika

ze rozmiesz-

zmiennos$ci roz-
ktadu czaséw obstugi zgtoszen.

Szczegbétowe badania symulacyjne WSO o normalnych rozktadach czaséw ob-
stugi oraz N « 0 opisano w [RAYA 79b], Przy M= 3 potwierdzono niewtasci-
wos$¢ umiejscowienia jako S$rodkowego, tego spos$réd stanowisk obstugi, kto-
re cechuje najwyzsza wartos¢ Cg, potwierdzono tez podane wyzej sugestie
optymalnej alokacji stanowisk obstugi przy M» 4. Co wiecej, autor wyka-
zat, iz wydajnos¢ WSO o zr6znicowanych wspoétczynnikach zmiennosci rozkta-
du moze przewyzszy¢ wydajnos¢é WSO o identycznych stanowiskach obstugi
(przy zatozenia, iz w obu przypadkach suma wspoétczynnikéw zmiennosci roz-
ktadow wszystkich stanowisk obstugi jest stata).

Wrozpatrywanym «akresie zmian Cg <0.3 stwierdzono, iz wzrost wartosci
Cg prowadzit do podobnej zmiany wydajnosci systemu jak wydiuzenie Sred-
niego czasu obstugi (niezrbwnowazenie) tego samego stanowiska obstugi.
Jesli np. w zbiorze 12 stanowisk obstugi cztery posiadaty Cg « 0.15, na-
tomiast pozostate charakteryzowaty sie wartoscig CB - 0.3, woéwczas umie-
szczenie tych pierwszych w centrum WSO zwiekszato wydajnos¢ systemu o o-
koto 2.5% w stosunku do wariantu, w ktérym stanowiska te znalazlyby sie
(w jednej grupie) na poczatku wzglednie na koncu systemu.

d) Wphlyw po.1e*BQSci buforéw posrednich na wyda.lno$é WSO

Powyzej kilkakrotnie wspominano, iz zaleznie od pojemnosci buforéw po-
Srednich o**wiane efekty ulega¢ moga wzmocnieniu bgdZz ostabieniu. Obecnie
zilaetruje»y bezposredni wplyw tego parametru na wydajnosé¢ WSO.

Zadanie* buforéw posrednich jest tagodzenie skutkéw nieréwnomiernosci
pracy kolejnych stanowisk obstugi, stad tez ich pojemno$¢ nie aogta mieé
wplywu na wydajnos¢ WSO, w ktérych wszystkie stanowiska obstugi charakte-
ryzowaty regularne rozktady czaséw obstugi. Z drugiej strony, z optymal-
nosci systeméw zréwnowazonych w przypadku, gdy wszystkie bufory majg nie-
ograniczong poje*nos$¢, wynika [BUZA 67] , [mJTH 73], ze wprowadzenie bufo-
row posrednich nie moze zniwelowaé¢ skutkéw zréznicowania $rednich czaséw
obstugi na poszczegdlnych etapach.
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Tabela 1V.6
Wartos¢ funkcji Vp(N) oraz Sp(N) w dwuetapowym systemie obstugi

N 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
W(N) 0.66 0.75 0.8 0.633 0.8,7 0.876 0.889 0.9 0.901 0.917 0.924
JS/N) 125  6.66 4.17 2.86 208 159 125 101 0.834 0.7 0595

Co wiecej, jesli pewien bufor posredni jest stale pusty (lub stale za-

petniony), woéwczas nie speinia on swego zadania. Bez troski o precyzje
mozna wiec powiedzie¢ [BUZA 714, iz miarg efektywnos$ci bufora jest wa-
riancja zmian diugosci kolejki zgtoszen tworzonej w tym buforze.
Miarg tacznej efektywnosci wszystkich buforéw WSO moze by¢
stosunek Vp/Vp (przypomnijmy, iz we wszystkich rozpatrywanych
zrownowazonych z zatozenia zachodzi V* = 1). Na rys. 1V.3 wida¢ wyraznie
wplyw pojemnosci N bufora posredniego na wydajno$¢ prostego systemu dwu-
etapowego. Wplyw ten mozna wyrazi¢ w postaci analitycznej.
Jak to udowodniono w [HUNT 56], wydajnos$¢ zréwnowazonego, dwuetapowego sy-
stemu masowej obstugi, w ktorym E(b”) = ECbg) = 1, wyraza sie wzorem:

natomiast
systemach

“TH' (IT.3.1)

Tak wiec zwiekszenie o jedno$¢ pojemnosci bufora

prowadzi do wzglednego
wzrostu wydajnosci BEp(N)

() TUM) P N

(1V.3.2)
+6H+ 3

Wartosci VW(N) oraz Ep(N) zestawiono w tabeli 1V.6, ilustrujac fakt, iz
jakkolwiek zwiekszenie pojemnosci bufora prowadzi zawsze
dajnosci rozpatrywanego systemu, to jednak przyrosty te, bardzo wyrazne
przy matych U, stajg sie ze wzrostem N znikome i stosowanie buforéw o po-
jemnosci wiekszej anizeli N = 5 staje sie malo optacalne [HUNT 56].
Podobne wnioski mozna wyciggna¢ na podstawie rys. 1V.4 w stosunku do
dwuetapowych systeméw obstugi z innymi rozktadami czaséw obstugi, nato-

miast na podstawie tabeli 1V.1 oraz 1V.3 w stosunku do systeméw wieloeta-
powych.

do wzrostu wy-

Sugestia ta zostata poparta w [BART 62] wynikami modelowania cyfrowego
WSO z normalnymi rozktadami czaséw obstugi (przy M= 4,6,10
wartosciach Cfi),

oraz roznych
a takze wynikami badan opisanych w [SLAC 75].
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Oczywiscie, jak to wynika np. z tabeli IV.5, minimalna pojemnos$¢ bufo-
ra niezbedna dla osiggniecia pewnej zadanej wydajnosci systemu wzrasta ze
wzrostem wspoétczynnikéw zmiennosci rozkladéw czaséw obstugi.

Sformutowane wyzej sugestie ulegaja gwattownej zmianie w przypadku u-
wzglednienia mozliwosci awarii stanowiska obstugi, kiedy to zaleca sie,
[BUZA 67], stosowanie bufsréw o pojemnosci 2-3-krotnie wiekszej anizeli
Srednia liczba zgtoszen obstugiwanych w ciggu $redniego czasu naprawy sta-
nowiska obstugi (co prowadzi do pojemnosci buforéw rzedu 30r50).

Zadanie wyboru tgcznej pojemnosci 1 buforéw posrednich w WSO, a spe-
cjalnie problem ich rozdiiatu pomiedzy poszczegélne etapy byt przedmiotem
wielu prac, np. [PREE 64], [HATC 69], [kHOT 78], [KOHI 56j, [KRAB 701,
[MASS 74].

Wiekszo$¢ tych prac dotyczy jednak synchronizowanych WSO i te wyniki nie

mogg by¢ wprost przenoszone na systemy swobodne, co wykazemy na przykta-
dzie: >

Wodniesieniu do systeméw synchronizowanych wskazuje sie, [FREE 64],
[MASS 74],-iz stanowiska obstugi o niskiej niezawodnos$ci (a wiec innymi

stowy, stanowiska obstagi o duzym wspéiczynniku zmiennosci rozktadu cza-
sow obstugi) umieszczone na koricu WSO wymagajg dla zapewnienia odpowied-
niej wydajnosci systemu przydzielenia buforé6w o wiekszej pojemnosci ani-
zeli identyczne stanowiska obstugi ulokowane na poczatku WSO, co w odnie-

sieniu do systeméw swobodnych statoby w jawnej sprzecznos$ci z zasada od-

wracalnosci.
Szczegbtowe, prowadzone przy uzyciu modelowania cyfrowego, badania pro-
blematyki rozdziatu pojemnosci buforéw w WSO opisano w [RAYA 79B]. Rozpa-
trzono zréwnowazone WSO o Ma 3,4 przy zatozeniu, ze wszystkie stanowiska
posiadaja jednakowe wspétczynniki zmiennosci rozktadu. Przyjmujac pewna,

ustalong wartos¢ Jf = N. rozwazono dobér pojemnosci poszczeg6élnych bu-
f8row optymalizujacy \IN):/Ldajnoéé systemu.

Stwierdzono, iz przy JT~A(M-1)*4 najwiekszg wydajnos¢ uzyskuje sie przy
réownych buforach, czego mozna byto sie spodziewaé w oparciu
omawiane prawidtowosci, jako ze jednostkowe zmniejszenie pojemnosci kté-
regokolwiek bufora w stosunku do takiego, réwnomiernego podziatu
dzitoby do istotnego obnizenia wydajnosci odpowiedniego etapu.

W przypadku stosowania Jf >(M-1)*4 réwnomierny rozdziat pojemnosci bu-
foré6w byt rozwigzaniem bliskim optymalnego, w pewnych przypadkach
znacznie lepsze rezultaty unyskiwano przyporzadkowujac nieco
jemnos¢ buforom Srodkowych etapoéw,

0 poprzednio

prowa-

nie-
wiekszg po-
co sugeruje pewne, aczkolwiek znacznie
stabsze pod wzgledem iloSciowym, podobienstwo do zjawiska garbu.

A ckolwiek nie nalezy spodziewa¢ sie praktycznego wykorzystania tego

zjawiska, jako zbyt stabego, w stosunku do WSO o identycznych stanowiskach
obstugi, to moze ono zosta¢ wykorzystane szerzej w przypadku, gdy posz-
czeg6lne etapy cechujg sie réznymi wspoétczynnikami zmiennosci rozkiadéw
czaséw obstugi. szczegblnosci w [SMIT 77] stwierdzono, iz stosunkowo

wieksza powinna by¢ pojemnos$¢ buforéw otaczajacych stanowisko obstugi o
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wiekszym wspétczynniku zmiennosci rozktadu. Odchytki od réwnomiernego roz-
dziatu mialty przy tym wieksze znaczenie przy malych wartosciach Jf.

IV.4. Wplyw wprowadzenia stanowisk wielokanatowych na wydajno$é¢ WSO

W dotychczasowych rozwazaniach ograniczyliSmy sie

dynczych WSO. Obecnie rozpatrzymy niektére wiasnosci
towych.

wytgcznie do poje-
systeméw wielokana-

W oparciu o modelowanie cyfrowe w pracy [WILD 72] przedstawiono porow-
nanie wydajnosci uktadu ztozonego z dwdch pojedynczych systeméw dwuetapo-

wych z wydajnoscig aystenu dwuetapowego,
stanowisk obstugi.

ztozonego z dwéch dwukanatowych
W obu rozpatrywanych przypadkach przyjeto jednakowa pojemnos$¢ bufora po-
Sredniego przypadajaca na pojedynczy kanat obstugi drugiego etapu.
Stwierdzono, ze system wielokanatowy posiadatl zawsze wiekszg wydajnosé,
przy czym réznica wydajnosci obu poréwnywanych wariantéw  wzrastata ze
wzrostem liczby etapéw oraz wzrostem wspoétczynnikéw zmiennosci rozkiadéw,
a takze zmniejszaniem pojemnosci bufora posredniego.

Rys. 1V.6. Wplyw pojemnosci bufora posredniego N oraz
stugi n, * n, « K na wydajno$¢ dwuetapowego systemu
1 [WOLI 80A]T

liczby kanatéw ob-
masowej obstugi (wg
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Szczegbétowe badania wplywu poszczegdélnych parametréw na wydajnos$é dwu-
etapowych, jednorodnych systeméw wielokanatowych, przy zatozeniu wyktad-
niczych rozktadéw czaséw obstugi, przedstawiono w [WOLI 804 , korzystajac
z rozwigzan analitycznych omoéwionych w dodatku c do niniejszego rozdziatu.
Ponizej przytoczymy wyniki tych badan,

a) System zréwnowazony

Wplyw pojemnosci bufora posredniego N oraz

kazdym z etapéw nl = n2 =
1V.6.
Uzyskane wyniki wskazujg, iz - podobnie jak w przypadku systeméw pojedyn-
czych - pojemno$¢ bufora posredniego ma istotny wplyw na wydajnos¢ syste-
mu przy matych K i wplyw ten maleje, gdy H wzrasta (oczywiscie
rozpatrywanego systemu dazy do wartosci V = 1 gdy N—

liczby kanatéw
K na wydajnos$¢ systemu

obstugi na
przedstawiono na rys.

wydajnosé

Rys. IV.7. Porownanie wydajnosci systemow dwuetapowych o jednakowej, row-
nej L pojemnosci, przy réznych wartosciach N oraz nl=n_=K, dla L = 2k+Hs
(wg [WOLI 80A]) 1 &
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Réwnocze$nie warto zauwazyé, ze wydajnos¢ systemu ros$nie ze wzrostem
liczby kanatéw obstugi K, co wynika z faktu, iz w stanie zablokowania spet-
niaja one réwniez funkcje dodatkowych buforéw. Tak wiec w przypadku, gdy

ograniczona jest pojemnos¢
bufora posredniego, woéwcézaa

v4 zwiekszenie wydajnosci roz-
0.90 patrywanego systemu mozna o-
N=4 siggna¢ droga uzycia na kaz-

089 dym z etapéw duzej liczby ma-
088 to wydajnych kanatéw obstugi

zamiast matej liczby kanatéw
0.87 wysoko wydajnych. Zysk wyni-
kajacy z takiej decyzji jest

0.86 g ) A )
tym wiekszy, im mniejsza jest

0.85 N=1 pojemnos$¢ bufora posredniego
N.

0.84 W tej sytuacji uzasadnio-

0.63 ne jest pytanie, czy wydaj-

no$¢ systemu zalezy jedno-
0.82 N=0 znacznie od jego tacznej po-
jemnosci L, okreslonej wzo-

0.81
rem (IV.1). Negatywna odpo-
0.80 wiedZ na to pytanie uzasad-
niajg wyniki obliczen zilu-
079 strowane na rys. 1V.7, gdzie
0.78 h zestawiono wydajnosci kilku
systeméw o identycznej tgcz-
nej pojemnosci 1» 2K + N,

lecz réznigcych sie warto-
Sciami N oraz lil = n2 « K.

Jak wynika z przedstawio-
nych wykreséw,najwiekszg wy-
dajnos$¢ osiagga sie wolwczas,
gdy na zatozong pojemnosé
systemu skitada sie mozliwie
duzy bufor oraz mozliwie mata liczba wysoko wydajnych kanatéw obstugi (w
szczeg6lnosci najlepszy jest wiec system pojedynczy).

Poréwnujac na przyktad przypadek K - 4, N» 2 (dla ktérego przy L - 10
uzyskuje sie V » 0.8655) oraz przypadek K« 2, | = 4 (dla ktérego przy
L m 8 uzyskuje sie V » 0.875) widzimy, iz wieksza taczna pojemnos$¢ syste-
mu nie zapewnia, uzyskania wiekszej wydajnosci, jesli nie jest respektowa-
ne wyzej sformutowane zalecenie.

Sa rys. 1V.8 przedstawiono poréwnanie wydajnos$ci dwuetapowych systeméw
jednorodnych, posiadajagcych jednakowag pojemno$¢é systemu oraz jednakowg
pejesne$é bufora posredniego, a réznigcych sie jedynie liczbg kanatéw ob-

12 3 4 5 6 7 8 ).

Rys. 1V.8. Porownanie wydajnosci systeméw

dwuetapowych o r6znej liczbie kanaléw ob-

stugi na poszczegélnych etapach. Przyjeto,
ze ” n2 = const. (wg [WOLI 80AJ;

stugi na poszczegblnych etapach (n® # n2, ™ + n2 = const.).
stosowanie zrdznicowanej liczby kanatéw obstugi na obu etapach prowadzi
do istotnego zmniejszenia wydajnosci systemu. Zaréwno wyniki wykorzystane
na tym rysunku, jak i liczne inne eksperymenty potwierdzity zachodzenie

dla rozpatrywanych systeméw zasady odwracalnosci.
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Jak widag,

X'1,Aa N,
-tzNi-m i}— £==>
Xj Sha Nn
;?I;vpa Nn X 2 /da
£ 1<Pa W 2 sl1a

Rys. 1V.9. Dwa poréwnywane warianty

a) K systeméw pojedynczych, z ktérych kazdy posiada bufor posredni o po-
jemnoés'téi N,, b) system wielokanatowy, posiadajacy bufor posredni o pojem-
nosci » KH

Na zakonczenie dyskusji systeméw zréwnowazonych poréwnamy  wydajnosc¢
dwdch, przedstawionych na rys. 1V.9 wariantéw a mianowicie ukiada K dwu-
etapowych systeméw pojedynczych oraz wielokanatowego systemu dwuetapowego.
Zatozono, iz w obu przypadkach identyczna jest taczna liczba 2K stanowisk
obstugi oraz tgczna pojemnos$é¢ buforéw posrednich Nfc = K Na.

Przedstawione w tabeli IV.7 wyniki analizy poréwnywanych wariantéw wska-
zuja na zdecydowang wyzszo$¢ systemu wielokanatowego, tym wyrazniejszg, im
wieksza jest liczba kanatéw obstugi oraz im mniejsza jest pojemnos$¢ bufo-
row posrednich, co jest catkowicie zgodne z wnioskami podanymi wfwiLD 72].
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b) System niezréwnowazony

WprowadzZmy dla uproszczenia oznaczenia: = nr(u°, » = n,.,u°,
czym, zgodnie z wprowadzonymi wczes$niej zatozeniami,
przypadki spetniajgce ograniczenie:

pry

rozpatrywaé bedziemy

gi najcazaym z e
(wg TwOLI 80A])

Rys.
nego,

- 253

1V .11, Wydajno$¢ dwuetapowego wielokanatowego systemu niezréwnowazo-
przy zatozeniu réznej liczby kanatéow obstugi na poszczegélnych eta-
pach (wg [WOLI 80A])
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Tabela 1V.7

Poréwnanie wydajnosci wielokanatowego systemu dwuetapowego
oraz zbioru systeméw pojedynczych.
Dane zaczerpnieto z [WOLI 80AJ

Ha =0 =
Na =1 Na = 2
Zbiér K systeméw pojedynczych 0.6667 0.7500 0.8000
Wieloetapowe, wielo- _
kanatowe K=2 0.7500 0.833} 0.6750
Systemy masowej K=3
obstugi 0.7900 0.8714 0.9072
K= 4 0.8161 0.8940 0.9256

Jak to zilustrowano na rys. IV.10 (dla N = 0) w przypadku, gdy liczba
kanatéw obstugi na obu etapach jest réwna ™ = n2 = K, wéwczas maksymalng
wydajnos$¢ osigga sie w systemie zréwnowazonym, tj. przy Straty
wynikajgce z niezrébwnowazenia systemu rosng przy tym silnie ze wzrostem
K. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze reguta ta obowigzuje réwniez dla N>O0.

Jezeli natomiast zachodzi nl fl iij, woéwczas dla optymalizacji wydajnosci
systemu wskazane jest, aby tgczna wydajno$¢ stanowisk obstugi w tym eta-
pie, gdzie sg one liczniejsze, byta nieco wyzsza. Jes$li wiec n*n«* wow
czas maksymalng wydajno$¢ osiaga sie przyfij>1, natomiast dla n”~Ug -
przy ftj<1.

Przyktady ilustrujgce te prawidtowosé¢ zawiera rys. IV.11.
Zaréwno optymalny stopien niezrobwnowazenia, jak i zysk
malejg ze wzrostem pojemnosci bufora H, wzglednie
wzrastajg natomiast ze wzrostem réznicy | n”-ngl«

stad wynikajacy
pojemnosci systemu L,

Mozna tatwo sprawdzié, iz jakkolwiek przy nl f n2 optymalng wydajnos¢
uzyskuje sige w systemie niezrbwnowazonym, to jednak jest ona nizsza ani-
zeli wydajnos$¢ uzyskiwana w systemie zréwnowazonym, o liczbie kanatéw ob-
stugi nl + n2 réwno rozdzielonej pomiedzy oba etapy. RO6znica ta jest tym
wyrazniejsza, im mniejsza jest warto$¢ n® + n2 oraz H.

Liczne przeprowadzone eksperymenty wykazaty przy tym, ze zamiana ko-
lejnosci etapéw nie wpltywa na wydajnosé¢ systemu réwniez w przypadku sy-
steméw niezréwnowazonych.

Podsumowujac, mozna powiedzieé¢, iz w celu maksymalizacji wydajnosci
rozpatrywanych systeméw wielokanatowych nalezy przede wszystkim dazy¢é do
stosowania systemu o mozliwie matej (i réwnej na kazdym etapie) liczbie
kanatéw, zréwnowazonego, zaopatrzonego w mozliwie duze bufory posrednie.
Jedynie w przypadku, gdy niemozliwe jest zachowanie,réwnosci liczby kana-
tow obstugi na poszczegélnych etapach, wynikajacy stad spadek wydajnosci
systemu mozna zmniejszy¢ stosujac jego niezréwnowazenie.
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IV.5. Wskazania dla maksymalizacji wyda.inosci W80

W oparciu o oméwione wyzej czastkowe wyniki
mutowanie pewnych, ogélniejszych wytycznych dla
WSO,

Wprowadzimy, bez troski o precyzje, pojecie efektywnos$ci pojedynczego
etapu obstugi, charakteryzujgce wplyw parametréow stanowiska obstugi oraz
bufora zainstalowanego na danym etapie na wydajnos¢ WSO.

Przyjmiemy, ze efektywno$¢ identycznych stanowisk obstugi, poprzedzonych
buforami o réwnej pojemnosci, jest réwna. Bedziemy natomiast mowili, ze
efektywnos¢ ta wzrasta w wyniku dokonania pewnych modyfikacji parametrow
stanowiska obstugi lub bufora zainstalowanego na danym etapie, jes$li mo-
dyfikacje te (dokonywane przy niezmiennych parametrach pozostatych eta-

mozna pokusi¢ sie o sfor-
optymalizacji wydajnosci

péw) prowadza do wzrostu wydajnosci WSO.
W oparciu o omawiane w tym rozdziale wyniki badarn WSO mozna stwierdzié¢”

iz efektywnoég pojedynczego etapu obstugi wzrasta, gdy zwiekszeniu ulegax)s
- moc stanowiska obstugi (tzn. maleje $redni czas obstugi),

- regularnos¢ obstugi (tzn. maleje wspotczynnik zmiennosci rozktadu),

- niezawodno$¢ dziatania stanowiska obstugi,

- pojemno$¢ bufora poprzedzajgcego stanowisko obstugi,

- liczba kanatéw obstugi (przy zachowaniu tacznej mocy stanowiska ob-

stugi).

Og%lzlie rzecz biorgac, maksymalna wydajnos¢ WSO osigga sie przy zr6zni-
cowaniu efektywnosci poszczeg6lnych etapéw tak, aby najbardziej efektywne
z nich znalazty sie posrodku systemu, natomiast najmniej efektywne na je-
go krancach. Takie zréznicowanie efektywnos$ci mozna w zasadzie osiagnac¢
drogg zmian ktéregokolwiek z wyzej wymienionych parametréow, poniewaz ich
wplyw jest jakosciowo réwnowazny, nalezy jednak podkresli¢, iz czutosé
wydajnosci systemu na zmiany poszczegdélnych parametréw jest silnie zréz-
nicowana, co zostato zilustrowane wykresami i tabelami zamieszczonymi w

poprzednich punktach.

Wszystkie przedstawione reguty optymalizacji wydajnosci WSO cechowaly
sie tym, iz mozliwy do uzyskania w wyniku ich zastosowania zysk byt znacz-
nie mniejszy anizeli straty ponoszone na skutek blednego doboru parame-
trow poszczeg6lnych etapéw (aczkolwiek w wielu przypadkach zysk ten byt
réwniez niebagatelny).

Biorac pod uwa™e fakt, iz zwykle niemozliwy jeet bardzo precyzyjny dobér
parametrow WSO (np. idealne zréznicowanie czy tez Sciste optymalne nie-
zréwnowazenie), podstawowym, praktycznie waznym rezultatem dyskutowanych
badann sa wskazania o charakterze jakosciowym, pozwalajgce okresli¢ takie

Przedstawione wskazania nie dotycza WSO z regularnymi rozkladami czaséw
obstugi na wszystkich etapach, gdzie obowigzujg zasady omdéwione w punk-

cie IV.1
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parametry WSO, aby wspomniane, nieuniknione niedoktadnosci nie prowadzilty
do istotnych strat.

Jest to mozliwe nawet przy stosunkowo zgrubnej . znajomos$ci charaktery-
styki obiektu, np. wskazano, ii dla okreslenia sposobu nieréwnowazenia sy-
stemu nie jest konieczna znajomos¢ rozkiadéw czaséw obstugi, a wystarcza-
jace jest okreslenie dwéch momentéw tych rozkiadéw (o ile Ce <1).

Wniniejszej pracy odwolywano sie gtéwnie do wynikéw $cistych araf nie-
licznych, przeprowadzonych bardzo starannie eksperymentéw symulacyjnych.
Ze wzgledu na niewielkie, na ogdt, réznice wydajnosci wystepujace w réz-
nych, rozpatrywanych wariantach, szersze wykorzystanie modelowania cyfro-
wego do wypracowywania regut optymalizacji jest bardzo pracochtonne i wy-
maga szczegdlnie precyzyjnego okres$lania wiarygodnosci uzyskanych wynikéw;
w oparciu o modelowanie cyfrowe wysuwano juz niejednokrotnie btedne wska-
zania.

Przedstawione rezultaty sa do$¢ kompletne, dalszych badan wymagaja jed-
nak reguty doboru parametréow w systemach, w ktérych wystepuja stanowiska
obstugi cechujgce sie wiekszym od jednosci wspoétczynnikiem zmiennosci roz-
ktadu czasu trwania obstugi oraz w systemach wielokanatowych, szczegélnie
w przypadku, gdy rozktady czaséw obstugi sa réozne od wyktadniczego (jesli
chodzi o pojedyncze systemy nasycone, w ktérych czasy obstugi zgtoszen na
obu etapach maja rozktad Coxa, to podstawg do wypracowania regut optyma-
lizacji moga byé metody numeryczne wykorzystujgce wyniki prac [TRUS 75],
[GROM 79]).

Warto zauwazy¢, w oparciu o analize przeprowadzong w dodatku A do ni-
niejszego rozdziatu, ze reguty réwnowazenia systeméw dwuetapowych bez bu-
fora posredniego, oméwione w punkcie 1V.2, pozostajg wazne réwniez wprzy-
padku, gdy czas obstugi zgtoszenia na pierwszym etapie zalezy od czasu
oczekiwania zgtoszenia w kolejce.

Zalezno$¢ wydajnosci systemu od pojemnosci bufora posredniego, dysku-
towang w punkcie 1V .3, a w szczeg6lnosci specyficzny, silnie nieliniowy
charakter przyrostu wydajnosci w funkcji jednostkowego powiekszenia po-
jemnosci bufora, zilustrowanag w tabeli IV.b, mozna tez
przypadku bardziej ztozonych systeméw [PUJO 814 .

W niniejszym rozdziale skupiono uwage na jednym Kkryterium optymalizacji
WSO, ktérym byta maksymalizacja wydajnosci systemu. Obok tego podstawowe-
go zadania rozpatruje sie tez inne kryteria optymalizacji, przy czym naj-
czesciej rozwaza sie (zaréwno w odniesieniu do systeméw wiasciwych, jak i
nasyconych) problem minimalizacji wartos$ci oczekiwanych liczby zgtoszen

przebywajacych w systemie oraz tgcznego czasu pobytu zgtoszenia w syste-
mie.

zaobserwowaé w

Mozna tatwo sprawdzié¢, jak to pokazano np. w [RAYA 79B], [SMIT 77], ze
zmiana kryt ium optymalizacji prowadzi do zasadniczo réznych rozwigzan,

rézna jest tez wrazliwo$¢ wspomnianych wskaznikéw na modyfikacje wartosci
poszczegbélnych parametréw systemu.
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Dla przykiadu, w pewnym pojedynczym, nasyconym, systemie trzyetapow.ym, o
tacznej pojemnosci buforéw posrednich Jf » 8, rozpatrywanym w [RAYA 79B],
zmiana pojemnos$ci poszczegélnych buforéw z Ng “ 3, N » 5 na N2=5, N “ 3
powoduje wzrost wartosci oczekiwanej liczby zgtor-zen przebywajgcych w sy-
stemie z 6.3 do 7.6, podczas gdy wydajno$¢ obu tych systeméw jest, w mysl
zasady odwracalnosci, identyczna. Wpracy tej (a takze w kilku innych)
sformutowano sugestie, iz jesli w WSO, ktérego parametry dobrano pod ka-
tem optymalizacji wydajnosci, rozdziatl pojemnosci zostanie zmodyfikowany
tak, by pojemnos$¢ kolejnych buforé6w monotonicznie wzrastata, woéwczas wy-
raznemu zmniejszeniu ulegnie warto$¢ oczekiwana liczby zgtoszen przebywa-
jacych w systemie przy réwnoczesnym, stosunkowo niewielkim, spadku wydaj-
nosci.

Problemy optymalizacji dwuetapowych systeméw obstugi, z punktu widze-
nia minimalizacji czasu pobytu zgtoszen w systemie, rozpatrywano na dro-
dze analitycznej w [TEMB 74] oraz JoOXM 78b] w odniesieniu do systeméw z
nieograniczonym buforem posrednim, natomiast w [KAWA 75] w odniesieniu do
systeméw z buforem o ograniczonej pojemnosci. Dalsze prace z tego zakresu,
wykorzystujace modelowanie cyfrowe, dotyczyty WSO z nieograniczonymi bu-
forami posrednimi, przy M&2 [PAYN 72], [KALA 73], [MCGE 76], [SHIM 78].

W literaturze mozna tez znalez¢ préby optymalizacji parametréw WSO, a
szczegd6lnie pojemnosci buforéw posrednich [aNDE 69], [BASU 77], [KNOT 78] ,
z punktu widzenia bardziej ztozonych kryteriéw, obejmujgcych takie ele-
menty, jaki
- koszt utrzymania bezczynnego stanowiska obstugi,

- koszt pojedynczego miejsca w buforze,

- koszt przetrzymywania zgtoszenn w buforze,

- zysk zwigzany z obstuzeniem pojedynczego zgtoszenia.

Bardziej szczeg6towe omoéwienie tych zagadnien wykracza poza ramy niniej-
szej pracy.

We wszystkich przedstawionych w tym rozdziale rozwazaniach ogranicza-
lisSmy sie do przypadku, gdy reakcjg na przepeinienie bufora jest blokowa-
nie.

Zmiana sposobu tej reakcji wplywa, ogdlnie rzecz biorac, zarbwno na
wartos¢ wydajnosci rozpatrywanego systemu, jak tez jej wrazliwo$s¢ na mo-
dyfikacje poszczegélnych parametréow.

Naturalne jest pytanie, jak istotny jest to wplyw, na ktére odpowiedzie¢
mozna jedynie bardzo wyrywkowo. Na przykiad w odniesieniu do pojedynczych
WSO z wyktadniczymi rozktadami czaséw obstugi wykazano w [CASE 79], ze
blokowanie jest réwnowazne blokowaniu prewencyjnemu, przy zwiekszonej o
jedno miejsce pojemnosci bufora i obie te reguly reakcji na przepetnienie
sa, w szczegbélnym przypadku systeméw dwuetapowych> rownowazne lokalnemu
powtarzaniu obstugi. Co wiecej, charakterystyki systemu z blokowaniem sag
zblizone do charakterystyk systemu z lokalnym powtarzaniem obstugi nawet

przy M>2.
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Uwagi te nie upowazniaja, rzecz jasna, do bezposredniego przenoszenia

uzyskanych wynikéw na inne reguty reakcji na przepeinienie, pozwalajac
sie jedynie spodziewa¢ dos$¢ daleko idgcych podobienstw w zakresie wymie-
nionych trzech przypadkéw, podczas gdy wyniki uzyskiwane przy stratach
zgtoszen badz tez rezygnacji z obstugi sg silnie zréznicowane (inne sa
np. reguty réwnowazenia systemu).
Wielokrotnie juz wczes$niej wspomniano o trudnosciach w okres$leniu na dro-
dze analitycznej wydajnosci WSO z blokowaniem. Podobne problemy wystepu-
ja réwniez w odniesieniu do innych regut reakcji ns przepetnienie oraz
innych parametréw systeméw (np. czasu pobytu zgtoszenia we whasciwych WSO),
co stanowito zachete do rozwijania metod przyblizonych. Sie ostawiajac
blizej uzyskanych wynikéw, wymieniaty tylko ciekawsze prace z tego zakresu
[HARR 73], [PUJO 76], [SHIM 79] oraz niektére prace ukierunkowane na mode-
lowanie przesytu informacji w sieciach komputerowych [CHAN 75al, [iRLA 77],
[PUJO 76], [PUJO 79B], [PUJO 80C], rozpatrywanych jako WSO.

W przedstawionych rozwazaniach pomineliSmy catkoWicie problematyke
synchronisowanych WSO. Wyczerpujacy (aczkolwiek nie obejmujacy najnow-
szych wynikéw) przeglad zagadnien optymalizacji wydajnosci w takich sy-
stemach zawieraja prace [BUXE 73] oraz |?EEV 73].

Zagadnienie optymalizacji parametrow WSO, mimo stosunkowo duzego zain-
teresowania nie jest wiec jeszcze jak widaé¢ problemem zamknietym. Bar-
dziej ztozone struktury sieci stanowisk obstugi doczekaty sie jak dotych-
czas jedynie nielicznych wynikéw w zakresie ich optymalizacji i mozna sie

spodziewaé, ze problematyka ta bedzie w przysztosci przedmiotem intensyw-;

nych badan.

IV.6. Dodatek - analiza wybranych systeméw dwuetapowych

rozwigzania pozwalajgce
charakterystyk) trzech

W niniejszym dodatku przedstawimy analityczne
na wyznaczenie wydajnosci (oraz niektérych innych
réznych dwuetapowych systeméw masowej obstugi.

a) Dwuetapowy, pojedynczy system masowej obstugi bez bufora posredniego
Rozpatrzmy witasciwy, pojedynczy system masowej obstugi o nastepujacych

witasnosciach:

- zgtoszenia naplywaja strumieniem Poissona o intensywnos$ci 8,

- czas obstugi zgtoszen na jednokanatowym stanowisku obstugi

etapu X 1 jest zalezny od czasu oczekiwania na rozpoczecie
sposéb okreslony” d.ystrybuantg Y(x/u>),

YQX)

pierwszego
obstugi w

v)-= 0
Y(x/v>) (IV.6.1)

\
YH{x) Wi _I<a)-«ewi  i=1,2,...,J

gdzies

0O =woMwl<..._.<wJ_ 1<wJ
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- zgtoszenia obstugiwano sa wg regulaminu naturalnego,

- bufor posredni ma pojemnos$¢ réwnag zeru,

- czas obstugi zgtoszen na jednokanatowym stanowisku obstugi
etapu okresla dystrybuanta H(x),

- zgtoszenia obstuzone na stanowisku obstugi pierwszego
do momentu zwolnienia stanowiska obstugi drugiego etapu.

Tak wiec rozpatrujemy system masowej obstugi ztozony 2z podstawowego sy-

stemu WAD (analizowanego w rozdziale 11) oraz jednokanatowego, konwencjo-

nalnego stanowiska obstugi.

Zwréémy  uwage na pewna, charakterystyczna prawidtowos$é, wystepujaca w
dziataniu takiego systemu. Otéz, jesli czas oczekiwania ii>1 zgtoszenia $
na rozpoczecie obstugi byt wiekszy od zera (zatézmy, ze w 2~ c i D, i>0),
woéwczas rozpoczecie obstugi zgtoszenia na stanowisku obstugi zbiega
sie z rozpoczeciem obstugi zgtoszenia J ' 1 na stanowisku obstugi * j.

Tak wiec zmienng losowa @+, opisujaca czas, przez ktéry zgtoszenie £
zajmuje stanowisko obstugi X1 (xj. taczny czas obstugi i blokady), pod
warunkiem, ze -w< w i+1, i>0, mozna wyznaczy¢ jako$

OC2 drugiego

etapu blokuja je

gt = Max |yi, hj. (1V.6.2)
Korzystajac ze znanych relacji okreslajacych funkcje gestosci rozkiadu
maksimum dwéch zmiennych losowych uzyskujemy i
PN(x) = y~(x) H(x) + Y~ (x)h(x),

i=1,2,...,J. (1V .6.3)

Bardziej ztozony jest spos6b wyznaczania dystrybuanty zmiennej losowej {Q
opisujacej czas, przez ktory zgtoszenie ~ 1 zajmuje stanowisko obstugi X1
w przypadku, gdy 10 = wQ » O. n

w tym przypadku bowiem réwnoczesnie z rozpoczeciem obstugi zgtoszenia N
rozpoczyna sie bezczynnos$¢ stanowiska , trwajaca przez
a wieci

na stanowisku
czas okreslony zmienng losowa

Po ” To + WL* ~yo' °|-

Ze wzgledu na przyjeta postaé strumienia zgtoszen

(1v.6.9)

zmienna losowa & po-

siada dystrybuante T (x) postacis

r (x) - 1- e"At. (1v.6.5)

Funkcje gestos$ci rozitiadu zmiennej losowej mozna wiec zapisac¢ w postaci*

g-A(h-x) J?yo(x) + yQ@x)] jesli O«x<h

yQ()

@(X) — (1V.6.6)

jesli  h<x



a uwzgledniajac rozkitad zmiennej losowej h uzyskujemy ostatecznie:

Vo(x) “ yO(x)Hfx) + eaX *"YO(X) + yQ()] 7/>"Mh(t)dt

X

(1T.6.7)

>
Tryb pracy stanowiska obstugi X1 w rozpatrywany» systemie dwuetapowy» jest

wiec identyczny jak tryb pracy systeau podstawowego WAD ze zgtoszenia*!

naptywajacy»! strumienie» Poissona. i zalezno$cia czasu obstugi od czasu
oczekiwania, okreslona wzorem |1.6, przy czy»:
X
Bt(x) =ii(x) =J>Vi(t)dt i-0,1,..., J, (1vV.6.8)
0
gdzie: e»™(t) okreslone sa odpowiednio zaleznosciami (IV .6.7) oraz (IV.6.3L

Wykorzystujac zaleznos$ci podane w rozdziale Il mozna wyznaczy¢ wsxyat-
kie interesujgce charakterystyki systemu.
Wszczeg6lnosci mozna wprost poda¢ warunek stabilnosci,

stac :

przybierajacy po-

A,Btyj) < 1. (1V.6.9)

Przedstawione wyzej rozumowanie wzorowane jest na rozwazaniach przedsta-
wionych w pracy [aVIl 65aJ, w ktérej ograniczono sie jednak do przypadku,
gdy réwniez stanowisko obstugi X1 miato charakter konwencjonalny (tj. przy-
padku, gdy Y(x/u)) = YQx)), co prowadzito w konsekwencji do analizy jed-
nokanatowych systeméw obstugi, z réznym od pozostatych rozktadem czasu
pierwszej obstugi w kazdym okresie czynnymx . Przedstawione tam wyniki
stanowig szczeg6lny przypadek rezultatéw mozliwych do uzyskania droga wy-
korzystania, w omoéwiony wyzej spos6b, rozwigzan wyprowadzonych w rozdzia-
le I1I.

Uogdlniajac rozwigzane w £aV Il 65a]
funkcji gestos$ci rozkiadow oraz warunki
przypadkéw specjalnych:

przyktady mozna wprost poda¢ postac
stabilnosci dla niektérych

i) Jesli
H(x-BQg) dla U>«D ,
Y(x/fy>) (1V.6.10)
H(x-BT) dla > D
~System obstugi o identycznej jak w [aVIl 65a] charakterystyce sposobu

eobstugi zgtoszenn naptywajacych strumieniem Erlanga
przypadek) przeanalizowano w [CHAN 72A],

(a wiec ogo6lniejszy
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oraz:
H(x) =>Itfx-of), 0e>0,
woéwczas:
<J(x-B8) jesli
[x/ R
V(x-B8)+A e - -x)[n(x-Ba)-H(x-0()] jesli
gdzie rf(t) jest pseudofunkcja Diraca
$1(x) = n[x - Max(Bs, <*)]
j2(x) - H[x - Max(BL, <*)]
natomiast warunek stabilnosci »a postac:
* I\/laxfBLogE < i
ii) Jesli
1-"2e *1 dla
Y(x/V)
1-p2 'V -*la Ww>D,
oraz:
wx\/
H(x) - 1 - pBe
woéwczas:
-(V -fv
to<xW 18 *+{*B
-<N1+PB)X
-u X -Mw=* n -2 +Hb™X

(1V.6.11)

(1V.6.12)

Bs< *

(1V. 6.13)

(1V .6.14)

(1V .6.15)

(1V .6.16)

(1V.6.17)
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natomiast warunek stabilno$ci ma postacdj

NA2 +#8 P2 +£B] A U av.6.18)

b) Dwuetapowy. nasycony, pojedynczy system masowej obstugi

Rozpatrzmy dwuetapowy, nasycony, pojedynczy system masowej obstugi o

nastepujacych witasnosciach«

- czas obstugi zgtoszen na stanowisku obstugi pierwszego etapu | 1 jest
zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym z parametrem ,

etapu B2 jest

dyatrybuantg

- czas obstugi zgtoszen na stanowisku obstugi drugiego
zmienng losowa o dowolnym rozktadzie, scharakteryzowanym
B2Cx) posiadajgca skonczong warto$é¢ oczekiwang E(b2),

- bufor posredni ma ograniczona pojemnos$¢ N,

- w przypadku przepeinienia bufora posredniego nastepuje zablokowanie sta-
nowiska |

.1
- stanowisko obstugi x 2 nigdy nie ulega zablokowaniu.

Niech tO,t1,...,tj,... oznaczajag odpowiednio chwile zakonczenia obstugi
zgtoszen 'sS°,~1, >... na stanowisku obstugi X2, natomiast JT{J) niech

oznacza liczbe zgtoszen catkowicie obstuzonych na stanowisku obstugi X..,
znajdujacych sie w systemie w chwili (tj + 0)» Jft(j) =0,1,...,N+1.
OczywiscieJft(j) = N+l oznacza, iz w chwili tj stanowisko obstugi X1 byto
zablokowane.

Wartosci

P*(j) =Prj2Kj) - m

spetniaja uktad réwnan:

m+l
PMO+1) = PefJ)fM+~ P i~ )fB-i+i> “-°.1 ... N
i*1
(1V.e,19)
H+1
XIpMj+to - i.
.0
gdzie:
00
I+ m TTA<(h x) e V *))ir* (V. 6.20)
o
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jest prawdopodobienstwem obstuzenia "i" zgtoszen na stanowisku X1 podczas
obstugi jednego zgtoszenia na stanowisku obstugi X2

Proces stochastyczny |jlUj)Jt j=0,1,... jest tancuchem Markowa z dy-
skretnym czasem i skonczonag liczbg etandéw, ergodycznym [COHE 69], tak wiec
istnieja
(1v.6.21)

lim Pm(j)> m»0,1,...,N+1»

spetniajace ukiad réwnan

uwl
pm” pofm+ ~ 'pifm-i+l
i*1
(IvV.6.22)

N+1
Z Pm= 1+
0

Dla okres$lenia wydajnosci V rozpatrywanego systemu wystarczajgce jest wy-

znaczenie z uktadu réwnan (1V .6.22) wartosci pQ.
Niech bowiem zmienna losowa < reprezentuje odstep
lami zakonczenia obstugi dwéch kolejnych zgtoszen.
ktadu tej zmiennej losowej mozna okresli¢ jako:

czasu pomiedty chwi-
Fankcje gestosci roz-

<p(x) - (I-p0)b2(x) + pQIb2(:0 «~e ~ J, (1vV.6.23)
gdzie * oznacza operacje splotu, a stad
E<p) - B(b2) + (V. 6.24)
n
Wprost z definicji wydajnosci WSO otrzymujemy wiec:
(1V.6.25)
Zauwazmy, ze ukiad réwnan (1V.6.19), a wiec oczywiscie takze (1V.6.22),

jest identyczny z ukladem réwnan opisujgcych jednokanatowy system obstugi
z buforem o pojemnosci (N+1) miejsc i stratami zgtoszen (system M/G/1/N+3
i moze by¢ rozwigzany przy uzyciu metody przedstawionej w jNTRUS 75].
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Wprowadzmy funkcje tworzaca

f(z) = 2 > nr (1V.6.26)
m=0
Z réownan (1V .6.20) oraz (1V .6.26) wynika:
f(z) = b2[fcd-z)] . (1V.6.27)
Réwnos¢ (1V .6.26) mozna sprowadzi¢ do postaci:
t
NF]Y N ml
2>'p. f(z) »£ / +1£ p iV I+i ¢ 2NV 2z)- (1v.6.28)
O =0 i=1
gdzie: ROEz) jest pewnym szeregiem potegowym ze wzgledu na z.
Po prostych przeksztatceniach uzyskuje sie:
N+1 N+L
f(Z) A * Bom" z x 12pm _ pof(z) + zN+2R1( z), (1vV.6.29)
Nl m=0
N+1
2>*p. m ‘o * (1vV. 6.30)
m=1
gdzie R.|(z), R2(z) sa szeregami potegowymi ze wzgledu na z.

Przy rozwinieciu prawej strony réwnosci (1V.6.30) w szereg potegowy
wyrazy zwigzane z potegami z rzedu 1,2,...,N+1 uzyskiwane beda wytacznie
z pierwszego skiadnika. r

Oznaczajac

(1V. 6.31)

mozna wiec wartosci pmwyznaczy¢ jako:

(m) 1

pn ~ mT [s~279 (1vV.6.32)

z=0
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korzystajac z réwnania normalizacji uzyskujemy:

(ml
Poz st [*.<>]
m=0
Ostatecznie wiec
i
N+L @ -1
+ 11 (1V.6.34)
£ £tK (2)]
melL
Wstawiajac (1V .6.34) do (1V .6.25) uzyskujemy bezposrednio wydajnos¢ sy-
stemu, co ilustruje tabela IV.8.
Tabela 1V.8

Metoda wyznaczania wydajnosci
dwuetapowego, pojedynczego, nasyconego systemu masowej obstugi
z wyktadniczym rozktadem czasu obstugi o parametrze ul
na jednym ze stanowisk
i dowolnym rozkiadem czasu obstugi, o dystrybuancie Bg”)
na drugim stanowisku

Ponizej wyznaczymy w oméwiony, sposéb wydajnos$¢ systemu dla kilku réz-
nych postaci dystrybuanty B2(x).

i) rozktad regularny, dla ktérego:

B2(x) =H(x-oe), 0e>0,

E(b2) wof, (1V.6.35)

cB» 0.
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W tym przypadku uzyskujemy:

b2(s) = e"80% f(z) =

38C2) 1- 7 ClIV.6.36)
3veTTANT7-
1-1ze

Mozna tatwo wykazaé¢ (patr2 np. [GROS 74]), ze,

eP-1 dla mpi
z»0 n

mr V2 o CIV.6.37)

, (LV)
gdzie:

?2 =N <&

0 dla m” Kk
nk

1 dla m= k.

co pozwala na bezposrednie okreslenie pQ, a nastepnie V.

Uzyskane wyniki sa zgodne x rezultatami otrzymanymi w [RAON 754 .
ii) rozkiad wyktadniczy, dla ktérego:

BCx) . 1 - ~ti2x

CIV. 6. 38)
* tym przypadku
b2(s) "2

te2) N CIV.6.39)
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Jednakze przy z — <.1 zachodzi:
12

itgCz) = ~ Cp2)1, CIV.6.40)

issO
a wiec*

Korzystajac z CIV.6.41) CIV.6.34) oraz CIV.6.25) uzyskujemy po prostych
przeksztatceniach:

r*+2 -~ +2

V ° ALAD  N#3 ClV.6.42)
~ "F2
co je»t identyczne ze znanym wynikiem pracy [HUKT 56].
iii) rozktad hiperwyktadniczy, dla ktérego:
-1X.x -Ligi
b2Ci) = al{iAe + a2fiBe
przy al -of, = 20f-"2,
a2 = 1-of, fIB = 2ClI-<%$)/ig,
0,5Sas1, p2 >0} ClV.6.43)
ECh2)
Cg = [2~C1 -c*)]"1 - 1.
W tym przypadku
b5(S) = S4fia ¥ s+pB
ClV .6.44)
natomiast 3tsCz) mozna przeksztatci¢ do postaci:
~ Agz
JtiCz) 2 (1vV.6.45)
- AJZ + 2z
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gdzie:

Al - {[al™A + NANDYTN

A2 “ [V a + a2”g "1’

A3 " a1 + N +ftB]At*
Rozpatrzmy pierwiastki mianownika prawej strony CIV.6.45), tj. rozwigza-
nia rownania

z2 -
~ h +W B ]z + | h +AA+a27B]fEl + Ne = 0. (1V.6.46)

Uwzgledniajac wynikajace z postaci dystrybuanty réwnosci:

hl + /B = 2P’ Ne 4<i(l-oe)™,

altiA + a2»B = 272 [2c”of-D + 1], (1Y.6.47)

oraz wprowadzajgc oznaczenie p = p >0, mozna sprowadzi¢ (1V.6.46)

do postaci:

p2z2 - (p2+2p)z + 2p[20f2-20e+l] + AEfC\-*f) = O. (V. 6.48)

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym istnienia dwoéch rzeczywistych pier-
wiastkow tego réwnania jest spetnienie nieréwnosci:

A= (92+2p)2 - 4p2 |z2p|RER=2ek]] + 4<(1l-0f> 3 0. (1V .6.49)
Wprowadzaj 4c
|
d = 4of(1-'<) (1V.6.50)
i dzielgc obie strony (1V.6.49) przez p2 uzyskujemy:
p2 + 4(d-1)p - 4(d - 1) 3s0. (1V.6.51)

Jak tatwo sprawdzié¢, parametr d zwigzany jest ze wspoéiczynnikiem zmienno-
Sci rozktadu CB zaleznos$cia:
1

d = (1V .6.52)
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a poniewaz dla rozktadu hiperwyktadniczego zachodzi Cg e0 ,®°), wiec od-
powiednio de(0, 1.
Jednakze
A*= [4(d-D]2 + 16(d-1) = l6d(d-1) «0 dla CXdd.1, (V. 6.53)

a wiec lewa strona nieréwnosci (11.6.51) jest zawsze dodatnia.

Tak wiec wykazaliSmy, ze réwnanie (1V .6.46) posiada dwa pierwiastki
rzeczywiste. Obecnie sprawdzimy jeszcze, ze sg one dodatnie.
Wtym celu rozpatrzymy nieréwno$c¢:

e2+ 2p >+Vn (1v .6.54)
Wstawiajac (11.6.49) do (I1.6.54) uzyskujemy, po podniesieniu do kwadratu
oraz uporzadkowaniu
(1+p) > (1-p)(1-d), (IV.6.55)
co jest istotnie prawdziwe dla wszystkich p > o.
Oznaczmy odpowiednio przez z”, z2 oba dodatnie pierwiastki réwnania
(IV .6.46), ktoérych istnienie zostato wyzej dowiedzione:
h 4A,, Va 4A,,
co pozwala sprowadzi¢ (1V .6.45) do postaci:
h. h 00
1V.6.56
Jfs(z) L L mz ( )
Z. Z2 n»0
gdzie:
A2Z1 Al ~ A2z2

z1 - z2 *

Oczywiscie wobec faktu, ze z~, z~ > 0, szeregi potegowe w (IV.6.56) sa
zawsze zbiezne dla z— 0, co implikuje z/z1<1, z/tj<1, ktoéry to przy-
padek jest istotny dla dalszych rozwazan.

Wprost z (1V .6.56) wynika, ze:
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skad po uwzglednieniu réwnosci

uzyskuje sie:

. n+z ,  N+2
(~ -1 c™) 1 1
(1V .6.58)

L1 1-z1 + L2 1- z2

co pozwala na bezposrednie wyznaczenie wydajnosci systemu.
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze przy of = 1 uzyskane wyniki sa identyczne 1z o-
trzymanyrai wyzej dla rozktadu wyktadniczego.

c) Dwuetapowy, wielokanatowy, nasycony, system”™masowe.i obstugi.
Rozpatrzmy dwuetapowy, wielokanatowy, jednorodny system masowej obstu-
gi o nastgpujacych witasnosciach:
- czas obstugi zgtoszen w kazdym z - | kanatéw obstugi pierwszego eta-
pu jest zmienng losowa o rozktadzie wykiadniczym z parametrem
czas obstugi zgtoszen w kazdym z n2 = K kanaléw obstugi drugiego etapu
jest zmienng losowa o rozktadzie wykladniczym z parametrem
- bufor posredni ma ograniczong pojemnos¢ N,
- w przypadku przepeinienia bufora posredniego nastepuje zablokowanie od-
powiedniego kanatu obstugi pierwszego etapu,
zaden z kanatéw obstugi wchodzgcych w skiad drugiego etapu nie moze zo-
sta¢ zablokowany.
WprowadZzmy zmienng losowg - (t), przyjmujaca wartosci catkowito-licz-
bowe, nieujemne, okres$long jako liczba zgtoszen, ktore znajdujag sie w
systemie i ukonczyly catkowicie obstuge w jednym z kanitéw obstugi pier-
wszego etapu.
Zgtoszenia te moga wiec blokowaé¢ poszczegélne kanaty obstugi
etapu, oczekiwa¢ w buforze posrednim badz tez by¢ obstugiwane
kanatéw obstugi drugiego etapu.
Mozna tatwo zauwazy¢, ze rozkiad zmiennej losowej
proces stochastyczny urodzin i $mierci z ciggtym
liczbie stanéw 0,1,..., I+K+N.
Dla takiego procesu definiuje sie prawdopodobienstwo urodzin

pierwszego
w jednym z

'T(t) okreslony jest prze*
czasem i o0 skonczonej

Pi>i+l = Erjat+fl- i+1 /7 Wt)=ij

- 2711 -

oraz prawdopodobienstwo S$mierci

i>0, ie [o,1,...,1+K+n],

ktére w naszym przypadku przybieraja wartosci:

I Ml i=0,1,...,K+N-1

(1V .6.59)
ri,i+1 (I+K+N-i)» i=K+N,K+N+1 K+N+I
ir"2  1=0,1........ K-1
(1V .6.60)
ri,i-1 Kfo i-K.K+1 K+N+I.

Proces taki posiada stacjonarny stan graniczny, a wiec istnieje rozkiad

stacjonarny zmiennej »”(t),
. a lim Pr |*(t)
1 t—e \Y *).

i moze on byé¢ wyznaczony {GROS 74] jako:

A =3ToHi, Kk k k +hti. (1V.6.61)
K+N+I
(IV.6.62)
*0 3 [1+2 Hi]"1*
(14710 1)
1 (iv.6.63)

Proces urodzin i $mierci o identycznych jak (I1V.6.59) i (1V.6.60) prawdo-

podobienstwach przejs¢ byt juz w literaturze rozpatrywany, jako opisujacy
liczbe maszyn zepsutych J6(t) w zadaniu konserwatora sformutowanym przez
Palma JPALM 47} i zilustrowanym na rys. [V.12.

W zadaniu tym przyjmuje sie, ze w chwili poczatkowej pracuje réwno-
cze$nie | maszyn, a dalszych R maszyn stanowi rezerwe. W przypadku awarii
ktérejkolwiek z maszyn pracujacych jest ona bezzwlocznie zastepowana przez

jedna z maszyn rezerwowych.
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Rys. 1V.12. Zadanie konserwatora (model Palma)

Uszkodzenia maszyny sg naprawiane na K réwnolegtych stanowiskach kon-
serwacyjnych. Maszyny znajdujace sie w rezerwie nie podlegajg uszkodze-
niom (tzw. rezerwa zimna). Jezeli zatozyé, ze czas bezawaryjnej pracy kaz-
dej z maszyn ma rozktad wyktladniczy z parametrem , Czas naprawy na kaz-
dym ze stanowisk ma rozkiad wyktadniczy z parametrem oraz ze liczba
maszyn rezerwowych R » K+N, wéwczas zmienna losowa 3 staje sie identyczna
z okres$long poprzednio zmienng losowag & .

Mozna wykaza¢ np. [KOPO 73A], ze w rozpatrywanym przypadku

i-0,1,
KlKTZIT*' i-K+1,...,K+N (|V664)
TK+HN T
% e JL_D """ PK+K+1i I+K+N
KIKL  (1+K+N-i)! » o
gdzie: p -
Znajomos¢ stacjonarnego rozkiadu zmiennej losowej <« pozwala na bezpo-
Srednie okreslenie wszystkich interesujgcych parametréw systemu.
Wszczegolnogci wydajnosé V wynosi:
ir 1+K+N
~2 7 i +K/L*
iPK+1
co w przypadku systemu pojedynczego, tj. dla I=K=1 prowadzi do wzoru

(v .6.42), a wiec zalezno$ci znanej z [fflINT 56].

ZAKONCZEHIE

Wniniejszej pracy wskazano liczne przyktady ilustrujgce teze, iz od-
zwierciedlenie w formutowanym modelu rzeczywistych zaleznos$ci wystepuja-
cych miedzy parametrami ztozonych systeméw komputerowych, sieci kompute-
rowych czy tez dyskretnych proceséw produkcyjnych prowadzi do wyjscia po-
za zbidr konwencjonalnych systeméw masowej obstugi (dalszq\l przykiady zna-
lez¢é mozna w literaturze poswieconej modelowaniu takich systeméw, np. w
[KLEI 76], [KOBA 77], [gRAH 78], [SEID 79]).

Poniewaz analiza takich modeli jest w kazdym przypadku utrudniona (w
poréwnaniu do systeméw konwencjonalnych), nalezy postawi¢ podstawowe py-
tanie, czy uwzglednienie w modelu zaleznos$ci nie mieszczacych sie w poje-
ciu systemu konwencjonalnego jest konieczne, to znaczy czy powoduje istot-
ne zmiany wtasnosci modelu.

Na pytanie to trzeba odpowiedzie¢ twierdzgco. Co wiecej, zmiany takie
majg charakter nie tylko ilosciowy lecz w wi,elu (oméwionych wrozdziale 1)
przypadkach réwniez jakosciowy. W zatgczonym dodatku przedstawiono pewien
przykiad przemystowy, dla ktérego nawet znacznie uproszczony model zacho-
wujacy jednak charakterystyczne zaleznos$ci miedzy parametrami (w tym przy-
padku zaleznos$¢ czasu obstugi od czasu oczekiwania) pozwala nie tylko zro-
zumie¢ mechanizm powstawania pewnych, niepozgdanych tendencji zmian cha-
rakterystyk obiektu ale réwniez zaproponowaé efektywne metody przeciw-
dziatania takim tendencjom, co byto niemozliwe przy uzyciu modeli w po-
staci konwencjonalnych systeméw masowej obstugi.

Szczegélnie kilopotliwe sg przypadki, gdy uwzglednienie tych zaleznosci
prowadzi do systeméw, w ktérych warunek stabilnosci jest roézny dla r6z-
nych regulaminéw obstugi.

Znaczng cze$¢ pracy poswiecono badaniom jednego z takich przypadkéw,
systeméw z czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania. Jakkolwiek dla
tej klasy systeméw udato sie uzyskac, przedstawione w pracy, stosunkowo
kompletne wyniki analizy przy naturalnym regulaminie obstugi oraz znacz-
nie, rozwinieto metody analizy réwniez przy innych regulaminach obstugi,
to jednak bardzo wyraznie wystgpity ograniczenia zakresu stosowalnosci
Scistych metod analitycznych.

Spowodowato to konieczno$é siegniecia do metod symulacyjnych i to nie
tylko w ich tradycyjnym zakresie stosowalnos$ci, tj. wyznaczaniu charakte-
rystyk systeméw stabilnych, ale réwniez w zakresie wyznaczania warunkéw
stabilnosci czy tez doboru parametréw systemu. Pozytywne wyniki testowa-
nia zaproponowanych metod - przedstawione w rozdziale 11l - zachecaja do
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szerszego ich wykorzystania, réwniez w odniesieniu do innych klas niekon-
wencjonalnych systeméw masowej obstugi i nalezg - zdaniem autora - do naj-
istotniejszych rezultatéw prezentowanych w pracy.

Bioragc pod uwage ograniczenia stosowalnos$ci metod analitycznych wydaje
sie, iz dla badania niekonwencjonalnych systeméw masowej obstugi najbar-
dziej przydatne bedg metody kombinowane, tgczace w sobie modelowanie cyf-
rowe oraz przyblizone metody analityczne. Polgczenie to moze mieé¢ rézny
charakter. Obok podejs¢ zaprezentowanych w tej pracy bardzo interesujgca
wydaje sie koncepcja (przedstawiona™np. w [PUGA 73]) wykorzystania zmien-
nych dodatkowych (np. wynikajacych z uzycia przyblizonych metod analizy)
dla zmniejszenia pracochtonnosci symulacji, co znakomicie zwieksza uzy-
tecznos$¢ tej metody badania systeméw masowej obstugi.

Autor zywi nadzieje, ze niniejsza praca przyczyni sie do rozwoju teo-
rii niekonwencjonalnych systeméw masowej obstugi - jednego z najwazniej-
szych aktualnie zadan w zakresie metod oceny efektywnos$ci systeméw infor-
matycznych oraz dyskretnych proceséw produkcyjnych.

DODATEK

Odwotamy sie do przykiadu pewnego procesu produkcyjnego - ciagu opera-
cji zachodzacych pomiedzy stalownig konwertorowg a walcarka zgniatacz w
kombinacie metalurgicznym - wskazujgc, iz przedstawienie go jako systemu
masowej obstugi, zawierajgcego' rozpatrywane w poprzednich rozdziatach mo-
dele, pozwala nie tylko przewidzie¢ i uzasadni¢ niektére, wystepujgce tam
zjawiska, ale réwniez zaproponowa¢ praktyczne pociggniecia organizacyjne
pozwalajgce poprawi¢ jego efektywnosSé.

Ten proces produkcyjny, typowy dla wspoéiczesnych kombinatéw metalur-
gicznych, byt przedmiotem badan kierowanego przez autora zespotu pracow-
nikéw ZSAK PAU. Zebrane zostaly szczegétowe dane o pracy rzeczywistego
obiektu, ktére staty sie podstawg do analiz jego witasnosci, a takze badan
poréwnawczych réznych propozycji modyfikacji obowigzujacej organizacji
przeptywu materiatu, opisanych szczegétowo w opracowaniach [ZSAK 79] oraz
[ZSAK 80].

Ponizej, po krotkiej prezentacji rozpatrywanego ' obiektu i obowigzujgcych
aktualnie regut organizacji pracy, przytoczone zostang niektére wyniki
tych badan.

Stal produkowana jest w stalowni konwertorowej, ztozonej w analizowa-
nym przypadku z dwéch konwertoréw, z ktérych kazdy pozwala na uzyskanie
jednego wytopu, tj. porcji stali okreslonego gatunku, co okoto 35-40 mi-
nut. \

Wytop, spuszczony do kadzi odlewniczej, przewozony jest do hali lejniczej,
w ktérej ptynng stalg napetniane sa umieszczone na wozach kolejowych ze-
stawy wlewnic. Po catkowitym odlaniu wytopu zestaw wlewnic przetaczany
jest na tzw. tory krystalizacji, gdzie podczas narzuconego technologia o-
kresu czasu (zaleznego od gatunku stali i ksztattu wlewnic) nastepuje
krzepniecie stali.

Po uptywie wymaganego czasu krystalizacji z wlewkéw usuwa sie wlewnice
(striperowanie wlewkéw) i przewozi je do oddziatu piecow wglebnych w ce-
lu nagrzania tak, aby uzyskaly one jednakowg w catej objetosSci temperatu-
re (nizsza od temperatury topnienia), zapewniajaca prawidtowy przebieg
walcowania.

Pojedynczy wytop (na ktéry sklada sie 16-36 wlewkéw o tgcznej masie ok,
350 ton) dzielony jest przy tym pomiedzy dwa - trzy piece wglebne. Cza
operacji nagrzewania wlewkéw, narzucony przez technologie, zalezy od e
nu termicznego, przy ktérym nagrzewanie sie rozpoczyna, a wiec od cza,,
trwania wszystkich wczeé$niejszych operacji technologicznych.
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Tabela 1

Przyktadowa tabela czaséw nagrzewania wlewkéw
w piecach wgtebnych

Temperatura wlewkéw

tadowanych [ Cj <300 300-400 401-500 501-600 601-650 651-700

Catkowity czas o ° o 8°0_930 720_g00 _ o_
nagrzewania [h] 900-113° 83°_10 640-820 61°-750
Czas ujednorodnie- 520_?20 450 _650 430_600 400_550 350_540 340_510
nia [hj

Temperatura wlewkéw _ -

tadowanych [°CJ 701-750 751-800 801-850 851-900 901-950 >950
Catkowity czas 520_?00 43°-600 350 510 330 _430 3io_4io 250_330
nagrzewania [h]

Czas ujednorod- 530.450 320_410 300_350 240-330 220-310 200_25°

nienia [h]

Charakter tej zaleznos$ci ilustruja na przykiadzie zaczerpnietym z [TECH
80] rys. 1 oraz tabela 1.

- Jak widaé¢, czas nagrzewania waha sie bardzo silnie od ok. 3 godzin do po-
nad 11 godzin, przy czym skladaja sie na niego dwie oddzielne fazy:
-faza podgrzewania, w ktérej przy wuzyciu petnej mocy

cieplnej pieca doprowadza sie powierzchnie wlewkéw do wymaganej tempe-
ratury oraz

-faza ujednorodnienia, podczas ktérej przy zachowa-
niu statosci temperatury powierzchni wyréwnywana jest (z pewnag toleran-
cja) temperatura w catej objetosci wlewkéw. Charakter zmian temperatury
w piecu wglebnym oraz strumienie energii cieplnej doprowadzonej do ko-
mory pieca naszkicowano na rys. 2.

T

— — —— 2t L LM M , U

Czos stygniecia Nieuka «+ u/eunicy
[ u godzinachJ

Rys. 1. Przykladowe krzywe stygniecia wlewkéw, okreslajgce temperature w
funkcji czasu stygniecia wlewka we wlewnicy oraz czasu stygniecia wlew-
ka poza wlewnica

Rys. 2. Charakter zmian temperatury w komorze < oraz strumienia.energii E
w czasie nagrzewania wsadu w piecu wglebnym, 0.1 K
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Wygrzane wlewki wyladowywane sa pojedynczo na samotok przenoszacy je
bezposrednio do walcarki. Ze wzgledu na szybkie stygniecie rozgrzanego do
ok. 1300°C metalu czas pobytu wlewkéw na samotoku powinien by¢ mozliwie
krotki. W przypadku jednoczesnego osiggniecia gotowosci do walcowania
przez wlewki w kilku piecach, wystepuje efekt blokowania komér przez na-
grzany juz wsad.

Oddziat piecow wgtebnych, ztozony z duzej liczby (w rozpatrywanym przy-
padku 40) piecow, petni wiec dwie funkcje:

- technologiczng - polegajaca na podgrzaniu wsadu oraz

- organizacyjng - jako bufor gorgcego materiatu dla walcarki,.

Dla zapewnienia prawidtowej wspétpracy stalowni oraz walcowni koniecz-

ne jest zainstalowanie pomiedzy nimi dodatkowego magazynu materiatu wy-
réwnujgcego diugofalowe réznice wydajnosci (awarie, remonty) w postaci
sktadowiska wsadu zimnego.
Biorac pod uwage mozliwos¢ uzupetnienia brakéw wsadu (lub zbycia nadwyzek)
droga wymiany z innymi hutami zapewnia sie¢ na drodze organizacyjnej (w
normalnych warunkach pracy), ze stanowisko to nie ulega nigdy catkowitemu
opréznieniu ani tez przepetnieniu.

Przy przestrzeganiu narzuconych norm technologicznych, co jest warun-
kiem oczywistym, jako nadrzedne kryterium oceny organizacji pracy omawia-
nego odcinka przyjmuje sie zapewnienie ciggtosci pracy walcarki - zgnia-
tacza. Wdalszej kolejnosci natomiast dazy sie do Minimalizacji kosztéow
paliwa (mieszanki gazu koksowniczego i wielkopiecowego), zuzywanego dla
nagrzewania wlewkéw w piecach wgtebnych, ktére w rozpatrywanym przykta-
dzie siegaja rzedu 250 min zt rocznie (wg cen obowigzujgcych w latach
1978-79). Na koszty te wplywa wiele czynnikéw technicznych (konstrukcja i
stan techniczny piecéw a takze palnikéw, dziatanie aparatury kontrolno-
pomiarowej zainstalowanej na piecowni), bardzo silny wplyw na takze orga-
nizacja przeptywu materiatu na odcinku stalownia - piece wglebne.W szcze-
go6lnosci musza by¢ okreslone reguty wyboru:

- moBentu rozpoczecia striperowania kolejnego wytopu,
- kolejnosci striperowania wytopow,

- momentu tadowania waadu do pieca,

- wariantu ladowania wsadu zimnego lub goracego,

- wytopu, z ktérego pochodzg tadowane wlewki.

Aktualnie, w rozpatrywanym obiekcie striperowanie wytopéw realizowano
zawsze, gdy byto to mozliwe, tzn. gdy dostepne byto stanowisko striperowe
oraz istniaty wytopy, ktérych krystalizacja dobiegta konca. W przypadku
obecnosci na torach krystalizacji wiekszej liczby wytopéw gotowych do stri-
perowania wybierano je w zasadzie w kolejnosci zakonczenia krystalizacji
(z wyjatkiem stali specjalnych).

Zwolniony (po wytadunku nagrzanych wlewkéw) piec byt natychmiast tado-
wany wsadem gorgcym, jesli taki byt dostepny na piecowni. Przy braku wsa-
du goracego dopuszczalne byto oczekiwanie na jego podwiezienie, przy czym
liczba pustych piecéw nie mogta przekroczyé trzech. Wtakim przypadku bo-

wiem tadowany byt wsad zimny (co miato miejsce réwniez
opréznieniu pieca, jes$li wiadomo byto ze nie mozna sie spodziewaé dostawy
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bezposrednio po

wsadu gorqcego{). . .
Reguty wyboru fadowanego wsadu gorgcego nie byty jednoznaczne, przy zacho-

waniu ogélnej tendencji do tadowania wytopéw w kolejnosci ich dostawy.

Problem optymalnej organizacji przeptywu materialu na tego typu od-
cinku produkcyjnym rozpatrywano w wielu pracach, stosujgc zaréwno metody
deterministyczne, stochastyczne, jak i badania symulacyjnej uzyskane wy-

niki nie doprowadzity jednak do syntezy efektywnego zbioru regut optymal-

nych.

Rys. 3. System masowej obstugi reprezentujacy przeptyw materiatlu na od-
cinku produkcyjnym stalownia konwertorowa - walcarka zgniatacz kombinatu
metalurgicznego

Na rys. 3 omawiany odcinek produkcyjny przedstawiono jako system maso-
wej obstugi, zaznaczajgc odpowiednio$¢ pomiedzy poszczeg6lnymi elementami
schematu (zr6dta zgloszen stanowiska obstugi, bufory) a elementami obiek-

tu technologicznego (przy pominieciu operacji transportowych).
Mamy tu, jak widaé, do czynienia z wieloetapowym systemem obstugi, przy

czym okres$lony jest minimalny czas pobytu zgtoszehn wbuforze , hatomiast
czas obstugi zgtoszen przez stanowiska obstugi drugiego etapu jest zalez-
ny od czasu, jaki uplynal pomiedzy wygenerowaniem zgtoszenia - odlaniem

wytopu a zatadowaniem go do pieca wgtebnego (ze wzgledu na fakt znacznie
szybszego stygniecia wlewkéw wystriperowanych mozna tu w uproszczeniu no-
wi¢ o zaleznos$ci czasu obstugi od czasu oczekiwania na jej rozpoczecie).



- 280 -

Rozumiejac przez pojecie zgtoszenia grupe wlewkéw tadowanych do jednego
pieca stwierdzamy, ze zaréwno generacja zgtoszen, jak tez ich obstuga na
pierwszym etapie odbywa sie grupowo. Brak bufora posredniego pomiedzy dru-
gim i trzecim etapem obstugi powoduje wystepowanie zjawiska blokowania.
Organizacja przeptywu materiatu okreslona jest przez regulamin obstugi
zgtoszen.

0 tym, ze zachodzgce w rozpatrywanym obiekcie procesy majg istotnie
silnie stochastyczny charakter, Swiadczg np. wyniki analizy strumienia
wytopéw opuszczajagcych stalownie, jako ze wspoétczyr,'ik zmiennosci rozkta-
du odstepéw mied2y chwilami zakoriczenia odlewania kolejnych wytopéw prze-
kracza warto$¢ 0.6.

Bezposrednia, S$cista analiza takiego ztozonego systemu masowej obstugi
jest - jak to wynika z rozwazan przedstawionych w niniejszej pracy - nie-
mozliwa, niemniej jednak nawet fragmentaryczne, uproszczone rozpatrzenie
tego uktadu moze dostarczyé interesujgace wnioski.

1 tak na przyktad w odniesieniu do analizy pracy striperéw (z punktu
widzenia okres$lenia $redniego czasu oczekiwania w cel,u doboru np. liczby
stanowisk striperowania) wystarczajgco dokiadne wyniki uzyskiwano droga
stosowania konwencjonalnych, jednostanowiskowych systeméw obstugi [MALI
71], [HAIK 73].

Z kolei, potraktowanie ukladu piece wgtebne - zgniatacz jako dwuetapo-
wego systemu obstugi z blokowaniem [HAJK 73], [HAJK 74] wzglednie dwueta-
powego zamknietego systemu obstugi (typu zadania konserwatora) [BUZA 71B],
[iZYD 81A] pozwala - przy zatozeniu statos$ci parametréw dostarczanego wsa-
du - bada¢ np. wplyw liczby piecéw na prawdopodobienstwo przestoju zgnia-
tacza z powodu braku gorgcego wsadu.

Przedstawiony w [BUZA 73] model reprezentujacy zdarzenia zachodzgce w
uktadzie piece wgtebne - zgniatacz jako zmiany stanu w tancuchu Markowa
umozliwia wyciggniecie wnioskéw dotyczacych regut zatadunku piecéw wgieb-
nych. Chociaz ze wzgledu na rozmiar wektora stanu jego stosowalnos¢ jest
ograniczona do przypadkéw o niewielkiej liczbie piecéow, to jednak zaob-
serwowane prawidtowos$ci pozostaja w mocy réwniez w stosunku do wiekszych
obiektow.

Wszystkie wspomniane wyzej modele bazowaly na zatozeniu, iz wsad tado-
wany do piecow posiada parametry niezalezne od stanu stanowiska obstugi,
nie pozwalajag one wiec na uwzglednienie relacji pomiedzy czasem stygnie-
cia wsadu a wydajnoscig piecowni, zwigzang wprost z temperaturg tadowane-
go wsadu.

Rozwazenie efektéw spowodowanych przez te relacje jest mozliwe przy przed-
stawieniu proceséw dostawy wsadu jako systemu masowej obstugi z czasem
obstugi zaleznym od czasu oczekiwania.

Przypomnijmy w tym miejscu przykiad przedstawiony w punkcie 111.4.C,
ktérego podobienstwo do proceséw dostawy wsadu stanie sie wyrazne, gdy za-
miast stanowisko obstugi "zgloszenie gitdéwne", "zgtoszenie dodatkowe" m6-
wi¢ bedziemy: "piecownia", "wsad goracy", "wsad zimny".
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Poniewaz w przypadku systeméw obstugi ze zgloszeniami naptywajacymi
strumieniem Poissona pojecie utraty zgtoszenia jest rébwnowazne pojeciu
wstrzymywania pracy zrédia zgtoszen, wiec w rozpatrywanej analogii odpo-
wiada ono przestaniu wlewkéw na skiadowisko wsadu zimnego badZz wstrzyma-
niu pracy striperéw (przy pominieciu stygniecia wlewkéw we wlewnicach).

Dane liczcbowe do obliczen numerycznych zostaty we wspomnianym przykita-

dzie dobrane pod katem takiej analogii.
W szczeg6lnosci w oparciu o dane rzeczywiste, zebrane na terenie walcowni
pétwyrobéw, analizowane w [ZSAK 79], wyznaczono $redni czas grzania wsadu
zimnego, a takze $redni czas grzania wsadu gorgcego, ktory rozbito na
dwie grupys wsad "bardzo goracy" o temperaturze tadowania powyzej 780° i
wsad "ostudzony", o temperaturze tadowania ponizej 780°. Grupy te uzyska-
no dzielgc zbiér tadunkéw komorowych nagrzewanych w rozpatrywanym okresie
(i pochodzacych z tadowania wsadu goracego) na dwa prawie rownoliczne pod-
zbiory.

Wzajemne proporcje $rednich czaséw obstugi, a takze parametréw Di <
okreslajacych wartosci czaséw oczekiwania, po uptywie ktérych nastepuje
zmiana wymaganego czasu obstugi, sa w przykiadzie tym zblizone do propor-
cji odpowiednich wartosci charakterystycznych dla rzeczywistego procesu.
Stad tez do proceséw dostawy wsadu odnoszg sie, w sensie jakos$ciowym,
wnioski sformutowane w oparciu o przytoczone wyniki numeryczne.
| tak na przyktad, wskazany efekt pogarszania sie wskaznikow efektywnosci
stanowiska obstugi (piecowni) przy zwiekszaniu intensywnos$ci strumienia
zgtoszen (strumienia wsadu gorgcego), jes$li zachowane zostajg niezmienio-
ne reguty organizacji pracy, rzeczywiscie jest obserwowany w praktyce.
Nie powtarzajgc omawianych w punkcie XIX.4vC  sposobéw przeciwdziatania
temu zjawisku, mozna w oparciu o przedmiotowy model (jedyny odzwiercied-
lajacy wspomniany efekt) stwierdzi¢ konieczno$¢ uzaleznieniaregut dosta-
wy wsadu na piecownie od aktualnego stanu obiektu.

Uzaleznienie takie moze mie¢ na przyktad postaé ograniczenia liczby
wytopéw oczekujacych na zatadunek do piecow wgtebnych drogga odpowiedniego
wstrzymywania striperowania. Testy [ZSAK 80) , przeprowadzone w oparciu o
dane rzeczywiste, pozwolity stwierdzi¢, iz takie postepowanie zmniejszy-
toby o kilka procent wymagany, tgczny czas nagrzewania wlewkéw.

Bioragc pod uwage przedstawione w punkcie I1V.b uwagi odnos$nie do doboru
regulaminu obstugi przeprowadzono takze eksperyment, polegajacy na zasy-
mulowaniu zastosowania do szeregowania wlewkoéw tadowanych do piecéw sfor-
mutowanego tam regulaminu obstugi z wykorzystaniem algorytmu przybli-

zonego rozwigzywania odpowiedniego zadania komiwojazera.

Stwierdzono, iz taka organizacja zatadunku wsadu prowadzitaby dook. 2%
skrécenia czasu nagrzewania wlewkow.

Nie przytaczajac szczeg6tdw zawartego w [ZSAK 79] oraz |ZSAK 80] (a w za-
kresie wczesniej omawianych modeli w [HAJK 73], [HAJK 74] , [BUZA 73] opi-
su przeprowadzonych eksperymentéw, mozna stwierdzié, iz przedstawienie
rozpatrywanego procesu produkcyjnego w postaci odpowiedniego niekonwen-
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cjonalnego systemu masowej obstugi pozwala na zrozumienie jego specyfiki,
a takze wskazanie mozliwos$ci usprawnienia jego organizacji.

W licznych pracach (np. [KLEI 76], [KOBA 77], [GRAH 78], WEGR 78],
[WOoLl 78], [SEID 79]) wskazywano na celowo$¢ modelowania w postaci wielo-

stanowiskowych systeméw masowej obstugi, ztozonych systeméw komputerowych
oraz sieci komputerowych.

Przy rozpatrywaniu tych modeli napotyka sie z reguty na podobne jak w

omawianym wyzej przyktadzie trudnos$ci, w szczegélnosci realia proceséw
rzeczywistych wykraczaja zwykle poza zbiér modeli, ktére mozna w spos6b
Scisty przeanalizowaé¢. Wynika to zaréwno ze ztozonej struktury procesow
obstugi w ramach indywidualnych stanowisk obstugi, jak tez wyraznych wza-
jemnych uzaleznienn trybu pracy réznych stanowisk obstugi.

Co wiecej, z rozwazah przedstawionych w niniejszej pracy jednoznacznie
wynika, ze nie nalezy sie spodziewaé¢ opracowania ogélnych aetod anali-
tycznych, umozliwiajgcych badanie ztozonych sieci niekonwencjonalnych sta-
nowisk obstugi.

Z drugiej strony, jak to mozna sprawdzi¢ na licznych przykiadach, za-
niedbanie wspomnianych uzaleznieh, a wiec niekonwencjonalnego charakteru
rozpatrywanych systeméw uniemozliwia odzwierciedlenie ich podstawowych
wiasnosci.

Efektywng droga przezwyciezenia tej sprzecznos$ci jest zastepowanie zto-
zonych, niemozliwych do bezposredniej analizy sieci stanowisk obstugi zbio-
rem systeméw prostszych, zachowujacych jednak zasatoicze cechy uktadu
pierwotnego (droga doboru systeméw najlepiej reprezentujacych wydzielone
fragmenty tego uktadu) i rozpatrywanie takich uproszczonych modeli, #ta-
czonych nastepnie w bardziej rozbudowane struktury.W przedstawionym przy-
ktadzie prowadzitoby to 4o analizy a nastepnie potaczenia systemu WAD z
systemem dwuetapowym pozbawionym bufora posredniego.

Jak ~ridzielismy, nawet oddzielne rozpatrywanie tych podukiadéw prowadzito
do interesujgcych wnioskéw. Podobne podejsScie okazaje sie skuteczne réw-
niez w wielu innych przypadkach, co stwierdzono np. w pracy [KLEI 80j,
rozpatrujac,,z bardzo dobrym skutkiem, pewien system transmisji danych, w
stosunku do ktérego zawiodly klasyczne metody i modele.

Z tego wzgledu mozna oczekiwaé, iz dalsze prace w zakresie niekonwencjo-
nalnych systeméw masowej obstugi beda ukierunkowane na dwa niezbedne przy
takim podejsciu zagadnienia:

- analize i badanie wtasnosci réznych, oddzielnych klas jysteméw niekon-
wencjonalnych,
- opracowywanie przyblizonych metod tgczenia systeméw zaréwno konwencjo-

nalnych, jak i niekonwencjonalnych w bardziej rozbudowane aieci, czesto
o ztozonych powigzaniach.

Przy rozwiagzaniu tych zadan (a szczeg6lnie drugiego z nich) nalezy o-
czekiwa¢ znacznego udziatu modelowania cyfrowego i to zaréwno w charakte-
rze metody weryfikacji doktadnosci rozwigzan analitycznych, jak tez wcha-
rakterze metody zasadniczej, uzupeinionej o pewne przyblizoae rozwigzanie
analityczne, pozwalajagce w istotny spos6b zwiekszy¢ jej efektywnosé.
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WYBRANE, NIEKONWENCJONALNE SYSTEMY MASOWE] OBStUGI

Streszczenie

Zdecydowana wiekszo$¢ bardzo obszernej i szybko rosnacej literatury w
zakresie systeméw masowej obstugi dotyczy badz to systeméw jednostanowi-
skowych, badz sieci stanowisk obstugi o charakterze konwencjonalnym, to
jest takich, w ktérych odstepy czasu miedzy chwilami naptywania kolejnych
zgtoszen oraz czasy ich obstugi tworzg ciggi niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowych rozktadach, i w ktérych pomija sie czas pracy wiasnej
potrzebny na implementacje regulaminu obstugi.

Jakiekolwiek odstepstwo od tych zatozern, a wystepuja one czesto przy
modelowaniu systeméw teleinformatycznych oraz dyskretnych systeméw pro-
dukcyjnych, prowadzi kazdorazowo do iloSciowych a czesto réwniez jakoscio-
wych zmian we witasnosciach systemu, wigczajagc w to nawet zmiane tak pod-
stawowej charakterystyki jaka jest warunek stabilnos$ci.

Niniejsza praca, traktujgca o pewnych, wybranych niekonwencjonalnych
systemach masowej obstugi, sktada sie z czterech rozdziatow,

W rozdziale | sprecyzowano pojecie "niekonwencjonalnych systeméw maso-
wej obstugi" i przedstawiono przeglad takich systeméw (zar6wno jednosta-
nowiskowych, jak i sieci stanowisk obstugi) w oparciu o zaproponowang kla-
syfikacje. Uzasadniono celowos$¢ rozpagtrywania kazdego z typoéw tych syste-
méw, omoéwiono jego zasadnicze wiasnosci (postugujac sie réwniez wynikami
obliczen numerycznych) i zacytowano literature przedmiotu.

Wrozdziatach Il i 11l skupiono sie na rozwinieciu metod analizy i op-
tymalizacji jednego z najtrudniejszych typéw niekonwencjonalnych systemoéw
masowej obstugi - systeméw z czasem obstugi zaleznym od czasu oczekiwania.

Opierajac sie zaréwno na wczesniej opublikowanych pracach (w tym poprzed-
nich pracach autora), jak tez na nowych wynikach przedstawiono najbar-
dziej wyczerpujgce studium z tego zakresu.

Ze wzgledu na uzaleznienie warunku stabilnosci w takich systemach od
regulaminu obstugi oraz na rézny zakres mozliwych do uzyskania wynikéw a-
nalitycznych, oddzielnie rozpatrzono przypadek naturalnego regulaminu ob-
stugi (rozdziat Il1) i dowolnego regulaminu obstugi (rozdziat I11).

W pierwszym przypadku przedstawiono zaréwno warunki stabilnos$ci, jak i
metodyke $cistej analizy przy dosyé ogélnych zatozeniach. Wydaje sie, ze
to zagadnienie mozna wiec uzna¢ za prawie catkowicie rozwigzane, aczkol-
wiek uzycie przedstawionej metodyki jest pracochtonne.
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W drugim przypadku, dla ktérego dostepne sa jedynie bardzo nieliczne
wczes$niejsze wyniki, rozwazano trzy zagadnienia:
- ocene warunkéw stabilnosci,

- analize w stacjonarnym stanie granicznym,

optymalizacje regulaminu obstugi
przy uzyciu zaréwno metod analitycznych, ich potaczenia z modelowaniem
cyfrowym, jak tez pewnych metod heurystycznych.

Uzyskano szereg wynikéw o réznym stopniu ogélnosci.

Wrozdziale IV rozpatrywane jest zagadnienie optymalizacji wydajnosci
wieloetapowych systeméw masowej obstugi. Badano wplyw takich parametréw,
jak sposéb rozdziatu pracy miedzy etapy, postad rozkiadéw czaséw obstugi,
liczba kanatéw obstugi zainstalowanych na poszczegdlnych etapach i pojem-
nosci buforéw posrednich na wydajno$é systemu, przedstawiajgc zalecenia
dotyczgce 'optymalnego doboru tych parametréw.

Rozstrzygnieto niektére z istniejacych dotad niejasnosci w tym zakresie.
Ze wzgledu na duzag liczbe dotaczonych wynikéw numerycznych mozna tatwo
zorientowaé¢ sie w skutkach nieprawidtowego doboru parametréow.

W dotaczonym do pracy dodatku wskazano, na przyktadzie procesu przemy-
stowego, iz wykorzystanie omawianych w niniejszej pracy niekonwencjonal-
nych systeméw masowej obstugi umozliwia wyjasnienie pewnych - pozornie za-
skakujacych i zdecydowanie niepozadanych - stanéw obiektu, a takze zapro-
ponowanie sposobéw zapobiegania im.

HEKOTOPbIE HEKOHBEHUWVOHAJ/IBILLE CUCTEMbI mkcOOBOIO OBC/TY>KVBAHA

Pe3Bble

BONbLUMHCTBO paboT M3 O4YeHb OBLUMPHOA M BbICTPO pasBUBAtOLLECA  UTepaTypbl
rMo cucTtemMam MaccoBOro O06CNYy>KMBaHWSA KacaeTCcsa WM OAHOCTEBAOBbLIX CUCTEM WU
CeTU KOHBEHLMOHabHbIX CUCTEM O06CMY>KMBaHUA T.e. TaKux, B KOTOpbIX MHTepBasal
BPEMEHU MeXXAy MOMEHTaMW MPUXOXKAEHNSI O4YepefHbIX 3asBOK, a Takke Bpems UxX 06-
CMY>KMBaHUA SABNAIOTCA MNOCNeA0BaTeNlbHOCTAMM He3aBUCUMbIX, OAMHAKOBO pacrpeje-
NEHHbIX CNMy4YalHbIX BeWYMH, W, B KOTOPbIX MWHyeTCs CcO6CTBEHHOe Bpems paboThbl,
HY>KHOE Ha VIMMNJEMEHTaUMIO AUCUMMVHBI 06CNY>KUBaHKUS.

Bcsikoe OTK/IOHEHMe OT 3TUX MOMOXKEHWIA, a BbICTYNalOT OHM 4acTo MNpY MoAenu-
poBaHUN ceTel WHMOPMALIMOHHOM CBSA3W BbIYMCIUTENBHBIX MallMH,a Takoke B anc-
KPETHbIX MPOU3BOACTBEHHbIX CUCTeMax, BeAyT BcCerga K KOMMYECTBEHHbIM, a 4acTo
Taloke K KayeCTBEHHbIM OTKNOHEHWSM XapaKTepPUCTUK CUCTEMbl, BKIOYas B TO [Jadke
M3MeHeHNe TaKol OCHOBHOW XapaKTepuUCTUKW, Kakol SABnseTcs ycnosBue cTabunbHO-
cTun.

JaHHan pab6oTa, B KOTOpOV paccMaTpuBarOTCH HEKOTOpPble  HEKOHBEHLMOHa/bHble
CUCTEMbl MaccOBOro OOCMY>KMBaHWUSI COCTOUT H3 YeTbIPEX rnas.

B nepBoli rnase ornpegeneHo MOHATUE "HEKOHBEHLMOH&bHbIX CUCTEM MaccoBOro
obeny>kmBaHuA" 1M npeacTaBneH 0630p 3TMX CUCTEM Ha  OCHOBaHUW  MpPef/ioKeHHOM
KBa/mMhrKaumn.

JokasaHa LienecoobpasHOCTb paccMoTpa Kadkaoro M3 BUAOB  3TUX CUCTeM, 06-
CY>KIEHbl VX OCHOBHble XapaKTEPUCTUKU MpU WCMONb30BaHUW  Takoke pe3ynbLTaToB
UYMCMEHHbIX JaHHbIX H cAenaHbl CCbIKM Ha MpUMeHeHWe B paboTe paHee Ony6aMKo-
BaHHOW NnuTepaTypbl MO0 JAaHHOMY MpeaMeTy.

Bo BTOpoi W TpeTbel rnaBax aBTOP paboTbl cocpefoTaymBaeT CBOE  BHUMaHVe
Ha pasBMTWE MeTOAOB aHanMsa W OoNTUMaM3aumio OAHOT0 M3 CaMbIX  CMOXKHbIX TUMOB
HEKOHBEHLIOHa/IbHbIX CUCTEM MaccoBOro 06CNy>kKMBaHWSA - CUCTEM C BpeMeHeM 06-
CMy>KUBaHWA 3aBUCSLLME OT BPEMEHWN OXXMAAHWS.

Onupasicb Ha paHee OMy6AMKOBaHHblE PaboTbl (B TOM 4YmMcne Ha Mpegblaylye pa-
60Tbl aBTOpa), a Talkke Ha HoOBeliLLMe nccnefoBaHWA B 3TOW 06nacTu  npeacTaseH
Hanbonee vcyepnbIBaIOLLMIA aHaIM3 sTex CUCTEM.

B cBA3W C 3aBUCUMMOCTbIO YCMOBUSA CTABUMNBHOCTU B Takux cucTeMax OT AUCLMMIVHBI
obcny>kmBaHWA, a Takoke OT pas3HOM CTeneHW MOAyYeHUS BO3MOXKHbLIX —aHaIUTUYECKNX
pe3ynbTaToB, OTAeNbHO O6bl1 PACCMOTPEH Cclyyar MpPAMOro nopsiaka 06Cny>KMBaHUA u
NMPOM3BONBHOM AVCUMNAVHBI 06CNY>XMBaHWsA. (FnaBbl BTOpas U TpeTbA).

B nepBom cnyyae ObiM MNpefAcTaBneHbl Kak YCNnoBUS CTabUNbHOCTU Tak W MeTodpl
TOYHOro aHanu3a npyv A0BOMAbHO 06WMX Mpednocbinikax. Ham KaxkeTcs, 4To 3Ty Mpo-
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6neMy MOXHO CUMTaTb MOYTU LIENMKOM PELLEHHON, XOTS MNpMMeHeHVWe MpeacTaBNeHHOro
MeToga aHanmsa sIBNsieTcsl TPYAOEMKUM MPOLECCOM.

Bo BTOpoM cfiyyae, Mpy KOTOPOM WMENUCh B Ha/M4yae f[0BOMbHO  OrpaHuYeHHble,

paHee nony4yeHHble pe3ynbTaTbl, 6blIM PAcCMOTPEHbI TPWU BOMpoca:

- OueHKa ycnoBuii cTabmnbHOCTU

- aHa/M3 B CTaUMOHAPHOM MpeaebHOM COCTOSIHUMU

- onTUManu3aums AVCLUMMINHBLI 06CNYy>XXKUBaHMUS

C MpPUMEHEHVEM OAMHAKOBO KakK aHa/IMTUYECKUX MeTO[O0B, WX KOMOMHAUMiA C YmnCneH-
HbM MOZENMPOBAHMEM, TaK W HEKOTOPbIX €BPUCTUYECKMX METOAOB.

Bbyio MoNy4YyeHo psig, Pe3ynbTaToB C pasHoi CTeneHblo O6LHOCTM.

B ueTBEpTOV rnaBe paccMaTpvBaiacb MNpob6remMa OnNTUMaTM3aUMN NPOU3BOAUTENbHO-
CTW MHOroaTanHbIX CUCTEM MaccoBOro o6Cny>kmBaHus. VccnegoBaHo 6bUI0 BAMSIHWE Ta-
KWUX MnapameTpoB KakK croco6 pacnpegeneHus paboTbl Mo 3Tanam,pacnpepeneHvie Bpe-
MeHM 06CNY>KMBAHUS, YMNCNEeHHOCTb KaHanoB 06CNY>KMBaHUS Ha M0GOM,  MPOM3BOLHOM
aTane MU EMKOCTb MPOMEXYTOUHbLIX 6yd)epoB, C MpeAcTaBfieHMEM peKoMeHZaumii — ans
ONTUMaNILHOTO bIB6OPa 3TUX MapameTpPoB. BblM BbIICHEHbI HEKOTOPblE M3, CYLLECTBYHO-
UMX A0 CUX MOP, HEeACHOCTM B 3TUX pPEeKOMeHAauUsX.

B cBsi3n ¢ 6OMbLUMM KO/MYECTBOM MOAABAaeMbIX YUCNEHHbLIX Pe3yNbTaTOB MOXHO NErKo
COpUEHTMPOBaTbLCA B pe3ynbTaTax HernpaBW/IbHOIO BblGopa MapameTpoB.

B npunoXeHuW, Ha MpuMepe MPOMbILIEHHOrO MPOW3BOACTBA MNOKasaHo, 4To  UC-
rnonb3oBaHme 06CYXKAEHbIX B AAaHHOW pa6oTe HEKOHBEHLMOHa/IbHbIX CUCTEM MacCOBOro
06CNy>KMBaHUsI OAET BO3MOXKHOCTb BbISICHEHMSI HEKOTOPbIX, Ha MepBblii  B3rnsg HeoXu-
OaHHBbIX N peLunTeNbHO HeXXenaTe/bHbIX sIBNeHU 06beKTa, a Takke MpeioXkeHbl Cro-
cobbl Ansi UX M36eXKaHuS.

SOVE NOTI-CLASSICAL QUEUEING SYSTEMS

Sunmgry

The vast majority of the enormously large, and fast growing queueing

systems literature is concerned with either single servers or queueing
networks of the classical type, meaning such ones in which system para-
meters like demands interarrival times and service tines are assumed to
form sequences of independent, identically distributed random variables
and no system overhead, due to service discipline implementation is in-
cluded.
Any violation of these assumptions, which occur frequently while modell-
ing computer-communication systems and production systems, results always
in quantitative and usually also in qualitative changes of system behaviour,
including possibly even changes of such basic characteristic as stability
condition.

This paper dealing with some, chosen types of non-classical queueing
systems consists of four chapters.

In chapter | the term "non-classical queueing system" is precisely in-
troduced, and a survey of such systems (single-servers, multi-servers and
queueing networks) following an introduced classification is presented.
For every type of these systems the justification of it’'s consideration
is given, it’'s main features are discussed (including numerical data),
and the relevant references are mentioned.

In chapters Il and Il methods of analysis and optimal design for one
of the most difficult types of non-classical queueing systems namely que-
ueing systems with waiting time dependent service times are developed.
Basing both on so far published results (including earlier papers by the
author) and newly reported progress, the most complete study of such
systems is given.

Because of the dependence of stability conditions wupon the queueing dis-
cipline applied, and different scope of possible analytical solutions, the
case of FIFO queueing discipline (chapter I1) and general queueing disci-

pline (chapter 111) are treated sepera;tely.
In the first case both the stability donditions and methodology for
exact analysis are presented for fairly general assumptions. Thus this

problem seems to be almost completly solved, although the use of presented
methodology is laborious.
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In the second case, with very limited earlier results available, three

problems:

- stability condition estimation

- steady - state analysis

- queueing discipline optimization

have been approached, using equally purely analytical methods, combined
analytical and simulational methods as well as some heuristics.

Several results of different generality have been obtained.

In chapter IV the problem of throughput optimization in multistage
queueing systems is discussed. The influence of wori. division among dif-
ferent stages, service time distribution, the number of parallel servers
installed at « single stage as well as intermediate buffer capacity on
system’s throughput is investigated, and recommendations for best choice
of these parameters are developed.

Some so far existing ambiguities in this area are cleared. Due to many
numerical results the loss of throughput caused by non-optimal choice of

parameters is well illustrated.
In an appendix it is shown, using an industrial example,that utilizing
the nonclassical queueing system discussed earlier, it is possible to

explain some - seemingly surprising and definitly wundesirable behaviour
patterns of the plant, and suggest ways of their avoiding.
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