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<J>(x,y) , §(r,</>) -  fu n k c ja  naprężeń  A IR Y 'e g o  d l a  gó ro tw o ru  

b b<J>(x,y) , £  (r,</>) -  fu n k c ja  n ap rężeń  A IR Y 'e g o  d l a  betonu



1. PROBLEMATYKA WSTĘPNA

1 .1 .  OGOLNE SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA Z PUNKTU WIDZENIA TEORII SPRĘZYSTOSCI

1 .1 .1 .  Z a ł o ż e n ia  o g ó ln e

Otwór w y ro b is k a  z a k łó c a  l o k a l n i e  p o l e  n ap rężeń  gó ro tw o ru  n ien a ru s zo n eg o .  

Można p r z y j ą ć ,  że  w o d l e g ł o ś c i a c h  zn a c z n ie  p r z e w y ż s z a ją c y c h  ro zm ia ry  po 

p r z e c z n e  w y ro b isk a  s tan  n a p re ż e ń ia  n i e  z o s t a ł  naruszony [ 3 j ,  [ 5 ] ,  [38] .

Na r y s .  1.1 pokazano p r z e k r ó j  p op rz ec zn y  i  o s io w y  w y ro b isk a  poz iom ego
*)obudowanego pow łoką z betonu  n a tryskow ego  . P r z y j ę t o  o g ó l n i e ,  że  p r z e k r ó j  

p op rz ec zn y  w a lcow e j  p o w ło k i  z betonu  natryskow ego  j e s t  o g ra n ic z o n y  dwoma 

krzywymi zam knię tym i i  L 2 , a powłoka n ie s k o ń c z e n ie  d łu g a .

G e n e r a ln i e  p r z y j ę t o  t r ak to w a ć  zarówno g o r ó tw ó r  o t a c z a j ą c y  pow łokę b e t o 

nową, ja k  i  sam b e ton  p o w ło k i ,  j a k o  o ś r o d k i  j e d n o ro d n e ,  i z o t r o p o w e  o s t a 

ł y ch  E, \7 d l a  s k a ły  o ra z  odp ow iedn io  E^ i  d l a  betonu  ̂ . P r z y j ę t o

d a l e j ,  że wpływ s i ł y  masowej ( s i ł y  c i ę ż k o ś c i )  na p o l e  naprężeń  j e s t  pom i-

j a l n i e  m a ły .  Z a g a d n ien ie  p o t rak tow an o  ja k o  p ł a s k i e  z a g a d n ie n ie  s tanu od 

k s z t a ł c e n i a  [ 5 J, [ 7 ] ,  [ 8 ] ,  [38] .

P r z y j ę t o  zatem d l a  betonu i  g ó ro tw o ru :

ó z z  = 0, w = 0, (1 .1 )

g d z i e :

£ zz -  w sp ó łrzęd n a  t e n s o ra  o d k s z t a ł c e n i a  względem o s i  z ,

w -  w sp ó łrz ęd n a  w ek to ra  p r z e m ie s z c z e n ia  w k ierunku o s i  z .

D la gó ro tw o ru  n ien a ru s zo n ego  wykonanym w yrob isk iem  korytarzowym ( r y s .

1 .2 )  można p r z y j ą ć :

(5 = kp (1 -2 )
xx  *

e  = p d -3 )yy ^

^Prob lem atykę  betonu na tryskow ego  ja k o  tworzywa obudowy natryskowe ] oino- 
w iono  w z a łą c z n ik u  1.

^Górotwór ja k  i  b e ton ,  j e ż e l i  chod z i  o ich  w ła ś c iw o ś c i  w y t r z y m a ło ś c io w e , 
po t rak tow an e  będą ja k o  i z o t r o p o w e  co do k ierunku i an izo t ropow i .1 00 
zw ro tu .  S z e r z e j  na ten  temat w r o z d z i a l e  4.
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Rys.  1 .1 .  P r z e k r ó j  p o p r z e c zn y  i  o s io w y  w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  obudowanego 
pow łoką  z b etonu  n a tryskow ego

F i g .  1 .1 .  C ross  -  s e c t i o n  and a x i a l  s e c t i o n  o f  a roadway s u p po r ted  by a c o a t
o f  s h o t c r e t e

<S"ZZ = kp, (p < 0) (1 .4 )

e xx = £zz ■ 0 <1 - 5>

g d z i e :

G xrt G ~ w s p ó ł r z ęd n e  t e n s o ra  s tanu n a p r ę ż e n ia  d l a  gó ro tw o ru  xx  yy  z z
n ien a ru s zo n eg o ,

* x x >  £ y y ' (5 Zz “  w s p ó ł r z ęd n e  t e n s o ra  s tanu o d k s z t a ł c e n i a  d l a  gó ro tw o ru  

n ie n a r u s z o n e g o .

Otrzymujemy z g o d n ie  z prawem HOOKE'a 

£ xx = 0 = I • [kP - + kP>]

£ yy = s [p '  <?<kp + kp)]

6 zz = 0 = l[kp ■ ^'P + kP>]

Z go d n ie  z równaniem (1 .6 )  u z y s k u je  s i ę :

(1.6) 

(1 .7 ) 

(1 .8)
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Rys. 1 .2 .  Model g ó ro tw o ru  n ien a ru s zo n eg o  w y rob isk iem  korytarzowym 

F i g .  1 .2 .  Model o f  th e  rock  mass in ta c k  by a roadway

Rys. 1 .3 .  Z a le ż n o ś ć  w s p ó łc zyn n ik a  P o is s o n a  Q od w s p ó łc zyn n ik a  p a r c i a  b o c z 
nego

F i g .  1 .3 .  Dependance o f  P o i s s o n ' s  c o o r d in a t e  on th e  l a t e r a l  p r e s s u r e  c o 
o r d in a t e

Wykres z a l e ż n o ś c i  pom iędzy  v  a k p r z e d s ta w io n o  na rysunku 1 .3 .

Z równania  (1 .7 )  i  ( 1 .9 )  u z y s k u je  s i ę :

- Em 2 • 0 2> - E M + v>) (2 0 - 1)
'y y  "  E 1 1 -  0 ' E 1 -  0 '

(1.10)
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Oznaczając współrzędne wektora przemieszczenia 
wyrobiska korytarzowego przez

(względem układu Oxyz związanego z punktem 0), 
nieniu (1.6), (1.8), (1.7)

v = \ £ .dy = - E ■( 1 T V ) {2.  Ç - 1 )
°  J y y  Y E r"=~5-------  ? 'n

lu b  k r ó c e j

g d z i e  :

m = -  E (1 + <?) ■ ( 2 . <7 -  p  
E 1 -  C

1 . 1 .2 .  Warunki b r ze go w e

P r z y  p r z y j ę t y c h  z a ł o ż e n i a c h  można u ł o ż y ć  ( r y s .  
b r ze go w e  d o t y c z ą c e  n ap rę żeń :

G * n l* .y )  = 0,

(j b .
tn  *x , y* -  o.

d l a  w s z y s t k i c h  punktów konturu L 1 ,

C  bnn(x,y) = % n <x,y).

(Tb
t n <x ,y )  = ^ t n ( x , y ) ,

dj.a w s z y s t k i c h  punktów konturu ,

O - y y U ^ z )  = p ,

punktu A p r z e d  wykonaniem

u z y s k u je  s i ę  po u w zg lę d -  

(1.11)

( 1 . 12 )

(1 .1 3 )

1 . 1 ) n a s tę p u ją c e  warunki

(1 .1 4 )

11 .15 )

(1 .16)

(1 .1 7 )

(1 .1 8 )

'Txx(°“ 'y'z> = kP = • P Ip < 0). (1 .1 9 )
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O zn a cza ją c  p r z e z  u i  v  w s p ó ł r z ęd n e  w e k to ra  p r z e m ie s z c z e n ia  c a ł k o w i 

te g o  wzg lędem  o s i  x i  y  u z y s k u je  s i ę  dwa p r z e m ie s z c z en io w e  warunki 

b rzegowe :

u ( x , y )  = ub ( x , y ) ,  ( 1 . 2 0 )

v ( x , v )  -  v q  = v b ( x , y )  ( 1 . 2 1 )

* )d la  w s z y s tk ic h  punktów konturu L 2

W przypadku p ł a s k i e g o  stanu o d k s z t a ł c e n i a  i  n a p rę ż e n ia  można p r z y j ą ć  

i s t n i e n i e  f u n k c j i  n ap rężeń  A IR Y 'e g o  $ ( x , y )  [ 1 2 ] ,  [3 3 ] ,  k t ó r a  j e s t  fu n k c ją

b iharm on iczną  c z y n ią c ą  zadość  równaniu różn iczkowemu b iharm onicznem u:

Ą  - 2 d 4j> + 0. (1 .22)
ć)x dx .9y C'y

Aby w yznaczyć  p o la  t e n s o ra  naprężeń  w o b s z a r z e  betonu i  g ó ro tw o ru ,  n a l e 

ży  w yznaczyć  dw ie  fu n k c je  b iha rm on iczn e  £  ( x , y )  d l a  betonu o ra z  $ ( x , y )

d l a  g ó ro tw o ru ,  s p e ł n i a j ą c e  warunki b rzegow e  (1 .1 4 )  -  ( 1 . 2 1 ) .

N ie  p r z y t o c z o n o  w tym m ie js c u  znanych zw iązków p o z w a la ją c y c h  w y r a z i ć  

w sp ó ł rz ęd n e  t e n s o r a  stanu n ap rężen ia ' ,  o d k s z t a ł c e n i a  o ra z  w sp ó łrz ęd n ych  wek

t o r a  p r z e m ie s z c z e n ia  p o p r z e z  f u n k c ję  n ap rężeń  [ 3 3 ] ,  [4 2 ] .

Zw ią zk i  t e  d la  betonu  i  gó ro tw o ru  p o z w a la ją  na u ł o ż e n i e  warunków b r z e g o 

wych (1 .1 4 )  -  ( 1 . 2 1 ) .  P o z w a la ją  one j e d n o c z e ś n i e ,  po o k r e ś l e n iu  f u n k c j i  na

p rę ż eń  ÿ ( x , y ) '  i  k ( x , y ) ,  na w y zn ac zen ie  naprężeń  w g ó r o tw o r z e  i  b e t o n i e ,  

t o  zn a cz y  na o k r e ś l e n i e  z a l e ż n o ś c i :

ffxx = f1 (X,.y). (1 .23)

II>1>1
to f2 <x ,-y). (1 .24)

II>1X f3 (X,-y) . (1 .25)

^zz f4 (Xi-y) » (1 .26)

d la  gó ro tw o ru

Gbx - g i< x ,y ), (1-27)

* )
Kontur 2

k tó r e g o  punkty u l e g ł y  p r z em ie s z c z en io m  o w sp ó łrz ęd n ych  uq = 0 ,

w = 0 . o



(j £y = 93  ( x ''y> '  (1 .2 9 )

o zz = g4(x,y) (1 .3 0)

d la  betonu .

Po u zyskan iu  r o z w ią z a n ia  w fo r m ie  o k r e ś l o n e g o  p o la  t e n s o ra  s tanu n ap rę 

ż e n ia  d la  betonu i  g ó ro tw o ru  n a l e ż y  p r z y  da ls zym  p r o je k to w a n iu  w y t r z y m a ło ś 

ciowym zas to sow ać  o p tym a ln ie  dobraną h i p o t e z ę  w y tę ż e n io w ą ,  p r z y  czym p r z y  

d ob o rze  t a k i e j  h i p o t e z y  z a s a d n ic zą  sprawą b ę d z i e  u w z g l ę d n i e n i e  tak  d la  b e 

tonu ja k  i  gó ro tw o ru  n ie s ym e tr y c zn ych  w ła ś c iw o ś c i  w y tr z ym a ło śc io w yc h  p r z y  
r o z c i ą g a n iu  i  ś c i s k a n iu .

Oyy = 92 (x-y) ' (1 .28)

1 .2 .  UZASADNIENIE PRZYJĘCIA MODELU SPRĘŻYSTEGO, IZOTROPOWEGO

Z a sa d n ic ze  z a s t r z e ż e n i a  może b u d z ić  p o t r a k to w a n ie  g ó ro tw o ru  j a k o  ośrodka  

je dn o rodn ego  i z o t r o p o w e g o ,  k t ó r e g o  w ł a ś c iw o ś c i  f i z y c z n e  są o p is a n e  dwoma 

s t a ł y m i  E i  0 . W r z e c z y w i s t o ś c i  g ó r o tw ó r  j e s t  ośrodk iem  w y ra ź n ie  a n i z o 

tropowym. D la t e g o  t e ż  uzyskane  w p ra c y  w y n ik i  powinny być t r ak tow a n e  j e 

d y n ie  ja k o  p r z y b l i ż e n i e  ro zp a t ryw an ego  z a g a d n ie n ia .  U ś c i ś l e n i e  uzyskanych 

wyników n a l e ż a ł o b y  p o p r z e d z i ć  s z e r o k im i  badan iam i ekspe rym en ta ln ym i,  k t ó r e  

by p r z e s ą d z i ł y  o s t a t e c z n i e  o c h a r a k t e r z e  w ł a ś c iw o ś c i  ró żn ych  ro d za jó w  g ó r o 

tworu. W sp ó łc zesne  p ra c e  w skazu ją  na t o ,  ż e  pewne r o d z a j e  g ó ro tw o ru  można 

modelować ja k o  o środ ek  t r a n s w e r s a ln i e  i z o t r o p o w y ,  co  wymaga w y zn ac zen ia  p i ę 

c iu  s t a ł y c h  s p r ę ż y s t o ś c i  [_34J . Badania  ekspe rym en ta ln e  w tym z a k r e s i e  są  w 

f a z i e  p o c z ą tk o w e j .  S t a ł e  s p r ę ż y s t o ś c i  wyznaczono d l a  n i e l i c z n y c h  typów s k a ł .  

J e s t  sprawą o c z y w i s t ą ,  ż e  p r z y j ę c i e  modelu c i a ł a  t r a n s w e r s a ln i e  i z o t r o p o w e 

go  w znaczny  sposób sk o m p l ik u je  r o z w ią z a n i e  p o s ta w io n eg o  z a g a d n ie n ia .

1 .3 .  ZAŁOŻENIA DOTYCZĄCE SPOSOBU PRZEJMOWANIA OBCIĄŻENIA OD GÓROTWORU 

NA OBUDOWĘ Z BETONU NATRYSKOWEGO

W punkc ie  1.1 n i n i e j s z e j  p ra c y  z a ło ż o n o  n a s tę p u ją c y  mechanizm prze jm owa

n ia  o b c i ą ż e n i a  p r z e z  pow łokę  z betonu  n a t rysko w ego .  Zakłada  s i ę  m ia n o w ic ie ,  

że  kon tu r  L^ wycina  s i ę  z g ó ro tw o ru ,  k t ó r y  u l e g ł  o d k s z t a ł c e n iu  pod w p ły 

wem o b c i ą ż e n i a  kp, p, kp, c z y l i  z g ó ro tw o ru  ju ż  c z ę ś c io w o  o d k s z ta ł c o n e g o .

Dodatkowe o d k s z t a ł c e n i a ,  b ędące  wynik iem  w y c i ę c i a  o tw oru  o  k o n tu r z e  L 0 , 

przejmowane są c a ł k o w i c i e  p r z e z  b e ton  n a ło ż o n e j  p o w ło k i  z betonu n a t r y s k o 

wego, j e ś l i  z a ł o ż y ć  i d e a l n e  d z i a ł a n i e  u s z t y w n ia ją c e  przodku w y ro b is k a  k o r y 

ta r zo w ego  w c z a s i e  w ią z a n ia  be ton u .  W przypadku tym ja k o  p r z e m ie s z c z e n io w e  

warunki b rzegow e  p r z y jm u je  s i ę  z w ią z k i  (1 .2 0 )  i  ( 1 . 2 1 ) .
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J e ś l i  p r z y j ą ć ,  że  d z i a ł a n i e  u s z t y w n ia ją c e  przodku j e s t  t y l k o  c z ę ś c i o w e ,  

wówczas n a l e ż y  j e d n o c z e ś n i e  p r z y j ą ć  c z ę ś c io w e  o d p r ę ż e n i e  g ó ro tw o ru  p rzed  

ca łkow itym  zw iązan iem  be ton u .  W tak im  przypadku o d k s z t a ł c e n i a  betonu będą 

c z ę ś c i ą  o d k s z t a ł c e n i a  gó ro tw o ru .

P rob lem  ten  rozważono w punkc ie  4 .2  n i n i e j s z e j  p r a c y ,  p o d a ją c  ta k ż e  p r o 

p o z y c j ę  r o z w ią z a n ia  t e o r e t y c z n e g o  t e g o  z a g a d n ie n ia .

1 .4 .  ROZWIĄZANIA DOTYCHCZASOWE I  UWAGI KOŃCOWE PROBLEMATYKI WSTĘPNEJ

W znanych r o z w ią z a n ia c h  w sp ó łp ra cy  obudowy z góro tworem  n i e  u w zg lęd n ia  

s i ę  f a k tu ,  ż e  w y ro b isk o  k o r y ta r z o w e  wykonywane j e s t  w c i e l e  ju ż  obc iążonym , 

a w ię c  ta k ż e  o dk sz ta łcon ym .

Równanie  ( 1 . 2 1 ) r p r z y  p r z y j ę c i u ,  ż e  g ó r o tw ó r  n i e  j e s t  o b c ią ż o n y  i  od 

ksz ta łcony^  ma p o s t a ć :

v ( x , y )  = v b ( x , y )  . (1 .31)

P r zy  tak im  z a ł o ż e n iu  trak tow ano  o b c i ą ż e n i e  obudowy w y ro b is k a  k o łow ego  w 

pracach  £ l 9 ] ,  [ 3 7 ] .
P r z y j ę c i e  równań (1 .2 0 )  i  (1 .2 1 )  pozw a la  t a k ż e  na u w z g lę d n ie n ie  c z ę ś c i o 

wego p r z e m ie s z c z e n ia  g ó ro tw o ru  w k ierunku  w y ro b is k a  j e s z c z e  p r z e d  n a ł o ż e 

niem p ow ło k i  z betonu n a tryskow ego .

Tak p os ta w io n e  z a g a d n ie n ie  może s tan o w ić  podstawę do t e o r e t y c z n e g o  r o z 

w ią za n ia  w y t r z y m a ło ś c io w e g o  p r o je k to w a n ia  obudów z betonu n a try skow ego  ka

p i t a ln y c h  w y ro b is k  k o ry ta r zo w y ch  poziomych o okreś lonym  k s z t a ł c i e  p r z e k r o ju  

p o p r z e c zn e g o .  P rzy jm ow an ie  z a ło ż e ń  u p ra s z c z a ją c y c h  powoduje j e d n o c z e ś n i e  

k o n ie c z n o ś ć  p r ze p r o w a d ze n ia  badań ekspe rym en ta ln ych ,  k t ó r e  p o z w o l i ł y  zw ery 

f ik o w a ć  uzyskane  w y n ik i .  D o ty c zy  t o  z w ła s z c z a  z a ł o ż e n i a  i  i z o t r o p i i  o ś r o d 

ków betonu  i  g ó ro tw o ru  o r a z  z w ła s z c z a  problemu n i e p e łn e g o  d z i a ł a n i a  u s z tyw 

n i a j ą c e g o  przodku w y ro b isk a  k o r y ta r z o w e g o .



2. WYROBISKO KORYTARZOWE KOŁOWE

2 .1 .  POSTAWIENIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

Rozważono przypadek  w y rob iska  k o łow ego  <rvs j  11 
wartych  w punkcie  1 . V ^  P rZy  z a ł ° * e n i a c h

f - U  - L U  i i i  ł { ± i  J_)

ł Y r r n  i ł m r r r

Rys. 2 .1 .  P r z e k r ó j  p op rzec zn y  i  o s io w y  w y ro b isk a  k o r y ta r z o w e g o  k o ło w ego  obu
dowanego pow łoką z betonu n a tryskow ego

F ig .  2 .1 .  Cross  -  s e c t i o n  and a x i a l  s e c t i o n  o f  a c i r c u l a r  roadway supported
by a c o a t  from s h o t c r e t e

zagadn
Ze względu na wa lcowy, ko łowy  k s z t a ł t  w y ro b is k a  i  obudowy rozw aż 

a d n ie n ie  w walcowym u k ła d z i e  w sp ó łrz ęd n ych ,  p r z y jm u ją c :

r  =a[~x 2 ♦ y 2 

9  = a r c t g  ^

a s i e

(2.1)

(2.2)

Równanie biharmoni 
muje p o s ta ć :

czne  ( 1 . 2 2 ) w
biegunowym u k ła d z i e  w sp ó łrzęd n ych p r z y j -
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t 1 1 .  * 1 .  S i ,  , a l  t 1 ^  * L  a i ,  = 0 (2 3)
( a r 2 2 a r  r 2 $ip2 £)r2 r  S r  r 2 d f 2 ] 0

W da lszym  c ią g u  w yko rzys tan o  r o z w ią z a n i e  równania (2 .3 )  podane p rze z

J .H . MICHELLa [ i  2 ] ,  [33] , a m ia n o w ic ie :

d> = a lnr + b r2 + c r2lnr + d r2<P + a ’ (f> + ^  rfsin* o n n r* ' ' ?

3 ł — 1 c  1+ (a ^ r  + b^ r  + a^ r  + b^ r l n r ) cos  Y  + r^cos

(c^r + d^r3 + c ’ r 1 + d 'r ln r ) sin (anrfl + bnrn+2
n=2

+ a’ r  n + b* r  n+^ ) c o s n ^  + N  (c  r 11 + d r n+  ̂ + n n —. n n
n=2

+ c ^ r  n + d^e nT2) s in n  ’f  ■ (2 .4 )

Sformułowane z a g a d n ie n ie  zak ład a  s y m e t r i ę  względem o s i  x i  y  ( r y s .  

2 . 2 ) ,  co  pozw a la  na u s t a l e n i e  dwu warunków d l a  f u n k c j i  n ap rężeń :

<J(r,^ = <j> (r,-<p)
(2 .5 )

9 = $ (r/JT-f)

Warunki (2 .5 )  są  s p e łn io n e  zarówno d l a  f u n k c j i  $ ( r , ^ )  d la  gó ro tw o ru ,  

jak  i  d l a  f u n k c j i  <j>k(r,^) d l a  be ton u .  Warunki (2 .5 )  zastosowane do r o z 

w ią za n ia  (2 .4 )  prowadzą do u p ro s z c z o n e j  p o s t a c i  fu n k c j i  naprężeń  d la  g ó r o 

tworu i  obudowy z betonu n a t rysko w ego .

A , 2 2 , 2n , 2 (n + 1 ) ^
0 = a l n r  + b r  + c r  l n r  + % ( a ,  r  + b,. r  +* o o o  __. 2n 2n

n=1

+ a ’,  r ~ 2n * b ,  r Z *n 1 * ) c o s 2n tf; ( - . » ' )
2 n 2n

= cCo l n r  + /30 r 2 * f o r l n r  * Y L {CC2nr  "  + /3 2 nr
n = 1

+ cC  r _ 2n + 0 f  r ~2 (n-1 ) J c c s 2n CO 
2 n 2n 1
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R ys.  2 .2 .  S y m e t r ia  wzg lędem  o s i  x i  y 
punktów o t e j  samej w a r t o ś c i  f u n k c j i  na

p r ę ż e ń  $

F i g .  2 .2 .  Symmetry i n  r e l a t i o n  t o  x  and 
y a x i s  o f  p o in t s  o f  th e  same v a lu e  o f  < 

s t r e s s e s ! } *

Warunki b rzegow e  -  w zory  

(1 .1 4 )  -  ( 1 . 1 9 ) ,  d l a  omawia

nego  przypadku , p r z y jm u ją  po 

s t a ć  :

(S ^ (R ,n  = 0 (2 .3 )

(2 .9 )

V f ( r  =“ » , ? ’) = f  jn  +. k ) + (1 -  k )  c o s 2 cpJ

<Sr r (R + 9 ,? )  = i>r r (R + q , r )
(2.10)

* g , 0  = + <3.9>)
(2.11.)

^rr(r =

= f  [ d  + k ) -  (1 -  k ) c o s 2 <Ą

(2.12)

(2 .1 3 )

S r y l r  =0 0 9̂:,) = f  . (1 -  k) s i n 2 (2 .1 4 )

(P  < 0)

Warunki ( 2 . 1 2 ) ,  ( 2 . 1 3 ) ,  (2 .1 4 )  uzyskano t r a n s fo rm u ją c  w s p ó ł r z ęd n e

G  = kp; (T  = p ;  (j = 0  na w s p ó ł r z ęd n e  w u k ł a d z i e  biegunowym. xx yy  xy
Oznaczmy p r z e z  u q , v Q w s p ó ł r z ęd n e  o r t o k a r t e z j a r i s k i e  w ek to ra  p r z e m ie s z 

c z e n i a  w s tęp n ego  p o w s ta ł e g o  wskutek  d z i a ł a n i a  o b c i ą ż e n i a  (kp ,  p, kp) w g ó 
r o tw o r z e  bez  w y c i ę t e g o  o tw oru .

Z go d n ie  z r y s .  2 .3  w s p ó ł r z ęd n e  b iegunowe t e g o  w ek to ra  będą

ur o  = uo c o s ^ + v o s i n  ?

(2 .1 5 )
> o  = -u0sin5p+ v0cos f  

P r z y jm u ją c  uq = 0; v q = m.y uzyskano :

i
ur o  - m ys in  ef = j  m r (1 -  c o s 2 y }

(2 .1 6 )
u^o = m ycos j^=  -j mr . s i n 2 cp
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gdzie :

Rys. 2 .3 .  Składowe p r z e m ie s z c z e n ia  pow
s t a ł e g o  wskutek o b c i ą ż e n i a  w s tępnego

< V  P ' koP 

F i g .  2 .3 .  Components o f  th e  d i s p l a c e 
ment caused by th e  p r e l o a d  ' (k p ,  p ,  kp)

£ (1 + \7 ) (2 - 1 )
E * 1 "

P r z e m ie s z c z e n io w e  warunki 

b rzegow e  ( 1 . 2 0 ) i  ( 1 . 2 1 ) p rzy jm u

j ą  zatem p o s t a ć :

ur (R+9 r^) ~ \ m (R+g) ( 1 - c o s 2ÿ?) =

= ub (R+g,?>) (2 .1 7 )

Uÿ(R+g,ÿ>) -  jm (R+g) s in 2  5̂  =

Ujp(R+g,y) (2.18)

P r z e z  ur , Utp, ub , uhy  o zn aczon o  w sp ó ł r z ęd n e  w ek to ra  p r z e m ie s z c z e n ia  

punktów gó ro tw o ru  i  betonu  w biegunowym u k ła d z i e  w sp ó łrz ęd n ych .

W da lszym  c ią g u  opracow an ia  wykazano, ż e  aby zadość  u c z y n ić  w szystk im  

warunkom brzegowym (2 .8 )  -  (2 .1 4 )  i  ( 2 . 1 7 ) ,  ( 2 . 1 8 ) ,  w y s t a r c z y  w wyrażan iach  

( 2 . 6 ) i  ( 2 . 7 ) na fu n k c j e  n ap rę żeń  p o p r z e s ta ć  na p ie rw s z y c h  wyrazach  w y s t ę 

pu jących  w n ich  s z e reg ów  t r y go n o m e t r y c zn y c h .

W te n  sposób  u z y s k u je  s i ę  d l a  g ó ro tw o ru  i  be ton u :

(j = a^lnr + bQr2 + cQr2lnr + (a^r2 + ^ r 4 * * bj) cos2 cp

oC’
é b lnr + /3 r2 + T  r2lnr + (cć,r2 + /3r4 + —| + /3 )cos2 cf>O O O C. Ł. Z

(2 .1 9 )

(2.20)

W da lszym  c ią g u  s k o r z y s ta n o  ze  znanych w t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  zw iązków 

[12 ],  [3 3 ] .

i  3 ±  + 1_ . a &
Di dy>‘

(2.21)

(2.22)

(T = - -2.il
r  ip d r  r  d f

(2.23)



7
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Po za s to so w a n iu  wzoru (2 .1 9 )  o trzym ano  d l a  g ó ro tw o ru :

6 r r  = ao r _ 2  + 2 b 0  + 2 c o l n r  * c o -  2 <a 2 + 3 a ’ r " 4 + 2b2 r ~ 2 ) c o s 2  ^ ( 2 . 2 4 )

- 3 0 r ' 2 + 2bQ + 2cQl n r  + 3cQ + 2 ( a 2 + 6 b 2 r 2 + 3a’2 r - 4 ) c o s 2  ęf>

(2.25)

= 2 ( a 2 + 3 b 2 r 2  “  3 a 2 r ” 4 ~ b'2r ~2) s i n 2 <p (2 .26)

n a tom ias t  po za s to so w a n iu  wzoru ( 2 . 2 0 ) o trzym ano  d l a  b e ton u :

S"r r  =a£o r ~ "  + 2/o + 2 <*ol n r  + ^O ■ 2<°*2 + 30i 2r ~ 4 + 2 /32’r ~ 2 ) c o s 2  5^(2.271

Gcf>fb = -<̂ o r -2 + 2/3q + 2 fo ln r  + 3fo * 2 [cC2 + 6Ą r 2 + 3 ^ r ' 4) (2 .28)

6r$f> b = 2(^2 + 3/32r2 - 3oC’r-4 - /S^r-2) sin2 cp (2.29)

W spó łrzędne  t e n s o ra  s tanu o d k s z t a ł c e n i a  d la  gó ro tw o ru  po u w zg lę d n ie n iu  

prawa HOOKE'a i  po za s to so w a n iu  wzorów (2 .2 4 )  -  (2 .2 6 )  w y ra ż a ją  s i ę  n a s t ę 

p u ją c o :

£ r r  = i f  (1 -  '?2 » [ ao r _ 2  + 2bo + 2 c o l n r  + c o +

1} (2 .3 0 )

[

-  2 ( a 2 + 3a’2r  4 + 2 b * r  2 )cos2</ ’J -  >7(1 + V ) £-ao r - 2  +

+ 2bQ + 2cQlnr + 3cq + 2(a2 + 6b2r2 + 3a2r -4)cos2 y j j

= f I  <1 ~ 2) T -a r -2 + 2b + 2c Inr + 3c + 2 .j j  Ej L O O O O

. (a2 + 6b2r2 + 3a2r_4)cos2 cf\- 0. (1 W ,  [a 

+ 2bo + ?CQ lnr + cQ - 2(a2 + 3a’2r~4 + 2b’2r~2) cos2 y] (2.31)

^ry> = 2 E ( a 2 + 3b2 r 2 -  3a’2 r ~ 4 -  b ^ r - 2 ) s in2  ęp (2 .32 )
*

W spó łr zędn e  w ek to ra  p r z e m ie s z c z e n ia  ur  i  u są zw iązane  ze  w s p ó ł r z ę 

dnymi t e n s o ra  o d k s z t a ł c e n i a  £r r / 6r  ^  n as tęp u ją cym i wzorami [ 12 ] ,

[33] :

Iaor_Z +
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0U
0  r r  d r

£ 1 3U^ + " r  Ic 9 f  - r ■ W? T

du 2 u <o uip
c = 1(1 __£ +  i ------i )  '
Ł rcp 2 r  Qip r

Z w ią zk i  ( 2 . 3 3 ) ,  (2 .3 4 )  i  (2 .3 5 )  prowadzą do n as tę p u ją c y c h  wzorów n<

w sp ó ł rz ęd n e  uf  i  x\ yt d la  g ó ro tw o ru :

Ur l r -J>l = ao r _ 1  + 2bo r  + 2c o r l n r  -  c o r  4

-  2 ( a 2r  + a’2 r - 3  -  2b'2 r _1 ) c o s 2 <f -  '', [ao r ~ 1 + 2bQr  +

+ 2 c Qr l n r  + c o r  + 2 ( a 2r  + 2b 2 r 3 -  a’2 r _ 3 ) c o s 2 (f> +

1
-  4 O2 [bQr  + c Qr l n r  + (b 2 r 3 + b 2r _ 1 ) c o s 2 tf>j| + 

+ cC s in  f  c o s  <f

u ^ ( r  ,<p) = 1 4cQr  cf * 2 ( a 2r  + 3b2 r 3 + a ’ r - 3  +

-  b l r - 1  ) s i n 2 <f+ 2 ^ ( a 2r  + b 2 r 3 + a ’2 r ~ 3 + 

+ b ’2 r _ 1 ) s i n 2 ^ -  4'72 [ c Qr ^ t  (b 2 r 3 +

- b’r~1 )sin2^H + oC cos2 cp - 3"sin cj>* /3r

Podobnie dla betonu:

ub (r,y) = g| -<^or'1 ♦ + 2forlnr -0"or *

-  2 (oC2r  -  oC2 r - 3  -  2/32 r _ 1 ) c o s 2  + 2/3Qr  + 2 } " r l n r  + 3'Qr

+ 2(oC2r + 2/32t 2 -oC’2r-3)c o s 2 c p - 4';2[y3or + ^ Qrlnr +

+ (/3 r3 +/3,r 1)cos2^l; tct sin j>t Thcos cf

.33)

.34)

-35)

(2 .3 6 )

(2 .3 7 )

(2 .3 8 )



u £ ( r  , f )  = g | 4 3 ^r  f *  2(oC2r  ♦ 3/32 r 3 +oC’2 r - 3  +

-  /32 r - 1 ) s i n 2 t f  + 2 ?(cC2r  + /32 r 3 + 0C’2 r - 3  +

+ P>2r  1 ) s i n 2 ^>- 4v|2 [y'o rtp + (/32 r 3 -  y32 r _ 1 ) s i n 2 y j |  +

+ ^ bc o s 2 y  -  ^ ^ s in  cf * $ br  (2 .39 )

gdzie:
di, (i, ?f,

cC ^ , /3b, J"b -  są s t a ł y m i ,  k t ó r e  n a l e ż y  o k r e ś l i ć  d l a  zadanego  prob lem u.

Na r y s .  2 .4  p r z e d s ta w io n o  w e k to ry  p r z e m ie s z c z e ń  w punktach ( r ,<fi) ; ( r , —5C") 

w y k o r z y s tu ją c  s y m e t r i ę  ro zw ażan ego  z a g a d n ie n ia  wzg lędem  o s i  x
o r a z  y .
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R ys.  2 .4 .  S y m e t r ia  wzg lędem  o s i  x  i  y  punktów o t e j  samej w a r t o ś c i  p r z e 
m ie s z c z eń

F i g .  2 .4 .  Symmetry in  r e l a t i o n  t o  x and y  a x i s  o f  p o i n t s  o f  t h e  same
v a lu e  o f  d i s p la c e m e n ts

Z p r z e d s t a w io n e j  s y m e t r i i  w y n ik a ją  t o ż s a m o ś c i :

ur ( r , i f )  .= ur ( r ,  - t f )

u ( r , 0  = u I r . c p - J T )

| (2.40)
uy>(r,(/>) = —u <p[r , - ( f )

Uy>(r,ęp) = - u y ( r
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A n a lo g i c z n e  warunki odnoszę s i ę  ró w n ie ż  do p r z e m ie s z c z e ń  punktów be ton u .  

Z warunków s y m e t r i i  (2.40) wynika z e ro w a n ie  s i ę  s t a ł y c h  oC, /3, c q .

o C = / 3 = 3 " = c =0 (2.41)O

oraz  z e ro w a n ie  s i e  s t a ł y c h  c t b , /3b , 3^ ,  f Q

^ b  - K  = a ; = 0 (2 -42>

Ze wzorów (2 .2 5 )  i  (2 .2 6 )  w yn ika ,  ż e  n a l e ż y  p r z y j ą ć

b 2 = 0, (2 .4 3 )

pon ieważ z a ł o ż e n i e  b 2 i- 0 p ro w ad z i  do n iesk oń czon ych  w a r t o ś c i  naprężeń  

Giftf o ra z  d l a  r  =c>0. J e s t  t o  s p r z e c zn e  z p r z y j ę t y m i  z a ło ż e n ia m i  z a 

g a d n ie n ia .

Warunki b rzegow e  ( 2 . 1 2 ) ,  (2 .1 3 )  i  (2 .1 4 )  d o t y c z ą c e  s tanu n a p r ę ż e n ia  w

g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym p o z w a la ją  na b e z p o ś r e d n ie  w y zn ac zen ie  w s p ó łc z y n 

n ików:

bo ■ f • O + *) = f • T-b- (2-44)

a2 . f  • <1 - * >  = f  <2‘ 45)

Wzory (2 .2 4 )  -  (2 .2 9 )  o r a z  w zory  (2 .3 6 )  -  (2 .3 9 )  po u w zg lę d n ie n iu  (2 .4 1 )

-  (2 .4 5 )  i  po p r z e k s z t a ł c e n i a c h  p r z y jm u ją  p o s t a ć :

<Jrr = aQr'2 - 2(3a2r-4 + 2b’2r"2) cos2 f  * y [i - (1 - 2^)cos2y]
(2 .4 6 )

- a Qr - 2  + 6 a’2r  ^cos2cp + + U ”  2 0) cos2  50J (2 .4 7 )

< 7 ^  = - 2 ( 3 a 2 r * 4 + b’2 r " 2 ) s in 2  s in2  <p (2 .4 8 )

ĆT b = Ct r - 2  + 2 f i  -  2 (oC + 3oC’ r - 4  + 2/i’ r - 2 ) cos2  (2 .4 9 )rr o 'o 2 2 r 7

= -oCo r 2 + 2jiQ + 2 (oC2 + 6j32 r 2 + 3oC2 r - 4 ) c o s 2 tp (2 .5 0 )

ć>rtf = 2(0C2 + 3/ V 2 * ^  4 " '32r " 2)sin2 ^ (2 .5 1 )



j
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2(1 + N? ) _1 + [a’2r”3 + 2(1 - ę )b’2r'1J cos25C>] +

- 29

p (1 + 0 )  (1 -  2 5 )
ZE •   • r (1  -  cos2j»)

u ip = 2d  W )  Jji2r~3 - (1 - 2 ? )r~ 1b2jsin2

+ p_ r . sin21

„J .  *ą L  ,  .  2» b, .

(2 .52 )

(2 .5 3 )

-  [cC2 r  -  ct2r  3 + 2/32^br 3 -  2/3’ r -1 (1 -  V?b )J cos2 f \  (2 .54 )

-3
2(1 + V )

U?  =  E. b [ * 2 r  + /32r 3 ( 3  '  2 *b> +CC2rD

-  # 2 r - 1  (1 -  2 i?b ) j  s i n 2 <p

2 .2 .  LINIOWY UKŁAD RÓWNAŃ, ROZWIĄZUJĄCY POSTAWIONE ZAGADNIENIE

(2 .5 5 )

Z a s to s o w a n ie  warunków b rzegowych  ( 2 . 8 ) ,  ( 2 . 9 ) ,  ( 2 . 1 0 ) ,  ( 2 . 1 1 ) ,  ( 2 . 1 7 ) ,  

(2 .1 8 )  p ro w a d z i  do  n a s t ę p u ją c e g o  układu równari l i n i o w y c h  o  n iew iadomych 

V  a2' b2' * o ' **2' ^2' OC2' '32' 4)

R" 2rfo + 2lio " 0

oC, + 3R~4d :i  + 2r ~2 &’  = o

c t 2 + 3R2 /92 -  3 r " 4£*2 -  R- 2 ^ ’  = o

os + 2R2 /3 -  aO 1 O I
pp?

o o 2 ( 1  -  ?  )

?d -2K'
2 R 1 2 *  a 2

cC2 + SR,“ 4* ’ ♦ 2Ri - 2/32’ - 3R,

2 ♦ 3R2 /?2 -  3R "4oC' -  R^/32’  + 3R^4 a 2 ♦ R - 2b ’ = aoC

(2 .5 6 )

(2 .5 7 )

(2 .5 8 )

J

(2 .5 9 )

(2 .6 0 )  

(2 .6 1 )

* 0  - 2(1 _ 2,?b)R1^o "  yaoA= 0

cC 2 ♦ 2 0 ^ ]H 2 -  R; 4c£’ -  2(1 - 0 h)* ~ 2Ą  +

+ A . yR^4a’2 + 2(1 -v))AyR~2b2 = 0

0C2 + (3 -  21?b )R 2 /32 + r " 4* ’  -  (1 -  2 ^ ) r ; 2 /32’  +

-  \ yR^4a’2 + (1 -  2p)AyR“2b’ = 0

g d z i e :

E.
A - i * »

p u ~ 2^) - .* 2 * 4  (1 - )  )

Po r o z w ią z a n iu  t e g o  układu równari u z y s k u je  s i ę :

oC
1 1

o 2 ( 1  -7 T  • A . y • P • R, (1 — 2>?b ) Z + ( Z - 1 M . y +1

1 ,  Z____________ _________
^ o  = 4(1 -  01 • A  ‘  y  * P (1 -  2^b ) Z + (Z -  1 I A Y  * 1

2 (1 -  2<7fa) Z + 1

ao ‘  "  2(1 -  ■? ) R1 (1 -  2 $ . )Z  + (Z -  1 )Ay  + 1

g d z i e :

Z = ( ^ )

zaś ;

oC
2 ~ W

ĄP, _ 1  2
'2  -  ?  • «

(2 .6 2 )

(2 .6 3 )

(2 .6 4 )

(2 .6 5 )

(2.66)

(2 .6 7 )

(2.68)

(2.6-9)

(2 .7 0 )

(2 .7 1 )

(2 .7 2 )

(2.73)
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p r z y  czym;

W = [ ( Z 2 -  1 )A y  + (3 -  4 ) Z2 + l ] [ 4 ( Z 3 -  1) (1 -< ? )A y  +

+ 3Z2 -  4>?bZ3 + 1 + ( 3 - 4  0) (3 Z2 -  4Z3 + 1 )A y J  +

-  4 [(Z 3 -  1)Ay + (3 -  4 b̂ ) Z3 + i ]  .

. [ ( Z 2 -  1) (1 -  v>)Ay + Z -  ^bz2 + 1 -  <?h +

+ (Z -  Z2 ) (3 -  4\?)Ay]

Wx., H r  • Y - V  ■ 1 • A y j^Z  (3 -  4-?) [(4^b - Ay -  3) Z2 +

+ (Ay -  1)] + 4 . Z3 W y  + 3 -  4^b) + 4(1 - A y ) }

Wx 2 = f  '  A y  (Ay “  1 ) O  -  4v>)Z(Z -  1)

Wx3 = 4 ' f  A y(3  -  40) [ - Z 2 <3 -  40b + A y ) + (Ay -  1)J

w = f ' .  . A y [ z 3(Ay + 3 -  40b) + (1 - A y )]

Wx 5 = -  4 • -  4^b + A y ) z 3  +

+ (1 -  A y )] . [ z  + (Ay - A y O -  v>b)Z 2 +

+ 1 -  v>b +• (1 -  )AyJ .-  £ 4 (Ay -  A y  O -  0fa) z 3 +

(2 .7 4 )

(2 .7 5 )

(2 .7 6 )

(2 .7 7 )

(2 .7 8 )

(2 .7 9 )

(2 .8 0 )

(2 .8 1 )

(2 .8 2 )

3 Z2 + 4 ( 1  - v > )A y  + 1]  • [ ( 3  -  40b + A y ) Z 2 + (1 - A y ) ] }  (2 .8 3 )
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Wx6 = 2 ’ - H - f ^ D 3 - 4*b + ^ ' Z3 + (1 - * y > ]  •

. [(Ay -  4^b ) Z 2 + 4Z2 + (4 -  4v?b -  Ay)] +

-  [ ( 3  -  4 \?b + A y )  Z2 + (1 -  A y ) ]  . [ ( A y  -  4\?b ) Z3

+ 3Z2 + (1 - A y ) ] |  (2 .8 4 )

Zgodn ie  z prawem HOOKE'a mamy:

£ z = 0 = i L ^ z  - * < ? „ , *  s ?</\
(2 .8 5 )

<5 z ■ 0 = k K z  -  ^b<6 r r  +< M

skąd

ffzz = +

(2.86)

(2 .8 7 )

G b = 0^ (6b b „) (2.88)
^ z z  b r r  ^

po u w zg lę d n ie n iu  wzorów ( 2 . 4 6 ) ,  (2 .4 7 )  o ra z  ( 2 . 4 9 ) ,  (2 .5 0 )  u z y sk u je  s i ę :

tfzz = 4C,<I  • r h r  -  b2 f i  cos2y’) (2-89)

S zz  = ^ b f c  + { 3 l i 2 l 2  -  ^2 h ) C o s 2 t Ar

(2 .9 0 )

2 .3 .  PRZYPADKI SZCZEGÓLNE

2 .3 .1 .  P rzypadek  poz iom ego  w y ro b is k a  k o ło w ego  n i e z b r o jo n e g o  powłoką 

betonową

Aby ro zw ażyć  t e n  p rzypadek  n a l e ż y  w r o z w ią z a n ia c h  uzyskanych w c z e ś n ie j  

z a ł o ż y ć  Eb = 0 ,  A -O  o ra z  R = R, ( g  = 0, Z = 1 ) .  Wprowadzając t e  z a 

ł o ż e n i a  do wzorów ( 2 . 6 8 ) ,  (2 .7 0 )  o ra z  (2 .7 2 )  -  (2 .7 7 )  u zysku je  s i c :

cC0 -/3o -Cf2 . Ą . 0 C 2’ - 4 ’ . °  (2.91)
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ao * -  n i Ł- y )  r2 (2 -92)

a 2 = 4 1 -  ¥  r 4  (2 .9 3 )

b2 = * 2 l - H ^ R2 <2-94>

Po w s ta w ie n iu  wyznaczonych  w sp ó łc zyn n ików  (2 .9 1 )  -  (2 .9 4 )  do wzorów

(2 .4 6 )  -  (2 .4 8 )  o t r z y m u je  s i ę :

G^rr *  o)  [ (1 "  4 >  "  (1 ~ • d  + 3 4  -  4 4 )cos2 ( 2 - 95>

[ (1 *  + (1 ”  2 * ] * <1 + 3 ^ 4 )C O s 2 ^ ]  (2 .9 6 )

£’r<p = ^ l l " - 2/ )  (1 ’  3 ^4 + 2 ^ I s i n 2 y> (2 .9 7 )

N a p r ę ż e n ia  w zd łu ż  o s i  w y ro b is k a ,  z g o d n i e ' z  (2 .8 7 )  w ynoszą :

° z z  = 0 (1 -  J) [1 + 2 ( 1  -  2C,>4 cos2?j • <2-98»

S p e c y f i k u ją c  w da lszym  c ią g u  uzyskane  w zory  (2 .9 5 )  -  (2 .9 8 )  na p rzypadek  

0 (k  = 0  -  b rak  o b c i ą ż e n i a  b oc zn e go )  u z y s k u je  s i ę :

2 4 2
° r r  = !  [ (1 ‘  SI ) "  (1 + 3 T -  *  4 cos2  <p\ (2 .9 9 )

r  r  r

2 4
= ! D 1 + \ )  + (1 + 3 Ł ) c o s 2 5^1 (2 .100 )

r  r

6 "r  f <1 "  3 ^  + 2 ^ j )  s i n 2 i f  ( 2 . 1 0 1 )

' ^ z z  = 0 ( 2 . 1 0 2 )

(2 .9 9 )  -  (2 .1 0 2 )  są  zgodne  ze  wzoram i podanymi w [ i  6]  na s t r o n i e

P r zy jm u ją c  2 (k = 1 -  równomierne ś c i s k a n i e  u z y s k u je  s i ę  z e  wzorów

(2 .9 5 )  -  ( 2 . 9 8 ) )

R2
<Jr r  = P d  -  (2 .1  03)

Ar R2
ug><f= p (1  + S j )  (2 .104 )

r
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6  = 0 (2 .105 )

ffz z = P
(2 .106 )

Wzory (2 .1 03 )  -  (2 .1 0 5 )  są  zgodne ze  wzorami podanymi w [38} s t r o n a  36.

2 .3 . 2 .  P rzypadek  w y ro b is k a  poz iom ego  k o łow ego  wzmocnionego powłoką b e t o 

nową p r z y  0 = -j (k = 1 -  równomierne ś c i s k a n i e )

P o d s ta w ia ją c  do wzorów (2 .6 8 )  -  (2 .7 0 )  o ra z  (2 .7 2 )  -  (2 .7 7 )  -7= j  u z y s 

kujemy:

A d R1OC, = -  - g  «  (2 .107 )O "ot . z  -/5

1 
1

3o  "  ł cCZ - 0
/3 = + ? _ * P Z„  (2 .108 )

| (1  ♦ 0>b )p R 2 [(1 -  2 ^ )  Z ♦ i ]T l  i T ''h/F*'-. I' • - ' b ’ "  ' 'J
--------- oCZ - , 5 -------- 1 <2-109>

g d z i e :

cC = |(1 -  2i?b) (1 + J h) + X (2.110)

/3 - A -  |(1 ♦ \?b ) (2.111)

n a tom ias t

0C2 = P>2 = oC2’ = /3̂  = a2’ = b ’2 = 0 (2.112)

Ze wzorów (2 .4 6 )  C- (2 .4 8 )  i  (2 .8 9 )  po p r z e d s ta w ie n iu  wzorów (2 .1 07 )  -

(2.112) u zy sk sm o 'd la  g ó ro tw o ru :



- 34 -

|(1 W b)[(1  - 2v>h)Z +
oCZ -  /3

OĆ Z - f i
ą . B f f * 1 + * b> [(1 - 2^ z + 1 ]t f * f -  + p + i ----------- 2__b_________ 5________ r*

R1 ‘ 
«F1’

■ <r>

(2.113)

(2 .114 )

GTCf = 0

^zz = P

(2 .115 )

(2 .116 )

N a to m ia s t  z e  wzorów (2 .4 9 )  -  (2 .5 1 )  po p o d s ta w ie n iu  wzorów (2 .1 0 7 )  -
( 2 . 1 1 2 ) uzyskano d l a  b e ton u :

/~b = - A P „■° rr cez - f i Z -  (— )̂ 
r  ' (2 .117 )

^Cfh = - A p -■ 
r Y  oCZ - f j

6 ^ - 0

Z + (—!-) r

<? - Ą -  zzz  oCZ - / 3  • ^

(2 .1 18 )

(2 .1 19 )

(2 . 1 2 0 )

W zory (2 .1 1 7 )  -  (2 .1 1 9 )  są zgodne  z e  wzoram i Lamego [43] , j e ż e l i  w 
m i e j s c e  p w s ta w ió  c i ś n i e n i e  z a s t ę p c z e :

1 -  Z ( 2 . 1 2 1 )

2 .4 .  ZAKOŃCZENIE

1. R ozw iązano  k on k re tn y  p rob lem  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i ,  k t ó r y  można z a s t o 

sować p r z y  p r o je k to w a n iu  obudów z b etonu  n a tryskow ego  w y ro b is k  k o r y t a r z o 
wych poz iom ych .

2. Wykazano, że  fu n k c j e  n ap rę żeń  w p o s t a c i  (2 .1 9 )  i  ( 2 . 2 0 ) ,  k t ó r e  w 

o g ó l n e j  p o s t a c i  r o z w ią z a n ia  MICHELLa u w z g l ę d n ia ją  j e d y n i e  p i e r w s z e  w y razy  

s z e r e g u  t r y g o n o m e t r y c z n e g o ,  s"ą w y s t a r c z a j ą c e  do r o z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia .
3. Uzyskano r o z w ią z a n ia  w p o s t a c i  z a m k n ię t e j .

3 .  WYROBISKO KORYTARZOWE ELIPTYCZNE

3 .1 .  POSTAWIENIE ZAGADNIENIA

Rozważono p rzypadek  w y ro b is k a  e l i p t y c z n e g o  ( r y s .  3 .1 )  p r z y  z a ł o ż e n ia c h  

zaw a r ty ch  w r o z d z i a l e  1 .

i u t t łu m

'ZZZZZZZZZZ2Z

V zt z

Rys. 3 .1 .  P r z e k r ó j  p o p r z e c zn y  i  o s io w y  w y ro b isk a  k o r y ta r z o w e g o  e l i p t y c z n e g o  
obudowanego pow łoką  z betonu  n a tryskow ego

F i g .  3 .1 .  C ross  -  s e c t i o n  and a x i a l  s e c t i o n  o f  an e l l i p t i c  roadway suppor
te d  by a c o a t  from s h o t c r e t e

Na rysunku 3.1 pokazano p r z e k r ó j  p o p r z e c zn y  e l i p t y c z n e g o  w y ro b isk a  k o r y 

ta r z o w eg o  wzmocnionego obudową, k t ó r ą  s tan ow i  pow łoka z betonu  n a t r y s k o 

wego .
P r z y j ę t o  e l i p s ę  w ewnętrzną  o  p ó ł o s ia c h  a ,  b .  O dpow iedn io  p ó ł o s i e  e l i p s y  

z e w n ę t r z n e j  wynoszą a + g  i  b + g .  T a k ie  p r z y j ę c i e  zapewn ia  stosunkowo 

równomierne n ak ła d a n ie  w ars twy  be ton ow e j  na g ó r o tw ó r .

Równaniami e l i p s  z rysunku 3.1 są :

(3 .1 )

(a
 ? ?
g ) (b  + g )

= 1 . (3.2)
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N a l e ż y  z a zn a c z y ć ,  ż e  e l i p s y  ( 3 .1 )  i  ( 3 . 2 )  n i e  n a l e ż ą  do r o d z in y  e l i p s  

n a rzu c o n e j  e l i p t y c z n y m  układem w sp ó ł r z ęd n ych  [45^ s t r o n a  179.

W u k ł a d z i e  w sp ó ł r z ęd n ych  b iegunowych ( r y s .  3 .1 )  u z y s k u je  s i ę  d l a  ty ch  
e l i p s  rów n an ia :

a . b
2  2  o  o

b cos  ( f  + a s in  ^
(3 .3 )

r1 (iP> = (a  + g )  (b  * g )

(b  + g ) 2c o s 2y? + (a  + g j ^ s i n ^2 ._2 . (3 .4 )

Łatwo wykazać [ 21] ,  że  w s p ó ł c z y n n ik i  k ierunkowe  normalnych do e l i p s  (3 .1 )  
i  (3 .2 )  mają  p o s t a ć :

t g  6 = — 2 t g  ifi 
b (3 .5 )

tg0 = l * - ł g) t g  if,
(b + g ) '

o d p o w ied n ie  zaś  w s p ó ł c z y n n ik i  k ierunkowe s ty c zn y c h  wynoszą :  

2
- c t g 0  = -  ^  = tg ^ .

(3 .6 )

(3 .7 )

- c t g 6 1 = -  ł  g > 2 ctg^>.
(a  + g ) • (3 .8 )

Odpow iedn ie  k ą ty  pokazano na rysunku 3 .2 .

R o zw ią za n ie  z a g a d n ie n ia  sprowadza s i ę  do r o z w ią z a n ia  

równania  b ih a rm o n ic zn ego  ( 2 . 3 ) ,  g d z i e  fu n k c je  naprężeń  

( r , c f )  n a l e ż y  w yznaczyć  z warunków b rzegow ych .  

O gó lne  r o z w ią z a n i e  równania  b ih a rm on ic zn ego  p od a ł  

J .H .  MICHELL [12] ,  [ 33] ,  w zó r  ( 2 . 4 ) .

N a l e ż y ,  po s fo rm u łow an iu  warunków b rzegow ych ,  wyzna

c z y ć  osobno fu n k c ję  n ap rężeń  d l a  betonu  i  g ó ro tw o ru .  

S formułowane z a g a d n ie n ia  za k ład a  s y m e t r i ę  g eom etryczn ą  

i  s y m e t r i ę  p o l a  n ap rężeń  wzg lędem  o s i  x  i  y ,  c o  moż

na w y k o r z y s ta ć  ja k  we wzorach  ( 2 . 5 ) .  Po p r z e a n a l i z o w a 

n iu  p o s z c z e g ó ln y c h  c z łon ó w  równania  MICHELLa uzyskano 

fu n k c ję  naprężeń  A IR Y 'e g o  w p o s t a c i  wzorów ( 2 .6 )  i  (2 .7 ).  

U p ro s z c z e n ia  uzyskano p r z e z  o d r z u c e n ie  wyrażeń  z a w i e r a 

ją c y c h  w p i e r w s z e j  p o t ę d z e ,  wy rażeń  typu  s inn  

(n =1 ,2 ,. . . )  o ra z  wyrażeń  typu cos  (2 n -1 ) <p (n=1 , 2, . . . )  .

F i g .  3 .2 .  An g le s ey  
and 9 f o r  the  

e l l i p s e .

- 37 -

W przypadku w y ro b is k a  k o łow ego  o g ra n ic z o n o  s i ę  do p i e rw s z e g o  wyrazu s z e 

regu t r y g o n o m e t r y c zn eg o  (w zo ry  (2 .1 9 )  i  ( 2 . 2 0 ) ) .  D la  przypadku e l i p t y c z n e g o  

p r z y j ę t o  t r z y  p i e r w s z e  w y razy  s z e r e g u ,  co  p row ad z i  do n a s t ę p u ją c e j  p o s t a c i  

f u n k c j i  n ap rężeń  d l a  gó ro tw o ru :

ф =  a l n r  + b r 2 + с r ^ l n r  + ( a nr 2 + b ^ r4 + a ’ r -2 -  b i ) c o s 2 o »  +T O O O  t  Ł  Ł  l  '

+ ( a 4r 4 + b4r 6 + a ’ r -4  + b^r-2) cos4 tf + <a6r6 + bfcr8 + a^r"6 + bgr_4)c o s 6 f
(3 .9 )

o ra z  d l a  be ton u :

Ф ^ = otQln r  + 0o r 2 + ^ r 2ln r  + (°C ^2 + /$2r 4 + °C2r  2 + /32)c o s 2 ^  +

+ (cC^r4 + /34r 6 + r f ^ r -4  + P>ą T 2 )c o s4  5̂  +

\

+ (<*gr6 + /3g r 8 + o^6r -6 + /3’g r ~ 4) cos6  cp (3 .1 0 )

N a l e ż y  w yznaczyć  w s p ó ł c z y n n ik i  aQ, bQ, c o , a2 , b2 , a 2 , b2 , a^ ,  b^ ,  a^, 

b^, а^ ,  b g ,  a^ ,  bg odn oszące  s i ę  do f u n k c j i  n ap rężeń  d l a  gó ro tw o ru  o ra z

w s p ó ł c z y n n ik i  oCq , /3у  TQ, <*2 ’ °^2 ' @ 2 ' °^4 ' $ 4 ' °t,\ ' @4 '  ^ 6 '  ^6 ' ^ 6 '  ^6
odn oszące  s i ę  do f u n k c j i  n ap rężeń  d l a  betonu obudowy.

Pow yższe  w s p ó ł c z y n n ik i  n a l e ż y  w yznaczyć  o p i e r a j ą c  s i ę  na warunkach b r z e 

gowych z a g a d n ie n ia .

3 .2 .  WARUNKI BRZEGOWE SFORMUŁOWANE W SPOSOB SCISŁY

Warunki b rzegow e  podobn ie  ja k  w r o z d z i a l e  1 i  2 d z i e l ą  s i ę  na t r z y  

g rupy :

-  grupa p ie rw s z a  obe jm u je  warunk i odn oszące  s i ę  do wewnętrznego  e l i p t y c z n e 

go  kon turu  obudowy,
-  g rupa druga obe jm u je  warunki odn oszące  s i ę  do konturu e l i p t y c z n e g o  s t y k o 

wego obudowy i  gó ro tw o ru ,
-  grupa t r z e c i a  obe jm u je  warunki w y n ik a ją c e  ze  znanych w a r t o ś c i  naprężeń  w

g ó r o tw o r z e  w n ie s k o ń c zo n e j  o d l e g ł o ś c i  od  w y ro b is k a .

Warunki b rzegow e  p i e r w s z e j  grupy  w y ra ż a ją  f a k t ,  że  p o w ie r z c h n ia  w ew nętrz 

na p o w ło k i  b e ton ow e j  j e s t  wo lna od n ap rężeń  ( r y s .  3 . 3 a ) .
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Rys.  3 .3 .  N a p r ę ż e n ia  na p o w ie r z c h n ia c h  e l i p s  sk ra jn y ch  p o w ło k i  z betonu  na-
tr y sk o w ego

F i g .  3 .3 .  S t r e s s e s  on th e  ex t rem e  s u r f a c e s  o f  e l l i p s e s  o f  a c o a t  from s h o t -
c r e t e

Można z a p i s a ć  j e  n a s t ę p u ją c o :

G n n f r W ' i P j  = ° '  (3 .1 1 )

■ ° -  (3 .1 2 )

Druga grupa warunków b rzegowych  za k ła d a  równość n ap rę żeń  normalnych i  

s t y c z n y c h  na e l i p s i e  z e w n ę t r z n e j  ( s t y k  betonu z g ó r o tw o r e m ) , -co  w yraża  s ię ,  

t o ż s a m o ś c ia m i :

Gnn [r1 <«P> ' ?] = 6nn [r1 W  ' 

G t n h  w  ’ = Gtn [r! W  - 4

(3 .1 3 )

(3 .1 4 )

Zgodność p r z e m ie s z c z e ń  na k on tu rz e  s tyku  betonu  z gó ro tw orem  w y ra ż a ją  

dw ie  d a l s z e  t o ż s a m o ś c i :

ur  [ r 1 V  > '  / ]  -  ur o [ r 1 <*» '  iP] '  ur  [r 1 (^> '

W  ’ <P] - “jp rr! W  ' <P] •=• u^[ri W  '

(3 .1 5 )

(3 .1 6 )

g d z i e  Ur 0 ' u<po **° wsP Ó łrz ed n e  b iegunowe w e k to ra  p r z e m ie s z c z e n ia  punktu 

p r z e d  wydrążen iem  o tw oru  chodn ikow ego .  Tożsam ośc i  ( 3 . 1 5 ) ,  (3 .1 6 )  na p o d s ta 

w ie  wzorów (2 .1 6 )  można w y r a z i ć :

ur[r-| W  , (/>] - 7 !"r1 (<P) (1 + cos2f) = u^r, (J>) , <p J (3 .1 7 )
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u (<f) , \  mr, (<p) s i n 2 cp = ub [ r ,  (tp) , tp\. (3 .1 8 )

W yp isu jąc  to ż sa m o śc i  (3 .1 7 )  i  (3 .1 8 )  u w zg lęd n ion o  o b r ó t  o k ą t  90° układu 

oxy wprowadzonego na r y s .  2 . 1 .

T r z e c i a  grupa warunków b rzegow ych ,  z g o d n ie  ze  wzorami ( 2 . 1 2 ) ,  (2 .  13)

(2 . 1 4 ) ,  po z a s t ą p i e n iu  f  p r z e z  cp + ^  sprowadza s i ę  do t o ż sa m o śc i :

f f  ( r  r r
= 0 0 , 1f ) + k) + (1 -  k ) c o s 2 tpj, (3..19)

II ro
fd + k) -  (1 -  k ) c o s 2 js]. (3,. 2 0 )

uu = oo,cf) = -  2 1
[(1 -  k) s i n 2 tpJ. (3,. 2 1 )

3 .3 .  WYRAŻENIE NAPRĘŻEN I  PRZEMIESZCZEŃ WYSTĘPUJĄCYCH W WARUNKACH BRZEGOWYCH 

POPRZEZ ZAŁOŻONE FUNKCJE NAPRĘŻEŃ

W spó łrzędne  b iegunowe t e n s o ra  s tanu n a p rę że n ia  z g od n ie  ze  wzorami (2 .2 1 )  

do (2 .2 3 )  po p r z y j ę c i u  t r z e c h  wyrazów s ze re g u  t r y go n om e t ry c zn eg o  wynoszą d la  

g ó r o tw o ru :

(T = a r 2 + 2b + 2c l n r  + c -  2 ( a .  + 3a’„ r  4 + 2b’ r  2 )c o s 2  cp* 
r r  o o o o 2 2 ^ 2

-  2 (6 a 4 r 2 + 5b4 r 4 + 10a4 r - 6  + 9b'4 r " 4 ) c o s 4  <f *

-  2 (1 5 a 6r 4 + 14bgr^ + 2 1 a 6 r ^ + 2 ®*-l6 r  ^ ) c o s ^5^ (3 .22 )

Gcp<f>- - a  r * 2 + 2b + 2c l n r  + 3c + 2 (a^  + 6 b 0 r 2 + 3a’0 r * 4) cos2 cp*T T O O O O Z Z Z *

\

* 2 (6 a 4 r 2 + 15b4r 4 + 1 0 a ' r " 6 + 3b4 r * 4) cos4 <f *

* 2 (1 5ag r 4 + 2 8 b 6 r 6 + 21a’6 r - 8  + 1 Ob^r- 6 ) c o s 6 <P (3 .2 3 )

GIlfJ = 2 ( a 2 + 3b2 r 2 -  3 a ' r - 4  -  b ’ r - 2 ) s in2  cp * 2 (6 a 4 r 2 + 10_b4 r 4 +

-  lO a^r- ® 4 6 b4r  4 ) s i n 4 y +  2 (1 5 ą 6r 4 + 21b6 r b -  21agr 8 +

-  15b&r  6 ) s i n 6 cp (3 .24 )
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o ra z  a n a l o g i c z n i e  d l a  betonu obudowy: 

-b _ - 2

2 (1 + \P)  — 3 .  _ . _ - 3  _ Ł» _ - 1  _ 2łb. 32 c _ r ( f ^ -Q )  + Ta2r  + 3b9 r '  + a^ r  -  b * r

^ r r  °  + + 3^, -  2 (cC2 + 3oC2r  4 + 2/32r  2 ) c o s 2 + 2b ’ P r-1 j  s i n 2 ?̂ + ^2a4r 3 + ^b^r^ ♦ 2 a^r   ̂ -  2^b4r^ + 2i7b4r  3]  s in4  cf

<fvi

2 <6cC4r  ♦ 5/34 r 4 ♦ 10cC4’r-6 ♦ 9/3V-4 ) c o s 4 ^ -  2(15cCr4 ♦

1 4'̂ 6r 6 + 2lcC6r~8 + 20^g,r-6) COS6 JP

- ° ° r ~ 2 + 2/3o + 2f 0ln r  + 3£ ,  + 2 <°S ł  «fl> r2 ♦ 3oC!r-4

' } •

(3 .25)

+ 3ag r 5 + 5bg r 7 + 3ag r  7 + b g r  5 -  2-?bg r 7 + 2 ^bg r  5 s i n 6

+ oCcos <p- ^ "s in  <f + jbx

1 + A

(3.29)

•2r  ) c o s 2 Cp E,
(1-0b) [ - V 1 + 2# r + 2'^lnr - 3;r - 2fcC2r-j^r 3-2jS2r_1 )cos2 tj

* 2(6cć4r2 + 15/34r4 + 10oC4r-6 + 3/34r-4) cos4 tp + 2(15ofgr4 + 

+ 2Sli6r°  + 21oCgr-8 + 10/36’r_6)cos6 ( f
(3 .26)

6  r e p "  2,3C2 + 3 ^ r 2  -  icC2r ~i  ~ ^ 2t _ 2 > s i n 2 2 ( 6oC4 r 2 + l O f y r 4 +

- 1 OoCjr-6 - 6 /^r-4) sin4 tp + 2(15oC(=r4 + 21/3(_r6 - 21oc’r-2 - 15/̂ r-6)

- 2(2d:4r3+/^r5-2oC4'r-5-3/34’r_3)cos4 2 { . M ^  * 2 ^ cos6 0>]-

- [°̂or  ̂ + 2^or + 2J“orlnr + ̂ or + 2 *ol'2r*2 •/̂ r3_0 2̂r_3*cos2

+ 2(2oC4r3+3/34r5-2oC4’r-5~/^r-3)cos4 +

+ 2 (3oCg r 5 + 4/3gr7 -3<Cgr  7 - 2 ^ gr  ^) c o s ć jP j j ł  o t^ s in  tp* J^cos  <f (3 .3 0 )

ttgr “ )s in 61 2 ( 1  + 0 . ) r
(3 .27 )   j 2

P od obn ie  j a k  we w zorach  (2 .3 0 )  do (2 .3 9 )  u z y s k u je  s i e  po u w zg lę d n ie n iu  j 

t r z e c h  wyrazów s z e r e g u  t r y g o n o m e t r y c zn e g o  n a s t ę p u ją c e  w zo ry  na p r z e m ie s z -  + 20 r ” 1]
c z e n i a  d l a  g ó ro tw o ru  i  b e ton u :  ^ ^

v . _o,t-v -t
+ 2 bo r  + 2° o r l n r  -  co r  -  2 ( a 2 r - a 2 r - 3 - 2 b,2 r “ 1 )cos2^ b A

-  2 ( 2 a . r 3 + b - 5 -  - _54ł  t  u4r  ~ 2a4r  -  3b4 r ”  ) c o s 4 f -  2 ( 3 a , r 5 + 2 b^ r 7 -  3a ’ r - 7  +
° 6 6

-  4b r  ) c o s 6 $s] + 1 + 2bo r  + 2 cQr l n r  + c r  +

+ 2 (a 2r  ♦ 2 b2 r 3 -  a 2 r - 3 ) c OS2 cp * 2 ( 2 a4 r 3 + 3 b4 r 5 -  2 a,i, r " 5-  b’„ r ” 3 

+ 2 (3 a  r 5 + 4 b , r 7 -  3 a ’ r - 7  -  2 b l r - 5

4r  -  b4r  )cos4 <p+

6 r  3 e 6 r  ~ 2 b6 r  ^cosb  f + °^ s in  ^ "cos o ’ (3 .23)

2 lh lb6r  s i n 6 oC^cos ^  -  ^ s i n  y?+ /i^r

+ o^’ r - 3

1U1

-  ^ b ^ 3 +

2 < * y S - 20h ^
+

3oC*r- 7  +D * : 5 - 2 * A r l  +

+ /3br (3 .3 1 )

Z s y m e t r i i  wektorów  p r z e m ie s z c z e n ia  (p ok azan e j  na r y s .  2 .4  i  w zó r  (2.40))

w punktach ( r , f ) i  ( r ,  -<f>) o ra z  ( r ,<f) i  ( r . J J - f )  wynika z e row a n ie

s i ę  w sp ó łc zyn n ików  oC, ( i ,  T b o ra z  c .

Nadto  ze  wzorów ( 3 . 2 2 ) ,  (3 .2 3 )  i  (3 .2 4 )  wynika z e ro w a n ie  s i ę  w s p ó łc zyn -
2 4ników b2 , a 4 , b4 , a g i  bg (w s p ó ł c z y n n ik i  t e  są wymnożone p r z e z  r  , r  

lub  r®; w przypadku n i e z e r o w a n ia  s i ę  t y c h  w spó łc zyn n ików  w a r t o ś c i  naprężeń  

rosną n i e s k o ń c z e n ie  p r z y  r — ) .

Wzory (3 .2 2 )  -  (3 .3 1 )  u p r a s z c z a ją  s i ę  w ię c  do p o s t a c i  (3 .3 2 )  -  ( 3 . 4 4 ) :

Q'r r  = ao r -  ̂ + 2bQ -  2 ( a 2 + 3a’2r  4 + 2b ’ r  2 ) c o s 2 ^ > -  2 (1 0 a 4r  b+9b4r  "* )cos4 <p +

- 2(21a’r'8 + 20b’ r-6)cos6 <p (3.32)



- 42 -

_aDr 2 + 2bQ + 2(a2 + 3a’2r 4)cos2 cf * 2 (.1 Oa4r -6+3b4r 4)cos4 9? +

+ 2(21agr 8+10bgr ^Icosć^ (3.33|

Cr ip~ 2(a2-3a^r 4-b2r 2 )s in 25? - 4(5a^r  ̂+ 3b’ r 4)sin4jP +

- 6(7agr 8 + 5b6r ‘ 6) sin6 ęp (3.34)

= ^ r " 2 + 2/3o - 2(oC2 + 3oC’ r _4 + 2^r*2)cos2 5p- 2 ( 6oC4r 2 + 5/34r4+'1 OoĈ r"6 +

+ 9 li^ r ''4) cos4 cp -  2 (1 5rf6r 4 + 14/36r 6 + 21oC6’r -8 + 20/36’r -6 ) cos6 cf (3.35)

- ~̂ -0r  2 + 2/3̂  + 2 (oC., + 6/ł,r 2 + 3ot'2r 4)cos2 cp+ 2 (6oC4r2 + 1 5/3jr4 + 1 OcĈ r-6 +

+ 3/34’r 4)cos4^> + 2 (1 5oCgr 4 + 28/3gr 6 + 21cCgr -8 + 1 0/3’ r -6 ) cos6 ^  (3.36)

3 ^  = 2 (<£2 + 3/32r2-3oc’ r 4-/32’r 2) sin2 4 (3d^r2 + 5/34r 4-5cC4’r _6 + 3|34r -4) sin4 cp+

+ 6 (5oCgr4 + 7/3gr6-7oc’ r 8-5/3gr 6) sin6 3̂ (3.37)

ur = j j  2~~r 1 + (1-2^) bQr -  [a2r - a’ r -3 - 2 (1 -0) b ^ “ 1] cos2

* i2a4r 5 + (3-20)b4r _3j cos4 ip + [3agr~7 + 2 (2-9) bgr “ 5] cos6 cp (3.38)

uf  = - ' I '" 1 |[a2r + a2r ” 3 * (1-2'?)b2r _1Jsin2 cp* 2]a4r~5 + ^b^r-3] sin4 cf*

+ [3a6r 7 + <1 + 2v,)bgr -5]sin6^>l . (3.39)

—  ^~ ł  (1-2v^b)/30r - [oC2r - oC2’ r -3 - 2(1-i?b)^’r_l+ 2\/b/32r3]cos2fr E.

-  L2oC4 r 3  + <1 +2^b ) 0 4 r 5 -  2oC4 r ‘ 5 -  (3 -2 ^ b )/3^r_ 3] c o s 4  <? +

-  [3oCg r 5 + 2 (1 - i?b ) 0 g r 7 -  3cCg r - 7  -  2 ( 2 - ^ b )/3g r - 5] c o s 6  cp\ (3 .40 )

Ą =  2<E~ ~ [ [ ° C2r + (3-2v>b)/32r3 + oC2r " 3 - <1-2C>b)/32r " 1]  sin2^ + 

+ 2[cŁ4r3 + (2-C>b)/54r5 + o£’ r ' 5 + \?h li ’Ąr~ 3]s in A

+ fŚcŁ r 5 + (5-2i?b)/3gr 1 + 3oC’ r -7 + (1+2C’b)/3gr _51 sin6 5̂ |
L  ̂ J

3 .4 .  WYRAŻENIE WSPÓŁRZĘDNYCH o'nR, <Jt t , ^ t n  Pr z e z  ^ r r '  ^ f f ’ p

Zgodn ie  z rysunkiem 3.3b o ra z  wzorami t r a n s fo rm a cy jn ym i  [ 17]  mamy 

e l i p s y  w e w n ę t r z n e j :

= + 6 r r - 6 j ^ cos2 g.y, + r Sin2(8-<fl
unn 2 ^

fft t  • ffrr 2 St x  -  Ą r ~ COS2 (0 -y) - ^ S in 2 (e- ^

y tn  = -  J r r  S in 2 (8 - y )  + G cos2  e - f )

P od obn ie  d l a  e l i p s y  z e w n ę t r z n e j :

ffnn .  °~r r  \ GX.X  ♦ < * r  ~ ^ g g  cos  2 (0 , -cp) ♦ 6 r f s i n 2 (9 1 -J?)

fftt = <S'rr-̂ ^ 7- ̂ rr 2 6 m  cos2G r f  - ffrfsin20i-J)

Ą n  = - 6 fr  2 ^ y sin2(6 l -y) ♦ 5 -^ 0 9 2 (0 ,-ył

3.5. WARUNKI BRZEGOWE WYRAŻONE W SPOSÓB ŚCISŁY (POSTAĆ KOŃCOWA) 

Zgod n ie  z e  wzoram i (3.32), (3.33) wyznacza  s i e :

G r r  Y G ^cf = 2b^ _ 2b’2r _2cos2 ^ -  6b’4r - 4 c o s 4 ^  -  10bg r _6cos6  cf
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(3.41 )

d la

(3 .4 2 )

(3 .4 3 )

(3 .4 4 )

(3 .4 5 )

(3 .4 6 )

(3 .4 7 )

(3 .4 8 )



O  v* v- (jŹp io — 2 i — 4 ? — 2 j — 6 * — 4 2—  = aQr “ 2 (a2 + 3a2r + b2r ) cos 2ij> - 4(5a4r +3b4r )cos4 (p +

-  6 (7a 'gr  8 +5bg r  ® )c o s 6 ^

Na p o d s ta w ie  wzorów ( 3 . 4 5 ) ,  ( 3 . 4 6 ) ,  (3 .4 7 )  po p o d s ta w ien iu  ( 3 . 4 8 ) ,  

( 3 . 4 9 ) ,  (3 .3 4 )  o t r z y m u je  s i ę  d l a  e l i p s y  z e w n ę t r z n e j  i  d l a  g ó ro tw o ru :  

r
6 ^n = (Ł ^ -b ^ r ,  2 cos2^-3b '4 r ” 4 cos4^!-5b’gr]j’6 cos69?) +

i,

+ r , 2 -  (a_2 + 3a,2 r 1 4 + b'2 r,, 2 ) c o s 2 j? -  2 ( 5a’4 r , 6 + 3b ’ r ^ 4) c o s 4 cf +

- -3(7agr, 8 + 5bgr, 6) cos6^’lcos2 (Q , -cf) + Ila^-Sa^r, ̂ -b^r, 2) sin2 cf*

• 1 (S a^ r ,  6 + 3b4 r 1 4) s in4  cf -  3 ( 7 8 ^ ,  8 + 5bgr 1 6 ) s i n 6 ^ js in 2  (0 ,  -jP)|

= 2|bQ- 2b’2 r , 2 cos2 -  3b ’ r ,  4cos4 Sb^r, 6 c o s 6 c f *

[ j t  r ,  2 -  ( a 2 + 3a’2 r ” 4 +b2 r ~ 2) c o s lc f  -  2 (5a’ 4 r ~ 6 +3b’4 r ” 4 ) c o s 4 <f +

-  3 (7a ’6 r® + 5bgr 1 6 ) c o s 6 ^ jc o s 2  ( ^ - y )  +

-  [ ( a ^ -S a ^ r ,  4 - b 2 r 1 2) s i n 2 <f -  2 (S a^ r ,  6 + 3 b’4 r ^ 4) s i n 4 cf +

-  3 H a ^ r ,  S + 5b’6 r ” 6) s i n 6 >̂] s i n 2 (0 ,  -^ )|

(?tn  = 2 j [~  ~ r  r -, 2 + (a 2 + 3a2 r ^ 4 +b’2 r ~ 2) c o s 2 cf * 2 (S a^ r ,  6 + 3b’4 r ~ 4) c o s 4 c f*

+ 3 (7a’g r , ^ S b g r ,  c o s 6 «>] s in 2  (0 .j-5P) + j j a ^ S a ^ r ,  4 - b 2 r ,  2 ) s in 2  t f*

-  2 (5a’4 r .  6 +3b’4 r ~ 4 ) s in4  cf -  3 ( 7a’6 r ~ 8 +5b’6 r ~ 6) s i n 6 ^>]cos2 ( 0 , - 5P)j

P odobn ie  d la  betonu obudowy na p o d s ta w ie  wzorów ( 3 . 3 5 ) ,  ( 3 . 3 6 ) ,  (3 
( 3 . 4 3 ) ,  (3 .4 4 )  u z y s k u je  s i ę :

<Sb + Gh
r r  2— “  = 2 + (3/32 r 2 -/52’r  2 ) c o s 2 cf * ( 5J&4 r 4 - 3(3 4r  4 ) c o s 4 ?̂ +
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+ (7/2’6r6-5,'3gr 6)cos6^j

(3 .4 9 )

(3 .5 0 )

(3 .5 1 )

(3 .5 2 )

• 42) ,

(3 .5 3 )
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^ rr__ G £ j f .  J j g >  r - 2  _ W: 2 + 3<A’ r - 4 ł /32,r - 2 ł 3A2 r 2 ) c 0 s 2  5f  + r

— 2 ( S i 4 r - 6  + 3 ^4 r _4 + 3ô 4r 2 +5^4r 4) cos4 9? +

- 3(7o«gr~8+5/3gr~6+5tf6r4+7£6r6)cos6f]

D la  e l i p s y  w ew n ę trzn e j  na p od s ta w ie  wzorów ( 3 . 5 3 ) ,  (3 .5 4 )

( 3 . 4 2 ) ,  ( 3 . 4 3 ) ,  (3 .4 4 )  mamy:

6 nn = 2{/3o + <3/'32 r 2 _ /̂2 r _ 2 ’ c o s 2  f *  ( 5^ 4r 4_ 3 ^4 r _ 4 >c o s 4  y *

+ ( 7y36r 6 - 5^ g r _ 6 ) c o s 6 ^  + [ ° | 2  r - 2  -  (cS2 + 3oC’ r _4 + /32 r ~ 2 + 3/i2 r 2 

- 2 (5oC4r ” ® + 3/34r 4 + 3°C4r2 + 5/34r4) 00^4 Cf +

- 3(7<V "-6
r_4+5/3!r”^ + 5oC r4 + 7/5cr6) c o s 6 <(?]cos2 (0 - y )  + 

b 6 ' 6 J

+ [̂ (oC2-3cC2r_4-/32r 2 + 3/32r" ) sin2^ - 2(5o£4r 6 + 3,®4r 4-3?C4r2' 

3 (7cCgr~8 + 5/36r-6-5oC6r4-7.66r6) sin6C’Jsin2 (0 -ę1)}

G^t  = 2 + (3(32r 2- 0 2r - 2 ) cos2 £/>+ (5/34r 4-3/3’ r - 4 ) cos4 c f *

* ( 7/3f;r 6- 5/3g r _ 6 ) c o s 6 </’ - [ ° ^  r " 2 -  (oC2 + 3°C2r -4 + /32 r - 2  + 302r

-  2 (5oC-4 r _ ® + 3/34r  4 + 3ot4 r 2 + 5|34 r 4 ) cos4 Cf *

-  3 ( 7oC’ r  4 + 5/3gr 6 + 5cC6r 4 + 7^ g r6 ) c o s 6 ^Jcos2 (0 — jf) +

-  [(oC2 -3<£2 r - 4 -/32’ r " 2 + 3/32 r z ) s i n 2 $P- 2 L5cc’Ąr ~ 6 *3  f i ’Ąr ~ 4

-  3 ( 70C.,6 r ~ 8 + 5 /3g r _ 6 - 5oC6 r 4 - 7 /36 r 6 ) s i n 6 ^ ] s i n 2 (0-JP) j

( 3 . 3 7 ) ,

).cos2

- 5 /Jj.r4.) s in4  t f *

■ (3 4S)

2.) c o s 2 S^+

!-5,04 r 4 ) s in4

(3r 56)

(3-54)



Gbn = -  2 'jf5  r~ 2sin2 (0-</>) -  r(=£2 + 3<£’ r _4+ 0’ r _2 + 3&2r 2)cos2  Cf +

+ 2(5t£’ r  6 +3P ’ r  4 +3o£4 r 2 + 5/3} r ‘J) cos4 ć/> +

+ 3(7c£gT ^ + 5/3gr <’ +5dCgr4 + 7/J,r®) cosBy^jsinZ (0 - y )  +

-  [ j ^ , - 3 r  ^~^2r  Ł +3/32 r 2 ) s i n 2 (1 0oC4 r - 6  + 6/34 r - 4 -6aCjr2 +

-  1 0/34 r 4 ) s in4  i f  -  3 (7oC*r 8 + 5/3g r  6 -5cCg r 4 -7/3g r 6) s i n 6 ̂ ]cos2  (0-_^)^ (

Warunki b rzegow e  (3 .1 9 )  do (3 .2 1 )  p od s taw io n e  do wzorów (3 .3 2 )  do (
d a j ą  t o ż s a m o ś c i :

2bQ - 2a2Cos2 cf = ^T(1+k) + (1-k)cos2^j (

2bQ + 2a2Cos2 if = ^|j1+k) - (1-k)cos2^j (:

2a2Sin2^>= - E(1-k)sin2y’ (;

Stąd współczynniki

bQ = §(1+k> (3

a2 = -  f ( 1 -k) (3

Po p o d s ta w ie n iu  (3 .6 1 )  i  (3 .6 2 )  do równari (3 .5 0 )  -  (3 .5 2 )  o trzym ano :

= 2 ^ - b ^ r 2 c o s 2 -  3b’ r-j 4 cos4 t f  -  5bg r , 6 c o s 6 jP + r ” 2cos2 (0 , -(fi) +

-  O a ^ r ^  + b^ r ,  2 ) c o s 2 (8 1 -2 if ) -  2 ( 5a ’4 r ” 6 + 3 b 4 r ” 4) c o s 2 (0 , -3 lf )  +

-  3 (7a ’6 r ” 8 + 5b’6 r “ 6 ) c o s 2  (0,-45?) j- + E [ (1 + c o s 2 0 1) + k ( 1 - c o s 2 0 , ) ]  (3

ff t t  = 2 ^ - b ’2 r , 2 cos2  cf> -  3b’4 r ,  4c o s 4 i f  -  5bg r , 6 c o s 6 ( f  -  ̂ 2  r ~ 2 cos2 (0 ,  - t f )  +

+ (3a ’2 r ’ 4 * b ’ r ! j 2 ) c o s 2 ( 0 , -2tp) + 2 ( 5 a^ r ” 6 + 3b ’  r ~ 4 ) c o s 2 (0 ,  -3 (f )  +

+ 3 r/a^r ,  8 + 5bgr ,  6 ) cos2  ( 0 , -4(p)~j- + ^ [ ( 1 - 0 0 5 2 0 , )  * k ( 1 +COS20, )J (3
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.57)

.34)

3 .58)

.59)

.60)

J61)

.62)

.63)

\

.64)

S tn = 2 < f -  r ~ 2 s i n 2 (0 , - i f )  + O a ^ r ^ + b ^ r ,  2 ) s i n 2 (0 , - 2 .i/>) +

+ 2 (5a ’4 r ^ 6 +3b’4 r ^ 4 ) s i n 2 ( 0 1 -3 y )  + 3 ( 7a’6 r " 8 + 5b’g r ^ 6 ) s in2  ( 0 , - 4 f ) }  +

-  § ( 1 - k ) s i n 2 0 1 (3 .65

Po p r z e k s z t a ł c e n i a c h  t r ygo n om et ryc zn ych  wzorów (3 .5 5 )  do (3 .5 7 )  o t r z y 

mano :

S n n '= 2{ ' 3o + <3/32 r 2 -/32r _ 2 )  0 ° s 2  + ( 5/34 r 4 - 3 /34 r _ 4 ) c o s 4 i f  *

+ (7/3gr^.+.5/łg r~ ® ) c o s 6 /f + [  ^2 r _ 2cos2 (0-i^) -  P^-, * 3/3,r2 ) c o s 2 6 - (3 4 +

+ /32’ r " 2 ) c o s 2  -2  f i  -  2(3cC4 r 2 + 5/34 r 4 )c o s 2 (£  * f )  *

-  2 (50C4 r " 6 + 3/3’ r ' 4 ) c o s 2 (9 - 3 ^ )  -  3 ( 5cC6 r 4 + 7/36 r 6 ) cos2 (0 ♦ 2 f ) *

-  3(7oCgr“ 8 + 5/36’ r " 6 ) c o s 2 ( e - 4 ^ ) ] }  (3 .66

Gtt  = 2{®o  + ( 3/32 r 2 -/32’ r ' r2 ) c o s 2 ^  + ( 5> 4 r 4 - 3 ;'54 r ' 4 . ) c o s 4_ ^ ł

+ ( 7/3g r ° - 5^ g r  ^ ) c o s 6 ^ +  r  2 c o s 2 (£ -^ )  -  (c£ 2 + 3 /2>2 r 2 ) c o s 2£' +■

- OoC^r 4 + P2r 2) CO.S2 (S- 2 f )  + 2 (3°C4r^ + 5/3^r4 ) c o s 2 (0 -  if) +

-•2l5oC4r  6 f3/54r 4)c o s 2(0-3 If) -  3 ( 5<£g r 4 + 7/3g r 6) cos2  (fc *2tp) *

-  3(7oC’ r _8  + 5Pgr _ 6 ) c b s 2 (6 - 4 ^ ) ] |  . (3 .6

S tn  = 2 { ‘ “ i 2  r ^ 2 s i n 2 (& -^ ) + (cC2 + 3/32 r 2 ) s i n 2 e  + (3cC*r- 4  + /32 r - 2 ) Si n 2 (G -2 j0) +

+ 2(3oC4 r 2 + 5/34 r 4 ) s in 2 (6  + f )  + '' 2 ( 5cc’ r " 6 +3/34 r - 4 ) s in 2  ( fc -3 f )  +

+ 3 (5cCgr 4 + 7/3gr 6) s in2  (£ + 2̂ >) t 3(7c£gr  8 + 5/3gr  6 ) s i n 2 £ - 4 ^ ) J  (3 .6
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Po podstaw ien iu  ( 3 ,6 1 )  i  (3 .6 2 )  do równań (3 .3 8 )  i  (3 .3 9 )  uzyskano: 

= »  £  Jo r -2 +. ^ , . r -4 + 2 (1 . 0)b>2 r- 2 ] c o s 2 ^  +

+ [^a^r 6 + (3 — 2 v>) r 4] c o e 4</> + [3a’gr 8 + 2(2-{?)b,gr 6J c o s 6 ^ +

+ |  [ (1 -2 3 )  ( 1 +k) + ( 1 - k ) c o s 2 y > j j
(3.69)

2(1
*1?) r -|ja2r 4 -  (1-2.1?) b^r 2Jsin2^ + 2ta4r 6 + v,b4r 4Jsin4^<

[ 3a6r  8 + (1 -2 0 )b 6r -6J s in 6 ^  -  E (1 -k ) sin2 p>J >3.70)

^  r - 2c o s 2 (0 - ! f )  -  (oC2 + 302r 2 )c os2 0  -  (3oC2 r _4  + /32 r - 2 ) c o s 2 e - 2 iO )

Warunki b rzegow e  (3 .1 1 )  -  (3 .1 4 ) '  po u w zg lę d n ie n iu  (3 . 6 3 ) ,  (3 . 6 5 ) ,  (3 .66)
(3 .6 8 )  d a ją  t o ż s a m o ś c i :

( lQ + (3/ł2 r 2 -/32r  2 ) c o s 2 ' y +  (5|34 r 4 -3/34r  4 )cos4ęP  + ( 7/3gr®-5/3gr- ®) c o s 6 Cf*

2cc

-  2 (3cCjr2 + 5/34 r 4 ) c o s 2 (0 +^) -  2(5cC4r  6 + 3/34r  V ę o s 2  ( S - 3JP) +

-  3 (5cCg r 4 + 7/36 r 6 ) c o s 2  (8+2?) -  3 ( 7<£gr~8 +5j3 ’ r " 6) cos2  © -4y>) = 0 (3 .7 1 )

r " 2 s i n 2 ( 0 - ^ )  + foC2 + 3/32 r 2) s i n 2 0 + (3oC2 r - 4 +/3’ r ' 2 ) s i n 2 (0 -2 ^ )  +

+ 2(3oC4 r 2 + 5/i4 r 4 ) s in 2 (0 + j? )  + 2 (5oc’4 r _ 6 +3/54 r " 4 ) s i n 2  (0-31/7) +

+ 3 (5cC6 r 4 + 7/3g r 6 ) s in2  (G +2 f )  + 3 (7oC’ r _8  + 5/3g r ' " 6) s in2  (0 -4 ^ )  = 0 (3 .7 2 )

ftQ + <3/32 r 2 -  /3’2 r ~ 2 +b2 r " 2 ) c o s 2 .^ +  (5/34 r 4 -3/34 r ^ 4 + 3b’4 r ^ 4 ) c o s 4 ^  +

+ (7/3gr®-5/}g.r1 6+5b’6r”fe) cos6 tp + l(oCo -ao ) r”2cos2 (0,-^) +

-  t ^  + S ^ r 2 ) COS2 0 , -  (3<£2 r , 4 + A2 r 1 2 + 3a’2 r 1 4 - b 2 r 1 ^) c o s 2 (0 , - 2 >̂) +

-  2 (3oC4 r 2 + 5/34 r 4) c o s 2 (0 , +(f) -  2 ( 5«.’4 r , 6 + 3/34 r 1 4- 5 a ’jJr 1 6- 3b 4 r 1 4 ) c o s 2 (0 1 - 3 tp) +
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- 3(5t£6 r 4 + 7/36 r ® ) c o s 2 ( 0 1 +2<p) -  3 (7oCgr^8 +5,5,6 r ' 6 + 7 a’6 r ” 8 - 5b’6 r j 6 ) cos2 (Q 1 -4jP) =

= £ [j1 +c° s 2 8 1) + k (1 - c o s 2 0 l )J (3 .7 3 )

- -1 (cC'0- a 0 ) r ^ 2 s i n 2  (0 1 ~<p) * fof2 + 3/50r 2 ) s in 2 0 1 +

+ ( 3<£2 r ~ 4 +/32 r ~ 2 - 3 a 2 r ” 4 - b 2 r ~ 2 ) s i n 2 (0 1 -2tp) +

+' 2 ( 3oC4 r 2 +5 /34 r 4 ) s i n 2 (0 1+^ ) + 2(5tC4 r " 6 + 3/34r * 4 - 5 a’4r ^ 6 - 3 b ’ r ” 4 ) s i n 2 (6 1- 3 i/') +

+ 3(50C6r 4+7/36r ® ) s i n 2 ( 8 1+2(^ + 3 (7oc’ r " 8 + 5/3gr"6 - 7 a gr " 8 - 5 b g r ^ 6) s in 2  (6 1 -4jP) =

= -■■|(1- k ) s i n 2 0 1
(3 .7 4 )

Warunki b rzegow e  ( 3 . 1 7 ) ,  (3 .1 8 )  po u w zg lę d n ie n iu  równań ( 3 . 4 0 ) ,  (3 .4 1 ) ,

(3 .6 9 ) ,  (3 .7 0 )  d a ją  t o ż s a m o ś c i :

| (Aao- O C ) r ; 2 *  (1-2>?b ),/30  - 0 * 2 - ^ ?  -  2 ( 1 - V ^ r ; i‘ *2v>b f l l r -  + A a ^ r ’ 4 ♦

+ 2 ( 1 - $  Ab’2 r ^ 2Jcos2 !f -  [2oC4,r2 + (1+2?b )/34 r 4 -  M Ąr ~ 6 -  ( 3 -20fa)/3^r~ 4 +

+ 2Aa’4 r ” 6 + ( 3 - 2 0 )A b 4-r1 4 ] c o s 4 ^  -  j_3°Cgr4 + 2 *1 +,?b*^6 r t  + 

g r ” 8 -  2 (2 - 0 b )/3gr" 6 + 3Aa’g r ^ 8 + 2 ( 2 -0 ) Ab^r^6]  c o s 6 <f = 0

2v*b>/̂ 2r 1  ̂ ~ Aa2r i 4 + (1-2>?) Ab’2r 1 2Jsin2 <p 

+ 2 [°C4r ? + < 2 _C>b ) /34r 1+OŁ4r 76+ 7b "  A a4r i"6 "  A № 4 r “ 4 ] s i n 4  tp*

- 30C,
(3 .7 5 )

[oC2 + (3-20b)/32r2 +oC2r ' 4 -  (1

♦ [ t o r f  ♦ < 5 -2 V / V “ + 3CC6

g d z i e :

6’ r ~ 8 + (1 + 2 ' b̂ )/3gr1 6 -  3Aag r 1 8 - (1 + 2 0 )A b g r 1.}sin6y=0

A  =

y =

E

1 + 0 
1 + 0 V

A = A -  y

(3 .7 6 )

(3.77)
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3 .6 .  PRZYBLIŻONA POSTAĆ WARUNKÓW BRZEGOWYCH

Warunki b rzegow e  (3 .7 1 )  -  (3 .7 6 )  można o g ó l n i e  zanotować  w p o s t a c i :

t i L r W .  r 1 (Cf) , 9  (p )  , Q1 (t f ) , s in c f, c o s ^ ] = 0  (3 .78 )

i  = 1 , 2 , . . . , 6 , g d z i e  fu n k c j e  r  {tf) , r  ̂  (cf) , G (t f ) < 6 i (<f) wyrażono  wzorami
(3 .3 )  -  ( 3 .6 )  .

Z budowy f u n k c j i  (3 .3 )  -  (3 .6 )  w yn ika ,  ż e  f u n k c je  f ^  są  fu n kc jam i
p rze s tęp n ym i  ze  w zg lędu  na s in  ‘f i  cos  ‘f.

W zw iązku  z powyższym z to ż s a m o ś c i  (3 .7 8 )  n i e  można w sposób ś c i s ł y  wy

zn a czyć  w sp ó łc zyn n ików  aQ, a2 , a^ ,  a g , b^, b'4 , b j ,  o^ , o C o C , ' ,  oC ,̂ oc’ , «T^,
v-' /j <5 ’ r~' r, \ ’ T,

6 ’ o '  2 ' ' 2 ' '4 '  K6 '  ' V  ' - 4 *
Zaproponowano w ię c  p r z y b l i ż o n y  sposób  r o z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  b rzegowego .

Zażądano, aby to ż sa m o śc i  (3 .7 8 )  ( i  = 1 , 2 , . . . , 6 ) b y ł y  s p e łn io n e  n i e  d la

w s z y s tk ic h  w a r t o ś c i  cf 6  < 0 ; ^  >, a l e  d l a  w a r t o ś c i  0 , ^ , . . . , 2 .

TiRozważmy w a r t o ś c i  kątów 0 i  D la  t y c h  kądów warunek (3 .7 1 )  da s i ę
z a p i s a ć  równaniam i:

/? -  5 ? .a 4 -  9/?’ a -4 + ^  a ' 2 -  6oO a2 -  10oc’ a-6 +• o • 4 ‘ 4 2 4 4

-  [2 ?2 a ~ 2 + 3 * 2  a " 4 + 2 0 /?’ a - 6  + 14£fia6 + cC2 + 15oC6a 4 + 21oC6’ a~8]  = 0

(b -  5 ?.b4 - 9/j’b-4 + b"2 - 6of b2 - 10oc’b~6 +1 O 4 4 2 4 4

+ [z/^b-2 + 3i’2D~4 + 20/5’6b"6 + 14/?6b6 + <*2 + ISctgb4 + 21cCgb-8] = 0

(3 .7 9 )

(3.80)

Równania ( 3 . 7 9 ) ,  (3 .8 0 )  d l a  przypadku k o łow ego  (a  = b) p rzy jm ą  p o s t a ć :

x -  y  = 0

x + v  = 0
(3 .8 1 )

g d z i  e :

x = ,?o _ 5 V 4 '  9 ^ 4 a ~ 4 + I 2  a - 2

y »  2 ? a - 2  + 3»’ ’ a ~ 4 + 20 f

6 of4 a 2 -  10oC4’ a - 6

2“ T 'V  + 14i-6a *■ ^2 ł 15oC6a + 2l:jCfia~

f  (3 .8 2 )

J e ż e l i  zatem r o z w ią z a n i e  ma s i ę  o d n ie ś ć  ró w n ie ż  do przypadku k o łow ego ,  

n a le ż y  za żądać  dodatkowo s p e ł n i e n i a  układu ( 3 . 8 1 ) ,  k t ó r y ,  j a k  ła tw o  spraw

d z i ć ,  ma t y l k o  r o z w ią z a n i e  ze row e  x  = 0 , y  = 0 . /

Zatem warunek (3 .7 9 )  można z a s t ą p i ć  dwoma warunkami:

x  = liQ + ^  a ' 2 -  5/64 a 4 -  9/34’a - 4  -  6 oC4 a 2 -  100^’ a " 6 = 0, (3 .8 3 )

y = cC2 + 30C2'a -4 + 2^2’a ~2 + 150t6a4 + 21flC6’a -8  + U^a6 + 20^a~6 = 0. (3.84)

W s p ó łc z y n n ik i  równań (3 .8 3 )  i  (3 .8 4 )  um ieszc zon o  j a k o  dwa p ie r w s z e  w i e r 

s z e  w t a b l i c y  3 .1 .
D la  kątów 0 i  ^  warunek (3 .7 3 )  da s i ę  w y r a z i ć  równaniam i:

f!o -  5$ 4 ( a + g ) 4 -  9/3̂  (a+g ) “ 4 + 9b’4 ( a + g ) ~ 4 + j ( o tQ-  a0 ) ( a + g ) ~ 2 *

-  6oC4 ( a + g ) 2 -  10oC4 ( a + g ) - 6  + 1 0 a 4 ( a + g ) - 6  + f c ^ f a + g ) - 2  + 2 b’2 ( a + g ) ‘ 2 +

-  14/3  ̂( a + g ) 6 -  20/36’ ( a + g ) " 6 + 2 0 b g ( a + g ) - 6  -  <*2 +

-  3cC2 ( a + g ) - 4  + 3 a 2 (a+ g )  4 -  150^ ( a + g ) 4 -  21c£g(a+g) 8 + 2 1 a g (a + g )  8J = ^
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(3 .8 5 )

fiQ -  5/^ (b + g ) 4 -  9^4 (b + g ) “ 4 + 9b ’ (b+g ) 4 + ^ ( o ^ - a ^  (b+g) 2 +

-  6oCj ( b + g ) 2 -  1 0 oCj’ (b+g) ” 6 + 1 0 a 4 ( b + g ) - 6  -  [ - 2 /?>2 (b+g )  ~2 + 2 b ’ (b + g ) - 2  -t-

-  14/36 ( b + g ) -6  + 2 0 b g (b + g ) - 6  -  oC2 -  3oC2 ( b+g) 4 + 3 a ’ (b+g ) 4 -20/3’ (b+g )  6 +

-  1 5<£g (b+g )  4 -  2 1ccJ(b+g) - 8  + 21 ( b + g ) -8 ]  = §  k (3 .8 6 )

Równania (3 .8 5 )  i  (3 .8 6 )  d l a  przypadku o tw oru  k o łow ego  a + g  = b + g  

i  o b c i ą ż e n i a  s ym e try c zn e go  k = 1 p r z y jm u ją  p o s t a ć :

X -  y = E 
2U (3.87)



x = /5o -  5/?4 ( a + g ) 4 -  9/3’ (a+g )  4 + 9t>4 (a + g ) - 4  + ^(oCo - a o ) (a+ g )  2 f

-  6 cC4 ( a + g ) 2 -  1 0 cC4 ( a + g ) " 6 + 1 0 a 4 .(.ą+g) " 6 ( 3 . 8 8 )

y * -2 /łj (a+g) 2 + 2b’(a+g)-2 - 1 4 /®6 < a+g) 6 - 20 (a+g)'-6 - ̂  - 3cC2’(a+g) “4 +

+ 3a2 (a + g )  4 -  15c06 ( a + g ) 4 -  2 IcCg ( a + g ) ~ 8 + 2 1a ’ ( a + g ) ~ 8 + 20b' (a + b) _6  (3 .89)

J e ż e l i  r o z w ią z a n i e  ma s i ę  o d n o s ić  r ó w n ie ż  do przypadku k o łow ego  i  o b c i ą 

ż e n i a  s y m e tr y c zn e go ,  n a l e ż y  za żą d a ć  s p e łn i e n i a  układu ( 3 . 8 7 ) .  Układ (3 .8 7 )  
j e s t  o zn ac zon y  i  ma r o z w ią z a n i e  X = y  = 0 .

Zatem warunek (3 .8 5 )  można ź a s t n p i ć  dwoma warunkami:

x  = P>Q -  5/34 ( a + g ) 4 -  9/?’ (a+g )  4 + 9b4 ( a + g ) - 4  + l (c£o ~ao ) (a+g )  " 2 +

-  6X 4 ( a + g ) 2 -  10oC4 ( a + g ) - 6  + 1 0 a ’ (a + g ) ~ 6 = |  (3 .9 0 )

-- - 2 ^ 2 (a+ g )  ” 2 + 2b2 <a+g) - 2  -  14/3>&( a + g ) 6 -  20/3  ̂( a + g ) ~ 6 + 20b ’ ( a + g ) - 6  -

-  3oC2 (a + g )  4 + 3a2 (a+g )  4 -  15oĈ  ( a + g ) 4 -  21oCg (a + g ) - 8  + 2 1 a g (a + g ) - 8  = 0

(3 .9 1 )

W s p ó łc z y n n ik i  równań (3 .9 0 )  i  (3 .9 1 )  um ieszc zon o  w t a b l i c y  3.1 w w i e r 
s zach  3 i  4.

D la  kątów 0 i  %; warunek (3 .7 5 )  da s i ę  p r z e d s t a w ić  równan iam i:  

l (A a o -^o ) ( a + g ) '2 + (1-2v>b ),?o - 2oC4 (a + g )2 -  (1 + 2 ^ )  (a + g )4 + 2 c£ j(a + g )"6 +

+ (3 -2 ^ b )/34 ( a + g )  4 -  2Aa4 (a + g )  6 -  A (3-2'?) b 4 (a+g )  4 +■

-  [oC2 -o C 2 (a+ g )  4 + 2 (1 -  ( a + g ) 2 + 2-?b ( a + g ) 2 + Aa2 (a+g )  4 +

+ 2 (1 - 7 )  Ab2 (a + g ) ~ 2 + 3oC&(a + g ) 4 + 2(1 + ^ )  /?g (a+g )  6 -  3e£g(a+g) ~ 8 +

-  .2 \ 2 -0 b )[}'6 ( a + g ) " 6 + 3Aa’ (a + g ) ~ 8 + 2A (2 -5 )  b’6 (a + g )  ~6]  = 0 (3 .9 2 )
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ł (Aao_ to ) (b+g )~2 + (1_2'7b) Ą> ~ 2cC4 <t.+g)2 -  (1+2^b)/34(b+g)4 +

+ 2oC4’ ( b + g ) - 6  + (3 -2 5 b ),e’  (b + g ) - 4  -  2Aa4 (b+g )  - 6 '  -  A (3 -2 ? )  b ’  (b+g ) - 4  +

+ p * 2 * <*2’ (b + g ) ~ 4 -  2 (1 -  v?b ) /3̂  (b+g ) ~ 2 + 2>?fa ̂  (b +g )  2 + A a ’ (b + g ) - 4  +

+ 2 (1 -  \?) Ab2 (b+g ) ~ 2 + 3oC6 ( b + g ) 4 + 2 (1 + ̂ b )/3g (b+g )  6 -  3* 6’ <b+g ) - 8  -  

-  2 ( 2 - ? b )/3’  (b + g ) - 6  + 3A a ’ (b + g ) - 8  + 2A ( 2 - V) b8 (b+g )  - 6 ]  = O (3 .9 3 )

Równania (3 . 9 2 ) ,  (3 .93 ) d l a  przypadku o tworu  k o łow ego  a + g = b + g 

p r zy jm u ją  p o s t a ć :

x -  y  = 0 1)  (3 .9 4 )

x + y  = 0 J

g d z i e :

x = l ( A a o -oC ) (a + g ) - 2  + (1 -2 ^ b )/3Q -  2c«4 (a + g ) 2 -  (1 +2 ^fa) (a+g )  4 + ~2-4" (a+g )  - 6 +

+ (3 -2 Q b ) 0 l  ( a + g ) - 4  -  2A a ’ ( a + g ) - 6  -  A (3 -2  Q) b 4 (a+g )  - 4  (3 .9 5 )

y  = cC2 -  cC2’ (a + g )  4 -  2 ( 1 ( a+g)  2 + 2\7b/2>2 ( a + g ) 2 + A a ’ (a+g )  4 t
- ł'

+ 2 ( 1- C )A b 2 ( a + g ) - 2  + 3c£6 ( a + g ) 4 + 2 (1 + >?b) /3g (a+g )  6 -  3aC^(ą*g) ~'S +■

-  2 ( 2 - ?b ) /3* (a+g )  _6  + 3 A a^ (a + g ) - 8  + 2A(2-i>) b ’  (a+ g )  - 6  (3 .9 6 )

J e ż e l i  r o zw ażan ie  ma s i ę  o d n o s ić  do  przypadku k o łow ego ,  t i a j e ż y  zażądać  

s p e ł n i e n i a  układu ( 3 . 9 4 ) ,  k t ó r y  p o s ia d a  t y l k o  ze row e  r o z w ią z a n i e .  Zatem wa

runek (3 .9 2 )  można z a s t ą p i ć  równaniam i:

x = i ( A a Q- c Ł )  (a+g )  i  + ( 1 - 2 *?b )|3 0  7  2oC4 ( a + g ) 2 -  (1 +2 i?b ) (i^ (a+g ) 4 +

+ 2oC,4 ( a + g ) - 6  + ( 3 - 2 ^ ) , $ ’  (a+b ) ~ 4 + 2Aa’ (a + g ) - 6  -  A ( 3 - 2 0) b*4 (a+g )  - 4  = 0
(3 .9 7 )
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y = oC2 “ oC2,*a+g* 4 ” 2 ( 1-'^,1/ 2̂ 2 + 2 b̂/32(a+g )2 + A a ^ la + g ) - 4  +

+ 2 (1 - ’J) Ab?, (a+g) 2 + 3oCg(a+g)^ + 2 (1 + ) /3g (a+g) 6 -  3cCg’ (a+g) 8 +

-  2 (2 - i?b ) / ł ' ( a + g ) ~ 6 + 3 A a ' ( a + g ) - 8  + 2A ( 2-0)  b’6 (a+ g )  ” 6 = O (3 .9 8 )

W s p ó łc z y n n ik i  równań ( 3 . 9 7 ) ,  (3 .9 8 )  um ieszc zon o  w t a b l i c y  3.1 j a k o  w i e r 

s z e  5 i  6 .

Warunki ( 3 . 7 2 ) ,  ( 3 . 7 4 ) ,  (3 .7 6 )  d l a  kątów  0, ^  są  s p e łn io n e  d l a  d ow o l

nych w sp ó łc zyn n ik ó w  i  n i e  d o s t a r c z a j ą  żadnych równań. W sp ó łc z y n n ik i  równań

( 3 . 8 0 ) ,  ( 3 . 8 1 ) ,  (3 .9 3 )  u m ieszc zon o  w w ie r s z a c h  7, 8 , 9 t a b l i c y  3 .1 .

P o z o s t a ł e  równania  uzyskano  z warunków (3 .7 1 )  do (3 .7 6 )  w s ta w ia ją c  k ą ty  

*P = Uzyskano w t e n  sposób  1 02  rów nan ia ,  k tó r y c h  w s p ó łc z y n 

n i k i  z e s ta w io n o  w w ie r s z a c h  9 do 15 t a b l i c y  3 .1 .  Ł ą c z n i e  t a b l i c a  3.1 d o 

s t a r c z a  111 równań o 21 n iew iadom ych . P r z y jm u ją c  m n ie j s z e  bądź w ię k s z e  

p r z e d z i a ł y  w a r t o ś c i  kątów można z w ię k s z y ć  bądź z m n ie j s z y ć  l i c z b ę  równań 

u zyskanych  z t a b l i c y  3 .1 .

3 .7 .  ZASTOSOWANIE METODY NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW DO PRZYBLIŻONEGO ROZWIĄZA

N IA  NADOKRESLONEGO UKŁADU ROWNAN, WYNIKAJĄCYCH Z WARUNKÓW BRZEGOWYCH

Układ równań, k t ó r y  p r z e d s ta w io n o  w t a b l i c y  3 .1 ,  j e s t  ukłaćlem s tu  j e d e 

n as tu  równań l i n i o w y c h  o d w u d z ie s tu  je d e n  n iew iadomych aQ, a!,, t>2 ' '

0C2 '  % '  °^2 ' ^ 2 ' a4 ' ^ 4 '  ■ °̂ 4>' 0t4 '  \ '  a 6 ' b6 ' ^ 6 '  & 6 ' ° “6 ' ^ 6 '  ^2 ’
J e s t  t o ,  o g ó l n i e  b i o r ą c ,\ u k ł a d  s p r z e c z n y ,  n i e  m a jący  ś c i s ł e g o  r o z w ią z a n ia .

Metoda n a jm n ie js z y c h  kwadratów pozw a la  na o k r e ś l e n i e  p r z y b l i ż o n e g o  r o z 

w ią z a n ia  i  na o cenę  t e g o  p r z y b l i ż e n i a  [2 4 ] .  O p is  metody d l a  omawianego p r z y 

padku podano w z a łą c z n ik u  2. W yn ik i  numeryczne odn oszące  s i ę  do k onkre tnych  

p rz y k ła d ó w  w y r o b i s k  ko łow ych  i  e l i p t y c z n y c h  poda!ne z o s ta n ą  w r o z d z i a l e  p i ą 

tym.

3 .8 .  ZAKOŃCZENIE

1. Podano r o z w ią z a n i e  z a g a d n ie n ia  b rze gow ego  d l a  w y ro b is k a  p oz iom ego  o  

p r z e k r o ju  e l i p t y c z n y m ,  z a b e z p i e c z o n e g o  pow łoką  wykonaną z betonu  n a t r y s k o 

wego .

2. U ło żo n o  w zo ry  na w s p ó ł r z ęd n e  t e n s o r a  s tanu  n a p r ę ż e n ia ,  t e n s o ra  stanu 

o d k s z t a ł c e n i a  i  w e k to ra  p r z e m ie s z c z e n ia  d l a  ob s za ru  betonu  i  obsza ru  g ó r o 

tworu  o t a c z a j ą c e g o  w y r o b i s k o ,

3. S formułowano w sposób  ś c i s ł y  warunk i b r z e go w e .

4. S formułowano p r z y b l i ż o n ą  p o s ta ć  warunków b rzegow ych .

5. R ozw ią zan o  w sposób  p r z y b l i ż o n y  warunki b rzegow e  i  podano ocenę  p r z y 

b l i ż e n i a  .

4. PROJEKTOWANIE

4 .1 .  PRZYJĘCIE METODY PROJEKTOWANIA

Ze w zg lędu  na w ła ś c iw o ś c i  ta k  betonu  jak  i  g ó ro tw o ru  p r o je k to w a n ie  n a l e 

ży p ro w a d z ić  metodą na d o p u s z c za ln e  n a p r ę ż e n ie  |_3], [ 5 ]  , [ 3 8 ] ,  [43 j .
Dc o cen y  w y t ę ż e n ia  b etonu  j a k  i  g ó ro tw o ru  n a l e ż y  p r z y j ą ć  h ip o t e z ę  w y tę 

żen iową.  P r z y j ę t o  h ip o t e z ę  w y tę że n io w ą  n iezm ienn ików  W.T. B u rzyń sk ie go  |_4j, 

[1 5 ] ,  [42] . H ip o t e z ę  t ę  s t o s u j e  s i ę  do m a te r i a ł ó w ,  k t ó r e  mają ró żn e  w y t r z y 

m a ło ś c i  p r z y  r o z c ią g a n iu  Rmr  i  p r z y  ś c i s k a n iu  Rmc , a właściwości m a te r ia ł i :

n ie  z a l e ż ą  od k ie ru n ku .
P r z y j ę c i e  t e j  h i p o t e z y  j e s t  w p e ł n i  poprawne d la  betonu , d la  gó ro tw o ru

zaś j e s t  pewnym p r z y b l i ż e n i e m  t y c h  w ła ś c iw o ś c i  p r z y j ę t y m  ju ż  w punkcie  

1.1.1.
P r z y j ę t o  w s p ó ł c z y n n ik i  n i e s y m e t r i i  w y t r z y m a ło ś c i  d l a  b etonu :

o ra z  d l a  g ó ro tw o ru :

g s .  (4 .2 )

Rmr

H ip o t e z a  n iezm ienn ik ów  za k ła d a ,  ż e  o w y tę ż e n iu  m a te r i a łu  d ec y d u ją  war

t o ś c i  f u n k c j i  n ie zm ien n ik ów  s o r a z  t :

W = W ( s , t ) , (4 .3 )

g d z i e :

s = i « r  *  5  + G  ) (4 .4 )
3 xx yy uzz

'̂2 /ż-2  ̂ ^2 ,-2 ^  r- -  . ->/.-2 . ,-2 i ,-2 1
3 v XX yy + °z z  ” Jxx yy yy^zz ~ ^ZZJXX ł °yz  * 2X

(4.S1
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N ie z m ie n n ik i  (4.4^ i  ( 4 .5 )  wy rażone  we w sp ó łrz ęd n ych  walcowych wynoszą:

s = T ((J3 r r '  “ W  uzz (4 .6 )

3~\ 'w ^rr 6d>u> OM  ffzz ” Ozz “rr + 3GrU> (4.7)

Wzory na n a p r ę ż e n ia  zredukowane wed ług h i p o t e z y  W.T. B u r zyń s k ie go  w z a 

leżności od stosunku

dla n/T « - < =

k s z t a ł t u j ą  s i e  n a s tę p u ją c o :

i  d l a

d la

i  < -  yl2

r~ - 3 1 <- * i # ł 1
red " ^2 3t 3£

(4 .8 )

(4 .9 )

d la

- i -  1 t- 
<>red / 2  ^

(4 .1 0 )

Chcąc zatem badać r o z k ł a d  n ap rę żeń  zredukowanych d l a  betonu  i  d l a  g ó r o 

tw oru ,  n a l e ż y  p o d s ta w ić  w zo ry  na n a p r ę ż e n ia  do wzorów (4 .6 )  i  ( 4 . 7 ) ,  o k r e ś 

l a j ą c  w zo ry  na n i e z m ie n n ik i  s i  t ,  a n a s t ę p n ie  uzyskane  n i e z m ie n n ik i  ko

l e j n o  do o d p o w ied n ich ,  wzorów ( 4 . 8 ) ,  (4 .9 )  lu b  ( 1 . 1 0 ) .

Na p o d s ta w ie  uzyskanych  z maszyny c y f r o w e j  wyników s p o r z ą d z i ć  w ykresy

® r e d  G  d ( d l a  g ó ro tw o ru )  w z a l e ż n o ś c i  od p r z y j ę t y c h  w a r t o ś c i
max max

g r u b o ś c i  p o w ło k i  b e ton o w e j  g ( r y s .  4.1- i  r y s .  4 . 2 ) .

N a s t ę p n ie  po p r z y j ę c i u  n ap rę żeń  d op u s zc za ln y ch  d l a  betonu  kb i  g ó r o 

tworu  k :

kb -  ^  r  -  b' 
n

(4 .1 1 )

(4.12)
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M ak sy m a ln e  naprężenie zredukowane w obudowie kołowej z betonu na
tryskowego jako funkcja jej grubości 

Maximum stress reduced in a circular support from shotcrete as 
the function of its thickness

R y s . 4 .1 .  

F i g .  4 .1 .

Rys. 4 .2 .  Maksymalne naprężenie zredukowane w górotworze jako funkcja gru
bości obudowy kołowej z betonu natryskowego

F i g .  4 .2 .  Maximum stress reduced i n  thé rock mass as the function of the 
thickness.of a circular support from shotcrete

gdzie:nb - współczynnik bezpieczeństwa dla powłoki z betonu natryskowego, 
n - współczynnik bezpieczeństwa dla materiału górotworu, 

można, wychodząc z założenia metody projektowania na dopuszczalne napręże-

/~b , b
max 4 r '

(4.13)
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- 'r ed  ^ k , (4.14)max r  '

z rysunków 4.1 i  4 .2  o d c z y ta ć  w a r t o ś c i  g r u b o ś c i  p o w ło k i  b e ton ow e j  g^ 

zc  w zg lędu  na p o w ło k ę ,o r a z  g p z e  w zg lędu  na g ó r o tw ó r .  Grubość p o w ło k i ,

jaką  n a l e ż y  p r z y j ą ć  do s to so w a n ia  g , j e s t  w ię k s z a  z uzyskanych  w a r t o ś c i
b . 'I °g i  g .
P ^P

4 .2 .  UWZGLĘDNIENIE CZĘŚCIOWEGO PRZEMIESZCZENIA GÓROTWORU DO WYROBISKA

R ozważan ia  w punktach 1 , 2 i  3 prowadzone z o s t a ł y  p r z y  z a ł o ż e n iu ,  że  w 

wyniku i d e a ln e g o  d z i a ł a n i a  u s z t y w n ia ją c e g o  przodku w warunkach b rzegowych  

p r z y j ę t o  jednakowe p r z e m ie s z c z e n ia  g ó ro tw o ru  i  p o w ło k i  b e ton o w e j  w m i e j 

scach ich  w sp ó ln ego  s tyku .

W r z e c z y w i s t o ś c i  n a s tę p u je  pewne p r z e m ie s z c z e n i e  gó ro tw o ru  w k ierunku  

w y ro b isk a  j e s z c z e  p r z e d  n a ło żen iem  p o w ło k i  b e ton o w e j  tak  ze  w zg lęd u  na n ie  

natychm iastowe  n a ł o ż e n i e  p ow ło k i  b e t o n o w e j ,  ja k  i  z e  w zg lęd u  na d o j r z e w a n ie  

b e to n u .

U w z g lę d n ie n ie  t e g o  o d k s z t a ł c e n i a  g ó ro tw o ru  w k ieru nku  w y ro b is k a  o b l i c z e 

niowo może p o l e g a ć  na tym, że  zm ien ia  s i ę  warunk i b rzegow e  d l a  w y rob iska  o 

dowolnym k s z t a ł c i e  z a m ia s t  ( 1 . 2 0 ) i  ( 1 . 2 1 ) zw iązkam i

ub ( x , y i  = i .  u ( x , y )  (4 .1 5 )

(4 .1 6 )v b ( x , y )  = | .  T v ( x , y )  -  v o

g d z i e :

0 < f  * "1 .

Ułamek £ nazwano w s p ó łc zyn n ik ie m  o d c i ą ż e n i a  g ó r o tw o ru .  U s t a l e n i e  w a r t o ś c i  

należy p o p r z e d z i ć  odpow iedn im i badan iam i ekspe rym en ta ln ym i.

D la k o ło w ego  w y ro b is k a  g ó r n i c z e g o  warunk i b rzegow e  (2 .1 7 )  i  (2 .1 8 )  p r z y j

mą p o s t a ć :  *

ub (R+g » ^ )  = f 1ur (R + g ,y )  -  ~  m (R+g) . (1 -cos2y)J  (4 .1 7 )

u^ (R+g  , f )  -- |^ujp(R+g,^>) -  j  m (R+g) s in2  (f j (4 .1 8 )

D la  e l i p t y c z n e g o  w y ro b is k a  g ó r n i c z e g o  warunki b rzegow e  (3 .1 5 )  i  (3 .1 6 )  

p r zy jm ą  p o s t a ć :
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(4 .1 9 )

(4 .2 0 )

4 .3 .  GŁĘBOKOŚCI KRYTYCZNE (DOPUSZCZALNE)

P rob lem  doboru  (p r o j e k t o w a n ia )  g r u b o ś c i  p o w ło k i  z betonu  n a tryskow ego  

może być  t a k ż e  p o t rak to w an y  j a k o  z a g a d n ie n ie  g ł ę b o k o ś c i ,  na j a k i e j  obudowa 

w z g l ę d n i e  g ó r o tw ó r  u l e g n i e  z n i s z c z e n iu  ( lu b  w y s t ą p ią  w n ich  n a p r ę ż e n ia  rów 

ne d o p u s z c za ln y m ) .Głębokości takie nazwijmy głębokościami krytycznymi (dopuszczalnymi).
G łę b o k o ś c i  k r y t y c z n e  można wyzn aczyć  z e  wzorów:

-  d l a  betonu

ub [r ,  (? ) . Ą  -  f  |ur jr , (? ) , <f] -  [ r ,  (? ) , ? ]  j

4 [ r 1 ( ^ l  = l ’ ur [ r 1 (^ > '^ ]  "  Uf 0 [ r 1 (^ ' ^ ] |

r b r b„ b /~b Pred. , red.y„b ...
^ r  = red " * • P = ' T ' ^ r '  (4-21)

-  d l a  g ó ro tw o ru

“ r  ■ ■ ' ¥ * > -  ■ ' T ^ ' r ^ r  » • » '

( j e s t  t o  p r zyp ad ek ,  p r z y  k tórym  w s p ó łc z y n n ik  b e z p ie c z e ń s tw a  n = 1 ) .

Ze wzorów (4 .2 1 )  i  (4 .2 2 )  o trzym ano :

-  d l a  betonu

, Rmb
Hk r  = ' ( 4 -23)

< -f * >  r
d la  g ó ro tw o ru

(4 .2 4 )
Rmr

HRr "  (% =*>  t

Jako k r y t y c z n ą  g ł ę b o k o ś ć  n a l e ż y  p r z y j ą ć  m n ie j s z ą  z uzyskanych  ze  wzorów 

(4 .2 3 )  i  ( 4 , 2 4 ) .
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Analogicznie ,po uwzględnieniu wzoru (<
- dla betonu głębokości dopuszczalne:

dop
~TE

(4.25)

d l a  g ó ro tw o ru  (po  u w z g lę d n ie n iu  ( 4 . 1 2 ) 

k

3re d
H,, = r
doP S — , •

(4 .2 6 )

Jako d o p u s zc za ln ą  g ł ę b o k o ś ć  n a l e ż y  p r z y j ą ć  m n ie j s z ą  z uzyskanych  z e  w zo 
rów (4 .2 5 )  i  ( 4 . 2 6 ) .

5. PRZYKŁADY NUMERYCZNE

5 .1 .  OBLICZANIE WARTOŚCI NAPR|ŻEN DLA WYROBISKA KOŁOWEGO

Jako p a ram etry  geom et ryc zn e  d la  w y rob iska  p r z y j ę t o  prom ień  wewnętrzny 

obudowy wykonanej z betonu n a tryskow ego  R = 2 ,5  m, grubość  p ow ło k i  p r z y j ę 

t o  g = 0 ,05  m; 0 ,10  m; 0 ,15  m; 0 ,25 m.

D la  p o w ło k i  b e ton ow e j  wyznaczono n a p rę że n ia '  d l a  p rom ien i  r  = R;
1 2  3 4r  = R + g ;  r  = R + -g-g; r  = R + j  g ;  r  = R + g ;  r  = R + g .  D la  g ó 

r o tw o ru  p r z y j ę t o  p ro m ien ie  r = R + g ;  r = R + 2 g ;  r = R + 3 g ; r = R + 4 g ;  

r  = R + 5 g ;  r  = R + 25 'g; r  = R '+ 50 g ;  r  = R + 100 g .

W a r t o ś c i  m echaniczne  p r z y j ę t o :

E = 1 ,07 . 10® —̂  -  moduł Younga d l a  gó ro tw o ru ,  
cm

E^ = 2 ,03 . 1 06 —Sy ”  moduł Younga d l a  b etonu , 
cm

0 -  0 ,27  . -  ułamek P o is s o n a  d l a  gó ro tw o ru ,

= 0,167 -  ułamek P o is s o n a  d l a  b etonu ,

3£= 15,45 -  w s p ó łc zyn n ik  n i e s y m e t r i i  w y t r z y m a ło ś c i  d l a  g ó r o 

tworu ,

3^ = 9,067 -  w s p ó łc zyn n ik  n i e s y m e t r i i  w y t r z y m a ło ś c i  d l a  b e ton u .

Uzyskane z o b l i c z e ń  w a r t o ś c i  maksymalne n ap rężeń  ^  = 1 p r z e d s ta w io n o  

na rysunkach :

S  IfLf ffliii
i  -1JS52Ł -  na-rysunku 5.1

P P

S br r  Gr r
 max ± -----max _ na rysunku~5 . 2

P P
/

r b
^ r  (fi . ^ Lf

ma?c -  na rysunku 5.3

6 zz  f fz z  ° 3
 " S *  i  -  na rysunku 5.4



g ‘0.05m 
g '  0.10 m 
g ‘0.15m 
g‘0.20m 
0‘ 0.25m

25g 50g
Rys. 5 . 1 .  W ykresy s tosunków 'maksymalnych w a r t o ś c i  n ap rę żeń  obwodowych do 
c i ś n i e n i a  p ion ow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym  ja k o  fu n k c je  m ie j s c a  w obu
d o w ie  k o ł o w e j  z b e tonu  n a t ry s k o w e go  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o tw o r z e  d la

ró żn ych  g r u b o ś c i  obudowy

F i g . , - 5 .1 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum v a lu e s  o f  c i r c u m f e r e n t i a l  s t r e s s e s  
t o  t h e  v e r t i c a l  p r e s s u r e  i n  t h e  i n t a c t  r o c k  mass as  fu n c t i o n s  o f  a p l a c e  in  
a c i r c u l a r  s u p p o r t  from s h o t c r e t e  and d i s t a n c o  from  i t  in  th e  r o c k  mass f o r  

d i f f e r e n t  t h i c k n e s s e s  o f  a su p po r t

25g SOg

g- 0.05 m 
g'O.IOm 
g • 0.15m- 
g =0?0m 
g ‘025m

<00g
R ys.  5 .2 .  W ykresy  s tosunków maksymalnych w a r t o ś c i  n ap rę żeń  p rom ien iowych  do 
c i ś n i e n i a  p ion ow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym  ja k o  fu n k c j e  m i e j s c a  w obu
d ow ie  k o ł o w e j  z b e tonu  n a t ry sk o w ego  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o tw o r z e  d l a

ró żn yc h  g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 . 2 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum v a lu e s  o f  r a d i a l  s t r e s s e s  t o  v e r t i 
c a l  p r e s s u r e  in  th e  i n t a c t  r o c k  mass as fu n c t i o n s  o f  a p l a c e  in  a c i r c u l a r  
s u p p o r t  f rom  s h o t c r e t s  and d i s t a n c e  from in  th e  r o c k  mass f o r  d i f f e r e n t

th i c k n e s s e s  o f  a su p po r t

2g 3g 4g 5g 25g 50g lOOg

Rys.  5 .3 .  W ykresy stosunków maksymalnych w a r t o ś c i  n ap rężeń  s ty c zn ych  do c i 
ś n i e n i a  p ion ow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym ja k o  fu n k c je  m ie j s c a  w obudo
w ie  k o ło w e j  z betonu  n a tryskow ego  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o tw o r z e  d la

ró żn ych  g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .3 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum v a lu e s  o f  s t e a d y  s t r e s s e s  t o  the  
v e r t i c a l  p r e s s u r e  in  th e  i n t a c t  ro ck  mass as fu n c t i o n s  o f  a p la c e  in  a c i r 
c u l a r  su p po r t  f rom s h o t c r e t e  and d i s t a n c e  from in  th e  ro ck  mass f o r  d i f f e 

r e n t  t h i c k n e s s e s  o f  a support

c 'jUmuJ P P P
1

0.9
as

.0.7
os
as - —
0.4
0.3
01
HI

g 2g 3g 4g 5g

g‘ B.05m 
g*O.IOm 
g=W5m 
g ‘0.20m 
g - 0.25m

50g

Rys. 5 .4 .  W ykresy  stosunków maksymalnych w a r t o ś c i  naprężeń  głównych (wzdłuż 
o s i  w y ro b is k a )  do c i ś n i e n i a  p ionowego  w g ó r o tw o r z e  nienaruszonym jak o  funk
c j e  m ie j s c a  w obudowie z betonu  n a tryskow ego  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o 

tw o r ze  d l a  ró żnych  g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .4 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum v a lu e s  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  (a lon g  
th e  a x i s  o f  a roadway) t o  th e  v e r t i c a l  p r e s s u r e  in  the  i n t a c t  rock  mass as 
fu n c t i o n s  o f  a p la c e  in  a c i r c u l a r  support  from s h o t c r e t e  and d i s t a n c e  from 

i t  in  th e  rock  mass f o r  d i f f e r e n t  t h i c k n e s s e s  o f  a support
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b
f f l

na rysunku 5 .5

-  na rysunku 5.6

red ^red
na rysunku 5.7

D la  p r z e d s t a w i e n i a  wpływu w s p ó łc z y n n ik a  o d c i ą ż e n i a  p o w ło k i  ^  . pokazano 

w a r t o ś c i  n ap rę żeń  maksymalnych w p ow łoce  b e ton ow e j  d l a  r  = R ( l i n i ą  c i ą 

g ł ą )  i  r  = R + g ( l i n i ą  p rze ryw an ą )  o ra z  w a r t o ś c i  n ap rężeń  maksymalnych 

w g ó r o tw o r z e  d l a  r  = R + g  t l i n i ą  c i ą g ł ą )  i  r  = R + 5 g  ( l i n i ą  p r z e r y 

waną) i  tak  n a p r ę ż e n ia :

-  na rysunku 5.8

S rr  Grr
max . max -  na rysunku 5'.'9

r?b ~
U rip to-'max “ rmax -  na rysunku 5 .10

^ 2 Z  • G ZT.
 max  -  na rysunku 5 . 1 1n n -*

6  r e d  ® redmax . max -  na rysunku 5 .12

Rys.  5 .5 .  Wykresy stosunków maksymalnych w a r t o ś c i  naprężeń  g łównych  do c i ś 
n i e n i a  p ionowego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym ja k o  fu n k c je  m ie j s c a  w obudowie 
k o ło w e j  z betonu n a tryskow ego  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o tw o r z e  d l a  ró żnych

g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .5 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum v a lu e s  o f  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  t o  v e r 
t i c a l  p r e s s u r e  in  th e  i n t a c t  r o c k  mass as fu n c t i o n s  o f  a p la c e  in  a c i r c u l a r  
s u p p o r t  f rom  s h o t c r e t e  and d i s t a n c e  f rom  i t  in  th e  r o c k  mass f o r  d i f f e r e n t

. th ic k n e s s  o f  a su p po r t

R y s . 5 .6 .  Wykresy stosunków maksymalnych w a r t o ś c i  n ap rężeń  głównych  do c i ś 
n i e n i a  p ionowego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym ja k o  fu n k c je  m ie j s c a  w obudowie 
k o ło w e j  z betonu n a tryskow ego  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o tw o r z e  d l a  różnych

g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .6 .  Diagrams o f  r a t i o s  o f  maximum v a lu e s  o f  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  t o  
v e r t i c a l  p r e s s u re  in  th e  i n t a c t  rock  mass as  fu n c t i o n s  o f  a p l a c e  in  a c i r 
c u l a r  s u p p o r t  from s h o t c r e t e  and d i s t a n c e  from  i t  in  th e  rock  mass f o r  d i f 

f e r e n t  t h i c k n e s s  o f  a  su p p o r t

g--0,05 m 
g *OJOm 
g --0,15 m g -0,20m g -015m
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Rys.  5 .7 .  Wykresy stosunków maksymalnych n ap rę żeń  zredukowanych do c i ś n i e 
n ia  p ionow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym ja k o  fu n k c j e  m ie j s c a  w obudowie  
k o ł o w e j  z b etonu  n a try skow ego  i  o d l e g ł o ś c i  od n i e j  w g ó r o tw o r z e  d l a  różnych

g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .7 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum reduced  s t r e s s e s  t o  v e r t i c a l  p r e s 
sure  in  th e  i n t a c t  ro c k  mass as  fu n c t i o n s  o f  a p l a c e  in  a c i r c u l a r  su p po r t  
from s h o t c r e t e  and d i s t a n c e  from i t  in  th e  ro ck  mass f o r  d i f f e r e n t  t h i c k 

ness  o f  a  su p po r t

R y s . 5 .8 .  Wykresy s tosunków maksymalnych n ap rężeń  obwodowych do c i ś n i e n i a  
p ionow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym  na w ew n ę tr zn e j  p o w ie r z c h n i  ( l i n i a  c i ą 
g ł a )  i  z e w n ę t r z n e j  p o w ie r z c h n i  ( l i n i a  p rze ryw an a )  obudowy k o ło w e j  z betonu 
n a tryskow ego  o r a z  d l a  g ó ro tw o ru  na s tyku  z obudową ( l i n i a  c i ą g ł a )  i  w od 
l e g ł o ś c i  rów n e j  p i ę c i u  g ru bośc iom  obudowy od n i e j  ( l i n i a  p rze ryw an a )  ja k o  

fu n k c je  w s p ó łc zy n n ik a  o d c i ą ż e n i a  obudowy d l a  ró żn ych  g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .8 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum c i r c u m f e r e n t i a l  s t r e s s e s  t o  v e r t i 
c a l  p r e s s u r e  in  th e  i n t a c t  r o c k  mass on th e  in n e r  s u r f a c e  ( f u l l  l im e )  and 
o u t e r  s u r f a c e  (b rea k  l i n e )  o f  a c i r c u l a r  su p p o r t  f rom s h o t c r e t e  and f o r  the  
ro ck  mass on th e  c o n t a c t  s u r f a c e  w i th  th e  su p po r t  ( f u l l  l i n e )  and in  th e  
d i s t a n c e  equ a l  t o  th e  t h i c k n e s s  o f  th e  su p p o r t  from i t  m u l t i p l i e d  by 5 
( b rea k  l i n e )  as f u n c t i o n s  o f  lo a d  c o e f f i c i e n t  o f  a su p po r t  f o r  d i f f e r e n t

th i c k n e s s  o f  a support
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Rys. 5 .9 .  Wykresy- stosunków maksymalnych n ap rężeń  p rom ien iowych  do c i ś n i e 
n ia  p ion ow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym ną z e w n ę t r z n e j  p o w ie r z c h n i  obudowy 
k o ło w e j  z betonu  n a tryskow ego  ( l i n i a  p rze ryw an a ) o ra z  d l a  gó ro tw o ru  na s t y 
ku z obudową ( l i n i a  c i ą g ł a )  i  w o d l e g ł o ś c i  równe j  p i ę c i u  g ru bośc iom  obudowy 
od n i e j  ( l i n i a  p rze ryw an a )  ja k o  fu n k c je  w s ió ł c z y n n ik a  o d c i ą ż e n i a  obudowy 

d l a  ró żn ych  g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .9 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum r a d i a l  s t r e s s e s  t o  v e r t i c a l  p r e s s u r e  
in  th e  i n t a c t  r o c k  mass on th e  o u t e r  s u r f a c e  o f  a c i r c u l a r  su p p o r t  from 
s h o t c r e t e  (b reak  l i n e )  and f o r  th e  rock  mass on th e  c o n t a c t  s u r f a c e  w i th  
th e  s u p p o r t  ( f u l l  l i n e )  and in  th e  d i s t a n c e  from  i t  which eq u a l  t o  th e  t h i c k 
ness o f  th e  su p p o r t  m u l t i p l i e d  by 5 as fu n c t i o n s  o f  a lo a d  c o e f f i c i e n t  o f  
th e  su p p o r t  f o r  d i f f e r e n t  t h i c k n e s s  o f  a su p p o r t  f o r  d i f f e r e n t  th i c k n e s s  o f

t h e  su p po r t

Rys .  5 .1 0 .  Wykresy stosunków maksymalnych n ap rężeń  p rom ien iowych  co  c i ś n i e 
n ia  p ionow ego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym na z e w n ę t r z n e j  p o w ie r z c h n i  obudowy 
k o ło w e j  z b e tonu  n a try skow ego  ( l i n i a  p rze ryw an a ) o ra z  d l a  gó ro tw o ru  na s t y 
ku z obudową ( l i n i a  c i ą g ł a )  i  w o d l e g ł o ś c i  równe j  p i ę c i u  gru bośc iom  obudowy 
od n i e j  ( l i n i a  p rze ryw an a )  ja k o  fu n k c j e  w s p ó łc zyn n ik a  o d c i ą ż e n i a  obudowy d la

ró żn ych  g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .1 0 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum r a d i a l  s t r e s s e s  t o  v e r t i c a l  p r e s 
sure  in  th e  i n t a c t  rock  mass on th e  o u t e r  s u r f a c e  o f  a c i r c u l a r  support  
f rom  s h o t c r e t e  (b rea k  l i n e )  and f o r  th e  ro ck  mass on th e  c o n t a c t  s u r f a c e  
w i th  th e  su p po r t  ( f u l l  l i n e )  and in  th e  d i s t a n c e  from i t  which i s  e qu a l  t o  
th e  th i c k n e s s  o f  th e  su p po r t  m u l t i p l i e d  by 5 as fu n c t i o n s  o f  a lo a d  c o e f 

f i c i e n t  o f  a  su p p o r t
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Rys. 5 .1 1 .  Wykresy stosunków maksymalnych n ap rę żeń  g łównych  (w zd łu ż  o s i  wy
r o b i s k a )  do  c i ś n i e n i a  p ionowego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym na w ew n ę trzn e j  
p o w ie r z c h n i  ( l i n i a  c i ą g ł a )  i  z e w n ę t r z n e j  p o w ie r z c h n i  ( l i n i a  p rze ryw an a )  
obudowy k o ło w e j  z b e tonu  n a tryskow ego  o ra z  d la  g ó ro tw o ru  na s tyku  z obudową 
( l i n i a  c i ą g ł a )  i  w o d l e g ł o ś c i  rów n e j  p i ę c i u  grubośc iom  obudowy od n i e j  ( l i 
n ia  p rze ryw an a )  j a k o  fu n k c je  w s p ó łc zyn n ik a  o d c i ą ż e n i a  obudowy d l a  ró żnych

g r u b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .1 1 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum p r i n c i p a l  s t r e s s e s  (a lo n g  th e  
a x i s  o f  a road -w ay )  t o  v e r t i c a l  p r e s s u r e  in  th e  i n t a c t  ro ck  mass on th e  
in n e r  ( f u l l  l i n e )  and o u t e r  s u r f a c e  (b rea k  l i n e )  o f  a c i r c u l a r  s u p p o r t  from 
s h o t c r e t e  and f o r  th e  rock  mass on th e  c o n t a c t  s u r f a c e  w i t h  a su p po r t  ( f u l l  
l i n e )  and in  th e  d i s t a n c e  from i t  (b reak  l i n e )  wh ich  i s  e q u a l  t o  th e  t h i c k 
n ess  o f  a su p po r t  m u l t i p l i e d  by 5 as fu n c t i o n s  o f  a lo a d  c o e f f i c i e n t  f o r  

d i f f e r e n t  t h i c k n e s s  o f  a su p po r t
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Rys. 5 .1 2 .  Wykresy stosunków maksymalnych n ap rę żeń  zredukowanych do c i ś n i e 
n ia  p ionowego  w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym na w ew n ę trzn e j  p o w ie r z c h n i  ( l i n i a  
c i ą g ł a )  i  z e w n ę t r z n e j  p o w ie r z c h n i  ( l i n i a  p rze ryw an a )  obudowy k o ło w e j  z b e 
tonu n a tryskow ego  o ra z  d l a  gó ro tw o ru  na s tyku  z obudową ( l i n i a  c i ą g ł a )  i  w 
o d l e g ł o ś c i  równe j p i ę c i u  g rubośc iom  obudowy od n i e j  ( l i n i a  p rze ryw an a ) ja k o  

fu n k c je  w sp ó łc zyn n ik a  o d c i ą ż e n i a  obudowy d l a  ró żnych  g ru b o ś c i  obudowy

F i g .  5 .1 2 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  maximum reduced  s t r e s s e s  t o  v e r t i c a l  p r e s 
sure  in  th e  i n t a c t  ro ck  mass on th e  in n e r  ( f u l l  l i n e )  and o u t e r  s u r f a c e  
(b rea k  l i n e )  o f  a c i r c u l a r  su p po r t  f rom s h o t c r e t e  and f o r  the  rock  mass on 
th e  c o n t a c t  s u r f a c e  w i t h  a su p po r t  ( f u l l  l i n e )  and in  the d i s t a n c e  from i t  
w h ich  i s  e q u a l  t o  th e  th ic k n e s s  o f  a su p po r t  m u l t i p l i e d  by 5 (b reak  l i n e )  
as f u n c t i o n s  o f  a lo a d  c o e f f i c i e n t  o f  a su p po r t  f o r  d i f f e r e n t  th ic k n e s s  o f

a support
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5 .2 .  WYZNACZANIE GRUBOŚCI POWŁOKI BETONOWEJ DLA WYROBISKA KOŁOWEGO

Na p o d s ta w ie  wyników uzyskanych  d l a  danych p r z y j ę t y c h  w p unkc ie  5.1 uzy

skano z maszyny c y f r o w e j  w y n ik i  p r z e d s ta w io n e  na rysunku 5 .1 3 .

Na rysunku tym podano z a l e ż n o ś ć  G  d l a  betonu  B i  g ó ro tw o ru  G
r e  max

od g r u b o ś c i  p o w ło k i  b e ton o w e j  g d l a  w a r t o ś c i  w s p ó łc zy n n ik a  o d c i ą ż e n i a  po

w ł o k i  f -  1, j  i  Tf- z rysunku 5 .13 wynika znaczny  wpływ w s p ó ł 

c z y n n ik a  o d c i ą ż e n i a  na w i e l k o ś ć  maksymalnych n ap rężeń  zredukowanych , zw ła s z 

c za  d l a  b e ton u .

Jak n a l e ż a ł o  o c z e k iw a ć ,  n a p r ę ż e n ia  zredukowane w b e t o n i e  ro sną  wraz ze  

w zrostem  w s p ó łc zy n n ik a  o d c i ą ż e n i a  $  , n a to m ia s t  m a le ją  d l a  g ó ro tw o ru .

D la  danego  J  np. równego 1 obudowa z b etonu  n a t rysk o w ego  ma sens d o p i e 

r o  d l a  g ó r o tw o ru ,  k t ó r e g o  n a p r ę ż e n ie  d o p u s z c za ln e  j e s t  w ię k s z e  od k o n k r e t 

n e j  w a r t o ś c i ,  w omawianym p r z y k ł a d z i e :

r  > ° ' 1

i  d l a  b e ton u ,  gdy 

kb
f  > 0 ,4 75 .

P r z e d s ta w io n y  w p unkc ie  4.1 sposób p r o j e k to w a n ia  g r u b o ś c i  p o w ło k i  p o le g a  

na p r z e p r o w a d ze n iu  na r y s .  5 .13  p r o s t y c h  poz iomych ( l i n i e  c i ą g ł e )  na w yso -  

kr  *
k o ś c i  —  = 0,121 i  ~  = 0 ,5  i  w y zn aczen iu  g r u b o ś c i  p o w ło k i  b e ton ow e j  

j a k o  o d c i ę t e j  punktów p r z e c i ę c i a  p r o s t y c h  z krzywymi wykresów , np. d la

1, g  = 11,4 cm i  g b = 12,2 cm. O s t a t e c z n i e  g ru bo ść  p o w ło k i ,  j a k ą  na

l e ż y  p r z y j ą ć ,  w ynos i  1 2 , 2  cm.

J e ż e l i  n a tom ia s t  z a ł o ż y ć  ja k o  g ru bość  p o w ło k i  g = 0 ,15  m, d l a  przypadku 

p r z e d s ta w io n e g o  na r y s .  5 .13  ( l i n i ą  p rze ryw an ą ) u z y s k u je  s i ę  m in im a lne  w a r 

t o ś c i  n ap rę żeń  d op u s zc za ln y ch  d l a  g ó ro tw o ru :

f  > ° ' 11'

n a to m ia s t  d l a  be ton u :  

k •
—  »  0 ,4 9 .
P
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•Rys. 5 .1 3 .  W yznaczan ie  g r u b o ś c i  obudowy k o ło w e j  z betonu natryskow ego  d la  
k on k re tn ych  n ap rężeń  d op u szc za ln ych  g ó ro tw o ru  i  betonu  ( l i n i a  c i ą g ł a )  o ra z  
w a r t o ś c i  n ap rężeń  d op u szc za ln ych  d l a  g ó ro tw o ru  i  betonu  d l a  p r z y j ę t e j  g ru 

b o ś c i  obudowy k o ło w e j  z b e tonu  n a tryskow ego

F i g .  5 .1 3 .  D e te rm in in g  th e  th ic k n e s s  o f  a  c i r c u l a r  su p po r t  from s h o t c r e t e  
f o r  d e f i n i t e  p e r m i s s ib l e  s t r e s s e s  o f  th e  r o c k  mass and c o n c r e t e  ( f u l l  l i n e )  
and v a lu e s  o f  p e r m i s s ib l e  s t r e s s e s  f o r  th e  ro ck  mass and c o n c r e t e  . f o r  the 

a c c ep te d  assumed th i c k n e s s  o f  a c i r c u l a r  su p po r t  from s h o t c r e t e
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5 .3 .  OBLICZANIE GŁĘBOKOŚCI KRYTYCZNEJ DLA WYROBISKA KOŁOWEGO 

Zgod n ie  z e  wzoram i (4 .2 1 )  i  (4 .2 2 )  po p r z y j ę c i u  danych:

f =  25 kN/m3 

Rmb = 280 N/cm2

Rm = 100 N/cm

uzyskano w y n ik i  pokazane na rysunkach  5 .1 4 ,  5 .15 i  5 .16  o d p ow iedn io  d la

i  i  f = 1 , z tym że  l i t e r ą  B ozn ac zon o  wynik  d l a  p o w ło k i  b e t o -

n ow e j ,  l i t e r ą  G zaś  o zn aczon o  wynik  uzyskany d l a  g ó ro tw o ru .

L i n i ą  grubą za zn aczon o  z g o d n ie  z punktem 4 .3  w a r t o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  k r y 

t y c z n y c h .  Na rysunku 5 .17 za zn aczon o  w y n ik i  o b l i c z e ń  g ł ę b o k o ś c i  k ry ty cznych .  

W yn ik i  uzyskane  d l a  5 ~ J  n i ż s z e  n i ż  w y n ik i  uzyskane  d l a  J = ~ .

60C

JOD

200

0.10 OU 0.20 OS [m]

Rys. 5.14. Wykres zależności głębokości krytycznej wyrobiska korytarzowego 
kołowego z obudową z betonu natryskowego jako funkcji grubości obudowy dla 

współczynnika odciążenia obudowy ^ = 1
Fig. 5.14. Diagram of the dependence of the critical depth of a circular 
roadway with a support from shotcrete as a function of the thickness of a 

support for the unloading coefficient = 1
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R ys .  5.17. Wykres z b io r o w y  z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  k r y t y c z n e j  w y ro b is k a  k o r y 
t a r z o w e g o  k o ło w ego  z obudową z b e ton u  n a tryskow ego  j a k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  

obudowy d l a  ró żn ych  w sp ó łc zyn n ik ó w  o d c i ą ż e n i a  obudowy ^

F i g .  5.17. Common d iag ram  o f  dependences  o f  th e  c r i t i c a l  d ep th  o f  a c i r c u 
l a r  roadway w i t h  a s u p p o r t  f rom  s h o t c r e t e  as a f u n c t i o n  o f  th e  th i c k n e s s  o f  

a su p po r t  f o r  d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s u p p o r t  #

D la  n a s tę p u ją c y c h  danych w y jś c io w y c h  za m ie sz c zon ych  d l a  g ó ro tw o ru  w t a 

b l i c y  5.1, a d l a  b etonu  w t a b l i c y  5.2, u j ę t y c h  w kom binac jach  z e s ta w io n y ch  

w t a b l i c y  5.3 g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c za ln e  pokazano  na rysunkach  5.18 do 5.25, 
p o d a ją c  t y l k o  w y n ik i  o b l i c z e ń  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c z a ln e j .
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Tablica 5.2

Klasa betonu
Rmb__c Nn 2 cm

Eb 2 cm ^b tfb

B 100 550 1800000 0,167 9,6

B 200 11 50 2700000 0,167 12,9

B 300 1700 3250000 0,1 67 14,9

B 400 2200 3600000 0,1 67 16,4

B 500 2700 3800000 0,167 17,5

B 800 4800 5800000 0,167 18,0

Tablica 5.3
.. ■ ..... -■■— ^

Klasa betonu
Rodzaj górotworu

B100 B200 B300 B400 B500 B800

1 +

2 ' +

3 +

4 +

5 +

6 +

7 +

8 +

«
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Rys.  5 .1 8 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c z a ln e j  
w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  k o łow ego  z obudową z betonu na
t r y sk o w e g o  j a k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obudowy d l a  ró żn ych  
w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  (p r z y  b e t o n i e  B100 i  g ó r o tw o 

r z e  G1)

F i g .  5 .1 8 .  Diagram o f  th e  dependence  o f  a p e r m i s s ib l e  
dep th  o f  a c i r c u l a r  roadway w i t h  a s u p p o r t  from s h o t -  
c r e t e  as  a f u n c t i o n  o f  th e  th i c k n e s s  o f  a su p po r t  f o r  
d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  c o n c r e t e  B100 

and ro ck  mass G1 )
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R ys.  5 .1 9 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d opusz
c z a l n e j  w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  k o ło w ego  z obudo
wą z b etonu  n a t rysk o w ego  j a k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  
obudowy d l a  ró żn ych  w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  

(p r z y  b e t o n i e  B200 i  g ó r o tw o r z e  G2)

F i g .  5 .1 9 .  Diagram o f  th e  dependence o f  a p e r 
m i s s i b l e  d ep th  o f  a c i r c u l a r  roadway w i t h  a sup
p o r t  from  s h o t c r e t e  as a f u n c t i o n  o f  th e  t h i c k 
ness  o f  a s u p p o r t  d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i 
c i e n t s  ( f o r  c o n c r e t e  B200 and r o c k  mass G2)
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Rys. 5 .2 0 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c z a ln e j  
w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  k o łow ego  z obudową z betonu 
n a try skow ego  j a k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obudowy d l a  ró żnych  
w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  (p r z y  b e t o n i e  B300 i  g ó r o 

tw o r z e  G3)

F i g .  5 .2 0 .  Diagram o f  th e  dependence  o f  a p e r m i s s ib l e  
d ep th  o f  a c i r c u l a r  roadway w i th  a su p po r t  f rom s h o t 
c r e t e  as  a f u n c t i o n  o f  th e  th i c k n e s s  o f  a su p po r t  
d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  c o n c r e t e  B 300 

and rock  mass G3)

Rys.  5 .2 1 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c z a l 
n e j  w y ro b isk a  k o r y ta r z o w e g o  k o łow ego  z obudową z 
betonu n a tryskow ego  ja k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obudowy 
d l a  ró żn ych  w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  (p r z y  b e t o n i e  

B400 i  g ó r o tw o r z e  G4)

F i g .  5 .2 1 .  Diagram o f  th e  d epencence  o f  a p e rm is 
s i b l e  dep th  o f  a c i r c u l a r  roadway w i th  a support  
from s h o t c r e t e  as a fu n c t i o n  o f  th e  th ic k n e s s  o f  
a su p po r t  d i f f e r e n t  u n lo ad in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  

c o n c r e t e  B400 and ro ck  mass G4)
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Rys. 5 .2 2 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c za ln e j  
w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  k o łow ego  z obudową z betonu na- 
t r y sk o w e g o  ja k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obudowy d la  różnych  
w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  ( p r z y  b e t o n i e  B500 i  g ó r o tw o 

r z e  G5)

F i g .  5 .2 2 .  Diagram o f  th e  dependence  o f  a p e r m i s s ib l e  
dep th  o f  a c i r c u l a r  roadway w i t h  a su p po r t  from s h o t -  
c r e t e  as a fu n c t i o n  o f  th e  th i c k n e s s  o f  a support  
d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  c o n c r e t e  B500 

and ro ck  mass G5)

00} 010 Oil 0211 OB rm-

Rys.  5 .2 3 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c z a l 
n e j  w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  k o łow ego  z obudową z 
betonu  n a try skow ego  j a k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obudowy 
d l a  ró żnych  w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  (p r z y  b e t o n i e  

B800 i .  g ó r o tw o r z e  G6 )

f i g *  5 .2 3 .  Diagram o f  the  dependence o f  a p e rm is 
s i b l e  depth  o f  a c i r c u l a r  roadway w i th  a su p po r t  
from s h o t c r e t e  as a fu n c t i o n  o f  th e  th ic k n e s s  o f  
a su p po r t  d i f f e r e n t  u n lo ad in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  

c o n c r e t e  B800 and rock  mass G6 )

• R” “  5 .24 .  Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d o p u s z c za ln e j
w y r o b is k a ' k o r y ta r z o w e g o  k o ło w ego  z obudową * betonu 
n a tryskow ego  jak o  f u n k c j i  . g r u b o ś c i  obudowy d la  rózn/ch  
wspó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  (p r z y  b e t o n i e  

tw o rze  G7)

F i g  i . 24. Diagram o f  th e  dependence o f  a p e r m i s s ib l e  
dep*-h o f  a c i r c u l a r  roadway w i th  a su p po r t  from sho^ 
c r e t e  as a f u n c t i o n  o f  th e  th ic k n e s s  o f  a su p p o r t  f o r  
d i f f e r e n t  u n lo ad in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  c o n c r e t e  

and rock  mass G 7 )

6 f -OH
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oil!/ 015 o.a on M

Rvs 5 25. Wykres z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  d opusz
c z a l n e j  w y ro b isk a  k o r y ta r z o w e g o  k o łow ego  z obudową 
z betonu n a tryskow ego  ja k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obu^ ° *  
wy d la  ró żnych  w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  (p r z y  

t o n i e  B800 i  g ó r o tw o r z e  G8 )

F i g .  5 .2 5 .  Diagram o f  th e  dependence o f  a p e rm is 
s i b l e  dep th  o f  a c i r c u l a r  roadway w i th  a support  
from s h o t c r e t e  as a fu n c t i o n  o f  the  th i c k n e s s  o f  
a su p po r t  f o r  d i f f e r e n t  u n lo ad in g  c o e f f i c i e n t s  

( f o r  c o n c r e t e  B8Q0 and rock  .mass Go)
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5 .4 .  OBLICZANIE MAKSYMALNYCH NAPRĘZEN ZREDUKOWANYCH DLA WYROBISKA ELIPTYCZ

NEGO

K o r z y s t a j ą c  ze  wzorów na n a p r ę ż e n ia  zredukowane z r o z d z i a ł u  c z w a r t e g o ,  

po p o d s ta w ie n iu  do n ich  wzorów (3 .6 3 )  -  ( 3 . 6 8 ) ,  o trzym ano ,  d l a  p r z y j ę t y c h  

wymiarów wewnętrznych  w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  a = 3 , 5 m ,  b = 2 , 0 m,

w a r t o ś c i  o k r e ś l a j ą c e  w ł a ś c iw o ś c i  ma

t e r i a ł ó w  :

• B f */

B

r t ‘0.1

[m]

Ry,s. 5 .2 6 .  Wykresy stosunków n ap rę 
żeń zredukowanych do c i ś n i e n i a  p i o 
nowego w g ó r o tw o r z e  n ienaruszonym  
ja k o  f u n k c j i  g r u b o ś c i  obudowy e l i p 
t y c z n e j  z b e tonu  n a t rysk o w ego  d la  
ró żn ych  w sp ó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  

obudowy

F i g .  5 .2 6 .  D iagrams o f  r a t i o s  o f  
reduced  s t r e s s e s  t o  v e r t i c a l  s t r e s 
ses  in  th e  i n t a c t  ro ck  mass as a 
f u n c t i o n  o f  th e  th i c k n e s s  o f  an 
e l l i p t i c  s u p p o r t  f rom  s h o t c r e t e  f o r  
d i f f e r e n t  c o e f f i c i e n t s  o f  u n lo a d 

in g  o f  a su p po r t

= 3,* 10"

E = 1 . 1 0

= 0 ,167

\? = 0 , 2 0

# b «  17,5

3?= 15

o ra z  p r z y jm u ją c  w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n 

ników o d c i ą ż e n i a  g ó ro tw o ru  ^  = 1 ;
2 1 _ [
3 ' 3 '  10'

c re d  max ja k o  fu n k c jewyznaczono 

g r u b o ś c i  i  p r z e d s ta w io n o  na rysunku 

5 .2 6 .

5 .5 .  OBLICZANIE GŁĘBOKOŚCI KRYTYCZ

NYCH DLA WYROBISKA ELIPTYCZNEGO

Zgod n ie  z e  wzorami (4 .2 1 )  i  (4.22) 

po p r z y j ę c i u  danych ja k o  w punkc ie  

5 .4  o ra z

r= 20
m

Rmb = 2700 kN/cm3 Rin wg t a b l i c y  5 .4 .
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Tablica 5.4

Rodza j  g ó ro tw o ru Rmc

I 150

I I 187,5

I I I 250

Uzyskane wyniki przedstawiono na rysunkach 5 .27 ,  5.28 i 5 .29 .

 I-----------1----------- 1-----------1----------------------aaJ 0 /0  0 .1 5  0 2 0  [m ]

Rys. 5 .2 7 .  Wykresy z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  k r y t y c z n e j  w y rob iska  k o r y ta r zo w e go  
e l i p t y c z n e g o  z obudową z betonu  n a try skow ego  j a k o  fu n k c je  g r u b o ś c i  obudowy 

d l a  ró żnych  w spó łc zyn n ików  o d c i ą ż e n i a  obudowy ( d la  zes taw u G I)

F i g .  5 .2 7 .  Diagrams o f  th e  dependence  o f  th e  c r i t i c a l  depth  o f  an e l l i p t i c  
roadway w i th  a support  f rom s h o t c r e t e  as fu n c t i o n s  o f  th e  th ic k n e s s  o f  a 

su p po r t  f o r  d i f f e r e n t  u n lo ad in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  GI s e t )
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Rys. 5 .2 8 .  W ykresy z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  k r y t y c z n e j  w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  
e l i p t y c z n e g o  z obudową z betonu  n a tryskow ego  j a k o  fu n k c j e  g r u b o ś c i  obudowy 

d l a  ró żn ych  w sp ó łc zyn n ik ó w  o d c i ą ż e n i a  obudowy ( d l a  zes taw u G i l )

F i g .  5 .2 8 .  D iagrams o f  th e  dependence  o f  a c r i t i c a l  d ep th  o f  an e l l i p t i c  
roadway w i t h  a  su p p o r t  f rom  s h o t c r e t e  as  fu n c t i o n s  o f  th e  th i c k n e s s  o f  a 

s u p p o r t  f o r  d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  G I I  s e t )
.. i  -  -
H k r \ H

800 {  

BOO 

400 

2001

0

G Ç = 0o  

B f=//j

B Ç=2/3
a * - /

GUI

0.05 0J0 0.15
—f— ---

Ulm  u, tu u,13 0.20 [m ]
R ys.  5.29. W ykresy z a l e ż n o ś c i  g ł ę b o k o ś c i  k r y t y c z n y c h  w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  
e l i p t y c z n e g o  z obudową z b e ton u  n a t ry sk o w ego  j a k o  f u n k c j e  g r u b o ś c i  obudowy 

d l a  ró żn ych  w s p ó łc zyn n ik ó w  o d c i ą ż e n i a  obudowy ( d l a  zes taw u  G I I I )

F i g .  5.29. Diagrams o f  t h e  dependence  o f  a c r i t i c a l  d ep th  o f  an e l l i p t i c  
roadway w i t h  a s u p p o r t  f rom  s h o t c r e t e  as  f u n c t i o n  o f  th e  th i c k n e s s  o f  a 

s u p p o r t  f o r  d i f f e r e n t  u n lo a d in g  c o e f f i c i e n t s  ( f o r  G I I I  s e t )

6. PODSUMOWANIE

W p ra c y  na p od s ta w ie  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  wyprowadzono w zo ry  na p o la  na

p r ę ż eń  w g ó r o tw o r z e  o ra z  w obudowie  z betonu  n a tryskow ego  w y ro b is k a  k o r y t a 

r zow ego  k o ło w ego  i  e l i p t y c z n e g o .  Rozważan ia  t e  pop rzed zon o  o g ó ln ą  a n a l i z ą  

n ap rę żeń  i  o d k s z t a ł c e ń  w w y ro b isk a ch  k o ry ta r zo w y ch  w a lcow ych .

Uzyskane r o z w ią z a n ia  r ó ż n i ą  s i ę  od ro zw ią za ń  znanych uw zg lęd n ien iem  f a k 

tu ,  ż e  g ó r o tw ó r  p r z e d  wykonaniem w y ro b is k a  j e s t  ju ż  góro tw orem  o d k s z t a ł c o 

nym .

R o zw ią za n ia  d o tychczasow e  t r a k t u j ą  ró w n ie ż  obudowę z betonu  n a tryskow ego  

J a k o  pow łokę  o b c ią ż o n ą  z zew n ą trz  gó ro tw orem ,  p r z y  równoczesnym t rak to w a n iu  

j e j  j a k  k o n s t r u k c j i  typu budow lanego ,  a w ię c  mogących p r z e m ie ś c i ć  s i ę  na 

pewnych odc in kach  do wewnątrz  a na innych  na z e w n ą t r z , p r z y  czym o b c i ą ż e n i e  

i c h  na o d c in k a c h "o d k s z ta ł c a n y c h  na zew n ą trz  n i e  u l e g a ,  w wyniku t e g o  p r z e 

m i e s z c z e n i a ,  t a k ż e  zmianom. Tymczasem o d c in k i  p o w ło k i  p r z e m ie s z c z a ją c e  s i ę  

na z ew n ą tr z  mają t e  p r z e m ie s z c z a n ia  o g r a n ic z a n e  p r z e z  g ó r o tw ó r ,  a w ys tęp u 

j ą c e  w zw iązku  z tym o g ra n ic za n ie m  o b c i ą ż e n i a  b i e r n e  ta k ż e  o w ię k s z y ch  war

t o ś c i a c h  od przyjmowanych do o b l i c z e ń  o b c ią ż e ń  czynnych .  Gdy o b c i ą ż e n i e  

b i e r n e  (od r e a k c j i  g ó ro tw o ru )  j e s t  w ię k s z e  od o b c ią ż e ń  czynnych ( o b l i c z o 

nych na p o d s ta w ie  l i c z n y c h  t e o r i i ) , do o b l i c z e ń  p o w ło k i  n a l e ż y  p r z y j ą ć  t e  

w ię k s z e  o b c i ą ż e n i a  ( o b c i ą ż e n i a  b i e r n e ) . Pow łokę można p o d z i e l i ć  na o d c in k i ,  

g d z i e  d z i a ł a j ą  o b c i ą ż e n i a  c zynne  i  o d c in k i  o b c ią ż e ń  b ie rn y c h  [ 2J , [ 39]  , '

[40J,' [jllj . W yn ik i  o b l i c z e ń  obudowy k o r y ta r z o w e j  k o ło w e j  uzyskano w sposób 

ś c i s ł y ,  obudowy k o r y t a r z o w e j  e l i p t y c z n e j  metodą p r z y b l i ż o n ą .

W pow yższych  ro zw ażan ia ch  u w zg lęd n io n o  t a k ż e  wpływ c z ę ś c io w e g o  p r z e m ie 

s z c z e n i a  g ó ro tw o ru  do w y ro b is k a  k o r y ta r z o w e g o  po u r o b ie n iu  z a b io ru  a p r zed  

wykonaniem obudowy z betonu  n a tryskow ego  na d łu g o ś c i  z a b io ru  i  d o j r z e n iu  

"betonu. Wpływ t e g o  o d p r ę ż e n ia  z o s t a ł  wyrażony  w sp ó łc zyn n ik iem  o d p r ę ż e n ia  j  . 

D la  p r a k t y k i  g ó r n i c z e j  i s t o t n a  b ę d z i e  znajomość w a r t o ś c i  ^  d l a  konkre tnych  

warunków g ó r n i c z o - g e o l o g i c z n y c h .  Znajomość w a r t o ś c i  ^  wymagać b ę d z i e  d łu 

g o l e t n i c h  badań z e s p o łó w  badawczych.

D la  p r o je k to w a n ia  g r u b o ś c i  obudowy z betonu  n a tryskow ego  ta k ż e  p r z y  r ó ż 

nych w a r to ś c ia c h  w s p ó łc zyn n ik a  o d p rę ż e n ia  J  p r z y j ę t o  h ip o t e z ę  n ie z m ie n n i 

ków W.T. B u r zyń s k ie go  i  o d p o w ia d a ją cą  s tan ow i  sprężystem u metodę p r o j e k t o 

wan ia  na d o p u s z c za ln e  n a p r ę ż e n i e .

H ip o t e z a  n iezm ien n ik ów  sprawdzona z o s t a ł a  d l a  betonów , d l a  g ó ro tw o ru ,  

k t ó r e g o  a n i z o t r o p o w o ś ć  j e s t  in n ego  r o d z a ju ,  z o s t a ł a  p r z y j ę t a  z braku p r e c y 

z y j n i e j s z e j .  O k reś lo n o  t a k ż e  g ł ę b o k o ś c i  k r y t y c z n e ,  na j a k i c h  obudowy o kon-



84 -

k r e tn y c h  w ła ś c iw o ś c ia c h  i  g ru b o ś c ia c h  p r z y  k on k re tn ych  w ła ś c iw o ś c ia c h  
tw oru  mogą j e s z c z e  p racować .

P ra c ę  zakończono p rzy k ła d a m i  numerycznymi.
g ó ro -

ZAIĄCZNIK 1

BETON NATRYSKOWY JAKO TWORZYWO OBUDOWY BETONOWEJ

Dla r e a l i z a c j i  obudowy z betonu  n a tryskow ego  ro zw ią zan o  p rob lem  p r z y g o t o  

wan ia  m ie s za n k i  b e ton ow e j  w warunkach podziemnego  budownictwa g ó r n i c z e g o

[ i ] ,  [ 5 ] ,  [13 ] ,  [2 6 ] ,  [29] , w tym dobór sposobu i  parametrów m ie s z a n ia  [26]

1291 , podawania i  dozowan ia  sk ładn ików  betonu [ j  0]  , [2 3 ] ,  [27 ] ,  j e g o  t r a n s 

p o r tu  w p o s t a c i  suche j lub  mokrej [ 9]  , [2 5 ]  , [44] i  w r e s z c i e  wykonania obu

dowy [ 6 ] ,  [7 ] ,  [ 8 ] ,  [ 1 1 ] ,  [1 8 ] ,  [3 2 ] ,  [3 3 ] ,  [4 6 ] .

Beton  n a tryskow y  w dobrym wykonaniu p rz e w yższa  swoimi w ła ś c iw o ś c ia m i  b e 

ton l a n y ,  gdyż  b e ton  na tryskow y j e s t  odp ow iedn io  za g ę s z c za n y  p r z y  ude rzan iu  

masy be ton ow e j  o w y ro b is k o ,  a n a s tę p n ie  o n a ło żon ą  ju ż  warstwę betonu j 14| , 

[18 ] ,  [ 2 0 ] ,  [2 7 ] ,  [2 8 ] .

T e c h n o lo g ia  wykonania obudowy z betonu natryskow ego  z o s t a ł a  opanowana i  

wdrożona [1 6 ] ,  [2 2 ] ,  [3 0 ] ,  [ 3 l ] ,  [3 5 ] ,  [3 6 ] .



ZAŁĄCZNIK 2

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW ZASTOSOWANA DO ROZWIĄZANIA UKŁADU ROWNAN Z TABLICY 3.1

Omawiany uk ład  równań można z a p i s a ć  n a s t ę p u ją c o :

21

2 l _ a j x r j  = y r  <r  = 1 , 2 , . . . , 1 1 1 ) ,  ( 3 . 9 9 )
j - 1

g d z i e

[ x r j  = XJ  (3 .1 0 0 )

j e s t  m a c ie r z ą  p r o s t o k ą t n ą  111 x  21 w sp ó łc zyn n ików  t a b l . 3 . 1

[ y r  = Y j

j e s t  m a c ie r z ą  kolumnową 111 x  1 wo lnych  wyrazów  t a b l .  3 . 1 .

N o tu ją c  o g ó l n i e  rów n an ie  (3 .9 9 )  o r a z  (3 .1 0 0 )  i  (3 .1 0 1 )  mamy:

Yr (r = (N „ J

( 3 .1 01 )

(3 .1 02 )

gdzie

' [ * r j  = X ]  (3 .1 0 3 )

j e s t  m a c ie r z ą  p r o s t o k ą t n ą  N x  n w sp ó łc zyn n ik ó w

[ y r  = YJ (3 .1 0 4 )

j e s t  m a c i e r z ą  kolumną N x  '1 w o ln ych  wyrazów .

O m a c i e r z y  X zak ładam y, ż e  j e s t  r z ęd u  n .  Układ  równań (3 .1 0 2 )  w z a p i 
s i e  macierzowym ma p o s t a ć :

X . A = Y,

(3 .1 05 )
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gd z i e

T a.

A = (3 .106)

j e s t  m a c ie r z ą  kolumną (n x 1 ) o cen ian ych  n iew iadom ych. 

Wprowadźmy m a c ie r z  V wg równania

V = X . A (3 .107 )

M ac ie r z

(3 .108 )

j e s t  m a c ie r z ą  kolumną (N x 1) r ó ż n i c .

Warunek metody n a jm n ie j s z y c h  kwadratów wymaga t a k i e g o  w yzn aczen ia  ele
mentów m a c ie r z y  A ( 3 . 1 0 5 ) ,  aby suma kwadratów e lem en tów  m a c ie r zy  r ó ż n i c .  V 

(3 .1 08 )  p rzy jm ow a ła  w a r to ś ć  m in im a lną .

Można t o  zanotować  w p o s t a c i  warunku:

N

[ v  . v ]  “  ^  v^ -  min (3 .109 )

r =1

TWprowadzając  m a c ie r z  transponowaną V m a c ie r z y  V można warunek 

(3 .1 09 )  zanotować  w p o s t a c i  m a c ie r zo w e j

VT . V = min (3 .110 )

TWarunki k o n ie c z n e  na minimum w y ra ż en ia  V . V są n a s tę p u ją c e :

ja
Oa7 [v  . v ]  = i ~3v_ = 0  ( i  «  1 , 2 , . . . ,n )  (3 .111 )

Łatwo wykazać ,  ż e  z e s p ó ł  warunków (3 .1 11 )  j e s t  równoważny warunkowi:

T
X . V = 0,

Tg d z i e  X j e s t  m a c ie r z ą  transponowaną m a c ie r z y  X.

(3 .112 )



Mnożąc l e w o s t r o n n i e  p r z e z  XT równania  (3 .1 0 7 )  mamy k o l e j n o  
n i e n iu  (3 .1 12 )

® ~ XT • X . A - xT . y 

XT . X . A = XT . y

Oznaczając przez

C = XT . X'

m a c ie r z  kwadratową (n x  n) w id z im y ,  ż e  m a c ie r z  A poszukiwanych  
mych a^ można w yzn ac zyć  z rów n an ia :

C . A = XT . Y .

M a c ie r z  C n x n j e s t  m a c ie r z ą  n i e o s o b l iw ą .
Mamy zatem >

d e t  C = d e t ( X T . X) *  0

Wobec p ow yżs zego  rów n an ie  (3 .1 1 5 )  można j e d n o z n a c z n i e  r o z w ią z a ć  
A ,  m ia n o w ic ie  1 - •

-1 T 
A - C  . X  . Y

lu b  d o k ł a d n ie j

Am  = (Cn n > ' 1 • (XN n )T • (YN1>-

Układ równań (3 .1 1 5 )  nazywa s i e  układem równań normalnych . 

M a c ie r z  C^n j e s t  m a c ie r z ą  s ym e try c zn ą ,  pon ieważ

CT = (XT . X ) T = xT . X = c'.

T
R o z p i s u ją c  m a c i e r z e  XNn i  ł a tw o  s t w i e r d z i ć ,  ż e

po uwzględ-

(3.113)

(3 .114) 

n ie w ia d o -

(3 .115 )

(3 .116 ) 

względem

(3 .117 )

(3 .118 )

(3 .119 )

gdz i e

x -\/l'x2W • • ‘ ,xNi« ( ^ =  1 , 2 , . . . , n ) (3 .121)

to  w ek to ry  u tworzone  z kolumn m a c ie r z y

Zatem m a c ie r z  C j e s t  m a c ie r z ą  GRAMa wek torów  ( x . , x 2 , . . , , x n ) . Układ 

równań normalnych (3 .1 15 )  można s z c z e g ó ło w o  r o z p i s a ó  n a s tę p u ją c o :

x1x1a1 + x.jx2a2

2 2 2 2 n n x , y

n*2 “ 2

(3 .122 )

Wprowadzono tu w e k to r  x = ( y 1 , y 2 , . . . , yN ) u tworzony  z kolumny wolnych 

wyrazów.

S to s u ją c  s i ę  do przypadku s z c z e g ó ło w e g o  N = 111, n = 21 ja k  w t a b l i c y  

3.1 o t r z y m u je  s i ę :

x1xl al + x1x2a2 + . . .  + .x ^ ^ a ^  = x1y 

. .. + x2x21a2 '̂ = x2y

212121 X2 1 *

(3 .123 )

g d z i e  x ^ , x 2 , . . . , x 21 są k o l e jn y m i  kolumnami w spó łczynn ików  t a b l i c y  3 .1 .

W t a b l i c y  3.1 w u k ł a d z i e  (3 .1 23 )  n iezn an e  w s p ó łc z y n n ik i  aQ; a2 , Ł>2’, oCQ,

°^2' ^ 2 ' ^2 ' ^2' a4?/ 4̂>f Po' ^ 4 ' ^4' ^4' ^4' a6 ' ^6' °^6' °^6' ^6' ^6' ozna~ 
czono  w c e lu  uporządkowania  o zn aczeń  p r z e z  , a2 , . . . , a 2^ .

W c e lu  oszacow an ia  w ła ś c iw ych  w a r t o ś c i  w spó łczynn ików  a^ zastosowano  

p r z e d z i a ł y  u fn o ś c i  [24] . Po p r z y j ę c i u  prawdopodobieństwa pQ można wyko

r z y s t a ć  t a b l i c ę  ro zk ła d u  t  S tudenta  p r z y  i l o ś c i  s t o p n i  swobody k = N -  n. 

P r z e d z i a ł y  u fn o ś c i  d la  w sp ó łc zyn n ików  a i  są n a s tę p u ją c e :

(3 .124 )

g d z i e  C 1 ^  są e lem entam i d iagon a ln ym i m a c ie r zy  od w ro tn e j  ( 3 .1 2 0 ) .

P r z e d z i a ł  (3 .1 24 )  z a w ie r a  o c e n ia n y  w sp ó łc zyn n ik  a^ z p rawdopodobień 

stwem p .*o
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WSPÓŁPRACA OBUDOWY Z BETONU NATRYSKOWEGO 

W WYROBISKACH KORYTARZOWYCH POZIOMYCH KOŁOWYCH I  ELIPTYCZNYCH 

Z OTACZAJĄCYM GÓROTWOREM O CHARAKTERYSTYCE SPRfŻYSTEJ

S t r e s z c z e n i e

W p racy  zaproponowano metodę p ro jek to w a n ia  w y tr zym a ło śc io w ego  obudów z 

betonu  na tryskow ego  na p od s taw ie  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i .  Podano z a ł o ż e n i a  o g ó l 

ne o r a z  p r z y j ę t o  o k r e ś lo n e  z a g a d n ie n ie  b rzegowe .  Uzasadn iono p r z y j ę c i e  za 

s tosow anego  modelu o ra z  zaproponowano o k r e ś lo n y  o p i s  prze jm owania  o b c ią ż e 

n ia  p r z e z  pow łokę betonową.

P os ta w io n e  z a g a d n ie n ie  b rzegow e  d l a  o k r e ś l e n ia  p ó l  n ap rężeń  w gó ro tw o rze  

i  obudowie  z betonu n a try skow ego  wy rob iska  k o ry ta r zo w e go  p oz iom ego ,  ko łow e 

g o .  Rdzw iązano z a g a d n ie n ie  r o zk ład u  naprężeń w b e t o n i e  i  g ó r o tw o r z e  poda jąc  

w zo ry  na w sp ó ł rz ęd n e  ten so rów  nap rężeń .  Zagadn ien ie  r o zw ią z a n o  w u k ła d z ie  

w sp ó ł rz ęd n ych  b iegunowych, s t o s u ją c  fu n kc je  naprężeń  A I R Y ' e g o .  Podano rów

n i e ż  r o z w ią z a n ia  s z c z e g ó ln e .

P os taw ion o  z a g a d n ie n ie  stanu n ap rę żen ia  w g ó r o tw o r z e  i  obudowie  z betonu 

n a tryskow ego  w y rob iska  k o r y ta r zo w e g o  poz iomego, e l i p t y c z n e g o .  Podano zagad

n i e n i e  b rzegow e  p ła s k i e g o  s tanu o d k s z ta ł c e n ia  w y s t ęp u ją c e g o  w g ó r o tw o r z e  i  

pow łoce  z betonu n a tryskow ego ,  p rzy jm u jąc  i z o t r o p i ę  gó ro tw o ru  i  b e tonu . Po

s łu żo n o  s i ę  metodą f u n k c j i  naprężeń  A IR Y 'e g o .  Zastosowano wa lcowy układ 

w sp ó ł rz ęd n ych  o ra z  o g ó ln e  r o z w ią z a n ie  MICHELLa równania  b iha rm on iczn ego .  

Podano r o z w ią z a n i e  p r z y b l i ż o n e  sformułowanego z a g a d n ie n ia  b rzegow ego .  Za

s tosowano metodę n a jm n ie js z y c h  kwadratów do r o z w ią z a n ia  n ad o k re ś lon ego  u k ła 

du równań. Podano ró w n ie ż  sposób oszacowania  p r z y b l i ż e n i a .

Z a j ę t o  s i ę  p ro jek tow an iem  metodą p ro je k to w a n ia  na d op u s zc za ln e  n ap rę że 

n i e ,  w y k o r z y s tu ją c  h ip o t e z ę  w y tężen iow ą n iezm ienn ików  W.T. B u rzyń sk ie go .

W p ra c y  u w zg lęd n io n o  c z ę śc io w e  p r z e m ie s z c z e n i e  s i ę  gó ro tw o ru  do w y ro b is 

ka p r z ed  wykonaniem obudowy z betonu n a try skow ego .

Obudowę z betonu natryskowego ,  p r zy  powyższych  z a ł o ż e n ia c h ,  potraktowano 

ja k o  k o n s t ru k c ję  o d k s z ta ł c a ln ą  zarówno do ja k  i  na zew n ą trz  w y rob iska ;  p rzy  

czym o d k s z t a ł c e n i e  na zewną trz  p o w ło k i ,  o g r a n ic z o n e  r e a k c ją  g ó ro tw o ru ,  s t a j e  

s i ę  powodem występowania o b c ią ż e n ia  b i e r n e g o  ze  s t r o n y  gó ro tw o ru ,  różnego  

od o b c ią ż e n ia  czynnego ,  j e ż e l i  w ię k s z e g o  od c zyn n eg o ,  t o  f i z y c z n i e  r e a ln e g o .

W p rzyk ład ach  podano r o z k ła d y  n ap rężeń  w pow łoce  z betonu natryskowego 

i  w g ó r o tw o r z e ,  wyznaczono g r u b o ś c i  p o w ło k i ,  g ł ę b o k o ś c i  k r y ty c z n e  i  dopusz

c z a ln e  d l a  w y rob iska  poz iom ego  o k s z t a ł c i e  kołowym i  e l ip t y c z n y m .



ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ КРЕПИ ИЗ НАБРЫЗГЕЕТОНА 
Б ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ КРУГОВЫХ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ШТРЕКАХ С ОКРУЖАЮЩИМ УПРУГИМ

ГОРНЫМ МАССИВОМ

Р е з ю м е

В работе представлен метод проектирования крепей из торкретбетона на 
основании теории упругости. Представлены общие положения и приняты опреде
лённые краевые условия. Обоснован выбор применяемой модели и представлено 
описание перенятие нагрузок бетонной. оболочкой.

Представлены краевые задания для определения полей упругости в горном 
массиве и крепи из торкрет-бетона в круговой горизонтальной узкой выработ
ке. Ревено задание распределения напряжений в бетоне и горном массиве, 
представлены формулы для координат тензоров напряжений. Задание решено в
системе полярных координат, с применением функции напряжений Аирего. Дано 
также подробное решение.

Представлен вопрос состояния напряжений в горном массиве и крепи из 
торкрет-бетона в горизонтальной эллиптической узкой выработке. Поданы 
краевые условия плоского состояния напряжений, проявляющихся в горном 
массиве и оболочке из торкрет-бетона, принимая изотропию бетона и горного 
массива. Для этого применён был метод функций напряжений Аирего. Применена 
цилиндрическая система координат и общее решение< Мишеля , бигармоннческого 
уравнения, а также приблизительное решение сформулированных краевых усло
вий. Применён метод наимнейших квадратов для решения системы указанных 
уравнений. Так же дан способ оценки приближений.

Представлен метод проектирования на допустимые напряжения, используя 
гипотезы инвариантов напряжённого состояния Бужинского.

Ъ работе принято ;бо внимание частичное перемещение горного массива в 
сторону выработки перед выполнением крепи из торкрет-бетона.

Крепь из торкрет-бетона рассматривается как конструкция деформирующаяся 
как внутри так и снаружи выработки, причём, деформации вне оболочки, огра
ниченные реакцие,, горного массива, являются поводом проявления реактивных 
кагрузок со стороны горного массива, отличающихся от активных нагрузок.
И если они больше, чем активные нагрузки, то это физически реально.

В примерах даны распределения напряжений в оболочке из торкрет-бетона 
и в горном массиве, определена толщина оболочки, критическая глубина и
допустимая глубина для горизонтальной выработки как круговой так и эллип
тической.

CO-OPERATION OF A SHOTCRETE IN CIRCULAR AND EL1PTIC 
ROADWAYS WITH SURROUNDING ROCK MASS OF ELASTIC CHARACTERISTIC::

S u m m a r y

The d i s s e r t a t i o n  p ro p o ses  a method f o r  s t r e n g th  designing of support;: 
f rom s h o t c r e t e .  The method i s  based  on th e  th e o r y  o f  elasticity. General 
assum ptions  a r e  g i v e n  and s p e c i f i e d  boundary p rob lem s are assumed. The ac
cep ta n c e  o f  th e  used model i s  j u s t i f i e d  and s p e c i f i e d  description of taking

o v e r  l o a d s  by c o n c r e t e  c o a t .
The boundary prob lem  f o r  d e t e rm in in g  f i e l d s  o f  s t r e s s e s  in th e  rock mass

and i n  th e  su p p o r t  f rom  s h o t c r e t e  in  a h o r i z o n t a l  c i r c u l a r  roadway a re  f o r 

m u la ted .  The p rob lem  o f  th e  d i s t r i b u t i o n  o f  s t r e s s e s  in  th e  c o n c r e t e  and in  

th e  ro ck  mass i s  s o l v e d  and fo rm u la s  f o r  c o o r d in a t e s  o f  s t r e s s  t e n s o r s  are  

g i v e n .  The prob lem  i s  s o l v e d  w i th  th e  h e lp  o f  th e  p o l a r  c o o r d in a t e s  system, 

and A IR E 's  f u n c t i o n  o f  s t r e s s  i s  u sed .  P articu la r  eq u a t io n s  a r e  g i v e n .

The p rob lem  o f  th e  s t a t e  o f  s t r e s s e s  in  th e  rock  mass and in  th e  support 

from  s h o t c r e t e  in  a h o r i z o n t a l ,  e l l i p t i c ,  roadway i s  f o rm u la te d .  The boun

d a ry  p rob lem  o f  th e  f l a t  s t a t e  o f  d e fo rm a t io n  o c c u r r in g  in  th e  rock  mass 

and i n  th e  c o a t  o f  s h o t c r e t e  i s  g i v e n  and i s o t r o p y  o f  th e  rock  mass and 

c o n c r e t e  i s  assumed. The method o f  A IR Y ’ s s t r e s s  fu n c t i o n s  i s  u sed .  C y l i n 

d r i c a l  system  o f  c o o r d in a t e s  and g e n e r a l  M ICHALL's s o l u t i o n  o f  b iharm on ic  

e q u a t io n  a r e  used.  An app rox im ated  s o l u t i o n  o f  th e  fo rm u la te d  boundary p r o 

blem is ,  g i v e n .  The l e a s t  square  method i s  used f o r  s o l v i n g  o v e rd e te rm in e  

system o f  c o o r d in a t e s .  A way o f  a s s e s s in g  th e  a p p rox im a t ion  i s  p re s e n ted .

A method o f  d e s i g n in g  permissible s t r e s s e s  i s  d e a l t  w i t h .  The method 

makes use o f  W.T. Burzyriski's e f f o r t  h y p o th e s is  o f  i n v a r i a n t s .
The d i s s e r t a t i o n  ta k e s  i n t o  accoun t p a r t i a l  d isp la c em en t  o f  th e  rock  

mass tow ard s  th e  roadway b e f o r e  th e  support  f rom  s h o t c r e t e  i s  made.

W ith  th e  above  assum ptions  th e  su p po r t  f rom  s h o t c r e t e  i s  t r e a t e d  as a 

d e fo rm a b le  c o n s t r u c t i o n  which undergoes  d e fo rm a t io n s  bo th  tow ards  and au t -  

s i d e  th e  roadway; a t  th e  same t im e  th e  d e fo rm a t io n  o u t s id e  th e  c o a t  l im i t e d  

by  th e  r e a c t i o n  o f  th e  r o c k  mass becomes th e  cause  o f  th e  r e a c t i v e  load  

f rom th e  d i r e c t i o n  o f  th e  ro ck  mass; ( th e  r e a c t i v e  lo a d  b e in g  d i f f e r e n t  

from  th e  a c t i v e  l o a d )  and i f  i t  i s  l a r g e r  than th e  a c t i v e  lo a d  i t  becomes

p h y s i c a l l y  r e a l .
I n  th e  exam p les ,  th e  d i s t r i b u t i o n  o f  s t r e s s e s  in  th e  c o a t  o f  s h o t c r e t e  

and in  th e  ro ck  mass a r e  g i v e n ,  th e  th ic k n e s s  o f  th e  c o a t  i s  d e te rm ined ,  

c r i t i c a l  and p e r m is s ib l e  dep th s  f o r  a c i r c u l a r  and e l l i p t i c  h o r i z o n t a l

readway a r e  d e te rm in ed .
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