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1. WPROWADZENIE

W naukach technicznych spotykany probleay, ktdrych analiza prowadzi do
rozwazania stochastycznych ukdadéw réwnan rdézniczkowych liniowych badz
nieliniowych. Losowe noga by¢ zardéwno warunki poczatkowe, wymuszenia lub
tez paraaetry rozwazanego ukdadu dynaalcznego.

Jesli ukdad réwnan jest liniowy o statych wspétczynnikach, wtedy roz-
wigzania aozna poda¢ w postaci wzoru analitycznego. Trudnosci Juz cla po-
jJjawiaja, gdy niektdére ze wspotczynnikéw eg z»lenne w czasie. Tak wiec ze
wzgladu na brak postaci analitycznej rozwiazania czesto bada sie charak-
terystyki probabllistyczns rozwigzania (wyjscia'™), gdy znane ag wkasno-
Sci 1080W0SCI pojawiajacych sie w ukdadzie dynaaicznya.

Najbardziej popularng aetoda stuzaca do tego celu jest «etoda wielowy-
alerowej iapulsowej funkcji przejscie (funkcji Greena) [I, 2, 4, 11, 12,
23,24, 38-40, 42,50, 52, 55, 58, 59]. Stosowana jeat ona przede wszyst-
kia do ukfadéw o statych wapdétczynnlkach, wtedy bowlea funkcja Greenajest
znana explicite. Tak saao w wielu pracach przy powyzszy« zatozeniu stosu-
je sie aetode analizy kowariencyjnej [I8, 28-30, 47] .

Przy badaniu charakterystyk probabilistycznych rozwigzania aozna takze
etosowa¢ aetoda roéwnan catkowych [3, 36, 37, 63, 65, 67-69 , 71->79, 81,82,
86] .

Metody stosowane w ukdadach liniowych aozna rozazerzy¢ do badania u-
ktadéw z aatyai nielinlowoSciaai, stosujac tak zwang aetode aatego paraae-
tru [6, 33, 35, 45, 49, 51, 52, 55].

Pojawia ala jednak pytanie o doktadno$¢ otrzyaanych na tej drodze roz-
wigzan - jak teorie oszacowan aa sie do rezultatéw otrzyaanych w czasie
obliczen?

Jesli bada¢ charakterystyki probabilistyczne rozwigzan, to pojawia eie
prébie« wpdywu na nie zalan paraaetréow ukdadu dynaalcznego. Zagadnienie
to prowedzi do stochastycznej teorii wrazliwosci.

Praca sktada sie z szesciu rozdziatéw (i - wprowadzenie, VI - podauao-
wania) 1 zajauje sie ww. zagadnlenlaai.

W rozdziale Il przedstawiono najogélniejszy sposéb wyznaczania aoaen-
téw rozwigzania dla ukdadéw o wielu stopniach awobody, o zalennych w cza-
sie wspotczynnikach, losowych wyauszenlach i1 losowych warunkach poczatko-
wych. Wielowyaierowa iapulaowa funkcja przejscia ausi by¢ wtsdy wyznaczo-
na nuaerycznie.

W rozdziale 11l opracowano aetode badania wielowyaiarowych liniowych
uktadéw stochastycznych za poaoce wielowyalarowego réwnania calkonego Vol-
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terry 11 rodzaju. Zbadano ietnienle i1 jednoznaczno$¢ rozwiezanla «w. réw-

nania calkowego, a nastepnie po tranaforaacjl ukkadu réwnan rézniczkowych

do postaci cetkowej podano wzory okreslejece charakterystyki rozwiezan u-

k¥adu réwnan rézniczkowych. Proponowana aetode zostata rozszerzona za po-

moce metody aatego paraaetru do badania nieliniowych ukdeddéw dynamicznych 11. METODA WIELOWYMIAROWEJ IMPULSOWEJ FUNKCJI PRZEJECIA
o parametrach bedecych proceaaal stochastycznymi. W dowodzie twierdzenia (FUNKCJ1 GREENA)

o istnieniu i Jednoznacznosci rozwigzania réwnania catkowego nie stosowe-

no twierdzenia Banacha (Jak to sie czyni w literaturze), lecz pewne osza-

cowania, w ktérych wystepuje zbiezne szeregi. Szeregi te zaatowoweno na- Metoda ta jaet najbardziej populerne aetode stuzece do analitycznego
stepnie do oezacowah doktadnosci otrzymanej wariancji rozwiezanla przy za- wyznaczania charakteryetyk probabilistycznych rozwiezanla stochastycznych
Yozeniu, za rezolwenta jest zadana z pewne dokkadnosSci«. Zostaly takze po- liniowych ukdadéw dynamicznych [¥, 2, 11, 12, 23, 38-40, 42, 50, 52, 55,
réwnane ze sobe aetoda Impulsowej Tunkcji przejscia i metoda roéwnan cal- 58, 59]. Stosowana Jaet ona przede wszystkim do ukfadow o stakych wspod-
kowych. Okazuje sig, ze ta druga zuzywa parokrotnie Mniejszy czas obli- czynnikach, bowiem wtedy impuleowa funkcja przejscia (funkcja Greena Jest
czeniowy na komputerze. znana explicite. Przewaznie takze warunki poczetkowe zaktada eie Jako zde-
Metody przedstawiona w rozdz. Il i 111 byly wykorzyetywana do bada- terminowane. W p. 11.1 przedstawiono og6lny sposéb wyznaczania momentéw
nia nodeli pojazdéw o kilku stopniach swobody, poruazajecych sie za zmien- rozwiezanla dla ukdtadéw o wielu stopniach awobody, o zmiennych w czasie
ne predkoscie po drodze o losowym profilu, drgan przekktadni zebatych o wspokczynnikach, losowych wymuszeniach i losowych warunkach poczetkowych.
losowych parametrach dynamicznych, ukdadéw stochaetycznych liniowych i Impulsowa funkcja przejscie musi by¢ wtedy wyznaczana numerycznie [38-
nieliniowych o zmiennych maeach, losowych warunkach poczetkowych, wahadet -40, 42] .
podwojnych o zmiennej dlugosci, masie 1 stochastycznym wymuszeniu, uk¥a- Otrzymane zalezno$ci teoretyczne zastosowano w p. 11.2 do badania drgan
déw elektrycznych RLC. modeli pojazdow (zawieszen) [B9, 40, 42 poruszajecych sie ze  zmienne
W rozdziele 1V badano oszacowania rozwiezan ukfadéw réwnan stochastycz- predkoscie po drodze e losowym profilu oraz w B8] do badania drgan po-
nych. W tym celu podano twierdzenie o ietnieniu 1 jednoznacznosci rozwig- dwéjnego wahadta e zmiennej mesie 1 ddugosci orez wymuezeniu stochastycz-
zania nieliniowych stochastycznych ukdaddéw réwnan roézniczkowych. Nastep- nym.

nie wyprowadzono oszacowanie teoretyczne na réznice odchylen standardowych
rozwiezan ukdadéw dynamicznych. Te same réznice badano za pomoce obliczen

numerycznych. Oszacowania teoretyczne okazaty sie znacznie wieksze (‘'za 11.1. Wyznsczanls momentéw rozwiezanla
grube'™) anizeli wynika to z obliczen symulacyjnych.

W rozdziale V podano metode badania wpdywu zmian parametréow wielowy- Rozwaza¢ bedziemy ukdad stochastycznych liniowych réwnan rézniczkowych
miarowego stochastycznego nieliniowego ukdadu dynaalcznego na Jego cha- opisujecych ukkady dynamiczne o n etopniach swobody ze zmiennymi wspok-
rakteryetykl probabilistyczna rozwiezan. W tym calu rozwazano tak zwana czynnikami i losowym wymuszeniem postaci F2] :
etochastyczne funkcje wrazliwosci 1 i Il rzedu 1 za Ich pomoce aproksymo-
wano rozwiezanie 1 Jego momenty przy dowolnej wartosci paremetru,gdy zna- B2 (t).Z(t,w) + Ba(t).Z(t W) + BMT.Ztt.u) - P(t,«), @.D»
ne jest rozwiezanie przy ustalonej jego wartosci. Metode zastosowano do
badania drgan losowego nieliniowego oscylatora, drgan modelu przektadni gdzie :
zebatej o dwoéch stopniach swobody 1 losowych bdedach wykonania oraz drgan (i) t«Co,°°), «ofefl i< fl bj>_ przestrzen probabilistyczna,
modellﬂ pojazdu (z,aw_leszenla) o] f:lwc’)ch atopniach swot_md;_/, poru?zajecego sie (i) B2(D) - Cb213(D]. BAL) . §0A) - D>0iJ(H)J- n x n
z<::* zrruenne prf—;dkosole po losowej drodze z uwzglednianiem zmiennego thu- wymiarowe macierze (bezwkednoSci, thumien, sprezystosci) (I.j m
mienta w-oponie. - 1,2,...,n), ktorych elementy se nielosowymi, clegtymi, rzeczy-

Przeprowadzona obliczenia wykazaty przydatnos¢ proponowanej metody na-
wet przy duzych zmianach wartosci parametrow ukdadéw dochodzecych do kil-
kudziesieciu procent.

wistymi funkcjami argumentu t,

i) zZ@E 2 » col [z~ft.wfj - n wymiarowy wektor kolumnowy (i - 1,2,
-..,n), ktérego wspotrzedne se rzeczywistymi procesami stocha-
stycznymi ,
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(v) P(t,u) » col 0,i(tlojj - n wymiarowy wektor koluanowy (i » 1,2,
-.-,n), ktérego wspétrzedne se rzeczywistym, cieglyai proceeaai
stochastyczny«i .

Zatozono znajoaos¢ warunkéw poczetkowych dla ukdadu (2.1) dla t«0 - aoge
to by¢ zaienne losowe. Kropka w réwnaniu (2.1) oznacza pochodne wzgledem
tj clegtosé, pochodne oraz znak réwnosci (@ w pézniejszych rozwazaniach
catki) se rozualane w aensle Srednlokwedretowya [52, 55].-

Procesy stochastyczne y(t,00) se rozwazana w przestrzeni Banacha C? wszy-
stkich alsrzalnych funkcji ze akoriczone norae poetaci:

1

Hyewll = sup 4§ Jly(t,w)|2 diii C-2)
C2 t€ [o,00)[ J

0goélne rozwiezanie ukdadu (2.1) aoze by¢ przedstewlone w postaci:

Z(t,u) » Z().C(u>) ¢ J G(t ,u).-P(u,u)du, 2.3)
gdzie:
V) 2(t) - [*-»<=>] - - x 2n wyalarowa aacierz noraalnego fundamen-
talnego ukdadu rozwiezan uk¥adu (2.1), i = 1,2,.._.,n, k= 1,2,
- --,2Nn,

b £(>) m col[z1(0,i0) zn(O,w), zjfo.u),... ,zn(0,«)] - 2n wy-
alarowy wektor koluanowy warunkéw poczetkowych ukdadu(2.1),

(vii) G(,u) - [Gij(t.u)] - n x n wyalarowa aacierz funkcji Greena
(iapulsowych funkcji przejscia), ktoéra charakteryzuje odpowiedz
na i-tya wyjsciu w czasie t pod wpktywea dzistania dystrybucji
£-Diraca na j-tya wejsciu w czasie u, i,J = 1,2,_._,n.

Macierz G(t,u) spekdnia nastepujece réwnanie (dla 0< u < t©) [1] :

026(t,u) *SG(t.u)

S2() = e 1~ & & BY(L).G(t,u) - £.£(t-u). Q.9

gdzie [E Jest aaclerze Jednostkowe.

w celu wyprowadzenia wzordéw aacierzy aoaentéw rozwiezanla Z(t,u>) réw-
nania rozniczkowego (2.1) (np. wartosci Srednich, funkcji korelacyjnej, wa-
riancji Itp. ) wykorzystano tw. Fubinlego [ss] (o zaalanie kolejnosci cat-
kowania) i utworzono wektor wartosci $rednich na podstawie wzoru (2.3):

t
E z(t,w) « z(t).E CL») + ™ G(t,u).E P(u,u)du, (2.5

-9 -

a sted aacierz korelacyjne rozwiezanla z(t ,u)

gdzie:
- syabol transpozycji aacierzy,

(vlii) K, - 2n x 2n wyalarowa aacierz korelacyjna warunkéw poczetko-
wych,

(x) Kp~Uj). Kep(@2) - n x 2n i 2n x n wyalarowa aaclerze korela-
cyjne wzajeanych wyauszenn 1 warunkéw poczetkowych (funkcje Jed-
nego arguaentu),

) KpQul>u2) - n x n wyalarowa aacierz korelacyjna wyauszen.

Uwaga 1

W przypadku gdy warunki poczetkowe 1 wyauszenla se nieskorelowane wte-
dy drugi i trzeci skkadnik auay we wzorze (2.6) ee réwne zaro. Wariancja
aoze by¢ otrzyaana dla t_l .Zt_ mt, K,k(t,t) -<>>?k(t)_

Uwaga 2
W podobny sposéb aozna otrzyaaC¢ aaclerze aoaentéw wyzszych rzeddéw roz-
wlezanla Z(t,u>).

11.2. Zastosowanie aetody do badania stochastycznych drgan
aodell pojazdéw (zawieszen)

W pracach [39, 40, 42] badano pionowa drgania aodeli pojazdéw o dwéch
[40, 42] 1lub pieciu [39] stopniach ewobody, wyznaczajec powyzaze aetode
wariancje rozwiezan (przsaieszczen), gdy ruch odbywat ale za zalanne pred-
koscie po drodze o losowy« profilu. W pracy PRO0] podano aetode funkcji
Greena przy rozpisaniu powyzszych wzoréw aacierzowych na wspétrzedna. Me-
tode funkcji Graena atoaowano takze do wyznaczenia wariancji rozwiezan po-
dwéjnego wahadda za zaienne w czaele dtugoscle i aaee znajdujecego ale pod
wptywea wyauszenla atochaatycznego [jb] -
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Obecni« zaprezentowana zostane wyniki otrzyaane dla aodelu przedsta-
wionego na rys. 2.1 przy danych z [42, 4] (podobnymi «odelanl zejaowano
SIfw [16.29, 30, 44, 85j .

Rys. 2.1
Réwnania drgan pionowych tego aodelu a« nastepujace:
ml-ZjCt,«) & (cj+CgJ.zjCt ,u) - c2.z2(t,t6) + (kj+kghzjft ,») -

- K2.z2(t,u) « Cj.yCt.oj) & Kiy(t,u) GC7)

mg.ZgCt,«) & c2.z2(t,«j) - C2.z+ (t,u>) ¢ k2z2(t,») - kg.-ZjCz.u) - O,

gdzie: «j. «2 - «aey, 0j, c2 - wspotczynniki tdhualenla, kj , kg - sztywno-
sci, Zj (t,w), z2(t,u) - przealeszczenla aas 1 z1(Q©O,<>)mz2(0,u) my(0O,w),
ZjCo.w) » z2(0,w) » o.

11

Funkcja korelacyjna drogi zelezy od jaj rodzaju.J[20, 48, 56, 57]. Oo dal-
szych rozwazan zatozono, e aa ona postac:

Ky x2)» (1 +¢ Ixi-x2 |).exp(-i8. Ixi-x21), (2.8)
gdzie j+ > O, *1>k2 - "ap6drzedne drogi, ktére a« funkcjaal czasu.

Zstozono, ze warunki poczatkowe 1 wyauazanle ee nleakoralowane oraz za
xmj A .1t 1 A>0 (ruch jednostajnie przysSpieszony). St«d

Ky(ti,t2) «.(1*0. |2 - ©]).axp(-D. je - tlj). .9)

gdzie Omj A _fi.

Funkcja korelacji jest funkcje roézniczkowalne na proataj tj m €2, tak
wiec istnieje funkcja korelacji procesu stochaatycznego bodacego praw«
stron« pierwszego réwnania ukdfadu (2.7) 1 wynosi ona:

2 Kv (tl"2)

h jekv(tl ,2) @Kv(tl"t2)
CjY+kjY 1 2 -Cl = it ®M2—->* 11* -t~ —-*_ "

-y
* k2 Ky (tIt2) - exp(-0. [2-t]] ). [402.c2.t1 .12 .(i-D. [2-t2[) ¢

¢ 2D2.cl.Kl.(t2-t2).(t2-ti) ¢ k2. (14+D. [2-t2])] (2.10)

Rysunki 2.2 1 2.3 przedstawiaj« wykresy wariancji d%_ 1 c’)?z przy zato-
i

]
zeniu, za at m 96 [k , a2 - 600 [k , Cj = O [kg/a] - c2 - 4000[kgs/s] ,
kj » 300 000 [jeg/s2] , D « 2 oraz zaiennya k2 « 10 000, 30 000, 40 000,
50 000 [kg/a2] <~

W pierwszy« 1 drugla aaksiaua wariancja §2 przyjauje aniejszs wartosci
21

dis wiekszych wsrtoscl wspétczynnika sprezystosci. Po6zniej Jest na odwrét.

Natoalaat wartosci wariancji <8z wzraataj« przy wzroscie wartosci k2.
Badano takze wpdyw wspétczynnlks tduaienls c, na wartosci wariancji.

Oeg* wzroat powodowat zaniejezanle sie wartosci wariancji & i & .Po-

, N
dobnie wpiywa na Og »zrost wspotczynnika O wystepuj«cego w funkcji Kko-
relacji (2.9). Jej w%rtoéci aalaj«. Natoalast ®% w pocz«tkowya okresla
przyjauje wieksze wartosci, gdy zwlekeza¢ 0, a pdézniej anlejaze [42] .
Obecnie przedstawione zostane wyniki otrzyaane dla aodelu o 5 stop-
niach swobody przedstawionego na rya. 2.4, [3Y] - Zatozono, Zze aodel jeat

liniowy, drgania a« aate oraz opony nie odrywaj« eie od pod¥oza. Ruch po-
dobnego aodelu w przypadku drgan dateralnlstycznych jest rozwazany w [GIJ.
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z.2

B,

- 13 -

Do obliczen przyjeto nastepujece dane (czesciowo z [6I] ): M * 1140 [k ,

m 100 [k , «2 - 200 [kl , «8 [, 9Z>1,82 [ (proBlen
bezwkadnosci masy M wzgledem osi przechodzecej przez jej Srodek ciezko-
Sci 1 prostopadtej do phaszczyzny wzdtuznej), k™ » 580 000 [n/bJ, k2 «
« 700 000 [n/6] , k3 =20 000 /o] , - 62 500 [n/bp] ,432-104 000 [n/n]

- 4350 [Ns/B] , y2 - 6520 [Ns/y] , Cj - 6000 [8/pb] , d - 1,15 [8],
b-3,3 B, c=0,4 [4 -

Réwnania ruchu rozwazanego modelu(pojazdu po przeksztaktceniach) przyj-
auje postac:

ALD**1 + A12*Z1 + A13,Z1 + A14°Z2 + A15"Z2 * A16,z2 + A17*Z3 +

* A18,23 * A19*25 * A10,Z5 " Bl

A217Z1 * A22*Z1 + A23°Z1 * A247Z2 * A25"Z2 + A26*Z2 * A277Z4 +

+ A28*7Z4 + A29-75 + A20*Z5 ° 82 (2.11)



gdzie wspédrzedne z+ (i - 1,2,3,4,5) okreSlaje nastepujece przealeszcze-
nia pionowe: z1>z2 * koncéw preta reeorowanego, Zj,z4 -osi ko, z5 - fo-
telu pasazera, a state , Bj. B2, BA przyjauje wartosci:

Nt 734,269 Al12 1 8516,666 Al3 - 76388,886 AJ4 - 114,450
Al5 " 834 Al1l6 - 2710 Al17 - -4350 A18 > -62500 Ajg - -4998

A o m -16660 bl - m=8325,42 A2l - 114,450 A22 = 834 A2J - 2780
m 176,938 A25 m6687,334 A26 - 104557,78 A27 - -6520

A24
apg " -104 000 A2g - -1002 A20 - -3340 B2 - -2857,98 A3l = -4350
A3y ® —62 500 AJ3 =100 Aj4 - 4350 A35 - 642 500 AAJ - -6520

A g @ -104 000 A43 < 200 A44 - 6520 Adg - 804 000 ASk - -4998
a5y - -16660 Ag3 » -1002 Ag4 - -3340 AS5 « 80 Agg - 6000

ag7 = 20 000 Bg - =784.8

8" 1 BA se procesaal stochastycznymi (processa nieréwnosci drogi). Wpro-
wadzono poaocnlcze oznaczenia L m d ¢ b, IN(t) - potozenie w chwili t
sasy aj wzdbuz osi x, I12() < Ij(t) ¢ L - potozenie w chwili t Ra-
sy a2 wzdhuz osi x oraz zatozono nastepujece posta¢ funkcji 1j(t) <ao-
del porusza sie wpierw ruchea jednostajnie przyspleszonya, a p6zniej ze
state predkoscie):

j-at2 gdy O< t< t0
Ijce) -~ (2.12)
5-**0 +V (t-to} 8dy * =>*o

gdzie a, t atate oraz vo m a.t0.

wtedy przyjaujec, ze profil drogi jeat proceeea stochaatycznya o funk-
cji korelacji postaci (2.8) otrzyaano dla B3> B4 nastepujece funkcje ko-
relacji:
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Rys.

2.5

2.6



Rys.
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2.8
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Rys. 2.9

KBSB4"*1 2N " kK2 7AL+(M 1INt )-exP(-"-1 1iti ~F2 LP
(2.15)

Do obliczen numerycznych przyjeto t « 5 [s], ¥« 0,5 orez a » 0,2 1
0,4 [m/s2]. Otrzymane wariancje przemieszczen pionowych przeostawialde ry-
sunki 2.5 - 2.9. Wszystkie wariancje maje tendencje do zanikania przy
wzrastajecym t.

Dla wiekszego przyspieszenia (a * 0,4 ) otrzymano nieznaczne nie-
zbyt zauwazalne na wykresach) przeeuniecia wartosci wariancji.



111. METODA STOCHASTYCZNYCH ROWNAN CALKOWYCH

Badanie* latniania 1 jednoznacznos$ci rozwigzan stochastycznych réwnan
catkowych réznych typow (przewaznie l-wyniarowych) 1 przy réznych zatoze-
niach zajnowano gle w pracach (j, 36, 37. 49, 53, 81, &p

W dowodach stosowano twlerdzsnls Banacha 2z wykorzystanie* operatoréw
zwezajacych. Mozliwos¢ zastosowania tych réwnan do badania zjawisk fi-
zycznych jsst rozwazana w [3, 37. 43, 49, 53, 54, 63, 65. 72, 76, 77, 82,
851 . W p. XIl.1 zbadano Istnienie 1 Jednoznsczno$¢ rozwigzania dla wielo-
wyaiarowsgo stochsstycznego réwnenie catkowego Volterry 11 rodzaju. Dowéd
przeprowadzono bez stosowsnla tw. Banacha, lecz poprzez skonstruowania psw-
nych oszacowan, w ktdérych wyetepuje zbiezne szsrsgi- W p. 111.2 podano
zwlezek poniedzy Ilniowyal stochsstycznyal ukdadani réwnan roézniczkowych
a uktadeal stochastycznych réwnan catkowych. W p. 111.3 1 p. 111.4 zaato-
sowano metode stochastycznych réwnan catkowych do badania liniowych 1nie-
liniowych uk#adéw dynamicznych o parametrach bedacych funkcjami czasu bedz
procesem stochastycznym oraz o zdsteralnowenych lub loeowych warunkach
pti<Sfetkowych. Otrzynane w p. I11l1.1 w dowodzie twierdzenia oazacowanla zo-
staty wykorzystane w p, 111.3 do oszacowania btedbéw wariancji rozwiezanla
stochastycznego réwnania rézniczkowsgo n-tego rzedu o zalennych w czasls
wspétczynnikach 1 losowy» wysuszeniu w przypadku, gdy rszolwsnts skisds
sie za skonczonsj ilosci wyrazéw. Podano potrzabne liczbe ekkadnlkéw —w
rezolwencls, aby zagwarantowa¢ zadane dok¥adnos¢ wariancji rozwlezanla ww.
réwnania rézniczkowsgo. Oszacowsno tez bled, z jakla jeet obliczona wa-
riancja, gdy rszolwsnta jsst obliczona z zadane dok#adnoscie. W p. II1l.5
dokonano poréwnania astody inpulsowsj funkcji przejscia (funkcji Greena) 1
matody réwnan catkowych.

I11.1. Tsorstycins podstawy astody (istnienie 1 jednoznaczno$¢ roz-
wiazania)

Rozwaza¢ bedzieay uktad etochaetycznych réwnan osktkowych Volterry |11
rodzaju o poatacl:

t
x(t,«) a h(t ,w) ¢ 3. . J K(t ,u).-x(u ,u)du @-1)
0
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gdzla:
@G t€ p .4,
X - liczba rzeczywista,

i) x(t,u) » coljrct.w)] ,  h(t,u —coljm(t ,m - Myniarowe wek-
tory kolunnowe, (1 —1,4,..., ktérychwsp6trzedne se rzeczy-
wistyai mierzalnymi procesani stochastycznymi

K1 ,u) ... ,KInCt ,u)
i)  K(t,u) G.2)
*nl(t,u"«* "Knn(t,u®

T< o®,

n x n wyniarows macierz (jeder) - nielosowych, mierzalnych w sen-
sie Lebesgue®a, rzeczywiatych funkcji argunentéw t 1 U oraz
oM u”™ €t~ TN 00 .

Niech C2 oznacza zbidér wszystkich wsktoréw x(t ,09 tskich, ze:

I
sup f xi (t o G.»
t€ o4 i 11 n

C Jsst przestrzenie Banacha z norae
I ¢
IKEDI - sup «2 IxA(t,u)d. G-9
C2 t€ [o.f] |i-1 a
Dla nadarzy K(t,u) wprowadzono norae w postsci:
IKCEDIl -sup N2 Kij G-5)
t,u6 Co.ilp-J-i

przy zatozeniu, zs wyrazenie to Jsat skoriczone.
Tsk wprowadzone nomy (3.4) 1 (3,5) posiadaje wkaanos¢ zgodnosci, tzn.

K (t ,u)_§(u,u)||C2< KCE Wil - Ixu Bl .. G.-6)

bowiem Jesli przez |x(tu>)]I2 rozunle¢ norne (3.4) bez suprenun, to

n

IKCE ,uw)-x(u VIR H 2
1-1a

+ Kin™t,u™xn™u d u n

N FN 2 KA(t.u) - 2 xX2G,,UDa<] K, wll - 1Ixu,uw)
f 0 i.J1 J-1
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Po obustronny« wzieciu supreaua zachodzi warunek (3.6).
Niech

df
x (> mh(t B

df *
ij(t>u) - \ K(t>u).xo (u,u)du
0

df n
T, ©® m JKE,U).XH 1@ ,u)du
o]

dlan « 1,2,...) oraz
x(t,u) 2 X"*2f, (t.w)
n«0

Mozna sforautowa¢ nastepujece twierdzenia:

G-ND

G.-8

TWIERDZENIE: x(t ,»») zdefiniowane wg wzoru (3.8) Jeet sune jednostaj-
nie zbieznego azeregu i Jeat jednoznaczny« rozwiezaniea roéwnania (3.1) w

przeetrzeni C2, jezeli h(t ,») e C2 oraz fKCt ,u)l< B(t)<=°
B(t) - funkcja rzeczywiata i nieaalejeca.

Dowéd . Dowéd twierdzenia przeprowadzono w trzech etapach.

1) Dowdd jednoatajnej zbieznosci azeregu (3.8) w przestrzeni C2.

naatepujece oezacowanle:

N0 (t,QH2<  11InCE QI 2 " Ih(t .WIl 2< A <oo ,
C C

ijft ,«)H2~ 3 Jlictt,w]] . 1licu.u)!~ du < A.B(t).t,
0

1*«(t .Q12 < § [IKCE W]l - lIxn_1(u.u)]i2 du C A ,
0

a »ted:

liafs2co < A -

gdzie

Zachodzi

2)

3

oraz

IF»)Il 2< 2 iw" eHin(ew)l 2< 2 A < [IlLn r j
nee C n-0
Iji,i.b(t).t
« A.e <°° , c.b.d.u.
Z powyzszego oezacowania wynika réwniez, ze x(t,u)* C2.

Dowod, ze (3.8), Jest rozwiezaniea (3.1). Niech

t
~E,w) = h(g,uw) ¢ s - N K(t,u)-x(u ,u)du,
0

gdzie x(u,u) Jeat zdefiniowane przez (3.8).
Wtedy

*(t,u) - h(t,u) ¢» . \K,u. 2 Xn»in(U3j)du =
0

n*0
cx) *
. h(tou) ¢ 2 JI'"™1 « 5 K(t,u).xA@u.u)du =
n*0 0

- h(t,u) + 2 An+1-9wi (s> “ 2
n«0 n*0

Dowéd jednoznacznosci rozwigzania.
Poprowadzlay go nie wprost, zaktadajec, ze Iistnieje dwa
x(t,w) 1 x(t,u>) roéwnania (3.1).

Wtedy:
t

x(t,u>) = h(t,u>) +S-. N K(t ,u)-x(u,«)du
0
t

x(t,u>) - h(t,u) + 8 K(t ,u).x(u,«)du
0

Dla z(t.u) x(t,u) - x(t,w) zachodzi

t
z(t,u) » & . ™ K(t ,u).z(u,ii)du
0

c.b.d.u.

rozwiezania



sk
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Sted:
Tt
NzCt ,«)]]2 < 141 . ~ JIKCe w4 . |lzCu,u)|12du ~
0
tu
< Q312 * 1 1 11A*"ym - 1IKCo.Ui)!! . HzCi~.wdllg dujdu <
S 0o
tuUj un-2
n TS S| Fer ] HE(t<U)ll < IT*s(u."a>!l eee

e ||K<u,,-2- Un-1 -1 | 2 dun-1 eee duidu<
t u
< | XN - LB(®I . j J Hi@un_I1"u “ldun-1 eee du<
o o]
czyli:
lizewll 2~ BIT)A — = I*<*etql 2 * 0 dle n~*0
a wiec z(t,u) a O, zataa x(t,u) m x(t,u>), co kohnczy dowdéd cakego
twierdzenie.

_Na podatawie powyzszego twierdzenia aozna aforautowa¢ naatepujece wnio-
i:

Wniosek 1: Podatawiajec (3.8) do (3.1) 1 zalenlajec kolejnos¢ catkowa-

nia 1 avuaowania (ha podstawie jednostajnej zbieznosci) otrzyaujeay:

t
x(t,*0) » h(t,u) + ~ R(t,u,&) - h(u,u)du, (3.9
0
gdzie rezolwenta
R(t,u,W n (3.10)
n*0
oraz

51(t ,u) zf K(t ,u)

- 23
i
Sn*I(t,u) “F J Kn(t,e).K(s,u)de n-1,2,... @ -11)
Wniosek 2: Rezolwenta (3.10) spednia naatepujece réwnanie:
t
R(t ,u,3) » K(t,u) + J . N R(t ,s,W.K(s ,u)ds, (3.12)
co wida¢ po poanozenlu wzoru (3.10) przez K(s,u), acatkowanlu w grani-

cach od u do t wzgledea parametru s oraz skorzystaniu z definicji

(3.11) dla n ¢ 2.

Uwaga 1

W pracach (63, 65]rozwazano réwnanie (3.1) dla przypadkul wyaiarowe-
go. Wtedy aozna zamiastprzeatrzeni C %Nprowadziéprzestrzer'\ Banacha C2 z
norae

df sup { IIx(t,»)r dwi , (G.13)

c tt [0l J

*(t ol

gdzie a wm 1,2,.._.

Uwaga 2

Zaalast nora (3.4) 1 (3.5) aozna wprowadzi¢ inne, apedniajece warunek
zgodnosci (3.6).

111.2. Zwigzek poaledzy uktadaal liniowych atochastycznych réwnan réz-

niczkowych a ukdadaai stochastycznych réwnan catkowych

Rozwaza¢ bedzieay ukdad atochastycznych réwnan rézniczkowych o posta-

ci

Bgft ).Z(t <0 + BNO.ZFt W) + BAt ).Z(t &) = P(t,u) .19
przy zatozeniach wprowadzonych w rozdziale II.

Leaat: Oesli zachodze zatozenia (i) - (iv) z rozdziatu 11, jJ~Ct) Jest
aacierze diagonalne B2(t) m diag jb2il(t) Ann”0 or,z b2kk"*> ~ 0

n poza zbiorea o alerza Lebesgue®a réwnej zero,to uktad
oraz bede speknione

dla k - 1,2
réwnan (3.14) aozna przeksztakci¢ do réwnania (3.1)
warunki (ii) oraz (iii) z podrozdziatu I11._1.
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Dowod: Niech
BgCt ).2(t B » x(t,u>), (3-15)
wtedy
t
2(t,u>) « ~ B"1 (u).x(u,u)du + Z(0,u>), (3.16)
0
gdzie necierz odwrotne do BgCt) aa postac:
§21(t> m diag k’ 1,2
oraz
t
(.17

Z(e,w) » N (t-u).B~1 ) .-x(U,«))du ¢ t.Z(0 w) ¢ Z(0,w)
0

Wykorzystujac powyzsze zwigzki do ukdadu (3.14) otrzymuje sie stochastycz-
ne réwnania caltkowe o postaci:

x(t,u) - PCt,w) - BL(t).Z(QO,u») - BAt). |t.Z(0,«) ¢ Z(O,u)] -

t
- N [Si™ ¢ (t-u)-BO®] ]921 (u) -x(u,u)j du, (3.18)
0
tzn. aacierze ukdadu (3.1) maje nestepujece postac:
h(t,io) - P(t,u) - B1(t).Z(0,0) - B t). |t.Z(0,u,) + z(0,u>)J (3.19)
K(t,u) - ~(t) + (t-u).BHE) -B~fu) (3 -20)

(moina zmieni¢ kolejnos¢ wykonywania mnozenia aacierzy we wzorze (3.18) -
pod catke - ze wzgledu na diagonalnos¢ aacierzy B””u)) ponadto 9.« >1.

Spetnienie warunkéw (li) oraz (iii) wynika z wkasnosci funkcji mierzal-
nyeh (i, 59| .

Uwaga 1

Oesll jako wyjsciowy ukdad réwnan przyjec¢ zaaiast (3.14) ukkad réwnan

1 rzedu o postaci:

£(t,u) « ACH).y(t,«0) ¢ P(t,u>), @G.2D
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gdzie ~(t,u) m col [yl1(t,®)j , P(t .u) » col [P™(t,u>3- 2n wyaiarowe wek-
tory, A(t) » - 2n X 2n wyaiarowa macierz, wtedy przy  prze-
ksztatceniu (3.2i; do (3.1) otrzyauje eie “Jtatwiejsze posta¢ aacierzy
h(t,u) 1 K(t.u) ale o dwukrotnie wiekszym wymiarze

2n
h(t,w) m col [Vi(t@) - 2 Yj (O,W)] (B.22)
J-1
an (O ... el2n(o
L?2nl~ [ ]
Wida¢, ze K(t,u) m K(t). Natomiast w przypadku ukdadu réwnan  drugiego

rzedu, przy obliczaniu rezolwenty wg (3.10) i (3.11) 1 wprowadzeniu ozna-
czen pomocniczych w definicji aacierzy (3.20) K(t,u) - [CijCt.U )] bedzie
ten sam rekurencyjny formalizm przy mniejszej ilosci roéwnan.

Uwaga 2

W pracach (63, 65] rozwinieto zastoeowanie metody rownan catkowych do
badania réwnan n-tego rzedu. W [67/] przedstawiono mozliwo$¢ badania sto-
chastycznych ukdadéw réwnan rézniczkowych za pomoce sprowadzenia ich naj-
pierw do rozprzegnietego ukdadu réwnan rézniczkowych. Dla kazdego z réw-
nan tego ukdadu aozna stosowa¢ analize wg [63, 65) . W |40) podano proce-
dure rozprzegania dla ukdadu dwoch réwnan drugiego rzedu (ukdad dynaaicz-
ny o dwoch stopniach swobody) do uktadu dwéch niezaleznych rdéwnan czwar-
tego rzedu. Metoda rozprzegania Jest szczegdlnie przydatne, gdy chce sie
wykorzysta¢ program numeryczny przeznaczony do obliczen dla Jednego réw-
nania w przypadku ukd#adu kilku réwnan.

111.3. Zastosowanie metody do badania liniowych uk#adéw dynamicznych

W celu wyprowadzenia wzoréw na macierz momentéw rozwiezania z(t,u) row-
nania rézniczkowego (3.14) (np. wartosci S$rednich, macierzy korelacjljma-
cierzy wariancji Itp. ) pokazano najpierw ich posta¢ dla rozwiezania réw-
nania catkowego (3.1). Stosujec twierdzenie Fubiniego [E5] (0 zamianie ko-
lejnosci catkowania) na podstawie (3.9) mozna utworzy¢ wektor wartosci
Srednich

t
~ R(t,u,3J3.£ h(u,w)du,
0

E x(t,u>) = E h(t,u) + (3-23)
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a eted Macierz korelacji wektora Xx(t ,«):

XA, 2> Y EIOAN * E R S [I(t2Ws " E 2820 | 7

*1
- Kh(tl.2) ¢« 3 R(tl ,ul ,a,)-KH(U1 ,2)dul ¢
0
*2
oX. J Kh(tl .2).R*(t2 .u2)du2 ¢
0
11 *2
*32 ~ $ R(tl,ul.aj-KH(uL .w2).R*(t2 .u2 ,Wdu2dul 3.29
0 o

gdzie: HF,Mti"t2> “ **cierz korelacyjna wektora h(t,u>), * syabol transpo-
zycji Macierzy.
W podobny sposéb Mozna tworzy¢ Macierze MOMentéw wyzszych rzedéw.

Ola wyznaczenia wektora wartosci Srednich procesu Z(t .to) postuzono sie
zaleznoscie (3.17), z ktérej

t
E Z(t,u) - ~ (t-u).B"1(u).E x(u,u)du + t.E Z(0,0) + E Z(0,u) (3.25)
0

Sted Macierz korelscji wektora Z(t,u>):

(t1.t2) - E{[z(tj.t6) - E zStj.uéj -6«.2,u) - E z(t2,0,)3*3 .

*1 *2
B A A (H-ul). (E2¢u2)-S21ul>*5xAul fu2> * du2dul *
*2
+ g e\ AR2_u2>*NZxMu2>" [-217028 A du2 *

**2*/\

s*r |t -xzoul )dul *

2
* A (R27u2)-£zxu2)“1£21 (U2 ) *du2 +
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+ A (tl-ul).B21(ul).KxZ(ul)dul ¢

0
¢ tj.tg. KM ¢ tj . KN + tg. KM + i, (3-26)
gdzie ~ n x n wV7l*arowe Macierze korelacyjne warunkéw po-
czatkowych , £zx(t)l *Zx(t) * " * n wymiarowe macierze korelacyjne warun-

kéw poczatkowych i1 wektora x(t,u).

W podobny eposéb mozna tworzyé macierze Momentéw wyzszych rzedéw. Przy
zatozeniu zdeterminowanych warunkéw poczatkowych wzér (3.26) znacznie sie
redukuje - zostaje tylko skdadnik z catka podwéjna.-

W pracach (63, Gﬂ wyprowadzono wzory dla funkcji MOMentédw centralnych
rozwigzania uktadu dynaMicznego opisanego réwnanieM rézniczkowy> n-tego
rzedu przy wykorzystaniu réwnania caktkowego Volterry Il rodzaju. Réwnanie

rézniczkowe Miato postac:

an(t) = " 1¢ ¢ eee # BIi(L) = - Yjt,B) ¢ a0(t).y(t.«) - P(t ,u>),
3.27)

gdzie funkcje ai(t) dla 1 «0,1,...,n, procesy y(t,w) 1 P(t,w) spekniaja
zatozenia podobne Jak w rozdziale Il oraz warunki poczatkowe yO0-YO».....

y N -15 sg zdeterMinowane.

Moment centralny rzedu i~ e ¢ Ir ma postac:
(3.28)
(dla r«2, 1j«I2»1 Jest to funkcja korelacji), gdzie url )
jest «oientm centralnym rzedu M m Ij*.._*Ir procesu x(t,«a) (spetniaja-

cego réwnanie catkowe, na ktére Mozna zaMienié réwnanie (3-27)),ktéry Moz-

na wyznaczy¢ z zaleznos$ci:
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o m EIX(E W) - E x (@ 9] - - (\(t,-9 - E x(t8 W]I- =
o EJACEL ,Uj)...ACElL,W)j + EJACtL.t6)...ACtL 1 .u).BCEILW)j + ... ¢
¢ E|B(tl ,u).ACE2 ,ui). .. ACEIQLIO)] ¢ ela (tj =u)...ACtY 2,u).B(tKj.u>)-
BCtAu)! ¢ ... e elb( LU).ACE2 .u).. . ACERL1,u).BCENlL,<)] ¢
s ... ¢ EjaCtj.w) B(tB ,u)| , (3.29)

gdzie pomocniczo 0znaczono:

ACtl,u) IF h(tl W) - Ehl(tw)
(3.30)

1
B(tltw) m* 3 . ~ R(tA
0

0. Wt W) - Eh(ul,u)]dui

Ola réwnania poataci (3.27):

h(t.w) - P(t,u) - {«,,~(t).yo"-1) eeees Bn-k(t)*[yon’k)+yortl) =*e___¢

(3.31)

oraz funkcja K(t,u) (stuzeca do tworzenia rezolwenty)

KCt,u) - [«,M(t) o¢...¢ an.k(®). -(v“i7," *eees ao(t)* ~Th-TI! J- gajjfuTl

(3.32)

W 5] zanalizowano wpkyw loeowych warunkéw poczgtkowych na wariancje
rozwiezania ukdadu dynaaicznego opisanego réwnanie« roézniczkowy« drugiego
rzedu.

Metode réwnan catkowyoh stoeowano wielokrotnie do wyznaczenie warian-
cji rozwiezan ukdadéw dynamicznych o zaiennej nasie, wahadta podwdéjnego o
zaiennej dtugosci ,uktadu RLC ze zaienne pojeanoscie (63. 65, 67, 76]. Wy-
auazeniea dla tych uk¥adéw byty procesy 8tacJonarne i nieatacjonarne. Ja-
ko przyktad zostane pokazane niektdére wykresy wariancji rozwiezan (prze-
mieszczen) ukdadu o Jednyn i dwdch atopniach swobody i zaiennej aaele
(czes¢ wynikéw zostanie wykorzystana w rozdz. 111.5) (63, 67] -
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W [63] rozwazano réwnanie drgan ukdadu w poataci:

L(D).y(E,w) ¢ cl.y(t,u>) + cO.y(t.w) . P(t,«i), B-33)
gdzie:
f1l-c-.t. t< 1 (3.34)
2 \ 1-—c¢c . t >1

co’cl*c2 ,ta*a 1l c2 6 (0,1).a2(t) Jest zaienne aaae [kd] , G - wspot-
czynnikiea thuaienia [kg/s] , cQ - wepdtczynnikiea sztywnosci [kg/aZ] .P -
site [n] , t - czasea [s] , y - przeaieazczeniea [a] , ated wariancja prze-
aieszczenia

Warunki poczetkowe bydy zdeteralnowane. Obliczenia przeprowedzono dla

funkcji korelacji dwoéch typéw:

—&(** * tl) (3_35)
KP (L") * 0,8

© C-»"*"11 t2”«o.f._(t1-t2)1 (3-36)

gdzie 8>0,cf > 0, [h > 0. Do dalazych rozwazan zatozono, ze Ol (ponie-
waz C aoze by¢ wyciegniete we wzorach (3.24) i (3.28) przed znak catkowa-
nia). Wybrane z (@3] dwa ryaunki wariancji przedstawiono ponizej.
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Rysunek 3.1 przedstawia wptyw zalan wspotczynnika thuaienla Cj na war- Obliczenia wariancji przeprowadzono dla funkcji korelacji procesu Q1(t,<)
tosci wariancji Zatozono funkcje korelacji w poetacl (3.35) c~l.2,3; typu (3.35) oraz
c2'"0,5s cq''5; Sml.

Rysunek 3.2 przedstawia wpkyw zaian wspodczynnika sztywnosci cQ na war- Kg " C.co™. (tj-t2), (3-38)

tosci wariancji <. Zatozono funkcje korelacji w postaci (3.36) c0»3,5,7;
c2*0,5; Cj-1jch»«l.

Weddug wynikéw uzyskanych w [63] niezaleznie od typu funkcji korelacji
procesu P(t,w) aozna sforautowal nastepujece wnioski

ktéra wynikda z przyjecia dla procesu Q1l(t,u) postaci analitycznej:

Ql(t, o) » A).cos[j>>.t ¢ X (), (3-39)
a) zwiekszenie wspotczynnika tduaienla zanlejsza wariancje,
b) zwiekszenie wepétczynnika sztywnosci zanlejsza wariancje, gdzie A@W) i % (U) - nieskorelowane zmienne losowe i ”~>(@U) aa rozk¥ad
c) przy szybszej zalanie aasy wariancja przyjauje aniejsze wertosci, rownoaierny w przedziale [0,2%).
d) zwiekszanie wspotczynnikéw funkcji korolacyjnych zanlejsza wartosci wa- Przyjeto ponownie Ol .
riancji. Wybrane z (67) cztery rysunki wykreséw wariancji przedetawiono poni-
zej.
Rysunki 3.4 i1 3.5 przedetewleje wpdyw zaian wepddczynnika e wystepu-
Q: E Q2 jacego we wzorze na zniane aasy na wartosci wariancji i . Zatozono
st V(\:R/ 2 > C\/a funkcje korelacji w postaci (3.35), a « 0,3; 0,5i 0,7; cf 1; c m 5;
VV'V vV £m 1.

Rysunki 3.6 1 3.7 przedstawiaje wpdyw zaian wspotczynnikéw sztywnosci
Cc na wartosci wariancji <§ i S? . Zatozono funkcje korelacji w posta-

m 2
) -i 1 2
U E] /\_‘l&.- ci (3.38), ¢ - 3,5,7; a - 0,5; of- 1; 1

Podobnie jak dla ukdtadu dynaaicznego (3.33) o zalennej aaeie, nieza-
leznie od typu funkcji korelacji procesu Q1(t,ui), zwiekszanie wspotczyn-
nikéw tdumienia, wepdtczynnikéw sztywnosci, szybsza zalana masy, zwiek-
Rys. 3.3 szanie wspodczynnikéw funkcji korelacji zaniejszaje wartosci weriancji.

W (67 rozwazano ukdad dynaaiczny (rys. 3.3), ktorego réwnania ruchu inaczej Jest tylko w przypadku wariancji 62 . gdy (@ ze wzoru (3.38) wzra-
*

aaje postac: sta. Wtedy makeyaelne wartosci <12,1 tez wzrastaje.

nu

W [5] rozwazano ukdad dynaaiczny opisany réwnaniem (3.33), o funkcji
korelacji wyauszenia poetacl (3.35) i1 o losowych warunkach poczetkowych.
Dane do analizy nuaerycznej przyjeto Jak w powyzszym przykdadzie, s o wa-
runkach poczetkowych zatozono, ze ich wartosci Srednie se réwne zero, a

(3.37) wariancje odpowiednio &? »0 i1 62 « 0; 0,01; 0,05.
"o ”0
Otrzymane wykresy wariancji przedstawia rys. 3.8. Wida¢, ze losowos¢

warunkéw poczetkowych aa istotny wpdyw tylko na wartosci wariancji w pierw-
szych chwilach ruchu uk#adu, a w dalszych ukkad zachowuje sie podobnie Jak
ukdad o warunkach poczetkowych zdeterminowanych.

Wlekeza wartos¢ wariancji przsmieszczsnia poczetkowego daje wieksze
réznice w wartosciach dla ukdadu dynamicznego o losowych bedz zdetermino-
wanych warunkach poczetkowych.

- a, t>1 Obecnie oszacowany zostanie bled, z Jakla otrzyaywana Jeet wariancja
rozwiezania stochastycznego réwnania rézniczkowego n-tego rzedu typu (3.27)
m2 “ 1m m const, ce2 »0, <c¢cj «cz2 »cj »c »const, Q2 m O. w przypadku gdy rezolwenta (3.10) skkada sie ze skoriczonej Ilosci wyrazow.

anr0.z Mt.«) L) —0e2.22(t W») +

+ (cl*c2).z1(t,a) - c2.z22(,w>) » Q1(t,u)

FQFAQNF + @2+0M)).2(t,«) -ee2.z (t,a)
+ (c2+0j).z2(t ) - Cg-Zjtt.u) = Q2(t.,©
gdzie

-t, t< 1



- 32 -

Rye. 3.4

Rye. 3.5

Rye.

Rye.

3.6

3.7
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Przyjaujec rezolwente jako suae skoriczone, tzn. jesli

a

R.(t.u,W Zf 2 (3.42)

n-o

wtsdy

iRfFt.u.w-R/t_.u.wK 2 ia,r~|Ktlct.u)]< 2

n-««l n-»+1
- N+l »n
N2 w [»(«a G 43)

n>a+l
Oesll zszeda¢ , aby bled byt aniejezy od pewnego £ > 0, wtedy z werunku

go =, e (3.44)
n-a+1

aozne znalez¢ a, dlaktérego
Wprowadza to pawian bled, ktdéry zoetanle oezacowany. Rozwazanie rezolwen-

3 A o S IRCt.u,X) - R,(t,»,«I<6 (3.45)
ty jako euay skonczonej pozwala na wyrazenie wariancji w poetacl wzoru a-
nalltycznego, o ktéory» wieay, z Jake dokkadnosci« zostat on otrzyaan
Y g - ¥» Y © é R _ Y ¥ [l Weddug (3.44) Jeet:

Na podstawie wzorow (3.10) 1 (3.11) orsz zatozenia w twierdzeniu z

rozdziatu 111.1 nozna naetepujeco oezecowaé rezolwente:
2 Cl».1.B(t).t] ,, # 191B(t).t _ 2 LIWI.B(t).J " < 8N (3.46)
IKeCt.W] - IKCEW] < BCD). rea i o
t 2

[KR(t,u)]< J B(t).B(s)de< G®b(Ca Wykorzystujac rozwiniecie w ezereg Taylorai

Ja.l.B(t).t . 4t 4 , DMi.B(ott]" +
VANV jds/ t-un
Kn+1 &E=AD B(O-1Kkn( .95 ds” [B(D] e VAl (3-40)
* .®.1«.1.B(t).t G 47)
a sted
i e € (o.i).
Ir(«.-.»K 2 UIn.LB(t)]nkl. is=FfE . Sted wg (3.46)
>0
IsLl.sct). (t-u) ISLI.B(t).t IMI.B(t).«]"1 6 (-48)
BCD). ~ B(D).e (3.41) I i o1 -- W7
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lub taz nozna zazedac¢, aby zachodzida nieréwnosc:

- im+!
ua.l.B(t).tj 8
TSTTTI B(t).a iW.BitJ.t

Na pod8tawia taj nieréwnosci dla zadanego £ i t nozna dobra¢ n(potrzeb-
ny ilos¢ wyrazéw w rezolwencia) tak, aby spedniony zostat zwiezek (3.45).
Obecnie oszacujesy roéznice poniedzy funkcje korelacji proceau x(t,u>)

lIlczone (wg 3.24)) dla rezolwenty bedecej azereglas nieskonczony« lub skon-

czony«, przy spednianiu wsrunku (3.45). Oznsczsjec przez Kx funk-
cje korelacji procesu x(t,u>) liczone dla rezolwenty RB(t,u,W, zacho-
dzi wg (3.24):
>
ani "N2n F AR P> ¢ e J N(t) LU, - Khi(tg (Uj)dul +
0
*2 *1 *2
+ R2 ,u2 ,W.Kh(tl ,u2)du2+ %Z. §y ~ R,,(tl,ul,W.
0 0 o
-R,,(t2>2>W < ~(uj-ugidugduj (3-50)
Sted dostajemy nastepujece oszacowania:
u
- K«(ti-2K lal-, g.u™w - R™.uj.al.
o]
*2
] (12,u/\ )J duj ¢jJ *\ iR(2»Ug,8) — RB(l2*2»MI =] (t°,u2)du2+
0
*1 *2
¢ a2.J J |R(tl,ul ,W.R(t2,u2,W - RHC(tl,ul 3i,)RK2 .2 2)
0O 0
* [Kh (ul ,u2)I du2dul (3.51)

Przy apednianiu warunku (3.45) aoduk pod catke podwéjne nozna oszacowacé
dodajec i1 odejnujec R(tj .Uj -.W_.R~tg.Ug.W 1 korzystajec z faktu, ze

1, « 1
Re«(t2"u2 A1 ~B(t2).e
na podstawie (3.41).

1S.1.B(tL,). 12
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Many wiec:

JRCEL ,ul ,W. «(t2 ,u2 ,SO-RU(CEL ,ul -»,).RI(E ,12 )| <2.J.B(E). 1 IM.B((t).§
3.52

co przy wykorzyataniu zatozenia, ze B(t) Jeat funkcje nleaalejece, daje

nieréwnosc:

Kx(tl ,22) " Kx,«(tl ,2)X IS'lE'\f f Kh@2"ubldul *f Kh(tl"u2)Jdu2+
o 0

i *1 *2 1
* 2.1a,1.B(t).e " *B(t)*t. ~ Khul*u2)ldu2dul | (3.53)

i tmmax(tl,2).
Jesli 62 B(t) oznacza wariancje liczone dla rezolwenty ztozonej ze akon-

czonej llosci wyrazéw, to wg (3.28)

U ey _
6Z -C*>*\ \r N2 6 -K* «(ui*u2)du2dul (3.54)

Uwzglednlajec (3.53) , X- -1 oraz wprowadzajec oznaczania

=J.
G(t2 ,81) ST~ [Kh<t2"Ul)|**1
0
*] *2
df
H(tl,®2) 1 \ |KhQl"u2 K dul
0 o0

(3.55)

otrzynujeny naatepujece oazacowania réznicy dla wariancji
rezolwenty bedecej su«e ekonczone lub nleskoniczone:

liczonej dla

12 2 U £ (P O(t-ul)n-1.(t-u2)n-1 r,
i ALCUuUfrrupT- « [c(U2'U)}
~0 O
H BOW-£ B 7 (t-ul)"~1lupE=y2)n~1
+ G(ul,u2)]du2dul + 2_B(t).e A |»n(ul )-antu2Jl

60 o

(3.56)
. H(uj ,u2)du2duj”
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Mozna zastanowi¢ sie takze nad nastepujecya zagadnienia«: ile trzeba
wzie¢ wyrazéw rezolwenty, azeby dla zadanego o$(t) > 0 bydo

Ny (O - y.«(@®)]< <D (3.57)
Weddug (3.56) prawa atrona nieréwnosci «usi byé «niejaza odoe(t), a sted
6 € " (¢ 3 - 5 8 )

gdzie w(t) Jest wyrazanie« wyatepujecya w nawiasis po prawaj stronie
nieréwnosci (3.56).
Uwzgledniajec oazacowania (3.49) jeat:

mATETTA < it) t < - — -
;4 B(t) g ) B(t).e .w(t) (3-59
Na podatawie tej nierdéwnosci aozna obliczy¢ a-- 1los¢ wyrazéw w rezolwen-

cia potrzebne do zagwarantowania odpowiedniej dokkadnosci. Mozna tez o-
azacowa¢ bled, z jaki« jeat obliczona wariancja $2(t), gdy razolwenta
R(t,u,W jeat obliczona z dokkadnoscle 6 > 0.

Interpretujec RM.u.ft.) 1 i ,(*> jsko wartosci przyblizone (nieko-
niecznie jako su«y skonczone) i wprowadzajec do (3.57) znak réwnosci jest

( -60)
L(n-i)u

Jesli c$(t) jest «akta w etoeunku do <2 _(t) (a wiec takze do r2 (t)),wte-
dy stosunek IOC @- noze byc przyjety Jsko bled wzgledny netod’y_
Vv « (D)
W pracach [66, 771 obliczono wariancje rozwiezania dla uk¥adéw dyna-

micznych przy wykorzyateniu jednego wyrazu rezolwanty. Otrzyaano wzory a-
nalityczna i za poaoce powyzszych oszacowarn podano bled, z jaki« jeat o-
bliczona wariancja.

111.4. Zastosowanie «etody do badania liniowych 1 nieliniowych uktadéw
dynamicznych o para«etrach bedacych proceea«! stochsatycznyal

Mstode réwnan catkowych «ozna takze stosowa¢ do badania ukkadéw nieli-
niowych poataci [69, 74]:
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[an(t)+fc.o$n(t,wj] .y*n)(t ,«0) AN(tnrcé.oejft,«)] Ly (t ,«) ¢
N

¢ foo(D) ¢ ¢ .op(t ., D .y(t ) = P(t.u>) +6. 1, 2 ._’O:i)iﬁ...ash(*‘“>

'«

(3.61)

-y (t. ONLy(t. W)]i2 y¢HCt” In.

gdzia o funkcjach ai(t) dla i = 0,1
P(t D). <a(t,C0)# b4

n, procaaach atochastycznych
i (o) dla 1. - 1,2

li***1n 3
niono zatozenia Jak w rozdziale 11. £- aaly pareaetr.

Rozwiezanie réwnania (3.61) poazukiwano «etode aatago para«etru (6,33,
35, 45, 49, 51, 52, 55] ograniczalec aie do cztonéw «akych rzedu plerceze-

N, J-1,2 n uczy-

go. Przyjeto
y(t,u) - yQ(t,w) ¢ E.y~Ct,«) (3-62)

Watawiajec (3.62) do réwnania (3.61) otrzyaano uk¥ad réwnan:

a,(t) .y (t 0) ¢...¢ aQ(t).yo(tju) - P(t,w)

n
en(t)-vin) (t*) a0 () .yj(t, ™ " 2 J(* <s>*Vor(te>*
J-0
n i i ir
2 bt i (t,«).fro(t, )] ,[yo(t,u)] - yin_D (-l
ij....i,-o *
1+._.*Iin>2 (3.63

W pierwszy« przyblizeniu funkcje korelecyjne proceau y(t,u>) «a postac
(3.64)
Ky(tlt2) * Kyo(tl't2)te*[Kyoyl(tl't2) + KylyOo(V t214]

Funkcjs korelacji Ky (*i-t2> Jeat dana "2ora* (3.28) przy zaalanla o-
znaczeh X na X0 o0%az y na yQ. Natoalast <x (tj,t2)- wzorem (3.24)

K w_ (Cd»t9> Jako funkcja korelacji wzajeanej apednia warunek K (t,t;?,
yoyl ~ 1 Yo7l 1

- K (9 ,t.). W celu jej wyznaczenia przyjeto oznaczenie
ytyO = 1
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Q(t, o) - 2 (t,U>) .y (t W) +
J-o
N
il+...+inA2 (3.65)

Wtedy weddug wzoru (3.17) dle réwnania typu (3.27) (por. [4]) 1 przy za-
+ozeniu, ze warunki poczgtkowe dle réwnania (3.61) ee zerowe (eked wynika
ze h(t,u>) - P(t,u>) wg (3.31) Jeat:

Kyiyo(tl.€2) V. E~(t,.®) - Eyl(tl,].[yo(2.») - Eyo(t2,M]l

t
2 (ti-u,)"-1™"»_-«,)"-1
} Tﬁ/(n_|'§1l']2 taj,/(uAS-ai ,(u_'g— Kx X 0(ui.uz2 dduzdu (3.66)

OL,/E!-Q

0

gdzie z kolei przy wykorzyataniu (3.9)

Yo ®1Q - K - 5 RCRUD)IKp (1) -

!—Q t1 tz (3.67)
- N R(2,w2)-KQP(t1 .2 )du2 + ~ N R(tk ,u1).R(t2 ,12).KQp (ul,u2 )du2dul
0 0 0

Funkcja korelacji wzajennej KQp(ti ,2> przy wykorzyataniu (3.65) dana
Jeat wzoree:

KQP (E1*t2) “ EJQC(tL *)-p (2" 90 " EQ(LL .»)-EP(t2 W) -
n

* " 2 E}(tl B)-yo;,)(tl .«).p (*2,u,1] +

J-0
N [ *1 *2
2 Eibi,...i ~"122to~1"“} - [W-H oee
*] VO 1
V " —kin>2

W r'h”.4 np(t2,u)]- EP(t2,<).]- 2 EE<j(ti'y) *

N 1 Al

eyij)(tl*w)] o 2 EFI i (*lec)e [yo(tlw)] -
it in«0 11

11+._..+in>2
JyO< v “>]12 eee K" i)<«i-«il"}] (3-ee)
Wykorzystujac analogon wzoréw (3.15) - (3.17) dla réwnania typu(3.27)

(por. [741) nozna napieac¢, ze:

"-1 > (t.-u)"-M for
KQPCel"t2) *»” 2 ~ (-J-Dl.an(u) |ENKEI-“)p U<"-p(2°uld

- AR L-e[ (L ,u)-P(e ,u.).PA2 ,i9ldejdu - —F 0 - {*[«,,<*"n ).

ofti wy.pe2.wi - | red w)E[dTe u) P2 MOaun +

N *1 *1 n-1 n_1
+ 2 C eee? (ti'"'uu ) e*e (ti-uni)

ii,,*"in“° o o [(=iij 1.L(-2)i] 2 DIO n1
. .

(tl"u21)n eee N -Nig* 2 eee NAn-1_IN eeentl™Un-1.1,_1)
entull ,*”*an™ulil”®n™u21 ™ *’®n™u2i2 **@n”unl >***an~ur.in®
"1EPCH ,w)...PQuli ,«).P(u21,*a)...Pu2i ,w)...PQunl ,w)...PCunl p).

U1l
“bIl._.in(tI"™)P(t2"W)] - S R(ull.»11)E[p(all.«<).PuI2W)...

eeeP(UNIN *)- bI1.._inCtl™*)-P(t2-,i] d8ll-*" -

uni,,

- \ RQnin",nIn)EpQII*)” Punin-1"t)*P(8nin>*)-
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i U12
bl i((tl-w)P(t2"“Y d*nill * | j§ RQuu ..11).R@u12,.i2). ULl Unl.
0 o©
Ejp(e11,u>).p(«12.u)).p(U13,«)...p(uni ,«).
<bll__ it )*P(t2" 3 d*12d,1l * “ « 4 --- R@ninenin)Ep(eil>w)” * P(enin * )>bil...InCti*™ ]}
unin-1 Unl,,
dsnin eee delig di»., .~ dug*y (3.69)

* X b{] R(“nlp- 1" - 1)R(unin'enl )EPUU '*“)-*-P(unin2'u)-
W podobny sposdb mozna wyznsczy¢ »onenty centralne rzedu r dla roz-
wigzania y(t,io) roéwnania (3.61). W pracy [69, 701 oraz rozdz. IV.1 po-

PCNig 1" HD-PCNIp* )-biy - i 1, p(127% 3 duniipd*nly-1 dano twierdzenie, ktére moze shuzyé¢ do oszacowania réznicy miedzy warian-
cje rozwiezania liniowego (3.27) i nieliniowego (3.61).

l,‘j Ln_' Przedstawione metode zastosowano do badania ukdadu liniowego [68] oraz

nieliniowego (4] , gdy wspétczynniki réwnanie oraz wymuazenia bydy proce-

Ao 5 RUT**1)*” Runin'*nin) * sami stochastycznymi. Przyk¥adowo zostanie pokazany wykres wariancji roz-

wiezania (przemieszczenia) dla ukdadu dynamicznego o jednym stopniu swo-
body, o losowo zmiennej masie 1 nieliniowej charakterystyce sity sprezy-
stosci, ktérego ruch jest opisany réwnaniem [74) :

H>**"*+in

ce[p(«4l.«)...P(*mL > btl t (tj.t0).
n n

[22( +6. M4 _y(t, 0 ¢ a~.y(t.u) + ao.y(t,w) ¢

P (t2'*] dent]]’ -d»11j1< ‘unln...duII—EP(tZ’\)—jf 1 4k ff’ll'r"l_l."r}( *b ,b0_jy(t @ - P(t,u) (3.70)
n (o] L. . .
u . Ola dalszych rozwazan zatozono, ze:
(tt,w).p(u,u))j - |r<u,*).e[cs (tj ,to).p(* WJIds]| du - f

l-c2.t, t< 1
- a2 (t) * o G-7D

J i-c2. t>1

- w K *»“j,w).P(tl,u)] - ~ R(tl,u).E~n(tl,u)p(u,u>” du?] «

oraz c2, aj, a0, bQ - state 1 2 ©:;:D; a2(v),ce2Ca [kl - masa,
a, [kg/ej - wspotczynnik thumienia, aQ [kg/s2] - stata sprezysta, P(t,«)
11 e ~g - d ] i
[nl - sida, t [s] - czas, y [mM - przemieszczenie, a sted wariancja
n 0CC2 @ zatozono, ze Jeet zmienne losowe o rozkkadzie rowno-
miernym w przedziale [0;0,2] , P(t,u,>) = C.cos(£t ¢ ®(«0)), gdzie Ybl) Jest
n n zmienne loeowe o rozkdadzie réwnomiernym w przedziale (0;2ST ). Ponadto

zatozono, ze zmienne loaowe ce2 ) oraz ~ (B) se niezalezne.
Funkcja korelacji procesu P(t,fcc) wystepujece we wzorze (3.24) przyj-
mie postac:

“fi
PEtnin™= >blL—*-in<t1= )" f REM**ii)E[p(«il.«<)...PCunin.»)
Kp(th,2) - Y2 . cosrtj-tg) 3.72)



Wystepujaca w* wzorze (3.69) wartos¢ Srednia z iloczynu proeeedéw cf(t,<0)

oraz P(t,u) przyjaie postact

Ere2 (W) .p(t2 ,u)).p(3 uiZ] * 0,05C2.coe™(t2-t3) (3.73)

0o dalszych rozwazan ustalono paraastr C, przyjmujec C < fz. Ryeunek
3.9 przedatawia wariancje 62 dla réznych wartosci £ . Na rysunku zazna-
czono tylko wykreay dla £ < -0,5 oraz 6 m 0,6. Zbadano takze inne war-

1, aQ »5,

tosci 6 z przedziatu (-0,5; 0,6) przy ustalonym c2 » 0,5,
bo “ #* $m

Wartosci wariancji znajdowaly aie aiedzy akrajnyai krzywyai. Wiekszym
wartosciom 6 odpowiadaje wieksze wartosci wariancji. Badano takze wpiyw
wspétczynnika bQ na wartosci wariancji. Za wzroataa bQ zmnlejszaje sie
wartosci wariancji. Zalezno$¢ ta zgadza aie Jakosciowo z faktem, ze dla
uk¥adéw dynamicznych o atadych wspéiczynnikach 1 wymuszeniu typu bleksgo
szumu w przypsdku nieliniowej sztywnej charakterystyki sidy sprezystosci
wariancja przemieszczania Jaat mniejsza od wariancji w przypadku liniowym

Badano takze wpdyw azybkosci zmian maay (wspétczynnik c2) na wartosci
wariancji. Szybazym zmianom masy (wieksze c2) odpowiadaje mnlejeze warto-
Sci wariancji. Wynik jakosciowo jest zgodny z rezultstami uzyskanymi dla
uk¥adéw liniowych, ktérych zmienne wapétczynniki nie ge procesami stocha-
stycznymi  (£m 0) ((63, 83] i rozdz. 111.3). Na uwage zaatuguja fakt, ze
parametr ¢ az tak bardzo nie wplywa na zmiane wartosci warlanej i(mozna to
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zauwazy¢ réwniez w [68] ). Zagadnieniu wpdywu makego parametru na rozwig-
zanie oraz jago charaktaryatykl probabilistyczne Jaat poswiecony rozdz.

[\
Wykorzyatujec powyzaze metode analizowano wariancje drgan modeli prze-
k+adni zebatych o losowym wymuszeniu oraz losowych zmisnach sztywnoéci[71,

78, 79] .

Uwaga 1

ﬁie trzeba ogranicza¢ sie z zaatosowanism metody réwnan catkowych oraz
aetody matego parametru tylko do jednego réwnania. Mozna ja stosowaé tak-
ze do uk¥adéw réwnan np. poatacl

L2 (t) ¢C .27« A + [BI(*) & 6 .ofjCt,»)] .Z(t,«a) ¢

¢ JS~E) ¢ 6 g0 (W] -Z(t <0 m P(t W)

Uwaga 2

Nie trzeba aie takze ograniczac¢ tylko do cztonéw matych rzedéw 1 jak
przyjeto w (3.62). Podobnie, zatozenie, ze warunki poczatkowe ae zerowe,
nie Jest konisczne. 0Oes$ll zatozy¢ wystepowsnie czdonéw matych wyzszych

rzedéw lub niezerowych warunkéw poczatkowych, wtedy wzory (a szczegdélnie

(3.69)) ataje Si€ znacznie bardziej skomplikowane. Dlatego tez zrezygno-

wano z taj ogé6lnosci.
W przypadku koniecznoéci rozwazania cz¥onéw matych wyzazych rzedéw lub

niezerowych warunkéw poczetkowych konkretnie rozwezanego ukdadu dynamicz-
nego Jest bardziej wygodne wyprowadzenie - dla poazuklwanaj charaktary-
etyki probabilistycznej rozwlezanla - szczsgétowsgo wzoru niz ogélnej za-
leznosci na momenty rzedu r.

111.5. Numeryczne poréwnania metody Impulsowel funkcji przejscia
(funkcji Greene) 1 metody réwnan catkowych

Poréwnano czas obliczen wariancji rozwigzania (przemleazczenia) ukdadu
dynamicznego o zmiennej maele i losowym wymuszeniu opisanego réwnaniem
(3.33), etoeujac metode impuleowej funkcji przejscia (funkcji Graena)
oraz metode réwnen catkowych. Obliczenia przeprowadzono na komputerze
PDP-11/34 w tych aamych warunkach (komputer nie by¥ obclezony Innymi u-
zytkownlkami). Dane przyjeto Jak dla rys. 3.1 przy Cj - 1. Uzyskano bar-
dzo dobre zbieznos¢ wynikédw przy atoaowaniu obu metod, co wida¢ w poniz-

szej tabeli:
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Wartosci wariancji w [m2]

Natomiast czas obliczen dla wartosci wariancji do ! sekundy wynosit przy
stosowaniu metody impulsowej Tfunkcji przejscia 64,24 aekund, a przy sto-
sowaniu metody réwnan catkowych 24,76 aekund. Gdéwny zysk czasowy wynika
z faktu, ze impulsowa funkcja przejscia jest funkcja szybciej zmienng (por.
np. funkcje Greena dla oscylatora harmonicznego [52] ) niz rezolwenta. To
z kolei powoduje, ze przy zatozonej doktadnosci obliczen krok zmiennej

niezaleznaj dla metody funkcji Greena musi by¢ mniejszy od kroku stosowa-
nego w metodzie rownah catkowych.

IV. OSZACOWANIE ROZWIAZAN UKEADOW ROWNAN STOCHASTYCZNYCH

Dla nieliniowych etochastycznych ukdadéw réwnan rézniczkowych rozwie-
zanie lub jego momenty se otrzymywane przy stosowaniu metod przyblizonych
Waznym problemem jest oszacowanie ich dokkadnosci. W p 1V.1 podano twier-
dzenie o istnieniu i Jednoznacznosci rozwigzania nieliniowych stochastycz-
nych ukdadéw réwnan rézniczkowych.

Nastepnie w p. 1V.2 oszacowano réznice pomiedzy odchyleniami standar-
dowymi dwoch zmiennych losowych. Otrzymane oszacowania  wykorzystano do
badania réznicy odchylen stsndardowych rozwigzan dwéch ukdadéw dynamicz-

nych.

1V.1. Oszacowania rozwigzan 1 ich momentéw w nieliniowych
ukdadach stochastycznych

Rozwaza¢ bedziemy ukdad nieliniowych stochastycznych réwnan roézniczko-
wych postaci:

d ~(t LE,U)
-2 * Y(E,N,6.0), “4.1)

gdzie:

@ tt[-T,8, T<oo, ¢ - mety parametr, £ 6 [¢ £J ,

() A, £29) » col [yjt.¢.w)] - n wymiarowy wektor kolumnowy wspét
rzednych, i m 1,2,...,ni y(0,6,w) » - wektor warunkéw po-
czetkowych dla t*0 oraz jy™(t .,<0) - vi(0,£,u)J] < b <oo dla
prawie wszystkich realizacji

ain) YN E,u) » col (t.y,.£,<)] - n wymiarowy wektor kolumnowy
funkcji proceséw stochastycznych), ktérego prawie wszystkie rea-
lizacje se zdefiniowane iciggte ze wzgledu na t,y, £, czyli dla po-

wyzej okreslonego obszaru zmiennych t ( t , y - ¢ , u > ) | <M
M>0 Ilal ,2 n

dla prawie wezystklch realizacji. Ponadto zatozono, tp dla pra-
wie wazyatkich realizacji Jeet spedniony warunek Lipschitza ze
wzgledu za zmienne £ i stala % > O, tzn.

BY(E Y505 - Y(E Y- ED| S 1 S “.2)
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gdzie - Jjljest norme Euklidesa w przestrzeni Rn. Zachodzi nastepujace
twierdzenie @©9] :

TWIERDZENIE

Przy powyzszych zatozeniach ukd#ad réwnan (4.1) as dla prawie wezystkich
rsallzacji jedyne rozwigzanie (procea atocheetyczny) 7(t,6,i0), ktoére dla
t0 apednla losows wsrunki poczatkowe ~ . To rozwigzanie Jest dla pra-
wie wszystkich realizacji zdefiniowane i aa ciaglg pochodng jako funkcja
zaiennej t w przedziale te C'TO*ToT* 9dzia TO “ “in (O* Re*"i*-
zanie to jest dla prawie wszystkich realizacji ciagte Jako funkcja para-
aetru i1 w przedziale [6]J, fcj , Jednostajnie wzgladea t (dl. [-T~T))
Jesli ¥, fe,w) 1 *(t,fc**,w) sa rozwigzeniaal ukfadu (4.1), wtedy dla
prawie wszystkich rsallzacji

A V  [fix-e**] < tf=>Hx(t.£u) - xtE*0)]] < ? (4.3)

2>0 £>0

Dowdéd twierdzenia jest podobny jsk w przypsdku deterainistycznya [14, 60]
a dla warunku (4.3) jak w P]-

Uwaga 1

W przypadku linlowya prawie kazda realizacja rozwigzanie Jest zdefl-

niowana i ciagta w catya przedziale te G-T,q.
wniosek 1

Wprost z dowodu twierdzenia wynik, dla prawie wszystkich rs_lizscji o-
szecowanie:

ny(t, ¢,00) - x(t,67.U)|] £ ~ . [exp(G»t)-1] “4.4)
jesli dla prawie wszystkich realizacji jest speinione

BY (2.%(g, £%*.<*) ,6*.5) - Y(Cr.*(S.C**.«>).£5* u>)ll < W (4.5)

gdzie o e [o,t].
Wzér (4.4) daje oszscowanls réznicy rozwigzan (“odleghosci®®).
oezacowa¢ tez roéznica odchylen standardowych. Zachodzi nastepujacy leaat:

Mozna

Leaet

Niech zaienne loeowe a(l>) 1 B(u:) przyjauja z prawdopodoblenstwea 1
skoriczone wartosci (Ja(io)]|<oo , [B(W]| < ) oraz niech istnieje f >0
takie, ze [a(w) - 8W)|4 $ =z prawdopodoblenstwea 1. Wtedy odchylenia
standardowe spedniajg nieréwnosc:

K - *B\< **
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Dowod
Z prawdopodobienetwea 1 zechodzl:

iAW) - BWI - 1AW) - BA) - (@) - EB(ui)) + E@@ @) - B(m))|<£

(4.6)
Podnoe7ac nieréwnos¢ (4.6) do kwadratu oraz usredniajac Ja otrzyaano:
*<i* * Ce(a(w) - B(.))I2 - 2.Kab< #2. “@.n
gdzie KAB - kowariancja zalennych A(co) 1 8()-
Stad
62 * <s§ - 2.«a<sh<£ 2
«a —-*»)2< 1 2
4.8
Wniosek 2
W szczegdélnosci oszscowanls poaiedzy 1-tyai wspétrzednymi wektora ko-
luanowago Jest nsstepujacs:
Iyt (L, fi* ta) - yACL,fi**,w)]| ML ferus) — y (x-~ ? 4.9
a takzs
IVt.s*.«> " Bi(t.e*™,u)] < V (4.10)

Uwaga 2
Oesli n>2, wtedy uktad (4,1) przedetawia drgania nieliniowego oacy-

latora haraonlcznego oraz dla i»l (4.9) jest oszacowanlea przeaieezczenh

i ich odchylen atandardowych obliczonych dla £ i £

Uwaga 3
Weddug (4.9) 1 (4.10) aozna dla uk#adu dynaalcznego opisanego ze poao-

cg (4.1) oszacowa¢ roéznice poaiedzy rozwlazaniaal i ich odchyleniaal atan-
dardowyai dla przypadku liniowego i nieliniowego badZz uk¥adu 0 parame-
trach zdeteralnowanych i losowych. Mozna takze zyeka¢ na czaaie obliczen
koaputerowych. Znejec bowlea rozwigzanie 1 Jego odchylenie standardowe
przy danya fc* oraz aozna otrzyaa¢ informacje o rozwiezaniu 1 Jego od-

chyleniu etandardowya przy 6
Uwaga 3 bedzie rozwinieta w nastepnya punkcis.
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1V.2. Oszacowanie réznicy odchylen standardowych
rozwigzan w ukdadach liniowych

Dla uk#adéw liniowych nozna poda¢ bardziej szczegétowe postaé oszaco-
wan poniedzy dwona rozwiezanieni oraz ich odchyleniani standardowyni wy-

znaczonyni dla ¢ 16 . Rozwaza¢ bedzieny liniowe stochestyczne réwna-
nie rézniczkowe postaci:

en(t).y \t, ) + [fn.j/1) ¢£ ,«)J.y’\n—lf\(t <D+ ... e

¢ [0 (D) ¢ £.0f0 (tui)] ,y(t,u>) -P(t,co), (4.11)
przy tych sanych zetozeniach co w rozdziale 11.1 i IV_1. Ponadto niech
tep.gg i inflan(®] >0

te [o-t]

Réwnanie (4.11) moze by¢ sprowedzone do ukdedu réwnan (4.1) poprzez pod-
stawienie y(t,w) « yl(t,u). Ukkad ten przyjnie postac:

yi1(t,<Q - y2(t .0

*, 1<»,«) » yn(t,w) “.12)

yN(t'w) * - eTTT - | [8n-1(t) + «<&n-1(T'“3 *Yn(txd) * o'* +

+ [.() +6 QOEw)] VI(t.W]

Dla wyznaczenia statych % 1 B z (4.2) i (4.5) wykorzystano zaleznos¢:

cj ¢ ... +¢,)2< n.(2 + ... ¢« C2) “4.13)

oraz synbol ose sup|z(u>)|, ktéory dla zniennej losowej z(«) oznacza naj-

wieksze dolne ograniczenie zbioru wartosci £ , dla ktdorych p{#x= |z(B)|>/&\»
m 0. Ola prewie kazdej realizacji zachodzi:

[IYCt.y",e,u) - Y(E,Y',i.U4-N P2(t.«) - y2(t,u)] + ... ¢

R RS VIR - R S
z c [o-1] i-0,1 n-1
1

Sy IEW) - yi(tar)] oL+ G ER) - YU
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S | - n . €8S SUD IBIN) ei.ok(Ff)] ¢ 1 . [IN(t.00~y (t DI
y inf er(?) 06 [0.t] L1 1 3
1 b] §i-0,1....n-1 4.14)

Stata % nie nuei by¢ traktowana Jako wartos¢ zadana dla catego przedzia-
4u zniennej t, nozna Je skonstruowac jako niemelejece funkcje zniennej t

postaci:
1 | TZ -
we)~| £ess sup Janfz) ¢ £ o, Zw)|+l (4.15)
| i"f~ (i) [o€] LI
1 ee [ot i-0,1.._._.n-1

Dla prawie kazdej reelizecji zachodzi nastepujece oszacowanie:

IIYGET. *(2.£5%..) .£5.<) - Y(?.6**W) 5. QI -
~ | v/ w2
SB[ + e e e

< infLyLanIle\: W ess sup oj2 (Z.ci)-|Ix(t ul (4.16)

< «6[0.~
?6 [o 1 i-0,1..... n-1

Sted % jako nienalejeca funkcja czasu nusl speidniaé¢ zaleznosc:

- 888 *UQ NPC Il (4.17)

* 3 * WY %688
3-‘(9 IﬂYHﬂ/)I ‘|4l 7¢[0.4] 7Hp.

?e[0,t] i-0,1,....n-1

Oesli rozweze¢ XL i & Jeko state, wtedy do prewych stron wzoréw (4.15) i
(4.17) nelezy podstewi¢ t-T, tzn. przyje¢ &« 3 .(t), 2e-3f(T), 5i XL
bede wtedy oszacowane dla catego przedziatu t e [0.t].

Powyzsze oezacowania zostane wykorzystane do analizy drgan liniowego

stochastycznego oecylatore harnonicznego opisanego réwnanie»:

d2 y(t.g) + r2n e N(t,«0 . * t2 HE£
dt2 (4.18)
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gdzie: n,k - state; N(t,<0), K(t,u>) - procesy stochastyczne, ktérych pra-
wie kazde realizacje apekniaje nieréwnosci:

~ Cj, IKCt @] < Cg oraz k2 >2n ¢ E] - Cj

Ola réwnania (4.18) wyznaczono odchylenie standardowe dla £» 0 (réw-
nanie ze stalyal wspétczynnikami) 1 670 . Oszacowano bled poaiedzy ni-
mi wykorzystujac wzory (4,4), (4.9), (4.10), (4.15) i (4.17). Otrzyaane
na drodze oazacowann teoretycznych wyniki poréwnano z wynikaai otrzyaanyai

przy uzyciu aetod syaulacyjnych. Ola £ - O rozwigzanie réwnania (4.18)
aozna przedstawi¢ w postaci [33, 50] przy (k > n):

y(t,u>) - exp(-n. t). [y O <@.cos(Ifk2-n2/t) o
L yk -n

. sin(%ka—nZ'.ty 3 j VR -exp(-n(t- 2))sin(I/k2-n2 1 (t- g) ) .P(g ,u)dg
0 "k '"n (4.19

gdzie y@O,t>), y(@O,u>) - losowe warunki poczatkowe.
Oo dalszych obliczen przyjeto proces P(t,w) w postaci:

P(L,1>) « a @).ep(=<*.1), (4.20)
dzie >0 i a)- zaienna losowa o rozktadzie réwnoalernya w prze-
ziale ,/Q . Sted

y(t,«0) - sxp(-nt).ry(© m).cos(IfikvIit) * vCO.“).n .

Xl kZ-n* '
. sin(fFk2-n27t)l ¢ >
U200 oy M)
Vk2-n2i(k2 +°f2 - 2.n.c$)
{'k2—n2.exp(-op.t) - exp(-nt). |(n-oH).sIn(g|k2-n21t) ¢

+ [fik-n2 Icos(|2-n2/ M| * @.21)

9t - Xp(-nH—-  (*.t).[n.y(0.Udkk2.y(0,"

exp(-nt).y(0,00).cos(Ifk2-n2.t) ¢ —-— -
V k2-n2.(k2 *cez - 2.n.of)
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-of-Ifk2-n2.exp(-of. t) ¢ exp(-nt). ~k2-n.oe).sin(Ifk2-n2.t) ¢
¢ 0(."KZ-n2" _.coe(ikZ-n2[ )]~ “4.22)
Stata (wg (4.15)) przyjaie postac:

&«l12.[k2 ¢ \e\ _ej ¢ 1. (4.23)

a funkcja "Ift)y Wy (4.17))

ae(t) >|g|-[F27MX {cl*cZ ee= 8UP Hi(8.II. (4.2%)
Te [0.1]
gdzie
eIl »1ly2 @« ¢ ~(t.o)" (4.25)

W przypadku gdy warunki poczetkowe se zdeteralnowene i zerowe

ess sup |[IXC* K- ==, —— eup Wjjk2-n27exp(-of.») -

Se[p,t] |/k2-n2.(k 2462-2n.ce) ««[O.1] 7

_ eXp(—n?). |(hcP) sin(™K2-n217) & ~k2-n27cos(|fk2-n2*Z)Jf" *

»N —of. JK2-n2"exp (of. ?) & exp(-n.«). JK2-n.ce).sinQ[k2-n2"?) *

® -1
» .fk~-n~.cosf|[fkrn"]e)M 1

26)

Ola réwnania (4.18), gdy £»0, aozna wyliczy¢é odchylenie standardowa
ri:) (). Poniewaz 47& » wynosi ono:

[ ] |

JA2. (k2-n2). (k2+c™-2.n.0e)

*0<t) [fien2 _exp(-oe.t) -

<p(-nt). j(n-oF).ein(yk2-n2Lt) + ~k2-n2 [cos(yk2-n2"t) “-21)

Ols przypadku £/< 0 obliczono odchylenie standardoae <8 (t) przy zatozeniu
ze procesy N(t,u) 1 K(t,u») se zaisnnyai losowyal o rozkkadzia réwno-
ailernya odpowiednio w przedziatach £0CJ 1 (0,C\ . Symulacja byta wyko-
nywana w ten sposéb, ze we wzorze (4.27) podstswlono za atale n wyrazenie
n+j .6 .n(m, aza k2 wyrazenie k2 ¢ £ . K(w), gdzie n(w) i k(o)
bydy losowo wybranyai liczbaal z przedziatéw (0,Cj i [o.cj.
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Do obliczen numerycznych zakozono, ze n » » 0,1; k -Cg m 1li

A e 1.

Rysunek 4.1 przedstawia réznice pomiedzy (t) 1 ~ (t) dla c$ 0,05
1 £« 0Os 0,1. Roéznica nla Jest tak wielka. Jak to wynika z wartosci funk-
cji j(t) - oszacowania réznicy (4.10) - danej wzorem (4.4). W ponizszej

tabelce se zaprezentowane wartosci funkcji ~(t).

t £(D)
0.5 0,054136
1,0 0,340762
1.5 1,336004
2,0 4,196598
3,0 31,26965
5,0 1267,882

10,0 13148528

Wida¢, ze oszacowanie roéznicy dane przez wzér (4.4) jest znacznie wiek
sze ("grubsze') niz réznica pomiedzy odchyleniami standardowymi widoczna
na rys. 4.1. Wpkyw parametru ce nawartosci odchylenia standardowego jest
widoczny na rys. 4.2 dla ()i rys. 4.3 dla Sg(t). Zatozono, ze
£m 0,1 i ¢$m 0,05; 0,5. Dla wiekszych e maksymalne wartosci odchyle-
nia standardowego se mniejsze. Wpdyw parametru 6 na wartosci ~ (t)przed
stawiono na rys. 4.4. Zatozono,ze £= 0,01; 0,3 (obliczenia przeprowa-

dzono takze dla 6» 0,05; 0,1) i o= 0,05 (takze dla of« 0,5).

Oesli

£ przyjmuje wieksze wartosci, wtedy maksymalne wartosci £g(t) se mniej-
sze. Takze okres pomiedzy kolejnymi maksymalnymi wartosciami Jest mniej-
szy dla wiekszych lub £ . Inne przyktady wpkywu parametru £ na warto-

Sci wariancji mozna znalezé¢ w [7] -

Na podstawie badan teoretycznych i numerycznych przeprowadzonych w roz-

dziaktach 11l i IV mozna sformutowa¢ wniosek:

Wniosek
Wptyw matego parametru £ na charakteryatykl probabilistyczne
zan nie jest tak wielki. Jak to wynika z oszacowan teoretycznych.

rozwie-
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kazdego v ukdad réwnan (5.1) jest ukdadea zdeterainowenym. Rozwiezujec

go otrzymuje sie 1 realizacje procesu y~ft.w). Ich zbiér daje proces
stochastyczny bedecy rozwiezaniem ukdadu (S.1). O funkcjach za-
+ozono, za se rézniczkowalne czestkowo odpowiednie [1l10oS¢ razy (zalezy to
V. WRAZLIWOSC STOCHASTYCZNYCH UKEADOW DYNAMICZNYCH od rzedu rozwazanej stochastycznej funkcji wrazliwosci)wzgledem y~” oraz
® gdzie i1 - 1,2 q, J m0,1 n oraz ze realizacje y(t.o;,u>) se
rézniczkowalne wzgledem cf .
3es$li bada¢ charakterystyki probabilistyczne ukdadu dynamicznego po- Rézniczkujec ukted réwnan (5.1) wzgledem °f(dla o< mcrq) otrzymeno:

jJjawia sie pytanie. Jaki wplyw maje na nie zalany parametréow ukkadu. W li-

teraturze bada sie to zagadnienie przede wszystkim w przypadku zdeteral- i ) «F. Qy(n) ®Fx Wj W. w,, w,

nowanya [l0, 15, 80, 84], rozwazajec tak zwane funkcje wrazliwosci. Wp. efi dyin)

V,1 zostane skonstruowane réwnania stochaatyczne dla funkcji wrazliwosci oyin7 m ** 53

pierwszego i drugiego rzedu. Wp. v.2 zostane one zastosowane do aprokay-

aacji g;)\ivoln(?gi rozwugzanl;i lub Jegodioaentow. Apt‘oksyaa(:]_a ,tal bakt_‘aca ™ 9fq 'BYg)} of, <Vi A
czas obliczan koaputerowych w przypadku wyznaczenia rozwiezan ub jego (T 2yi 8vq o°f
charakteryetyk probabilistycznych dla kilku wartosci parametréw  ukdadu. ©oe G.2)
Proponowana aetoda aproksyaacji jest wykorzystywana w p. V.3 do badania

stochastycznych drgan nieliniowego oecylatora harmonicznego, w p. V.4 -

drgan aodelu przekt#adni zebatej, a w p. V.5 - drgan aodelu pojazdu (za- bedz przy podetawleniu

wieszenia). . L= okofc,
wrazllwosci 1-go rzedu)

v df eyl (Jest to stochastyczna funkcja

®Fl
W*
V.1. Metoda analizy wrazliwosci nieliniowych uk¥adéw stochastycznych NO) 91! (M) oo v
za poaoca aetod eyaulacylnych Qyi
Rozwaza¢ bedzieay ukdad nieliniowych stochastycznych réwnan rézniczko-
- . ®f ®fq
wych poataci [64] :
ife «<*F> . A . 55?2 «"m ......... £@Vo * N
l tha (5.3)

MY ... .Yg m_eeyMmeesiYg* Lt gps) B O

""""""""""" G-D Analogicznie mozna poetepié¢, gdy w ukdadzie dynamicznym  wystepuje r pa-
Yan) Yl Yg* * “0 rametréw afj ,... .0, wzgledem ktérych badamy wrazliwo$é rozwiezania.
. Wtedy ukdad réwnan aa postac:
gdzies
q - ilos¢ zaiennych. 110$¢ réwnan;
t - czas; ) yin) Yl . « o
u - zdarzenie eleaentarne;
ot,- statly paraaetr, ze wzgledu na ktéry Jest badana wrazliwos¢ rozwie-
zania. Zatozono znajomos¢ warunkéw poczetkowych. } G.9H
(n) #Vq  # e #HyjH#Heee*Yq*Ft,0n,.. . O0.,00) ® 0
Powyzsze réwnania rozumiane se Jako réwnania dla reellzacji procesow
stochestycznych bedecych ich rozwiezaniaai. Zakkadamy, ze ponizeze zato- Rézniczkujec po ...off wszystkie réwnania od I,....q w punktach

zenia se spednione dla prawie wazystkich realizacji, dzieki czeau mozna
ukdad réwnan (5.1) rozwiezyweé za poaoce metod syaulacyjnych, ©bowiem dla <M0....0%0 otrzymano:



(5.5)
& 1 A N
Oesll przyje¢ @&@J 2f dla 1.2. G 3" 1,2,....r weedy:
Q) "if.
SLie 577° 11 *Ut+ TyTF @l
fif 3f
N\ *0)i i coe _ *keid
Oy7 *Oii ¢ees pfr -V ¢ 3y**<ii gi
) «fl ofi
-r ar Bop
9ofo ™ of () of vf
* egt! syfrxlr * .
[5 S rq y tv2x4qr
G.6)

ola q <£1|eW|adomych 1r pelirametrow otrzyauje sieg funkcjij/\TraZIi—
woscl oraz g . r rownan na te funkcje (5.6). Badajec wpdyw jedne-
go peraaetru otrzyauje ale aniejezy ukdad réwnan (5.3), dlatego tez, je-
Sli aoZna, to lepiej bada¢ wphyw poszczegdélnych paraaetréow i otrzyaywacé
na nie osobno uktady réwnan. Chyba, Ze wszystkie zaienlaje ale na raz. W
powyZszya uktadzie r-segaentowya tylko prawe strony se réZne poaiedzy ae-

gaentaal 1 aoZna go rozwleza¢ osobno r razy, korzystajec z procedury dla
ukdadu (5.3).
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Dotychczasowa analiza dotyczyta wykorzyetania stochastycznych funkcji
wrazliwosci 1 rzedu (rozpatrywano pierwsze pochodne rozwlezan wzgledea pe-
raaetru). Mozna te analize rozszerzy¢ na stochastyczna Tfunkcje wrazliwo-
Sci drugiego i wyzszych rzedéw. Rézniczkujec ukdad (5.3)Jeszcze raz wzgle-
dea c<(dla of *0?Q) otrzymano:

Ki, , > "Il ef,
ATRT « *1  seeex BASTH**q 4%+ WT'AL * %
R 2F1 , ~2f1  ,In) A i o« f 1 1
®F "
oty *5
©..m) ev
*of « g e2f.
< ANENT* q “dagy)"-"1 *=* 3c$Yq
6.7
gdzie
02Vl (5.8)
aee™
r ‘%

Réwnania, ktore spednlaje stochastyczne funkcja wrazliwosci Il rzedu Ba-
je lewe strony takie saae jak réwnania dla stochastycznych funkcji wraz-
liwosci 1 rzedu, prawe atrony zawieraje wyrazenia z ktéra se znane
na podstawia réwnania (5.3). Aby otrzyaa¢ réwnania, ktére epednlaje sto-
chastyczne funkcje wrazliwosci Il rzedu w przypadku r paraaetréw, naleza-
toby ukdad (5.5) zrézniczkowaé¢ wzgledea ofr w punkcie d1Q>... , &0
oraz wprowadzi¢ oznaczenia poaocnlcze:

®2y+
A »oe

on-on

daf M.1

ki-"~o
Y,

dla 1-1,... ,g oraz J,1 *1,2,._..,r.
Bedzieay wtedy aieli r ukkfadéw r segmentowych, podobnie Jak w (5.6),
bowlea Jest q.r2 zaiennych *1J1 1 tyle saao réwnan. Praktyczniej jest
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wiec zmienia¢ tylko 1 parametr, ala nozna tez przy wiekszej llosci para-
aetréw korzysta¢ z procedur nuaerycznych wykorzystywanych w przypadku 1
parametru. Powyzsze postepowania aozna rozszerzy¢ na przypadek stocha-
stycznych funkcji wrazliwosci wyzszych rzedéw. W przypadku 1 paraaetru
lewe strony uktadéw se zawsze te saae, tylko po prawych wystepuje wyraze-

nia zawierajece koabinacje stochastycznych funkcji wrszliwosci nizszych

rzedéw (dla wlslu parametréw segaenty se podobns). Ponadto w przypadku 1

bedz wielu paraaetréow ukdady réwnan na stochastyczns funkcje wrazliwosci
se liniowo, o zerowych wsrunkach poczetkowych.

V. 2. Aprokayaacla dowolnano rozwiezanls lub lego aoasntow

zs poaoce szeregu zawieratecego funkcje wrazliwosci
réznych rzedéw

W tya rozdziale zostanie pokezane zastosowanie stochastycznych funkcji
wrazliwosci do badania rozwiezanla uk#adu dynaaicznego dla dowolnej war-
tosci paraaetru oe, gdy znane jest rozwlezanie dla oe.of0. Zakdozmy, ze
badana Jest wrazliwos¢ ze wzgledu na 1 parametr (5.1), a wiec obowiezuje
przy obliczeniu stochsstycznych funkcji wrszliwosci uk#sdy réwnan (5.3),
(5.7) itp. I-ts rozwiezanla dla dowolnsgo ®@ aozna przedstswi¢ zs poaoce

rozwiezanla w punkcis of»ofo oraz stochastycznej funkcji wrazliwosci wg
wzoru (podobnego jak szereg Taylora)

VA(t,e,m > yi(tofo, ) + 2+( .0 «). A<*+ SN(E p@ ) (A2 & .

G-9
dla 1 m1,2 q; Ac*. ot-ofg.
Mozna wiec bada¢ réznice poaledzy rozwiezaniea (dla dowolnego c$) oraz
skonczonymi suaaai wyrazen branych z prawej 8trony wzoru (5.9):
Rol(t'ey c') “ “OYNE XD
Rjjtt 00 ,of, ) - yi(tof,ui) - |yA(Ct,d®d @ ¢ ~1(t~0,w) .A02]
R2ir*"No" A"~ “ Yi(d  a) ~ [/i/* <K,
*\ ~(t.oN.wMAo?) 7] (5.10)

RpI(* .0Aj.of,«) - yl(t,0e,u>) - [y=(t .0 u>) - (Lo, ). Ace+
...t dly =3 ~(t o ,00).(AoF)Y ,

gdzie przez y” oznaczono funkcje wrazliwosci rzedu p.
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Mozna wiec nie rozwlezujec ukdadu (5.1) dla kazdego z osobna znalezé
dobre przyblizania, gdy znaay jago rozwiezanla dla jakiego$ dO i policzo-
ne w tya punkcis funkcje wrezliwosci pierwszego bedz jaszcza wyzszych rze-
déw. Wtedy wyrazania wystepujece w nawiasach prawsj strony wzoru (5.10)
se przyblizanlea rozwiezanla y” "t ,<$,«), gdzie 1 » 1,2,...,9. Oast to
szczsgoélnle wygodna podejscie; bowiea wystarczy zna¢ 1 rozwiezanls ukdadu
wyjsciowego nislinlowsgo typu (5.1) przy o » ofg oraz rozwiezanla ukdadow
liniowych typu (5.3), (5.7) itp. Z nich aozna skonstruowa¢ dobre przybli-
zenie dla dowolnego ce . Oesli interesuje nas uzyskania wynikéw dla kilku
0? (a tya bardziej wielu 0?), wtedy zyskuje sie znscznie na czasie obli-
czen nuaarycznych stosujec powyzsze aproksymacje. Przsprowsdzons badania
nuaeryczna dla réznych ukdadéw dynaalcznych wskazywaty na duze dok¥adnosé
rozwigzan przyblizonych przy aproksyaacjl rozwiezan dokdadnych 1 wykorzy-
staniu tylko funkcji wrazliwosci 1 bedZz 112 rzedu.

Podobna przyblizania aozna czyni¢ dla ukdadéw o r parametrach.bardziej
skomplikowana jest wtedy tylko suas (5.9) (analogicznia jak wielowyalaro-
wy szereg Taylora), ktéra przyjaie poatec:

Yyrt.on <Vw) - yi~-"io <Ww) *

r
¢ 2 E€ij-°*10....2ro-*) = 0%j -~jo] +
J-1
r
o1 2 AjinN o ‘*. 0N eh -0*jJ -h. 7°Ni) ¢eee
§i-i G.11)

Réznica wyatepujece w (5.10) se procesaal stochastycznyai. Ich realizacje
otrzyauje sie przy wykorzystaniu syaulacji losowych paraaetréw ukdadu dy-
namicznego oraz razwlezywaniu odpowiednich uk#adoéw réwnan rozniczkowych ty-
pu (6.-1), (G-3), (.-7)-. Majec realizacja proceséw aozna na ich podstawia
bada¢ aoaanty takie, jak: wartosci S$rednia, wariancja ltd., ktéra stano-
wie charakterystyki probabilistyczna rozwiezan. Tak wiec zbiezno$¢ szere-
gu Rpl do zera aoze by¢ badana Jako zbieznos¢ jego realizacji (ktére se
funkcjaal) do zera przy p—-00 bedz taz jako zbieznos¢ jego aocaentéw ktH-
re se funkcjaal zdetarainowanyai) do zera.

Saae obliczenia aoaentéw, gdy znane se reallzacjs proceséw stochsstycz-
nych, se robiona w maszynie cyfrowej, nie obclezajec znaczeco czasu obli-
czan.

V.3. Wrazliwo$¢ stochaetyczna nieliniowego oscylatora

Rozwaza¢ bedzieay drgania nieliniowego oscylatora poddansgo wymuszaniu
stochastycznemu, ktérego ruch aplsany Jest réwnanie«:
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y(t,w) ¢ ej.ytt.w) + a2.y(t,«) . A *ce. y2(t,u>0
» A(co).cos (k.-t +4°(W)).- G-12)

gdzie a”a”~c”k - state, a@> 1 <Ff(W) - zmienne losowe o rozkkadzie row-
nomiernym odpowiednio w przedziatach [o,a] 1 [0,25D). Zatozono zerowe
warunki poczatkowe. Badana bedzie wrazliwosS¢ wartosci Sredniej oraz wa-
riancji rozKiezania na zmiane parametru ce, a takze zbieznos¢ wartosci
Sredniej 1 wariancji réznic RQ, Rj. R2 podanych wzorem (5.10) (i«l wiec
Je opuazczono). Uetalajec wartos¢ parametru afmoeQ dla roéwnania (5-12)
uzyskano wg wzoréow (5.3) 1 (56.7) réwnania na stochastyczne funkcje wraz-
liwosci 1 1 IX rzedu w postaci:

L (af0,«) ¢ al e(td,w) ¢ a2 (I 3.<0.y (L, B))N(tLQ,W) » -a2.y (t,u)
(5-13)

W A TO) ¢ =1.9(L.cO>T) ¢ a2. (143.0f0 .y> (t ,u) ).-3(t £O &) »
» -3a2-y2 (tA>).rf(t @ ,<) (G.14)

Wyetepujecy w réwnaniach (5.13) 1 (5.14) proces stochastyczny y(t,u>) Jest
roniezaniem réwnania (5.12) przy e ofd. Do obliczen numerycznych przy-
jeto ml, a2 *10, dd »5, A -5 kK»2 oraz of» 5,5.

Ryaunki 5.1 i 5.2 przedatawlaJe odpowiednio wartosci $rednie i warian-
cje rozwlezan réwnania (5.12). Zmiana wartosci parametru wynosi tutaj 10%

- 5. oe. 5.5, [o*:. 0,5).

Rysunki 5.3 i1 5.4 przedatawlaje odpowiednio wartosci Srednie i warian-
cje atocheetycznych funkcji wrazliwosci 1| i 1l rzedu. Ola ;>(t,c ,u) funk-
cje te przyjmuje mniejeze wartosci niz dla funkcji <E(t 4P o).

Rysunki 5.5 1 5.6 przedstawlaje odpowiednio wartosci Srednie i warian-
cje roznic Rj i R2 wg (5.10). Wartosci te wyraznie maleje przy stosowa-
niu kolejnej réznicy. Na rysunkach nie zaznaczono wartosci Srednich 1 wa-
riancji dla Rq, bowiem se za duze réznice m wsrtosciach pomiedzy RQ i R2
co wpdywatoby na ich nieczytelnos¢. Na podstswle otrzymanych wynikéw mozna
wiec atwierdzi¢ dobre zbieznos¢ przyblizen (Juz nawet pierwszego) do roz-
wiezanla y(t,u>) przy powyzszych danych liczbowych.

y(t,of.0s)  y(t,ce0 ,@) + 1 (T,o00 ,u>). AOp+ 5. (togo,w). (4 o*>2 (5.15)

Badano takze wptyw parametrow rownania (5.12) na wartosci Srednie I wa-
riancje rozwiezania y(t,w) oraz stochastycznej funkcji wrazliwosci |1
rzedu.

Gdy zwiekszono , a2 lub an, wtedy melaty wartosci Srednie i wariancje
Ey, B, 62 _ <2

RYe* 5,2

51
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Nstoalast gdy zwiekszono A lub k, wtedy powyzsza wartosci Srednie i wa-
riancje wzrastaty.
Wptyw wielkosci zalan ilustruje ponizsza tebelka

£6
Ey 4
9 N W w w
a2 W W w w
al N w W w
A W w W
k W w W w

gdzie N oznacza niewyrazne zmiane a W - wyrazne.

V.4. Wrazliwo$s¢ stochastyczna drgan aodelu przektadni zebatej

W literaturze znalezé¢ mozna rézne modele aatematyczne rzeczywistych
przektadni zebatych [5, 7. 8, 12. 13, 17. 19. 22, 26, 27, 31, 32, 34, 41,
62] . Analizowa¢ bedziemy wrazliwos¢ rozwlezan przektadni zebatej badanej
w prasach [17, 34]. Oeet to walcowa przektadnia o zebach proatych, ktorej
model (rye. 5.7) ma dwa stopnie swobody i oparty jest na rozwazaniach z
[12, 13] oraz uwzglednia thumienie. Z badan P1] wynika, ze sztywnos$c¢ jeet
zmienne losowe o rozk#adzie normslnym. Tek wiec do analizy przyjeto model
[17, 34] z uwzglednieniem loeowej sztywnosci, ktérego réwnania ruchu maje
postac:

ai=<=Vvt + “cit+tc2,rin * ¢ C2rl.r2<R2¢,w) ¢

+ (Kj+kgCt ,15).r2) . A(L.t6) + K2 (t ,<0).rl.r2 2 (t W) « Mn

D2* " AL N * C2XrL r2e AN A 4 (C3%°27r]  A2n* *

¢ K2 (t .wJ.rj.Tg.~Ft_fcs) + (K3+k2 (L.£3).r])."2(t,B) » i.Mn  (5.16)

Deterministyczne dane przyjeto dla pary két zebatych ze skrzyni bisgéw
tadowarki kotowej +5-P wg [17, 34]. Sted Oj - 0,0058 [kg-BiY] , 32« 0,2228
[kg-a2], kx - i.12.105 [N.m/rad]- Kkj - 920 [n.m/rad] , rt * 0,054 |[n] -
r2 - 0,1348 [m] (promienie két), Mn - 2256 [n.b] , i - 2.6667 (przetoze-
nie kot zebatych) i Mn « 6016,075 [N.n] , Zj - 18, zg « 48 (ilosé ze-
bow), T 12 - k*ty obrotu [rad].

Ze wzgledu ne mozliwe biedy wykonania podzielki zaaadniczej kot zeba-
tych (@I] przyjeto sztywnos¢ zebéw jako zmienne losowe o postaci (liczba
przyporu 6» 1,44):
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5,6.108 ./Mw) gdy tt [n.T] (0,56 + n).T)
k2 (D) G.17)
109 _/Mu) gdy t€ [(0,56 + n).T; n+D.T)

neo0,1,2,...

Przy predkosci 330 obr/min 1 kota czas trwania zazebienia T « 0,01 [5] -
0 zmiennej losowej /&(w) zatozono, Ze Jeet o rozkdedzie normalnym o pa-
rametrach E &) « 1, 6? mnO0,0l. Ma ona okree 288 wartosci (co wynika z
ilosci zebéw przektedni). Brak sposobu okreslenia wspédczynnikéw thumie-
nia Cl,c2,c3, ale zatozono wg [17, 34] , ze thumienie Jest proporcjonalne,

tzn., ze zachodzi réwnosé:

gdzie k2 oznacza wertos¢ Srednle funkcji k2(t) i wynosi k2 - 7,8.10
[N.m/rad.aZ] . Bsdana bedzie wrazliwo$¢ wertosci Sredniej oraz wariancji
rozwlezania ne zmiane etoeunku tdumienia 1 sztywnosci d? denej wzorem 5.18)
e takze zbieznos¢ wertosci Sredniej i wariancji réznic RQIl, Ro2, R12
podanych wzorem (5.10) (i»2).

Dla uk#adu (5.16) zatozono zerowe warunki poczetkowe. Przyjeto oo =
. 4.95.10-5 oraz cfm 6.10”5 (zmiana warto$Sci parametru o 21.2%). Do
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obliczan nuaarycznych wprowadzono tranaforaacje czasu "Sn 10»t (w calu
zaniejazenia roéznicy w rzedach wartosci wapétczynnikéw ukdadu réwnan (G .16))
Tak wiec zaznaczona na wykraeach na oal poziomej warto$¢ czasu Jaat 10
razy wiekaza niz wartos¢ rzaczywlata czaau.

Przeprowadzono obliczenia nuneryczne wartosci Srednich:

E~JCt 0o ,w) . EYgCt & 0 ,u) Efjft ,0), Efz(t ,2ep), ESjCt™.a»),

ESgCt ,0Pa). ERO1(t,co), ERo2(t,u), ERjjCt.io) i ER12(L,ii).
Wykresy aialy podobny kaztakt. Po poczetkowych wiekszych wahaniach (za
wzgledu na przyjecie zerowych warunkéw poczetkowych) uatalaje sie one wo-

k6t pewnej wartosci .
Na ryaunkach 5.8 - 5.11 przedatawiono przykkadowo wartosci Srednie

ENiCt oo t>), ECICt 4B ,a»), ERQj(t.U) i ERjjCL.ts).

Wartos¢, wokét ktorej odbywa sie oscylacja i w jaki« przedziale (w przy-
blizeniu) podaje ponizaza tabelka.

Oacylacja woko+ wartosci Oacylacja w przedzlale
EW -0.0014 [-0,002; -0,0008]
Efgfch) 0,001 [ 0,0007; 0,0013]
Ey"tof) -0,0015 [-0,0021; -0,0009]
ER2U) 0,001 [0,0007; 0,0013]

E ix 0 [-2; 21

E , 0 [-1» 0
ERo! 0 [-0,00006; 0,00006]
ERo2 0 [-0,000025; 0.000025j
ERH 0 [-0,00003; 0,00003]
ER12 0 [-0,000008; 0 ,00000a]

Wartos¢ Srednia pierwszej roéznicy Rjj (ktéra uwzglednia juz stochaatycz
ne Tfunkcje wrazliwosci | rzedu) dla keta 1 Jaat dwa razy mniejsza od
wartosci Sredniej roéznicy zerowej Rqgl - dla keta 2 <* trzy razy. Tak
wiec stosowanie w aprokayoacji tylko atochastycznej funkcji wrazliwosci |
rzedu przy zalanach parametru o powyzej 20% daje dobre przyblizenie war-
tosci Srednich.
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Przeprowadzono takze obliczenia numeryczne wariancji

Wykresy miaty ksztakt szybkozmiennych n|eu1emn¥ch funkcji. Na_rys. 5.12-
-5.15 przedstawiono przyktadowo wariancje - . ,

Maksymalne wartosci. Jakie osiegaje wariancje, ae w przyblizeniu nastepu-
Jace:

m a ~ 1.2.107] mx2”~ j 2.8.10-8;

"axS<ACH ** @*10 - N 2,2.10 j

max02 ~ 10; maxe”™ ~ 1,8; maxEg -~ 4,2.10~9;
«l S2 ol

max<s2 « 7,5.10"10; mexqg? " 1.4.10-9;
o2 11

mx<Sp % 2.5.10-10.
12

Maksymalne wartosci wariancji pierwszej roéznicy Rtl dla keta sg trzy
razy mniejsze od maksymalnych wartosci wariancji przy aproksymacji tylko
atochaatyczne funkcje wrazliwosci | rzedu. Ta aproksymacja daje dobre
przyblizenie wariancji.

V.5. Wrazliwo$¢ stochastyczna drgan modelu pojazdu (zawieszenia)

W p. 2.2 analizowano drgania modelu pojazdu (zawieszenia) o dwoch stop-
niach awobody, poruszajecego sie po losowym poddozu (rys. 2.1), ktérego
ruch opisany jest ukkadem réwnan (2.7).

Obecnie analizowa¢ bedziemy wrazliwoséprzyspieszen maay «@, i »2 przy
zmianie sztywnosci zawieszenia kg. Dane do obliczen przyjeto wg @] -
W szczegélnosci mk « 0,16 (kGa2/cm] , m2 m 1,3 (kGs2/om] , Kj» 567 [kG/cm]
k2 m 162 (KG/cm] . c2 - 6,28 [kG.s/cm] -

Wedtug [X5] Cj » Cj. «» Cj.ff. gdzie: Cj - wspodczynnik thumienia,
v - predkosC kota, 1 - dhugos¢ sladu opony Jest dla duzego zakresu zmian
predkosci wartosci« state oraz ct o o,l.

*1
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Ruch pojazdu przyjeto poczetkowo jako Jednostajnie przyspieszony z
przyspieszenie« a m 2 jj/2] do chwili t m 5 [@ , a nastepnie ze stale

predkoscie. Sted predkos¢ na postac:

200.t gdy t< 5

I
v(t) - [car/sl (5.19)
] 1000 gdy t>5
Zatozono ddugos¢ sSladu opony 1 m 14 [ca]l oraz ze jest wartoscie state
dla t Sted poniewaz u mSt . N oraz ~ 0,1, otrzyaano dla
ct wzoér:

126,34  gdy 04 t<

Cj(t) - 4 odv 766 < *< 5 (5-20)
0,2527  gdy t>5

0 réwnaniach ruchu zatozono, ze spedniaje te saae warunki poczetkowa cow
p- 2.2. Réwnania drogi zatozono w postaci koablnacji coeinuaold o losowej
aaplitudzie, czeetotliwosci i fazie:

N
y(t,0) - 2 Aj*uO.cObfo JAI.KFE) +PU>)), (5.21)
i-1

gdzie przyjeto N«7, a takze roéwnoaierne rozktady zaiennych loaowych w)
fljw oraz o). Dla i = 1,2,...,7 Al(u) przyjauje wartosci z prze-
dziatu o, [ca], W) - z[0,23t). Zaienna wyraza sie poprzez
ddugos¢ fali drogi LNcc) wzorei Przyjeto réwnoaierne rozkia-

dy ddugosci fal L™Mo) [cal ( a 1,2,...,7) odpowiednio w przedziatach

[jo4 . 6.103]; [6-103, 2.103]s [2-103. 103] ; [103, 6.102]: [600, 400] j
[400, 200]; [200, O]- x(t) - droga [ca] wg (5-19) przyjaie postac:

100.t2 gdy t< 5
x(t).< [l (.22)
1 1000.(t-2,5 gdy t>5

Wrazliwos¢ przysSpieszen aaa a» i «2 badano przy zatozeniu o) m kg - 162
[kG/ca] oraz 112 [kG/ca] (Ace. -50 i zalana wartosci paraaetru
wynoal 30,86%). Rysunek 5.16 przedstawia wartosci $rednie przysSpieszen
EZjft.ch.w) 1 Ez1(t<,0) a rya. 5.17 E22(t 0,0 1 Ez2( < ,<0). Na
rysunkach 5.18 - 5.27 przedstawiono odpowiednio wykresy wartosci S$rednich
EStj. A1 A~ 2% ERo I} ERo02* N 11 * ER12* ~”A21* ER22*

Rzed wartosci S$rednich przyspieszen (i = 1,2) bardzo azyb-
ko aalaje. Wartosci Srednie réznic R~ ( < 0,1,2) aaleje, gdy j rosnie
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przy czya poaiedzy |ERO}J 1 IERnl réznica ta wynosi okoto 1 rzedu
wartosci a poaiedzy |ER11] i IERi2l ” okoto +75 raza.

Wartosci Srednia roéznic RN2 “0,1,2) taz aaleje, ale Juz wolniej.
Poaiedzy |ERo2] 1 Ileri2l réznica wynosi okoto 1,5 razaa |ER12" 1
iER_ 1 asje wartosci poréwnywalne.

Rysunek 5.28 przedatawia wariancje przyspieszen 2 A Jj i 62 ~

b 2 10 1

rys. 5.29 “ o6 ) 1 22 (= Na rYS* 5,30 ” 5,39 Pr2ed8ta,iono Odpo-
2 2, 2 2 2

wiednio wykresy Wa?ianc'i , Sy . (E,i , =, . Qg ><§ »é> LS,

«l 2 1 2 ol o2 Rl 12

6? , <i? . Rzed wariancji przyspieszen sL. U., % (i » 1,2) bardzo

21 22
szybko aaleje. Wertosci wariancji réznic R (@ m 0,1,2) aaleje, gdy j

a

rod$nie, przy czya poaiedzy <’§ ! i 6311 réznica ta wynosi okodo 300
razy a poaiedzy R #8R N
R g » 0,1,2) ;éleje pzolaiedzy zerowe a pierwsze roznice fel ;< M
- 2 , e , o 1Ry,
0 2-3 razy, natoaiast 6r22 mm wartosci wieksza od sr12 o okoto 2 razy.
Przy przyspieszeniu drugiej zaiannej 2 rdéznice wartosci Srednich i wa-
riancji se wolniej zbiezne niz dla pierwszsj zailannej.

Stosowanie tylko atochaatycznej funkeji wrazliwosci 1 rzedu dla powyz-
szego przyktadu daje dobre przyblizenia.

Wnioaek ten potwierdzaje badania nuaaryczne przypadkéw, gdy jAopj byd
aniejazy niz rozwazany JAof]J« + 50 oraz gdy proces stochaatyczny (5.21)
byt tylko jsdne losowe cosinusoide.

Mozna sforautowa¢ ogdélny wniosek stosowania aatody aproksyaowania roz-
wlezania lub Jago aocaentéw w stochastycznych uk#adach dynaaicznych za po-
aoce rozwiezania otrzyaanego przy ustalonej wartosci paraaetréw oraz sto-
chastycznych funkcji wrazliwosci 1 i 1l rzedu.

“ »koto 1,5 raza. Wartosci wariancji roéznic
2

Wnioaek

Stosowania ww. aproksymacji stochastycznej jest w dosS¢ szsrokia zakre-
aie zalan paraaetréw poprawna. Jej zbieznos$¢ zalezy od typu réwnan opiau-
jecych badany ukdad dynaaiczny oraz wartosci jego paraaetréw. Przy  po-
trzebie otrzyaanla kilku lub wiekszej llosci wykreséw wartosci Sradnich
bedz wariancji rozwlezan przy wykorzystywaniu funkcji wrazliwosci | bedz
1 i Il rzedu zyekuje sie znacznie na czasie przy obliczaniach nuaerycz-
nych.
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V1. PODSUMOWANIE

W pracy badano stochaatyczne uktady dynaaiczne o wielu stopniach swo-
body. Oako pierwsze aetode, ktére nozna stosowa¢ do obliczania charakte-
ryatyk probabilistycznych rozwiezania, gdy ukkad Jest liniowy, wykorzy-
stano metode wielowymiarowej impulsowej funkcji przej scia (funkcj i Greena).
Nastepnie pokazano mozliwo$s¢ zastosowania stochastycznego ukdadu réwnan
catkowych Volterry Il rodzaju do powyzszego celu. Zysk przy stosowaniu
metody réwnan catkowych (poza poznawczym) polega na oszczednosci czasu
pracy komputera w poréwnaniu ze stosowaniem dla tego samego typu ukdadu
dynamicznego metody funkcji Greena. Metode réwnan catkowych rozszerzono do
badania uktadéw nieliniowych przez zaetoeowanie metody makego parametru.

Metody powyzsze stosowano do badania drgan modeli pojazdbéw poruazaje-
cych aie po losowym profilu drogi, drgan modeli przek#adni, drgan ukdadéw
0 zmiennej masie i innych.

Wyprowadzono teoretyczne oazacowania, jakie spednia metoda matego pa-
rametru przy poréwnaniu rozwiezan i odchylen atandardowych dla dwéch réz-
nych wartosci matego parametru i poréwnano Je z wynikami uzyakenyni symu-
lacyjnie. Okazato sie, ze oszacowania teoretyczne se znacznie wieksze ('za
grube®) anizeli wynika to z obliczen symulacyjnych.

Zoatat takze zbedany wpdyw zmian parametréw stochastycznego ukdadu dy-
namicznego na Jego charakterystyki probabilistyczne. Podano sposéb (efek-
tywny i dokdadny) przyblizenia dowolnego rozwiezania lub jego momentéw za
pomoce sumy zdozonej ze stochastycznych funkcji wrazliwosci 1 i Il rzedu
oraz rozwiezania znanego dla ustalonej wartosci parametru. Metoda ta po-
zwala zaoszczedzi¢ c>as pracy komputera w przypadku obliczania momentéw
rozwiezania dla kilku réznych wartosci parametréow. Zostakta ona wykorzy-
stana do badania drgan nieliniowego oscylatora, modelu przektadni zebatej
wykonanej z bledami loaowymi oraz modelu pojazdu poruszajecego sie po lo-
sowym profilu drogi.

Reasumujec w pracy przedstawiono:

1° Metode badania wielowymiarowych dynamicznych uk#adéw stochastycznych za
pomoce roéwnan catkowych Volterry 11 rodzaju, ktérej stosowanie przyno-
si znaczny zysk czasu obliczeniowego na komputerze w stosunku do meto-
dy wielowymiarowej impulsowej funkcji przejscia (funkcji Greena).

2° Teoretyczne oszacowania. Jakie spednia metoda matego parametru w przy-
padku Jej stosowania do badania wielowymiarowych nieliniowych dynamicz-
nych ukdadéw stochastycznych. Wykazano, ze se one znacznie wieksze od
rezultatéw otrzymanych na drodze doktadnych obliczenn 8ymulacyjnych.

- 03 -

3° Metode przyblizania dowolnego rozwiezania lub Jego momentéw wielowy-
miarowego nieliniowego dynamicznego ukdadu stochastycznego za pomoce
funkcji wrazliwosci 1| i Il rzedu oraz rozwiezania dla uatalonej warto-
Sci parametru, ktora dajec dokdadny wynik, przynosi znaczny zysk czasu
obliczeniowego na komputerze. Jesli trzeba przeprowadzié¢ obliczenia dla
kilku réznych wartosci parametru.
Oako dalsze bedania proponuje sie rozbudowanie stochastycznej teorii

wrazliwosci o zagadnienia:

1° wrazliwosci stochaatycznych ukdadéw dynamicznych na losowa warunki po-
czetkowe,

2° badanie wrazliwosci stochastycznych ukdaddéw dynamicznych przy stosowa-
niu etochaatycznych funkcji wrazliwosci wyaokich rzedow,

3° badanie wrazliwosci stochastycznych ukdadéw dynamicznych, gdy para-
metr nie przyjmuje wartosci 8tateJd, lecz Jest funkcje zmlenne w cza-
sie lub proessem stochastycznym.
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METODY BADANIA 1 WRAZLIWOSC DYNAMICZNYCH UKEADOW STOCHASTYCZNYCH

Streszczenie

W pracy badano aetody analizy dynaalcznych ukdadéw stochastycznych oraz
wrazliwos¢ takich ukdadéw. Przedstawiono aetode wlelowyaiarowej lapuslo-
wej funkcji przejscia (funkcji Greena) oraz aetode réwnan cadkowych. Sto-
aowano je w najogoélniejszych przypadkach, gdy dla ukdadu liniowego warun-
ki poczetkowe ae losowe a wyauezenia se proceaaal stochastycznyai.W przy-
padku aetody réwnan catkowych zbadano iatnienie i jednoznacznosé roz-
wiezania, wykazano, ze przy jej stosowaniu zyskuje sie znacznie na czasie
pracy koaputere w stosunku do aetody funkcji Greena oraz oszacowano bled,
z jakia oblicza aie wariancje, gdy rezolwenta Jest podana w sposéb przy-
blizony. Stosujec aetode aatego paraaetru rozszerzono aetode réwnan cak-
kowych na przypadek aatych nieliniowosci.

Podano teoretyczne oszacowania, jakie wynlkaje dla stochastycznych nie-
liniowych ukdadéw dynaalcznych ze etosowanla aetody aatego paraaetru. O-
trzyaane rezultaty poréwnano z wynikaai syaulacyjnyni, z ktérych wynika,
ze oszacowania te se za wielkie, "za grube®. Zbadano wptyw zgian paraae-
tréw wielowymiarowego stochastycznego ukdadu dynaalcznego na jego rozwle-
zanie oraz aoaenty rozwiezania, proponujec przyblizenie rozwiezan dla do-
wolnego paraaetru przez rozwiezania dla ustalonego paraaetru oraz stocha-
styczne funkcje wrazliwosci 1 i Il rzedu. Metoda ta przynosi zysk czasu
przy obliczeniach na koaputerze.

Opisane wyzej aetody stosowano do badania drgan aodeli przekdadni ze-
batych o losowych paraaetrach, drgan aodeli pojazdéw poruazajecych sie ze
zalenne predkoscie po losowyn podtozu oraz oscylatoréw nieliniowych)ukda-
dow o zaiennej nasie iItp.



METOmbl WCCNEOOBAHVA U OIUHAMUYECKNX YYBCTBUTE/IBHOCTb
CTOXACTUYECKUX CUCTEM

Peswme

B paboTe 6bUM MccnefoBaHbl METOAb aHaM3a  AVHAMUYECKUX CTOXaCTUYECKUX
CUCTEM a Takke WX YyBCTBUTE/IbHOCTb. [lOKa3aH MeTOoh MHOMOMEPHOW  MMMY/IbCHOW
nepexofHon GyHkumm (PyHkuMM FprHA) W MeTOoh VHTEerpasibHblX YypaBHeHWi. MeTogmpl
NPUMEHsNMCb B Havbonee obWWX cny4yasix, Korga NSl JMHEHOW CUCTEMbl  Havailb—
Hble YCMOBUS SIBMIS/IMCb C/lyHalHbIMM @ BO3MYLWEHWUSI SIBASIMCh Cry4daiiHbiMM npoLecca-
MA. B cnydae meTofa MHTerpasbHbIX YpaBHEHW WMCCcnefoBaHO CylWwecTBOBaHWE U yC-
TOMUMBOCTb pelleHusi. Moka3aHo, 4YTO MpU MPUMEHEHUM 3TOF0 METOAA  YMEeHblaeTcs
BpEMsi KOMMblTepa Mo CpaBHEHUID C MeToAoM (yHKuuMM MpuHa. OueHeHa HEeTOYHOCTb
B BblMMC/IEHUN CpefHEeKBaApaTVHYeCcKon ownbku, B Crlydae Korja pe30/ibBeHTa Moxo-
Xa B npubnumxeHun. MpUMEHAs MeTo[ Masioro napameTpa paclmpeH MeTof VHTerpaib-
HbIX YpaBHEHWI Ans cny4dan HebonblMX HenuHeliHocTel. [aHbl TeopeTudeckue OueH-
KN AN CTOXaCTUYECKUX AUHAMUYECKUX HENIMHENHbIX CUCTEM, BbiTeKawuwye us npume-
HeHnsa mMeTofa Mavioro napaveTpa. [onyyeHHble pe3ynbTaThl CPasBHEHb C pe3ynbTa-
Tamn cumynsumMn. V3 3Toro cpaBHeHUs crieflyeT, 4TO MOJyYeHHble OLEHKW  BecbMa
NecrMecTUYHbl.  liccnefoBaHO BAMSIHME W3MEHEHWIA NapamMeTpoB MHOMOMEPHOW cToxa-
CTMYECKOlM [AVHaMMYEeCKOl CUCTEMbl Ha €€ pelleHne a Tawkke MOMEHTHble (QYHKUuMM pe-
weHVs1, npegnaras npubnuxeHne peweHuii ons mwboro napaveTpa, MNyTEM  peweHust
ANs YCTaHOB/MIEHHOIO MnapamMeTpa M CTOXacTU4eCcKUX (yHKUWA 4YyBCTBUTENbHOCTU | 1
11 nopsgka. MeTopg 3TOT AaéT YMEHblleHVMe MaWWHHOrO BpPeMeHW.

OnvcaHHble MeTofpl MPUMEHSIMCL AN UCCNeAOoBaHUS KonebGaHuii Mogenn 3y6yaTbiX
nepegay co Cy4aiiHbiMM MapameTpamu, KonebaHwui mofeneil MauiMH ABWXYWMXCS C ne-
PEMEHHOII CKOPOCTbLH MO CNy4YailHOW [Jopore a Takke HeMHEHbIX OCLWMIaToOpoB CUC-
TEeM C MepemMeHHOW Maccor u T.m.

METHODS OF ANALYSIS AND SENSITIVITY OF DYNAMIC STOCHASTIC SYSTEMS

Suamary

In the paper aathods of analysis of dynaaic stochastic systeas and
their sensitivity has been considersd. A Method of aultivariabls iapulss
transfer functions (Green"s functions) and a Method of integral equations
have been presented. They are used in the aoat general caaea in which ini-
tial conditions are randoa variablaa and input signals are stochastic pro-
cesses. The problen of existence and uniqueness of solution in the aethod
of integral equations is considered. Its application safes coMputing tlae
in coapariaon to the aethod of Green’s functions. The error of the va-
riance connected with approximation of e resolvent kernel is found. A ae-
thod of saall parameters is used for the systeae with snail nonlinearl-
ties.

Theoretical eetiaations for nonlinear stochastic systeaa are given for
tha saall paraaeter aethod. The results sre coapared with eiaulation re-
sults and the coapariaon ehowe that they are ovarestiMated. The effect of
perturbation of e Multivariable dynaaic stochastic systea for Its solu-
tion end Its MOMents has been Investigate. Solutione for an arbitrary pa-
raaeter are proxted by solutions for a given parameter and stochsstlc
sensitivity functions of the first and second order. This aethod safee
auch coMputlng tite.

The Methode have been used to investigate vibrations of models of to-
othed gears with randoa paraaeters, vehicles driving on a rsndoa baee
with varying speed, nonlinear oacillators, systems with vsrying aass etc.
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