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I. WPROWADZENIE

W naukach technicznych spotykany probleay, których analiza prowadzi do 
rozważania stochastycznych układów równań różniczkowych liniowych bądź 
nieliniowych. Losowe nogą być zarówno warunki początkowe, wymuszenia lub 
też paraaetry rozważanego układu dynaalcznego.

Jeśli układ równań jest liniowy o stałych współczynnikach, wtedy roz­
wiązania aożna podać w postaci wzoru analitycznego. Trudności Już clą po­
jawiają, gdy niektóre ze współczynników eą z»lenne w czasie. Tak więc ze
wzglądu na brak postaci analitycznej rozwiązania często bada się charak­
terystyki probabllistyczns rozwiązania (’wyjścia"), gdy znane aą własno­
ści I080W0ŚCI pojawiających się w układzie dynaaicznya.

Najbardziej popularną aetodą służącą do tego celu jest «etoda wielowy-
alerowej iapulsowej funkcji przejście (funkcji Greena) [l, 2, 4, 11, 12, 
23 , 24 , 38-40 , 42 , 50 , 52 , 55 , 58 , 59]. Stosowana jeat ona przede wszyst- 
kia do układów o stałych wapółczynnlkach, wtedy bowlea funkcja Greenajest 
znana explicite. Tak saao w wielu pracach przy powyższy« założeniu stosu­
je się aetodę analizy kowariencyjnej [l8, 28-30, 47] .

Przy badaniu charakterystyk probabilistycznych rozwiązania aożna także 
etosować aetodą równań całkowych [3 , 36 , 37 , 63 , 65 , 67-69 , 71->79, 81,82, 
86] .

Metody stosowane w układach liniowych aożna rozazerzyć do badania u- 
kładów z aałyai nielinlowościaai, stosując tak zwaną aetodę aałego paraae- 
tru [6, 33, 35, 45, 49, 51, 52, 55].

Pojawia alą jednak pytanie o dokładność otrzyaanych na tej drodze roz­
wiązań - jak teorie oszacowań aa się do rezultatów otrzyaanych w czasie 
obliczeń?

Jeśli badać charakterystyki probabilistyczne rozwiązań, to pojawia eię 
próbie« wpływu na nie zalań paraaetrów układu dynaalcznego. Zagadnienie 
to prowedzi do stochastycznej teorii wrażliwości.

Praca składa się z sześciu rozdziałów (i - wprowadzenie, VI - podauao- 
wania) 1 zajauje się ww. zagadnlenlaai.

W rozdziale II przedstawiono najogólniejszy sposób wyznaczania aoaen- 
tów rozwiązania dla układów o wielu stopniach awobody, o zalennych w cza­
sie współczynnikach, losowych wyauszenlach i losowych warunkach początko­
wych. Wielowyaierowa iapulaowa funkcja przejścia ausi być wtsdy wyznaczo­
na nuaerycznie.

W rozdziale III opracowano aetodę badania wielowyaiarowych liniowych 
układów stochastycznych za poaocę wielowyalarowego równania całkowego Vol-
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terry II rodzaju. Zbadano ietnienle i jednoznaczność rozwięzanla «w. rów­
nania całkowego, a następnie po tranaforaacjl układu równań różniczkowych 
do postaci cełkowej podano wzory określejęce charakterystyki rozwięzań u- 
kładu równań różniczkowych. Proponowana aetode została rozszerzona za po- 
mocę metody aałego paraaetru do badania nieliniowych ukłedów dynamicznych 
o parametrach będęcych proceaaal stochastycznymi. W dowodzie twierdzenia 
o istnieniu i Jednoznaczności rozwiązania równania całkowego nie stosowe- 
no twierdzenia Banacha (jak to się czyni w literaturze), lecz pewne osza­
cowania, w których występuję zbieżne szeregi. Szeregi te zaatowoweno na­
stępnie do oezacowań dokładności otrzymanej wariancji rozwięzanla przy za­
łożeniu, ża rezolwenta jest zadana z pewnę dokładności«. Zostały także po­
równane ze sobę aetoda Impulsowej funkcji przejścia i metoda równań cał­
kowych. Okazuje się, że ta druga zużywa parokrotnie Mniejszy czas obli­
czeniowy na komputerze.

Metody przedstawiona w rozdz. II i III były wykorzyetywana do bada­
nia nodeli pojazdów o kilku stopniach swobody, poruazajęcych się za zmien­
nę prędkościę po drodze o losowym profilu, drgań przekładni zębatych o 
losowych parametrach dynamicznych, układów stochaetycznych liniowych i 
nieliniowych o zmiennych maeach, losowych warunkach poczętkowych, wahadeł 
podwójnych o zmiennej długości, masie 1 stochastycznym wymuszeniu, ukła­
dów elektrycznych RLC.

W rozdzielę IV badano oszacowania rozwięzań układów równań stochastycz­
nych. W tym celu podano twierdzenie o ietnieniu 1 jednoznaczności rozwią­
zania nieliniowych stochastycznych układów równań różniczkowych. Następ­
nie wyprowadzono oszacowanie teoretyczne na różnicę odchyleń standardowych 
rozwięzań układów dynamicznych. Tę sarnę różnicę badano za pomocę obliczeń 
numerycznych. Oszacowania teoretyczne okazały się znacznie większe ("za 
grube") aniżeli wynika to z obliczeń symulacyjnych.

W rozdziale V podano metodę badania wpływu zmian parametrów wielowy­
miarowego stochastycznego nieliniowego układu dynaalcznego na Jego cha- 
rakteryetykl probabilistyczna rozwięzań. W tym calu rozważano tak zwana 
etochastyczne funkcje wrażliwości I i II rzędu 1 za Ich pomocę aproksymo- 
wano rozwięzanie 1 Jego momenty przy dowolnej wartości paremetru, gdy zna­
ne jest rozwięzanie przy ustalonej jego wartości. Metodę zastosowano do 
badania drgań losowego nieliniowego oscylatora, drgań modelu przekładni 
zębatej o dwóch stopniach swobody 1 losowych błędach wykonania oraz drgań 
modelu pojazdu (zawieszenia) o dwóch atopniach swobody, poruszajęcego się 
ze zmiennę prędkościę po losowej drodze z uwzględnianiem zmiennego tłu­
mienia w oponie.

Przeprowadzona obliczenia wykazały przydatność proponowanej metody na­
wet przy dużych zmianach wartości parametrów układów dochodzęcych do kil­
kudziesięciu procent.

II. METODA WIELOWYMIAROWEJ IMPULSOWEJ FUNKCJI PRZEJĘCIA 
(FUNKCJI GREENA)

Metoda ta jaet najbardziej populernę aetodę służęcę do analitycznego 
wyznaczania charakteryetyk probabilistycznych rozwięzanla stochastycznych 
liniowych układów dynamicznych [l , 2, 11, 12, 23, 38-40, 42, 50, 52, 55,
58, 59]. Stosowana Jaet ona przede wszystkim do układów o stałych współ­
czynnikach, bowiem wtedy impuleowa funkcja przejścia (funkcja Greena Jest 
znana explicite. Przeważnie także warunki poczętkowe zakłada eię Jako zde­
terminowane. W p. II.l przedstawiono ogólny sposób wyznaczania momentów 
rozwięzanla dla układów o wielu stopniach awobody, o zmiennych w czasie 
współczynnikach, losowych wymuszeniach i losowych warunkach poczętkowych.

Impulsowa funkcja przejście musi być wtedy wyznaczana numerycznie [38- 
-40, 42] .

Otrzymane zależności teoretyczne zastosowano w p. II.2 do badania drgań 
modeli pojazdów (zawieszeń) [39, 40, 42j poruszajęcych się ze zmiennę 
prędkościę po drodze e losowym profilu oraz w [38] do badania drgań po­
dwójnego wahadła e zmiennej mesie 1 długości orez wymuezeniu stochastycz­
nym.

II.l. Wyznsczanls momentów rozwięzanla

Rozważać będziemy układ stochastycznych liniowych równań różniczkowych 
opisujęcych układy dynamiczne o n etopniach swobody ze zmiennymi współ­
czynnikami i losowym wymuszeniem postaci [42] :

B2(t).Z(t,w) + Ba(t).Ż(t ,u>) + B^tî.Ztt.u) - P(t,«), (2.1)

gdzie :
(i) t«Co,°°), «ofefl i < fl , [b , jjl > -  przestrzeń probabilistyczna,

(ii) B2(t) - Cb21J(t)]. B^t) . §0 ^ )  - D>oiJ(t)J- n x n
wymiarowe macierze (bezwłedności, tłumień, sprężystości) (l.j ■
• l,2,...,n), których elementy sę nielosowymi, clęgłymi, rzeczy­
wistymi funkcjami argumentu t ,

(iii) Z ( t ,<*>) » col [z^ft.wfj - n wymiarowy wektor kolumnowy (i - 1,2, 
...,n), którego współrzędne sę rzeczywistymi procesami stocha­
stycznymi ,
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(lv) P(t,u) » col 0,i(t1cojj - n wymiarowy wektor koluanowy (i » 1,2, 
...,n), którego współrzędne sę rzeczywistym, cięgłyai proceeaai 
stochastyczny«i.

Założono znajoaość warunków poczętkowych dla układu (2.l) dla t«0 - aogę 
to być zaienne losowe. Kropka w równaniu (2.1) oznacza pochodnę względem 
tj clęgłość, pochodne oraz znak równości (a w późniejszych rozważaniach 
całki) sę rozualane w aensle średnlokwedretowya [52, 55].
Procesy stochastyczne y(t,oo) sę rozważana w przestrzeni Banacha Ć? wszy­
stkich alsrzalnych funkcji ze akończonę noraę poetaci:

1
||y(t,w)|| ■ sup -j J|y(t,w)|2 diii

C2 t€ [o,oo)[ J
(2.2)

Ogólne rozwięzanie układu (2.1) aoże być przedstewlone w postaci:

Z(t,u) » Z(t).C(u>) ♦ J G(t ,u ).P(u ,u)du, (2.3)

gdzie:
(v) 2(t) - [*.»<•>] - - x 2n wyalarowa aacierz noraalnego fundamen­

talnego układu rozwięzań układu (2.1), i • l,2,...,n, k • 1,2, 
...,2n,

(vl) £(«*>) ■ col[z1(0,io) zn(0,w), żjfO.u),... ,żn(0,«)] - 2n wy-
alarowy wektor koluanowy warunków poczętkowych układu(2.l),

( v i i ) G (t ,u) - [Gij(t.u)] - n x n wyalarowa aacierz funkcji Greena 
(iapulsowych funkcji przejścia), która charakteryzuje odpowiedź 
na i-tya wyjściu w czasie t pod wpływea dzisłania dystrybucji 
£-Diraca na j-tya wejściu w czasie u, i,J • l,2,...,n.

Macierz G(t,u) spełnia następujęce równanie (dla 0 < u < t) [i] :

S2(t) •
02G(t,u)

at*
'SG(t.u)
1 ~ t—  ♦ B<)(t).G(t,u) - £.£(t-u). (2.4)

gdzie JĘ Jest aaclerzę Jednostkowę.
w celu wyprowadzenia wzorów aacierzy aoaentów rozwięzanla Z(t,u>) rów­

nania różniczkowego (2.1) (np. wartości średnich, funkcji korelacyjnej, wa­
riancji ltp. ) wykorzystano tw. Fubinlego [ss] (o zaalanie kolejności cał­
kowania) i utworzono wektor wartości średnich na podstawie wzoru (2.3):

t
E Z( t ,w) « z(t ).E C(u>) + ^ G(t ,u).E P(u ,u)du , (2.5)
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a stęd aacierz korelacyjne rozwięzanla z(t ,u)

O 0

gdzie:
- syabol transpozycji aacierzy,

(vlii) Kj, - 2n x 2n wyalarowa aacierz korelacyjna warunków poczętko­
wych,

(lx) Kp^Uj). Kęp (u2) - n x 2n i 2n x n wyalarowa aaclerze korela­
cyjne wzajeanych wyauszeń 1 warunków poczętkowych (funkcje Jed­
nego arguaentu),

(x) Kp(u1>u2 ) - n x n wyalarowa aacierz korelacyjna wyauszeń.

Uwagą 1
W przypadku gdy warunki poczętkowe 1 wyauszenla sę nieskorelowane wte­

dy drugi i trzeci składnik auay we wzorze (2.6) eę równe zaro. Wariancja
aoże być otrzyaana dla t. ■ t_ ■ t, K, (t,t) •<»? (t).

1 2  k k
Uwagą 2

W podobny sposób aożna otrzyaać aaclerze aoaentów wyższych rzędów roz- 
wlęzanla Z(t,u>).

11.2. Zastosowanie aetody do badania stochastycznych drgań 
aodell pojazdów (zawieszeń)

W pracach [39, 40, 42] badano pionowa drgania aodeli pojazdów o dwóch 
[40, 42] lub pięciu [39] stopniach ewobody, wyznaczajęc powyżazę aetodę 
wariancję rozwięzań (przsaieszczeń), gdy ruch odbywał alę za zalannę pręd­
kościę po drodze o losowy« profilu. W pracy [40] podano aetodę funkcji 
Greena przy rozpisaniu powyższych wzorów aacierzowych na współrzędna. Me­
todę funkcji Graena atoaowano także do wyznaczenia wariancji rozwięzań po­
dwójnego wahadła za zaiennę w czaele długośclę i aaeę znajdujęcego alę pod 
wpływea wyauszenla atochaatycznego [jb] .
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Obecni« zaprezentowana zostanę wyniki otrzyaane dla aodelu przedsta­
wionego na rys. 2.1 przy danych z [42, 4Ć] (podobnymi «odelanl zejaowano 
Slf w [16 . 29 , 30 , 44 , 85j .

Rys. 2.1

Równania drgań pionowych tego aodelu a« następujące:

■ l-ZjCt,«) ♦ (cj+CgJ.żjCt ,u) - c2 .ż2 (t,tó) + ( k j + k g h z j f t  ,u>) -

, - k2 .z2 (t,u) « Cj.yCt.oj) ♦ kjy(t,u) (2.7)

■g.ZgCt,«) ♦ c2 .ż2 (t,«j) - C2 .żł (t,u>) ♦ k2z 2 (t,») - kg.ZjCz.u) - O,

gdzie: «j. «2 - «aey, Oj, c2 - współczynniki tłualenla, kj , kg - sztywno­
ści, Zj (t ,w), z2(t,u) - przealeszczenla aas 1 z1(0,<*>) ■ z2(0,u) ■ y(0,w), 
źjCo.w) » ż2(0,w) » O.

11

Funkcja korelacyjna drogi zeleży od jaj rodzaju.J[20 , 48 , 56 , 57]. Oo dal­
szych rozważań założono, ±e aa ona postać:

K y ,x2 ) » (l ♦ (4 . |xj-x2| ).exp(-j8. |xj-x2| ), (2.8 )

gdzie jł > O , * 1 >K2 - "apółrzędne drogi, które a« funkcjaal czasu. 
Zsłożono, że warunki początkowe 1 wyauazanle eę nleakoralowane oraz ża
x ■ j . A . t2 1 A > 0 (ruch jednostajnie przyśpieszony). St«d

Ky(ti,t2 ) «.(1*0. |t2 - t2 | ).axp(~D. jt2 - t|j ), (2.9)

gdzie O ■ j . A . fi .
Funkcja korelacji jest funkcję różniczkowaInę na proataj tj ■ t2 , tak 

więc istnieje funkcja korelacji procesu stochaatycznego bodącego praw« 
stron« pierwszego równania układu (2.7) 1 wynosi ona:

2 Kv(tl't2 ) h j®Kv(tl,t2 ) ®Kv(tl't2)l
CjY+kjY 1 2 - C1 • tf t* '<l't2--- * 1 1 *  [■ ~ Ł  ̂ -- - * — ' — y

* k2.Ky(tltt2 ) - exp(-0. |t2-t|| ). [402.c2.t1.t2.(i-D. |t2-t2[) ♦

♦ 2D2.c1.k1.(t2-t2).(t2-ti) ♦ k2. (l+D. |t2-t2| )] (2.10)

2 2Rysunki 2.2 i 2.3 przedstawiaj« wykresy wariancji dt 1 ó, przy zało­gi 2
żeniu, ża aŁ ■ 96 [kq| , . a2 - 600 [kg| , Cj • O [kg/a] . c2 - 4000[kg/s] , 
kj » 300 000 [jeg/s2] , .D « 2 oraz zaiennya k2 « 10 000, 30 000 , 40 000, 
50 000 [kg/a2] •
W pierwszy« 1 drugla aaksiaua wariancja (j2 przyjauje aniejszs wartości

21
dis większych wsrtoścl współczynnika sprężystości. Później Jest na odwrót.
Natoalaat wartości wariancji <3>z wzraataj« przy wzroście wartości k2.

Badano także wpływ współczynnlks tłuaienls c, na wartości wariancji.
Oeg* wzroat powodował zaniejezanle się wartości wariancji & i & .Po-

2  ̂dobnie wpływa na ÓZ »zrost współczynnika O występuj«cego w funkcji ko-
1 2relacji (2.9). Jej wartości aalaj«. Natoalast ® z w pocz«tkowya określa

przyjauje większe wartości, gdy zwlękezać O, a później anlejaze [42] .
Obecnie przedstawione zostanę wyniki otrzyaane dla aodelu o 5 stop­

niach swobody przedstawionego na rya. 2.4, [3̂ | . Założono, że aodel jeat 
liniowy, drgania a« aałe oraz opony nie odrywaj« eię od podłoża. Ruch po­
dobnego aodelu w przypadku drgań dateralnlstycznych jest rozważany w [GlJ.
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Do obliczeń przyjęto następujęce dane (częściowo z [6l| ): M * 1140 [kg] ,
■ 100 [kg] , «2 - 200 [kg] , • 80 [kg] , qZ > 1,82 [m^ (proBleń

bezwładności masy M względem osi przechodzęcej przez jej środek ciężko­
ści 1 prostopadłej do płaszczyzny wzdłużnej), k.̂ » 580 000 [n/bJ , k2 « 
« 700 000 [n/ b] , k3 = 20 ООО [n/o] , - 62 500 [n/b] ,Ч32-104 ООО [n /b]

- 4350 [Ns/в] , y 2 - 6520 [Ns/b] , Cj - 6000 [n 8/b] , d - 1,15 [в] ,
b - 3,35 [в] , с • 0,4 [а] .

Równania ruchu rozważanego modelu(pojazdu po przekształceniach) przyj- 
auję postać:

All**l + A12*Ż1 + A13,Z1 + A14‘Z2 + A15"Z2 * A16,z2 + A17*Z3 +

* A18,23 * A19*25 * A10,Z5 " B1

A21'Z1 * A22*Ż1 + A23‘Z1 * A24'Z2 * A25'Z2 + A26*Z2 * A27”Z4 +

+ A28*Z4 + A29-Z5 + A20*Z5 ° 82 (2 . 11 )



gdzie współrzędne z± (i - 1,2,3,4,5) określaję następujęce przealeszcze- 
nia pionowe: z 1 >z 2 * końców pręta reeorowanego, Zj,z4 -osi kół, z5 - fo­
telu pasażera, a stałe , Bj. B2 , B^ przyjauję wartości:

A11 m 734,269 A12

A15 m 834 A16 - 271

O<

m -16660 b1 •
A24 m 176,938 A25 .

A28 m -104 000 A2g

A32 ta -62 500 AJ3 .

CM< a -104 000 A43 <

A52 - -16660 Ag3 »

A57 • 20 000 Bg - •

i 8516,666 A13 - 76388,886 AJ4 - 114,450
JO A17 - -4350 A18 > -62500 Ajg - -4998
■8325,42 A21 - 114,450 A22 • 834 A2J - 2780
■ 6687,334 A26 - 104557,78 A27 - -6520
- -1002 A20 - -3340 B2 - -2857,98 A31 • -4350
• 100 Aj4 - 4350 A35 - 642 500 AĄJ - -6520
. 200 A44 - 6520 A4g - 804 000 A5ł - -4998
-1002 Ag4 - -3340 A55 « 80 Agg - 6000

-784.8

8^ i BĄ sę procesaal stochastycznymi (processa nierówności drogi). Wpro­
wadzono poaocnlcze oznaczenia L ■ d ♦ b , l^(t) - położenie w chwili t 
sasy aj wzdłuż osi x, l2(t) • lj(t) ♦ L - położenie w chwili t Ra­
sy a2 wzdłuż osi x oraz założono następujęcę postać funkcji lj(t) <ao- 
del porusza się wpierw ruchea jednostajnie przyśpleszonya, a później ze 
stałę prędkościę):

j.at2 gdy O < t < t0 
ljCt) - ^ (2.12)

5-*‘ *o + V (t- to } 8dY * > *o

gdzie a, t atałe oraz vo ■ a.t0.
wtedy przyjaujęc, że profil drogi jeat proceeea stochaatycznya o funk­

cji korelacji postaci (2.8) otrzyaano dla B3> B4 następujęce funkcje ko­
relacji:
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Rys. 2.5

Rys. 2.6
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Rys. 2 .8
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Rys. 2.9

KB B  ̂*1 ' *2 ̂ " kl* k2 ’ ̂ 1+( M  1l^ti )-exP(-^-1 1i^ti ^f2 LP3 4
(2.15)

Do obliczeń numerycznych przyjęto t « 5 [s] , y2>« 0,5 orez a » 0,2 1
0,4 [m/s2]. Otrzymane wariancje przemieszczeń pionowych przeostawiaJę ry­
sunki 2.5 - 2.9. Wszystkie wariancje maję tendencje do zanikania przy 
wzrastajęcym t.

Dla większego przyśpieszenia (a * 0,4 ) otrzymano nieznaczne nie­
zbyt zauważalne na wykresach) przeeunięcia wartości wariancji.



III. METODA STOCHASTYCZNYCH RÓWNAN CAŁKOWYCH

Badanie* latniania 1 jednoznaczności rozwiązań stochastycznych równań 
całkowych różnych typów (przeważnie l-wyniarowych) 1 przy różnych założe­
niach zajnowano ąlę w pracach (j, 36, 37. 49, 53, 81, 82j>

W dowodach stosowano twlerdzsnls Banacha z wykorzystanie* operatorów 
zwężających. Możliwość zastosowania tych równań do badania zjawisk fi­
zycznych jsst rozważana w [3 , 37. 43, 49, 53, 54, 63, 65. 72, 76, 77, 82, 
8$1 . W p. XII.1 zbadano Istnienie 1 Jednoznsczność rozwiązania dla wielo- 
wyaiarowsgo stochsstycznego równenie całkowego Volterry II rodzaju. Dowód 
przeprowadzono bez stosowsnla tw. Banacha, lecz poprzez skonstruowania psw- 
nych oszacowań, w których wyetępuję zbieżne szsrsgi. W p. III.2 podano 
zwlęzek poniędzy llniowyal stochsstycznyal układani równań różniczkowych 
a układeal stochastycznych równań całkowych. W p. 111.3 1 p. III.4 zaato- 
sowano metodę stochastycznych równań całkowych do badania liniowych 1 nie­
liniowych układów dynamicznych o parametrach będących funkcjami czasu będż 
procesem stochastycznym oraz o zdsteralnowenych lub loeowych warunkach 
pti<S£ętkowych. Otrzynane w p. III.l w dowodzie twierdzenia oazacowanla zo­
stały wykorzystane w p, III.3 do oszacowania błędów wariancji rozwięzanla 
stochastycznego równania różniczkowsgo n-tego rzędu o zalennych w czasls 
współczynnikach 1 losowy» wysuszeniu w przypadku, gdy rszolwsnts skłsds 
się za skończonsj ilości wyrazów. Podano potrzabnę liczbę ekładnlków w 
rezolwencls, aby zagwarantować zadanę dokładność wariancji rozwlęzanla ww. 
równania różniczkowsgo. Oszacowsno też błęd, z jakla jeet obliczona wa­
riancja, gdy rszolwsnta jsst obliczona z zadanę dokładnościę. W p. III. 5 
dokonano porównania astody inpulsowsj funkcji przejścia (funkcji Greena) 1 
■atody równań całkowych.

III.l. Tsorstycłns podstawy astody (istnienie 1 jednoznaczność roz­
wiązania)

Rozważać będzieay układ etochaetycznych równań osłkowych Volterry II 
rodzaju o poatacl:

t
x(t,«>) a h(t ,w) ♦ 3. . J K(t ,u).x(u ,u)du (3.1 )

O
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gdzla:
(i) t € [o ,t] , T < o® ,
X - liczba rzeczywista,

(li) x(t,u) » colj^Ct.w)] , h(t,u) - col jh1 (t ,u)J - n wyniar owe wek­
tory kolunnowe, (l - 1,2,...,n), których współrzędne sę rzeczy-
wistyai mierzalnymi procesani stochastycznymi

k13l(t ,u).... ,Kln(t ,u)
(iii) K(t,u)

*nl(t ,u ' •“  ' -Knn(t ,u^
(3.2)

n X n wyniarows macierz (jęder) - nielosowych, mierzalnych w sen­
sie Lebesgue'a, rzeczywiatych funkcji argunentów t 1 u oraz 
O ̂  u ̂  t ̂  T ̂  00 .

Niech C2 oznacza zbiór wszystkich wsktorów x(t ,o>) tskich, że:

I
sup f xi(t'tó)d̂

t € [o .t] i 1-1 n

C Jsst przestrzenie Banacha z noraę

(3,3)

I c||x(t,t>)|| - sup « 2  Jx^(t,u)d^.
C2 t € [o ,t] |i-l a

Dla nadarzy K(t,u) wprowadzono noraę w postsci:

(3.4)

|| K( t ,u)|| - s u p  l| 2  Kij 
t ,u 6 Co.ilp-J-i

(3.5 )

przy założeniu, żs wyrażenie to Jsat skończone.
Tsk wprowadzone nomy (3.4) 1 (3,5) posiadaję właaność zgodności, tzn.

II K (t ,u).x(u,u)ll 2<  II K( t ,u )|| . || x(u ,tt>)|| ...
-  “  C c

bowiem Jeśli przez ||x(t,u>)|l2 rozunleć nornę (3.4) bez suprenun, to 

n
| K(t ,u).x(u ,u)||2 H

(3.6 )

^  1f ^ 2  K^(t.u) . 2  x2(„,U )d^<||K(t,u)|| . ||x(u,u>)
f O i.J-1 J-l

2  + Kin^t ,u^*xn^u d u  ^
1-1 a
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Po obustronny« wzięciu supreaua zachodzi warunek (3.6). 
Niech

df
X (t ,Ł> )  m h(t .fc>)

df *
ij(t>u) - \ K(t >u).xo(u,u)du

O (3.7)

df n
(t ,tó) m J K(t ,U ).Xf)_1 (u ,u)du

o

(dla n « 1,2,...) oraz

x(t,u) 2  X"*2f,(t.w) (3.8)
n«0

Można sforaułować następujęce twierdzenia:
TWIERDZENIE: x(t ,u>) zdefiniowane wg wzoru (3.8) Jeet sunę jednostaj­

nie zbieżnego azeregu i Jeat jednoznaczny« rozwięzaniea równania (3.1) w 
przeetrzeni C2 , jeżeli h(t ,») e C2 oraz f| KCt ,u )|| <  B(t)<=° gdzie
B(t) - funkcja rzeczywiata i nieaalejęca.

D o w ó d .  Dowód twierdzenia przeprowadzono w trzech etapach.
l) Dowód jednoatajnej zbieżności azeregu (3.8) w przestrzeni C2. Zachodzi 

naatępujęce oezacowanle:

l\i0 (t ,«)H2 <  ll^Ct ,«)|| 2 " || h(t ,u)|| 2 < A <oo , 
c c

l l i j f t  , « ) H 2 ^  J ||jc(t ,u)|| . I l i ^ u . u ) ! ^  du <  A . B ( t ) . t ,  

O

l*«(t .«)|l2 <  § ||K(t,u)|| . ||xn _ 1 (u.u)|l2 du C A ,
O

a »tęd:

(,.„)ii <  A .lian»-'« C2
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oraz

l*(«.»)ll 2 <  2  i w "  • Hin(t>w)ll 2 <  2  A • [llLn r j : -
n“° C n-0

Iji,i . b ( t ) . t
« A.e <°° , c.b.d.u.

Z powyższego oezacowania wynika również, że x(t,u)* C2.
2) Dowód, że (3.8), Jest rozwięzaniea (3.l). Niech

t
^(t,w) • h(t,u>) ♦ s. .  ̂K( t ,u ).x(u ,u)du ,

O

gdzie x(u,u) Jeat zdefiniowane przez (3.8).
Wtedy

*(t,u) - h(t ,u) ♦ ». . \ K(t,u). 2  Xn»in(u>‘j)du ■
O n*0

oo *
. h(t.u) ♦ 2  Jl"*1 • 5 K(t,u).xf|(u.u)du ■ 

n*0 O

- h(t ,u) + 2 3Ln+1-2Sn+i(t •“* “ 2  c.b.d.u.
n«0 n*0

3) Dowód jednoznaczności rozwiązania.
Poprowadzlay go nie wprost, zakładajęc, że istnieję dwa rozwięzania 
x(t,w) 1 x(t,u>) równania (3.1).
Wtedy:

t
x(t,u>) • h(t,u>) +S-.  ̂K(t ,u).x(u,«)du 

O
t

x(t,u>) - h(t,u) + § K(t ,u).x(u,«)du
O

Dla z(t.u) x(t,u) - x(t,w) zachodzi

t
z(t,u) » & .  ̂K(t ,u).z(u,ii)du 

O



Stęd:

t
|| z(t ,«л)||2 <  1Я.1 . ^ ||K(t .u)Ц . ||z(u,u)|l2 du ^

O
t u

<  |Jl|2 * I  I 1 1 ^ * ' и 1̂1 • llKCo.Ui)!! . HzCi^.wJlIg dujdu <  ...
^  0 0

t u Uj un-2
^  ’ S S | *•* | ll£( t <u)ll • I!*s(u."a>!l •••

• l|K<u„-2- Un-1 • I I 2 dun-l ••• duidu< 

t U

<  | Ж П • LB(t)J . j ... J lli(un_l'u 1̂1 dun-l ••• du<
o o

czyli:

||z(t,u>)|| 2 ^  -nB!T)^ —  • !*<*•“ >11 2 * 0 dle n~*00С с

a więc z(t,u) a O, zataa x(t,u) ■ x(t,u>), co kończy dowód całego 
twierdzenie.

Na podatawie powyższego twierdzenia aożna aforaułować naatępujęce wnio­
ski :

Wniosek 1: Podatawiajęc (3.8) do (3.l) 1 zalenlajęc kolejność całkowa­
nia 1 auaowania (na podstawie jednostajnej zbieżności) otrzyaujeay:

t
x(t,*o) » h(t,u) +  ̂R(t,u,&) . h(u,u)du, (3.9)

0

gdzie rezolwenta

R(t,u,W ^  (3.10)
n*0

oraz

к,  ( t  , u )  ź f  K ( t  , u )—1 —
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Sn*l(t,u) “f J Kn(t,e).K(s,u)de n - 1,2,... (3 .11)
i

Wniosek 2: Rezolwenta (3.10) spełnia naatępujęce równanie:

t
R(t ,u, 3.) » K(t,u) + J. . ^ R(t ,s, W.K(s ,u)ds , (3.12)

co widać po poanoźenlu wzoru (3.10) przez K(s,u), acałkowanlu w grani­
cach od u do t względea parametru s oraz skorzystaniu z definicji
(3.11) dla n ♦ 2.

Uwaga 1
W pracach (63, 65] rozważano równanie (3.1) dla przypadku 1 wyaiarowe-

2 ago. Wtedy aożna zamiast przeatrzeni C wprowadzić przestrzeń Banacha C z
noraę

(t ,co)|| df sup { J|x(t,»)r dwi , (3.13)
C tt [o,tJ l J

*

gdzie a ■ 1,2,...

Uwaga 2
Zaalast nora (3.4) 1 (3.5) aożna wprowadzić inne, apełniajęce warunek 

zgodności (3.6).

III.2. Związek poalędzy układaal liniowych atochastycznych równań róż­
niczkowych a układaai stochastycznych równań całkowych

Rozważać będzieay układ atochastycznych równań różniczkowych o posta­
ci :

Bgft ).Z(t ,«o) + B^O.Żft ,u>) + B^t ).Z(t ,ca) • P(t,u) (3.14)

przy założeniach wprowadzonych w rozdziale II.
Leaat: Oeśli zachodzę założenia (i) - (iv) z rozdziału II, j^Ct) Jest

aacierzę diagonalnę B2(t) ■ diag jb2il(t) ^ n n ^ O  or,z b2kk^*> ^ 0
dla k - 1,2 n poza zbiorea o alerza Lebesgue'a równej zero,to układ
równań (3.14) aożna przekształcić do równania (3.1) oraz będę spełnione 
warunki (ii) oraz (iii) z podrozdziału III.l.



D o w ó d :  Niech

BgCt ).2(t ,u>) » x(t,u>), (3.15)

wtedy
t

Ż(t,u>) «  ̂B"1 (u).x(u,u)du + Ż(0,u>), (3.16)
O

gdzie necierz odwrotne do BgCt) aa postać:

§2 1 (t>  ■ d i ag  k ’  1 , 2  "

oraz
t

Z(t,w) » ^ (t-u).B~1(u).x(u,««))du ♦ t. Ż(0 , w) ♦ Z(0,w) (3.17)
O

Wykorzystując powyższe związki do układu (3.14) otrzymuje się stochastycz- 
ne równania całkowe o postaci:

x(t,u) - P(t,w) - B1(t ).Ż(0,u>) - B^t). |t.Ż(0,«) ♦ Z(0,u)] - 

t
- ^ [ S i ^  ♦ (t-u).B0 (t)j . |g21(u).x(u,u)j du, (3.18)
O

tzn. aacierze układu (3.1) maję nestępujęcę postać:

h(t,io) - P(t,u) - B1(t).Ż(0,o) - B^t). |t.Ż(0,u,) + z(0,u>)J (3.19)

K(t,u) - ^ ( t )  + (t-u).B{)(t )j .B^fu) (3.20)

(■oina zmienić kolejność wykonywania mnożenia aacierzy we wzorze (3.18) -
pod całkę - ze względu na diagonalność aacierzy B^^u)) ponadto 9.« >1. 
Spełnienie warunków (li) oraz (iii) wynika z własności funkcji mierzal-
nyeh (li, 5Ś| .

Uwaga 1
Oeśll jako wyjściowy układ równań przyjęć zaaiast (3.14) układ równań 

1 rzędu o postaci:

£(t,u) « A(t).y(t,«o) ♦ P(t,u>), (3.2l)
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gdzie ^(t,u) ■ col [y1(t,tójj , P(t .u) » col [P^(t,u>3- 2n wyaiarowe wek­
tory, A (t) » - 2n x 2n wyaiarowa macierz, wtedy przy prze­
kształceniu (3.2i; do (3.1) otrzyauje eię łatwiejszę postać aacierzy 
h(t ,u) i K(t.u) ale o dwukrotnie większym wymiarze

2n
h(t,w) ■ col [Vi(t(u) - 2  Yj (O,w)] (3.22)

J-l

an (t) ... *• e12n(t)

L?2nl ̂ ■

Widać, że K(t,u) ■ K(t). Natomiast w przypadku układu równań drugiego 
rzędu, przy obliczaniu rezolwenty wg (3.10) i (3.11) 1 wprowadzeniu ozna­
czeń pomocniczych w definicji aacierzy (3.20) K(t,u ) - [C ijC t.U  )] będzie 
ten sam rekurencyjny formalizm przy mniejszej ilości równań.

Uwaga 2
W pracach (63, 65] rozwinięto zastoeowanie metody równań całkowych do 

badania równań n-tego rzędu. W [б7] przedstawiono możliwość badania sto­
chastycznych układów równań różniczkowych za pomocę sprowadzenia ich naj­
pierw do rozprzęgniętego układu równań różniczkowych. Dla każdego z rów­
nań tego układu aożna stosować analizę wg [63, 65j . W |40) podano proce­
durę rozprzęgania dla układu dwóch równań drugiego rzędu (układ dynaaicz- 
ny o dwóch stopniach swobody) do układu dwóch niezależnych równań czwar­
tego rzędu. Metoda rozprzęgania Jest szczególnie przydatne, gdy chce się 
wykorzystać program numeryczny przeznaczony do obliczeń dla Jednego rów­
nania w przypadku układu kilku równań.

1II.3. Zastosowanie metody do badania liniowych układów dynamicznych

W celu wyprowadzenia wzorów na macierz momentów rozwięzania z(t,u) rów­
nania różniczkowego (3.14) (np. wartości średnich, macierzy korelacjljma- 
cierzy wariancji ltp. ) pokazano najpierw ich postać dla rozwięzania rów­
nania całkowego (3.1). Stosujęc twierdzenie Fubiniego [55] (o zamianie ko­
lejności całkowania) na podstawie (3.9) można utworzyć wektor wartości 
średnich

t
E x(t,u>) • E h(t,u) +  ̂R(t,u,3J.£ h(u,w)du, (3.23)

0



a etęd Macierz korelacji wektora x(t ,«):

-x^t,t2> " E|[j^ ll * E *(*j .“>)]• [i(t2’u>> " E 2.̂ *2'“ ^ | ”

*1
- Kh (t1 .t2 ) ♦ 5U  R(t1 ,u1 ,a,).Kłl(u1 ,t2)du1 ♦

0
*2

♦ X. J Kh (t1 .u2 ).R*(t2 .u2)du2 ♦
0

11 *2
* 3,2  ̂ $ R(t1 ,u1.aj.Kł|(u1 .u2 ).R*(t2 .u2 ,Wdu2du1 (3.24)

Ó o

gdzie: Hf,̂ ti't2 > “ **cierz korelacyjna wektora h(t,u>), * syabol transpo­
zycji Macierzy.

W podobny sposób Można tworzyć Macierze MOMentów wyższych rzędów.
Ola wyznaczenia wektora wartości średnich procesu Z(t . to )  posłużono się 

zależnościę (3.17), z której

t
E Z(t,u) - ^ (t-u).B"1(u).E x(u,u)du + t.E Ż(0,o) + E Z(0,u) (3.25)

0

Stęd Macierz korelscji w e ktora Z(t,u>):
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: ( t l . t 2 ) -  E{ [ z ( t  j . t ó )  - E Z Ś t j . u ó j  - 6 « .  2 , u )  - E Z ( t 2 , o , ) J *J  .  

*1 *2
■  ̂ ^ (t1-u1).(t2“u2)-S21 ûl>*5x^ul'u2>’ * du2dul *

*2
+ tj • \ ^t2_u2>*^Żx^u2>" [-21 û2^ ̂  du2 *

* *2 * ^  >*^2 ûl'*-xŻ^ul)dul *

f2
* ^ (t2'u2 )-£zx(u2 )‘|£21(u2 )J *du2 +
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+  ̂ (t1-u1).B21(u1).KxZ(u1)du1 ♦
0

♦ tj.tg.K^ ♦ tj.K^ + tg.K^ + Kj, (3.26)

gdzie ~ n x n wV 71*arowe Macierze korelacyjne warun k ó w  po­
czątkowych , £ z x (t)l * Ż x (t) * " *  n wymiarowe macierze korelacyjne w arun­
ków początkowych i wektora x(t,u).

W po dobny eposób można tworzyć macierze Mome n t ó w  wyższych rzędów. Przy 
założeniu zdeterminowanych w a r u n k ó w  początkowych wzór (3.26) znacznie się 
redukuje - zostaje tylko składnik z całką podwójną.

W pracach (63, 6Ś] wyprow a d z o n o  w z o r y  dla funkcji MOMentów centralnych 
rozwiązania układu dynaMicznego opisanego równanieM różniczkowy* n-tego 
rzędu przy w y k o r zystaniu równania całkowego Volterry II rodzaju. Równanie 
różniczkowe Miało postać:

an (t) • " l (̂  ♦ ••• ♦ 8 i (t) • - Yj t ,U>) ♦ a 0 (t).y(t.«) - P(t ,u>),

(3.27)
gdzie funkcje ai(t) dla 1 « 0,1,...,n, procesy y(t,w) i P(t,w) spełniają
założenia podobne Jak w rozdziale II oraz warunki początkowe y 0 -Y0 ».....
 y ^ -15 są zdeterMinowane.

Moment c e n tralny rzędu 1^ ♦ ♦ lr ma postać:

(3.28)

(dla r«2, lj«l2»l Jest to funkcja korelacji), gdzie  url )
jest « o i e n t m  centralnym rzędu M ■ lj*...*lr procesu x(t,«a) (spełniają­
cego równanie całkowe, na które Można zaMienić równanie (3.27)),który Moż­
na wyznaczyć z zależności:
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K X
m E|[x(tj,u) - E X (tj ,«)] . .. (^(t,.«) - E x(tB ,w)]|- ■

♦ E|A(t1,uj)...A(t1|,u)j + E|A(t1.tó)...A(t1|_1 .u).B(t11,w)j + ... ♦

♦ E|B(t1 ,u>).A(t2 ,ui)...A(t|(|,i0)| ♦ e|a (tj •u)...A(t1|_2,u).B(t|(|_j,u>).

. BCt^.u)! ♦ ... ♦ e|b( ,u).A(t2 .u).. .A(t|1_1 ,u).B(t|| ,«)| ♦

♦ ... ♦ EjaCtj.w) ... B(tB ,u!)| , (3.29)

gdzie pomocniczo oznaczono:

A(t1 ,u) S!f h(t1,u)) - Eh1(t,u>)
. (3.30)i

B(tltw) ■ * 3» .  ̂ R( tA ,%). (̂ (uĵ  ,w) - Eh(u1,u)]dui 
O

Ola równania poataci (3.27):

h(t.w) - P(t,u) - {«„^(t ).yo"-l) ♦•••♦ Bn-k(t)*[yon’k)+yorM<+l) •*♦...♦ 

•  ....
(3.31)

oraz funkcja K(t,u) (służęca do tworzenia rezolwenty)

K(t,u) - [«„^(t) ♦ ...♦ an.k(t). -(v“i7," *•••♦ ao(t)* ^Th-Tl! J- ajjfuT

(3.32)
W (75] zanalizowano wpływ loeowych warunków początkowych na wariancję 

rozwięzania układu dynaaicznego opisanego równanie« różniczkowy« drugiego 
rzędu.

Metodę równań całkowyoh stoeowano wielokrotnie do wyznaczenie warian­
cji rozwięzań układów dynamicznych o zaiennej nasię, wahadła podwójnego o 
zaiennej długości,układu RLC ze zaiennę pojeanościę (63. 65, 67, 76]. Wy- 
auazeniea dla tych układów były procesy 8tacJonarne i nieatacjonarne. Ja­
ko przykład zostanę pokazane niektóre wykresy wariancji rozwięzań (prze­
mieszczeń) układu o Jednyn i dwóch atopniach swobody i zaiennej aaele 
(część wyników zostanie wykorzystana w rozdz. III.5 ) (63, 67] .
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W [63] rozważano równanie drgań układu w poataci:

,(t).y(t,w) ♦ c1.y(t,u>) + c0.y(t.w) . P(t,«j), (3.33)

gdzie:

f 1 - c-.t . t < 1 
2 \  1 - c . t > 1

(3.34)

co’cl'c2 ,ta*a 1 c2 6 (0,l).a2(t) Jest zaiennę aaaę [kg] , Cj - współ- 
czynnikiea tłuaienia [kg/ś] , cQ - wepółczynnikiea sztywności [kg/a2] . P - 
siłę [n] , t - czasea [s] , y - przeaieazczeniea [a] , atęd wariancja prze-
aieszczenia

Warunki poczętkowe były zdeteralnowane. Obliczenia przeprowedzono dla 
funkcji korelacji dwóch typów:

KP(tl't2) ’ 0,8
-&(** ♦ t|) (3.35)

‘ C-»"*'11 t2^«o.f.(t1-t2)1 (3.36)

gdzie 8>0,cf > 0, [h > 0. Do dalazych rozważań założono, że O l  (ponie­
waż C aoże być wycięgnięte we wzorach (3.24) i (3.28) przed znak całkowa­
nia). Wybrane z (63] dwa ryaunki wariancji przedstawiono poniżej.
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Rysunek 3.1 przedstawia wpływ zalań współczynnika tłuaienla Cj na war­
tości wariancji Założono funkcję korelacji w poetacl (3.35) c^l.2,3; 
c2"0,5s cq"5; Sml.

Rysunek 3.2 przedstawia wpływ zaian współczynnika sztywności cQ na war­
tości wariancji <31̂. Założono funkcję korelacji w postaci (3.36) c0»3,5,7; 
c2*0,5; Cj- I j c$»^«l.

Według wyników uzyskanych w [63] niezależnie od typu funkcji korelacji 
procesu P(t,w) aożna sforaułować następujęce wnioski
a) zwiększenie współczynnika tłuaienla zanlejsza wariancję,
b) zwiększenie wepółczynnika sztywności zanlejsza wariancję,
c) przy szybszej zalanie aasy wariancja przyjauje aniejsze wertości,
d) zwiększanie współczynników funkcji korolacyjnych zanlejsza wartości wa­

riancji.

SI

1

Q< r Q 2
C ą

— vw—

- U .

nru

C 2.
—wv— 

n
m 2

-»• ca
—wv—

_ ii—U --- u
a 2

.̂u ■ ■■a3

Rys. 3.3
W (67j rozważano układ dynaaiczny (rys. 3.3), którego równania ruchu 

aaję postać:

a^O.z^t.«) ♦ ,u>) - cę2.ż2(t ,u>) +

+ (c1*c2).z1(t ,a) - c2.z2(t,u>) » Q1(t,u)

*2**2^* + (<̂2+ô j).ż2(t,«) - eę2.ż (t ,a) ♦

+ (c2+0j).z2(t ,u>) - Cg.Zjtt.u) = Q2 (t ,to)

gdzie

{1 - a. t, t < 1 

1 - a , t > 1

(3.37)

m2 “ 1 ■ ■ const , cę2  »0, C j  « C2  » C j  » C » const , Q2 ■ 0.
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Obliczenia wariancji przeprowadzono dla funkcji korelacji procesu Q1(t,«) 
typu (3.35) oraz

Kg " C.co^ł. (tj-t2), (3.38)

która wynikła z przyjęcia dla procesu Q1(t,u) postaci analitycznej:

Q1(t,to) » A(u>).cos[j?>. t ♦ X  (“ )], (3.39)

gdzie A (w) i % (u) - nieskorelowane zmienne losowe i >̂(u) aa rozkład 
równoaierny w przedziale [0,2$).
Przyjęto ponownie Ol.

Wybrane z (67j cztery rysunki wykresów wariancji przedetawiono poni­
żej.

Rysunki 3.4 i 3.5 przedetewleję wpływ zaian wepółczynnika e występu­
jącego we wzorze na znianę aasy na wartości wariancji i . Założono
funkcję korelacji w postaci (3.35), a « 0,3; 0,5i 0,7; cf- 1; c ■ 5;
£ ■ 1.

Rysunki 3.6 1 3.7 przedstawiaję wpływ zaian współczynników sztywności
2 2c na wartości wariancji <3, i S, . Założono funkcję korelacji w posta-

1 2
ci (3.38), c - 3,5,7; a - 0,5; of- 1; 1.

Podobnie jak dla układu dynaaicznego (3.33) o zalennej aaeie, nieza­
leżnie od typu funkcji korelacji procesu Q1(t,ui), zwiększanie współczyn­
ników tłumienia, wepółczynników sztywności, szybsza zalana masy, zwięk- 
szanie współczynników funkcji korelacji zaniejszaję wartości weriancji. 
inaczej Jest tylko w przypadku wariancji ó2 . gdy (b ze wzoru (3.38) wzra-

2 *sta. Wtedy makeyaelne wartości <J, też wzrastaję.
1

W [75] rozważano układ dynaaiczny opisany równaniem (3.33), o funkcji 
korelacji wyauszenia poetacl (3.35) i o losowych warunkach poczętkowych. 
Dane do analizy nuaerycznej przyjęto Jak w powyższym przykładzie, s o wa­
runkach poczętkowych założono, że ich wartości średnie sę równe zero, a
wariancje odpowiednio ś>? » 0  i ó2 « 0; 0,01; 0,05.

'o ” 0
Otrzymane wykresy wariancji przedstawia rys. 3.8. Widać, że losowość 

warunków poczętkowych aa istotny wpływ tylko na wartości wariancji w pierw­
szych chwilach ruchu układu, a w dalszych układ zachowuje się podobnie Jak 
układ o warunkach poczętkowych zdeterminowanych.

Wlękeza wartość wariancji przsmieszczsnia poczętkowego daje większę 
różnicę w wartościach dla układu dynamicznego o losowych będż zdetermino­
wanych warunkach poczętkowych.

Obecnie oszacowany zostanie błęd, z Jakla otrzyaywana Jeet wariancja 
rozwięzania stochastycznego równania różniczkowego n-tego rzędu typu (3.27) 
w przypadku gdy rezolwenta (3.10) składa się ze skończonej Ilości wyrazów.
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Rye. 3.4 Rye. 3.6

Rye. 3.5 Rye. 3.7
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Wprowadza to pawian błęd, który zoetanle oezacowany. Rozważanie rezolwen- 
ty jako euay skończonej pozwala na wyrażenie wariancji w poetacl wzoru a- 
nalltycznego, o który» wieay, z Jakę dokładności« został on otrzyaany [65] 

Na podstawie wzorów (3.10) 1 (3.11) orsz założenia w twierdzeniu z 
rozdziału III.l nożna naetępujęco oezecować rezolwentę:

|KŁ(t,u)| - |K(t,u)| <  B(t).
t 2

|K2(t,u)|< J B(t).B(s)de< Cb (* a .

lKn+l(t-1(t,u)|^  ̂B(t).| Kn(t ,e)j ds^ [B(t)] 

a stęd

|r ( « . - . » K  2  U l n . L B ( t ) ] n ł l . i s = f £ .

I S L l . B ( t ) . tB(t).

n*»0
l S L l . s C t). (t-u)

^  B(t).e

(t-u)n 
• ńl (3.40)

(3.41)

Przyjaujęc rezolwentę jako suaę skończone, tzn. jeśli
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a
R.(t.u,W Źf 2  (3.42)

n-0  

wtsdy

iRft.u.w-R/t.u.wK 2 ia,r*.|K„+1ct.u)|< 2
n-««l n-»+l

oo . ,_ n+1 »n
^ 2  w  .[»(«a (3 .4 3)

n>a+l

Oeśll zsźędać , aby błęd był aniejezy od pewnego £ > 0 , wtedy z werunku

oo - , ,0+1 ,n
2  
n-a+1

aożne znaleźć a, dlaktórego

|R(t.u,X) - R,(t,»,«l< 6 (3.45)

Według (3.44) Jeet:

oo _ .n-fl2  ć (3.44)

2  C l » . I . B ( t ) . t ]  „ # 19,1 B ( t ) . t  _ 2  Ł l W I . B ( t ) .  J "  <  8 ̂  (3.46)

naa-fl n»0

Wykorzystując rozwinięcie w ezereg Taylora i

J a . l . B ( t ) . t  .  4 t  4 „  D ^ i . B ( o t t ] "  +

* .®.l«.l.B(t).t (3 47)

i  e  € ( o . i ) .

Stęd wg (3.46)

[IMI.B(t).«]"1 6 (,.48)
(a+i J I • • W * 7
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lub taż nożna zażędać, aby zachodziła nierówność:

i- i ■+!
ua.l.B(t).tj _______ 8_______  »

TSTTTl B(t).a iW.BitJ.t

Na pod8tawia taj nierówności dla zadanego £ i t nożna dobrać n(potrzeb­
ny ilość wyrazów w rezolwencia) tak, aby spełniony został zwięzek (3.45).

Obecnie oszacujesy różnicę poniędzy funkcję korelacji proceau x(t,u>) 
llczonę (wg 3.24)) dla rezolwenty będęcej azereglas nieskończony« lub skoń­
czony«, przy spełnianiu wsrunku (3.45). Oznsczsjęc przez Kx funk­
cję korelacji procesu x(t,u>) liczonę dla rezolwenty RB(t,u,W, zacho­
dzi wg (3.24):

>
a^i'^2^ * *S>̂ *1 **2> * • J ^j(tj ,Uj , . Kh(tg (Uj)du1 +

0

*2 *1 *2
+ R(|(t2,u2 ,W.Kh(t1,u2)du2+ %Z. \j  ̂ R„(t1,u1 ,W.

0 0 0

.R„(t2 >u2>W • ^(uj.ugidugduj (3.50)

Stęd dostajemy następujęce oszacowania:

u
- Kx.«(ti-t2)K la-1 •) l̂ tj.û w - R^.uj.al. 

o

*2
. j  (12 ,u^ ) j  duj ♦ j *\ i R (t2 »Ug ,&) — RB (12 *^2 » ̂»)J • | (t^ ,u2 )j du2+

O

*1 *2
♦ a,2. J J |R(t1 ,u1 ,W.R(t2 ,u2 , W  - R|ł(t1 ,u1 ,3i,).Ri||(t2 ,u2 ,a,)j .

O 0

' |Kh(ul ,u2 ) l du2dul (3.51)

Przy apełnianiu warunku (3.45) aoduł pod całkę podwójnę nożna oszacować 
dodajęc i odejnujęc R(tj .Uj .W.R^tg.Ug.W 1 korzystajęc z faktu, że

I , « I 1S.I .B(t,).t2
|R«(t2'u2 ,̂ l ^B(t2 ).e

na podstawie (3.41).

Many więc:
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|R(t1 ,u1 ,W.«(t2 ,u2 ,SO-R1|(t1 ,u1.»,).R|1|(t2 ,u2 ,ft.)| <2.J.B(t).l IM.B(t).t
(3.52)

co przy wykorzyataniu założenia, że B(t) Jeat funkcję nleaalejęcę, daje 
nierówność:

|Kx(tl ,t2) " Kx,«(tl,t2)K IS'1 £'V f  lKh(t2'Ul)l dul * f  lKh(tl'u2)ldu2+
[ o  0

i *1 *2 1
♦ 2.la,I.B(t).e^'*B(t)*t. ^ |Kh(ul'u2)l du2dul | (3.53)

i t ■ ■ax(t1 ,t2).
Jeśli 62 B(t) oznacza wariancję liczonę dla rezolwenty złożonej ze akoń- 
czonej Ilości wyrazów, to wg (3.28)

t t /. >n-l , %n-l _ . p (t-u.) .(t-u~)
6Z -(*> * \ \ r ^"2 6  -K* «(ui'u2 )du2dul (3.54)

Uwzględnlajęc (3.53) , X- -1 oraz wprowadzajęc oznaczania

-J.

G(t2 ,t1) Sf ^ |Kh<t2'Ul)| **1 (3.55)
0
*1 *2
] \ |Kh(ul'U2 K dulH(t1,t2)

0 

df
0 0

otrzynujeny naatępujęce oazacowania różnicy dla wariancji liczonej dla 
rezolwenty będęcej su«ę ekończonę lub nleskończonę:

1 2  2  U  £ (  P 0 (t -u 1)n- 1. (t -u 2)n- 1 r ,
i  i  ^ „ C u ^ r u p T -  • [ ° (U2 'Ul ) ł

^ 0 0

B(t).t l * (t-u1)"~1.(t-u2)n~1-n DU/.l Zł n #VS-U2
+ G(u1,u2)]du2du1 + 2.B(t).e . ^ ^ |»n(ul)-antu2Jl

. H(uj ,u2 )du2duj^

Ó O
(3.56)
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Można zastanowić się także nad następujęcya zagadnienia«: ile trzeba
wzięć wyrazów rezolwenty, ażeby dla zadanego o$(t) > 0 było

N y (t) - ^y.«(t)|< <*(t) (3.57)

Według (3.56) prawa atrona nierówności «usi być «niejaza odoę(t), a stęd

6 €  ' ( 3 . 5 8 )

gdzie w ( t )  Jest wyrażanie« wyatępujęcya w nawiasis po prawaj stronie 
nierówności (3.56).

Uwzględniajęc oazacowania (3.49) jeat:

■^TiTT^ ~ <  Sit') t <  — —  (3.59)l;ł B(t ).e B(t ).e . w ( t )

Na podatawie tej nierówności aożna obliczyć a-- Ilość wyrazów w rezolwen- 
cia potrzebnę do zagwarantowania odpowiedniej dokładności. Można też o- 
azacować błęd, z jaki« jeat obliczona wariancja ś2(t), gdy razolwenta 
R(t,u,W jeat obliczona z dokładnośclę 6 > 0.
Interpretujęc R^t.u.ft.) 1 iS2 ,(*> jsko wartości przybliżone (nieko­
niecznie jako su«y skończone) i wprowadzajęc do (3.57) znak równości jest

(,.60)
L (n - i ) U

Jeśli c$(t) jest «ała w etoeunku do <»2 _(t) (a więc także do rf2(t)),wte- 
cC (t) V »dy stosunek ■ ■ ■ ■ noże byc przyjęty Jsko błęd względny netody.

v « (t)
W pracach [6 6, 771 obliczono wariancję rozwięzania dla układów dyna­

micznych przy wykorzyateniu jednego wyrazu rezolwanty. Otrzyaano wzory a- 
nalityczna i za poaocę powyższych oszacowań podano błęd, z jaki« jeat o- 
bliczona wariancja.

III.4. Zastosowanie «etody do badania liniowych 1 nieliniowych układów 
dynamicznych o para«etrach będących proceea«! stochsatycznyal

Mstodę równań całkowych «ożna także stosować do badania układów nieli­
niowych poataci [69 , 74]:
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[a n(t)+fc.o$n (t ,w j|  .y * n ) ( t  ,«o) ^ ( t ^ ć . o ę j f t , « ) ]  . y ( t  , « )  ♦

N

♦ fa-(t) ♦ ć .oc (t ,<a)| .y(t ,u>) ■ P(t.u>) +6. 2  bi 1 (*•“ >I O O —* *4 • • • *n1,  i -o  1 n 7«’',!»

(3.61)
.[y(t.«)]\[y(t.tó)]i2 ... [y(""ł)( t ^  ln.

gdzia o funkcjach a1(t) dla i ■ 0 ,1  n, procaaach atochastycznych
P(t ,U) ). <<4(t,C0)# b4 i (t.to ) dla 1. - 1,2 N, J -1,2 n uczy-

1 1 i * * * 1n 3
niono założenia Jak w rozdziale II. £- aały pareaetr.

Rozwięzanie równania (3.61) poazukiwano «etodę aałago para«etru (6,33, 
35, 4 5, 4 9, 51, 52, 55] ograniczaJęc aię do członów «ałych rzędu plerceze-

go. Przyjęto

y ( t , u )  -  yQ( t , w )  ♦ E .y ^ C t , « )  (3.62)

Watawiajęc (3.62) do równania (3.61) otrzyaano układ równań:

a„(t ).y^"^(t ,o>) ♦...♦ aQ(t ).y0(t jui) - P(t,w)

n
•n(t)-vin)(t*“ ) a0(t).yj(t,«) " " 2  J (* •‘s>*Vo^(t •“> *

J-0

^ i i ir
2  bŁ i (t,«).fro(t,tó)] ,[y0(t,u)] ...[yin_l)(t.«)l

ij.... i„ - 0  *
ll+...*in> 2  (3.63

W pierwszy« przybliżeniu funkcje korelecyjne proceau y(t,u>) «a postać

Ky ( t l ‘ t 2 ) ‘  Ky o ( t l ' t 2 ) ł e * [ Kyoy1( t l ' t 2 )  + Ky1y0 ( V t2 ł ]

Funkcjs korelacji Ky (*i-t2> Jeat dana "2ora* (3.28) przy zaalanla o- 
znaczeń x na x0 o?az y na yQ. Natoalast <x (tj,t2)- wzorem (3.24)
K w (*ł»t9> Jako funkcja korelacji wzajeanej apełnia warunek K (t.,t,), y0yl 1 Yo7l 1 *
• K (t9 ,t.). W celu jej wyznaczenia przyjęto oznaczenie

yŁy0 *■ 1

(3.64)
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Q(t,tó) - 2  (t ,U>).y^^(t ,w) +
J-o

N

i1+... + in^ 2  (3.65)

Wtedy według wzoru (3.17) dle równania typu (3.27) (por. [74] ) 1 przy za­
łożeniu, że warunki początkowe dle równania (3.61) eę zerowe (ekęd wynika 
że h(t,u>) • P(t,u>) wg (3.31) Jeat:

Kyiyo(t1 .t2 ) V  E

t. t

^ ( t , . ® )  - Ey1(t1 ,«)].[yo(t2 .u>) - Ey0(t2 ,^)]|

P1 f2 (ti-u,)"-1^».-«,)"-1
" \ \ Tv 7T2---/ ' \ 1 ,— T - Kx x (u,.u2 )du2du (3.6 6)J J [(n-l) i] .a (u. ).a (u_) X1 o 1 2 2 1
O O  ” A n

gdzie z kolei przy wykorzyataniu (3.9)

>(*1»*2> ~ ^ R ( t u ^ ),Kq p (u^,t2 )du^ —Kw „ (t, ,t0) . K
]r- A Ł. J A J. yr X £ X

O
(3.67)

* lxo 1 2 QP

t„ t„ t„«2 1 2
-  ̂ R(t2 ,u2 )-KQP(t1 .u2 )du2 + ^  ̂ R(tŁ ,u1 ).R(t2 ,u2 ).KQp(u1,u2 )du2du1

O 0 0

Funkcja korelacji wzajennej KQp(ti ,t2 > przy wykorzyataniu (3.65) dana 
Jeat wzoree:

KQP(tl*t2 ) “ E jQ(t1 -**)-p(t:2'‘i>0 " EQ(t1 .»)-EP(t2 ,u)) - 

n
* ' 2  E[°<j(t1 .t>)-yo;,)(t1.«).p (*2,u,i] +

J-0

N [ *1 *2 
2  Eibi,...i ^ l ^ ^ t o ^ l ' “ 5] - [ W - H  •••

* i  V 0 1
V ” -łin > 2

... W r 'h ^ . 4  n.p (t 2 , u ) | -  EP(t2 ,«).|- 2  EE<j(ti'u,) •
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N f A1
•yij)(tl'w)] ♦ 2  Ef l  i (*!•«)• [yo(tl'w)] •

iŁ  in«0 1 1
l1 + ... + in>2

. [y0< v “ > ] 2 ••• K " _ i ) < « i - « i l " } ]  (3-ee)

Wykorzystując analogon wzorów (3.15) - (3.17) dla równania typu(3.27) 
(por. [74I ) nożna napieać, że:

" - 1 >  (t.-u)"-^1 f  r
KQP(tl't2) * ” 2  ^  (n-J-l)l.an(u) |Elf<j(ti-“)'p(u <‘'^-p(t2'ulJ _

- ^ R(u ,«).e[ĉ j (tj ,u).P(e ,u.).P(t2 ,is)| dejdu - — f o -  {*[«„<• ̂ m ).

.pftj ,w).p(t2 ,u)j - | R( t j , u ). E [c(n (t ,u>).P(u,u).P(t2 ,w)J du ̂  +

N *1 *1 n-1 n_1
+ 2  C •••? (ti"uu ) •*• (ti-un i )

ii,,* " in“° o o [(t*-i)ij 1.L(n-2)i] 2 Dl O n_1
i. + .. . + i„ ̂ 2  
1 ° V " -  + in

(tl"u21)n ••• ^ l - ^ i g *  2 ••• ^ l ^ n - l . l ^  •••^tl"Un-l.l„_1 )

•ntull,*’*an^uli1 ̂ ®n^u21 ̂ * ’®n^u2i2 * *®n^unl >* * *an^ur.in ̂

' | E [P("ll ,w)...P(uli ,«).P(u21,*a)...P(u2i ,w)...P(unl,w)...P(unl ,u>).

U11
•bl1...in(tl'“ )-P(t2'u>)] - S R(u11.»11)E[p(a11.«).P(ul2,W )...

•••P(unln '“)- bl1...in(tl'“ )-P(t2-,i>] d8ll-*” - 

uni„
- \ R(unin ',nln )E[p(ull'“ )” -P(unln-l'to)'P(8nin >“ )-
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"li U12
•bl1...i(|(tl-w)-P(t2'“ )] d*niI| * | j R(uu ..11).R(u12,.i2).

.E jp(e11,u>).p(«12 .u)).p(u13,«)...p(uni ,«).

•bl1...i(|{tl'“)*P(t2'“3 d*12d,ll * “ • 4

unln- l Unl„

* \ \ R(“nl -l '*n i - l )R(uni 'enl )E|P(uU ' “ ) -*-P(uni -2 'u)-J И n n  n n  n

•P(*ni-l'‘ł)-P(*nin*“)-bi,...i (tl'“,)*p(t2'“3 d«ni d*nl„-ln П 1 n n "

u“ Ч1"
^ .. .  5 R(ul l * * l l )*” R(unin'“nin) *

lł**'*+in

•е [р («41.«).. .Р (*п1 .«>>. bt t (tj.tó).
n 1 n

1 f  n_1 *ł  (t  - u ) " -1 ”1• P (t 2 ' “ )] d«n t ||” - d » 11j < ‘un ln . . . d u l ł -E P ( t 2 ^ ) - j  2  J  T^ T- l T L . n (

^  Ó, u .
( t Ł ,w ).p(u,u))j -  | r<u , * ) . e [c<j ( t j  ,to).p(* ,w)J ds |  du -

tj

-  w K * » “  j , w ) . P ( t 1 ,u)| -  ^  R (t 1 , u ) . E ^ n ( t 1 ,u )p (u ,u >^  du |̂ «

*11 1 t* ^"-1

л П

“ii
'P(ttnin'“ >bl1-*-in<tl'“ )l" f R(ttn**ii)E[p(«i1.«)...P(unin.») .
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U11 Un l.

O O

... R (unin 'enin)E[p(eil>w)” * P(enin '“ )>bi1...ln(ti'“ )]

>} "“».„-'"“i.}d8nin ••• delir dU..... du«*V (3.69)

W podobny sposób można wyznsczyć »onenty centralne rzędu r dla roz­
wiązania y(t,io) równania (3.61). W pracy [69, 70l oraz rozdz. IV. 1 po­
dano twierdzenie, które może służyć do oszacowania różnicy między warian­
cję rozwięzania liniowego (3.27) i nieliniowego (3.61).

Przedstawionę metodę zastosowano do badania układu liniowego [68| oraz 
nieliniowego (74] , gdy współczynniki równanie oraz wymuazenia były proce­
sami stochastycznymi. Przykładowo zostanie pokazany wykres wariancji roz­
więzania (przemieszczenia) dla układu dynamicznego o jednym stopniu swo­
body, o losowo zmiennej masie 1 nieliniowej charakterystyce siły spręży­
stości, którego ruch jest opisany równaniem [74) :

[a2 (t) + 6 . ^ 4  .y(t ,to) ♦ a^.y(t.u) + a0.y(t,w) ♦

♦ b ,b0.jy(t ,ca)j - P(t,u) (3.70)

Ola dalszych rozważań założono, że: 

f
a2 (t) * ■{

l-c2.t, t < 1

i-c2 . t > 1

(3.71)

oraz c2, aj, a0, bQ - stałe i c2 (0 ;l); a2 (t),cę2 (*a) [kg] - masa, 
a, [kg/ej - współczynnik tłumienia, aQ [kg/s2] - stała sprężysta, P(t, «o ) 
[n] - siła, t [s] - czas, у [m] - przemieszczenie, a stęd wariancja 
^  OCC 2 («a) założono, że Jeet zmiennę losowę o rozkładzie równo­
miernym w przedziale [0;0,2] , P(t,u>) • C.cos(£t ♦tP(«o)), gdzie У Ы )  Jest
zmiennę loeowę o rozkładzie równomiernym w przedziale (o;2ST ). Ponadto 
założono, że zmienne loaowe cę2 (u>) oraz ^ (u>) sę niezależne.

Funkcja korelacji procesu P(t,fc>) występujęce we wzorze (3.24) przyj­
mie postać:

r2Kp(tł,t2) - ~  . cos^tj-tg) (3.72)



Występująca w* wzorze (3.69) wartość średnia z iloczynu proeeeów cf̂ (t,<o) 
oraz P(t,u) przyjaie postaćt

E^ę2(w).p(t2 ,u)).p(t3 .ui2] * 0,05C2.coe^(t2-t3) (3.73)

Oo dalszych rozważań ustalono paraastr C, przyjmujęc C • fz. Ryeunek
3.9 przedatawia wariancję ó2 dla różnych wartości £ . Na rysunku zazna­
czono tylko wykreay dla £ • -0,5 oraz 6 ■ 0,6. Zbadano także inne war­
tości 6 z przedziału (-0,5; 0,6) przy ustalonym c2 » 0,5, • 1, aQ »5,
bo “ ł * $ m

Wartości wariancji znajdowały aię aiędzy akrajnyai krzywyai. Większym 
wartościom 6 odpowiadaję większe wartości wariancji. Badano także wpływ 
współczynnika bQ na wartości wariancji. Za wzroataa bQ zmnlejszaję się 
wartości wariancji. Zależność ta zgadza aię Jakościowo z faktem, że dla 
układów dynamicznych o atałych współczynnikach l wymuszeniu typu blełsgo 
szumu w przypsdku nieliniowej sztywnej charakterystyki siły sprężystości 
wariancja przemieszczania Jaat mniejsza od wariancji w przypadku liniowym

Badano także wpływ azybkości zmian maay (współczynnik c2) na wartości 
wariancji. Szybazym zmianom masy (większe c2) odpowiadaję mnlejeze warto­
ści wariancji. Wynik jakościowo jest zgodny z rezultstami uzyskanymi dla 
układów liniowych, których zmienne wapółczynniki nie gę procesami stocha­
stycznymi (£■ O) ((63, 83] i rozdz. III.3). Na uwagę zaaługuja fakt, że 
parametr ć aż tak bardzo nie wpływa na zmianę wartości warlanej i(można to
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zauważyć również w [68] ). Zagadnieniu wpływu małego parametru na rozwią­
zanie oraz jago charaktaryatykl probabilistyczne Jaat poświęcony rozdz.
IV.

W y k o r z y a t u j ę c  powyżazę metodę analizowano w a r iancję drgań modeli prze­
kładni zębatych o losowym wymuszeniu oraz losowych zmisnach s z t y w n o ś c i[71,
78 , 79] .

Uwaga 1Nie trzeba ograniczać się z zaatosowanism metody równań całkowych oraz 
aetody małego parametru tylko do jednego równania. Można ją stosować tak­
że do układów równań np. poatacl

|j|2 (t) ♦ ć .^2 *̂ •“ ;*] + [§i (* ) ♦ 6 .ofjCt,»)] .Ż(t,«a) ♦

♦ JŚ^t ) ♦ 6 .ej0(t,u>)] .Z(t ,«o) ■ P(t ,w)

Uwagą 2
N i e  trzeba aię także ograniczać tylko do członów małych rzędów I jak 

przyjęto w  (3.62). Podobnie, założenie, że w arunki początkowe aę zerowe, 
nie Jest konisczne. Oeśll założyć w y s t ę p o w s n i e  c z łonów małych wyższych 
rzędów lub niezerowych w a r u n k ó w  początkowych, w t e d y  w zory (a szczególnie 
(3.69)) ataję się znac z n i e  bardziej skomplikowane. Dlatego też zrezygno­

wano z taj ogólności.
W p r z ypadku konieczności rozważania cz ł o n ó w  małych wyżazych rzę d ó w  lub

niezerowych warunków poczętkowych konkretnie rozweżanego układu dynamicz­
nego Jest bardziej wygodne wyprowadzenie - dla poazuklwanaj charaktary- 
etyki probabilistycznej rozwlęzanla - szczsgółowsgo wzoru niż ogólnej za­
leżności na momenty rzędu r.

III.5. Numeryczne porównania metody lmpulsowel funkcji przejścia 
(funkcji Greene) 1 metody równań całkowych

Porównano czas obliczeń wariancji rozwiązania (przemleazczenia) układu 
dynamicznego o zmiennej maele i losowym wymuszeniu opisanego równaniem
(3.33), etoeując metodę impuleowej funkcji przejścia (funkcji Graena) 
oraz metodę równeń całkowych. Obliczenia przeprowadzono na komputerze 
PDP-11/34 w tych aamych warunkach (komputer nie był obclężony Innymi u- 
żytkownlkami). Dane przyjęto Jak dla rys. 3.1 przy Cj - 1. Uzyskano bar­
dzo dobrę zbieżność wyników przy atoaowaniu obu metod, co widać w poniż­
szej tabeli:
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Wartości wariancji w [m2]

Natomiast czas obliczeń dla wartości wariancji do 1 sekundy wynosił przy 
stosowaniu metody impulsowej funkcji przejścia 6 4 ,2 4 aekund, a przy sto­
sowaniu metody równań całkowych 24,76 aekund. Główny zysk czasowy wynika 
z faktu, że impulsowa funkcja przejścia jest funkcją szybciej zmienną (por. 
np. funkcję Greena dla oscylatora harmonicznego [52] ) niż rezolwenta. To 
z kolei powoduje, że przy założonej dokładności obliczeń krok zmiennej
niezależnaj dla metody funkcji Greena musi być mniejszy od kroku stosowa­nego w metodzie równań całkowych.

I

IV. OSZACOWANIE ROZWIĄZAŃ UKŁADÓW RÓWNAŃ STOCHASTYCZNYCH

Dla nieliniowych etochastycznych układów równań różniczkowych rozwię- 
zanie lub jego momenty sę otrzymywane przy stosowaniu metod przybliżonych 
Ważnym problemem jest oszacowanie ich dokładności. W p IV.1 podano twier­
dzenie o istnieniu i Jednoznaczności rozwiązania nieliniowych stochastycz­
nych układów równań różniczkowych.

Następnie w p. IV.2 oszacowano różnicę pomiędzy odchyleniami standar­
dowymi dwóch zmiennych losowych. Otrzymane oszacowania wykorzystano do 
badania różnicy odchyleń stsndardowych rozwiązań dwóch układów dynamicz­
nych.

IV.1. Oszacowania rozwiązań 1 ich momentów w nieliniowych 
układach stochastycznych

Rozważać będziemy układ nieliniowych stochastycznych równań różniczko­
wych postaci:

d ^(t ,£,u)
 ---- * Y(t,^,6.w), (4.1)

gdzie:
(i) t t [-T,t3 , T <  oo , ć - meły parametr, £ 6 [ć £ J  ,
(ii) ^(t, £,<*>) » col [yjt.ć.w)] - n wymiarowy wektor kolumnowy współ

rzędnych, i ■ 1,2,...,ni y(0,6,w) » - wektor warunków po-
czętkowych dla t*0 oraz j y^(t ,£,<o) - yi(0,£,u)j < b < oo dla 
prawie wszystkich realizacji

(iii) Y(t,^,£,u>) » col (t ,y ,£,«)] - n wymiarowy wektor kolumnowy
funkcji procesów stochastycznych), którego prawie wszystkie rea­
lizacje sę zdefiniowane i ciągłe ze względu na t ,y, £, czyli dla po­
wyżej określonego obszaru zmiennych t ( t , y . ć , u > ) |  < M

M > 0  lal ,2 n
dla prawie wezystklch realizacji. Ponadto założono, tp dla pra­
wie wazyatkich realizacji Jeet spełniony warunek Lipschitza ze 
względu za zmiennę £ i stałą % > O, tzn.

II Y(t ,y',S.u>) - Y(t ,y". £,u>)|| ś II II » (4.2)
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gdzie || —  jljest normę Euklidesa w przestrzeni Rn. Zachodzi następujące 
twierdzenie (69] :

TWIERDZENIE

Przy powyższych założeniach układ równań (4.1) as dla prawie wezystkich 
rsallzacji jedyne rozwiązanie (procea atocheetyczny) ^(t,6,io), które dla
t»0 apełnla losows wsrunki początkowe ^ . To rozwiązanie Jest dla pra­
wie wszystkich realizacji zdefiniowane i aa ciągłą pochodną jako funkcją 
zaiennej t w przedziale te C"T0*ToT* 9dzia T0 “ “in (T * R°*"i*-
zanie to jest dla prawie wszystkich realizacji ciągłe Jako funkcja para- 
aetru i w przedziale [6j, fcj , Jednostajnie wzglądea t (dl. [-T^Tj)
Jeśli ¥.(t,fe,*u>) i *(t,fc**,w) są rozwiązeniaal układu (4.1), wtedy dla 
prawie wszystkich rsallzacji

A  V  | fi*-e**| < tf=>Hx(t.£u) - x(t.£**,«o)|| < ? (4.3)
2  > o £ > o

Dowód twierdzenia jest podobny jsk w przypsdku deterainistycznya [l4 , 60] 
a dla warunku (4.3) jak w [9].

Uwagą 1
W przypadku linlowya prawie każda realizacja rozwiązanie Jest zdefl- 

niowana i ciągła w całya przedziale t e G-T,t].

wniosek 1
Wprost z dowodu twierdzenia wynik, dla prawie wszystkich rs.lizscji o- 

szecowanie:

n y(t, ć*,oo) - x(t,6**.U>)|| £  ̂  . [exp(5»t)-l] (4.4 )

jeśli dla prawie wszystkich realizacji jest spełnione

|| Y (? .*(g , £**.«*) ,6 * .» ) -  Y(cr.*(S.Ć**.«>).£**.u>)ll < W (4.5)

gdzie o e [o,tJ .
Wzór (4.4) daje oszscowanls różnicy rozwiązań ('odległości''). Można 

oezacować też różnicą odchyleń standardowych. Zachodzi następujący leaat:
Leaet

Niech zaienne loeowe a(u>) 1 B(u:) przyjaują z prawdopodobleństwea 1
skończone wartości (|a(io)|<oo , | B(w)| < ) oraz niech istnieje f > 0
takie, że [a(w) - 8(u>)| 4  $ z prawdopodobleństwea 1. Wtedy odchylenia 
standardowe spełniają nierówność:

K  -  * B\ <  * *  .
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D o w ó d
Z prawdopodobieńetwea 1 zechodzl:

i A(u>) - B(u>)| - I A(u) - EA(«o) - (b(w ) - EB(uj) ) + E(a (w ) - B(m ))|<£
(4.6)

Podnoe7ąc nierówność (4.6 ) do kwadratu oraz uśredniając Ją otrzyaano:

* <i* * Ce(a(w) - B(.))l2 - 2.Ka b <  # 2 . (4.7)

gdzie KAB - kowariancja zalennych A(co) i 8(u>).
Stąd

ć2 * <s§ -  2 . «a .<sb < £  2

« a  - * » )2<  i 2
(4.8)

Wniosek 2
W szczególności oszscowanls poaiędzy 1-tyai współrzędnymi wektora ko- 

luanowago Jest nsstępującs:

| yt(t, fi*  ta) - yA(t, fi**,w )| ||^(t, fc*,u>) - y ( * - ^  ?  (4.9)

a takżs

I V t . s * . « >  "  lSyi(t.e**,u)| <  V  (4.10)

Uwaga 2
Oeśli n>2, wtedy układ (4,1) przedetawia drgania nieliniowego oacy- 

latora haraonlcznego oraz dla i»l (4.9) jest oszacowanlea przeaieezczeń 
i ich odchyleń atandardowych obliczonych dla £ i £

Uwaga 3
Według (4.9) i (4.10) aożna dla układu dynaalcznego opisanego ze poao- 

cą (4.1) oszacować różnicę poaiędzy rozwlązaniaal i ich odchyleniaal atan- 
dardowyai dla przypadku liniowego i nieliniowego bądź układu o parame­
trach zdeteralnowąnych i losowych. Można także zyekać na czaaie obliczeń 
koaputerowych. Znejęc bowlea rozwiązanie 1 Jego odchylenie standardowe 
przy danya fc* oraz aożna otrzyaać informację o rozwięzaniu i Jego od­
chyleniu etandardowya przy 6

Uwaga 3 będzie rozwinięta w następnya punkcis.
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IV.2. Oszacowanie różnicy odchyleń standardowych 
rozwiązań w układach liniowych

Dla układów liniowych nożna podać bardziej szczegółowe postać oszaco­
wań poniędzy dwona rozwięzanieni oraz ich odchyleniani standardowyni wy-
znaczonyni dla ć i 6 . Rozważać będzieny liniowe stochestyczne równa­
nie różniczkowe postaci:

en(t ).y \  t ,u>) + [fn.j/1) ♦ £ ,«)J .y^n-1  ̂(t ,<J) + ... ♦

♦ [a0(t) ♦ £.of0(t,ui)] ,y(t,u>) -P(t,co), (4.11)

przy tych sanych zełożeniach co w rozdziale II.1 i IV.1. Ponadto niech 
t e [o ,t] i inf |an(t)| > 0

t e [o.tJ
Równanie (4.1l) może być sprowedzone do ukłedu równań (4.1) poprzeż pod­
stawienie y(t,w) « y1(t,u). Układ ten przyjnie postać:

y1(t ,«) - y2(t ,<o)

*„_!<»,«) » yn(t,w) (4.12)

yn(t 'w) * - ê TTT - | [ 8n-l(t) + •c*n-l( t '“3 *Yn( t >tó) * •'* +

+ [.„(.) + 6 .Qf0(t,u>)] .Vl(t.u)| ♦

Dla wyznaczenia stałych %  i '38 z (4.2) i (4.5) wykorzystano zależność:

(cj ♦ ... + c„)2<  n. (c2 + ... ♦ c2 ) (4.13)

oraz synbol osę sup|z(u>)|, który dla zniennej losowej z(«) oznacza naj­
większe dolne ograniczenie zbioru wartości £ , dla których p{ł>: |z(u>)|>/&\»
■ 0. Ola prewie każdej realizacji zachodzi:

||Y(t.y',e,u) - Y(t ,y" ,i.u)U 4-^ [y'2(t.«) - y2(t,u)| + ... ♦

+ [y*(t,u>) - ylct.**)! ♦ — —  • e8s 8up fa< ) * i .<*4 (^.“ )!
Ln " J inf ê (eT) ?c[0,t] Li 1 J

z c [o.t] i-0,1 n—1
 1

.̂ Jy,!/* .w) - y"(t.a>)] + ... + jyj(t,tt>) - y"(t,u;)|
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<  l| -----n  . e8S SUD I8!^) ♦i.oŁ(F,fc>)| ♦ 1 . ||̂ (t ,oo)-y” (t ,<4>)||
y inf e^(?) 0 6 [O.t] L1 1 J
I |b.t] i-0,1....n—1 (4.14)

Stała % nie nuei być traktowana Jako wartość zadana dla całego przedzia­
łu zniennej t, nożna Ję skonstruować jako niemelejęcę funkcję zniennej t
postaci:

l| I  TŻ '
W t ) ^ |     . ess sup Ja^fZ) ♦ £ .cc, (Z.u>)| + 1 (4.15)

| i"f^(i) [o.t] Ll
I ee [o.t] i-0,1.... n-1

Dla prawie każdej reelizecji zachodzi następujęce oszacowanie:

||Y(3T. *(?. £**.„) .£*.«) - Y(?.ć**w) .£**.«)!! -

. i  **
^ | I / ~w 2

B̂f tTj  • | ̂ n-l(t'w)*Yn(t'") + ••• ♦oę0(t'“),yl(t,"a ^

< lJ/|a~fy)|̂ • \|n . ess sup oj2(Z.cj).||x(t ,u)|| (4.16)
" • «6[0.^inf |anUj| *

I —  —
?6 [o t] i-0,1.....n-1

Stęd 9£ jako nienalejęca funkcja czasu nusl spełniać zależność:

;(t) >  * \i n ' 688 • 888 *up II ĵ (? ,«)|| (4.17)
" H Ze[0 ,t] ?fe[o,t]3e(t) * inY|aHty)|‘ * \l ” * —   - • -K * Ł[o,t] ?t[o,t]

?e[0,t] i-0,1,....n-1

Oeśli rozweżeć JL i 8£ Jeko stałe, wtedy do prewych stron wzorów (4.15) i 
(4.17) neleży podstewić t-T, tzn. przyjęć & « 3 .(t ), 2e-3f(T), 51 i 3C
będę wtedy oszacowane dla całego przedziału t e [O.t] .

Powyższe oezacowania zostanę wykorzystane do analizy drgań liniowego 
stochastycznego oecylatore harnonicznego opisanego równanie»:

d2 y(t.g) + r2n +fe ,N(t,«0 . * t 2 ł£
dt2 (4.18)
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gdzie: n,k - stałe; N(t,<o), K(t,u>) - procesy stochastyczne, których pra­
wie każde realizacje apełniaję nierówności:

^  Cj , IKCt ,co)| < Cg oraz k2 > 2n ♦ |£| . Cj

□la równania (4.18) wyznaczono odchylenie standardowe dla £ » O (rów­
nanie ze stałyai współczynnikami) i 6 / 0 .  Oszacowano błęd poaiędzy ni­
mi wykorzystując wzory (4,4), (4.9), (4.10), (4.15) i (4.17). Otrzyaane 
na drodze oazacowań teoretycznych wyniki porównano z wynikaai otrzyaanyai 
przy użyciu aetod syaulacyjnych. Ola £ - O rozwiązanie równania (4.18) 
aożna przedstawić w postaci [33, 50] przy (k > n):

y(t,u>) - exp(-n. t). [y (O ,<«?). cos(lf k2-n2  ̂t) ♦ .
L y k -n

. sin(łf k2-n2'. t )] ♦ f — -—  - exp(-n(t- 2) )sin(l/k2-n2 l (t- g) ).P(g ,u)dg J J 1/72 ?
0 'k "n (4.19)

gdzie y(0,t»>), y(0,u>) - losowe warunki początkowe.
Oo dalszych obliczeń przyjęto proces P(t ,w) w postaci:

P(t,u>) « a (w ) . exp(-<*. t), (4.20)

gdzie cę > O i a («o ) - zaienna losowa o rozkładzie równoalernya w prze­
dziale Q),/Q . Stęd

y(t,«o) - sxp(-nt).ry(0 .tó).cos(lfk2v ! t )  ♦ * vCO.“).n .
\l kZ- n *  'y  kZ- r

. sin(f k2-n2'. t )1 ♦ _______ A(a>)
I / O ~
Vk2-n2i (k2 +°f2 - 2.n.c$)

k2-n2.exp(-op.t) - exp(-nt). |(n-of). sln(j|k2-n2l t) ♦{ '
+ |fk2-n2lcos(|̂ k2-n2^t^|' (4.21)

9(t'‘0) ' •Xp(-nt) —  ( ^ . t ) . [ n . y ( 0 . U )łk2.y(0,^

exp(-nt).y(0,oo).cos(lf k2-n2. t) ♦  --- -----------------
V k2-n2. (k2 *cęz - 2.n.of)
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-of-lf k2-n2'. exp(-of. t ) ♦ exp(-nt). ^k2-n.oę).sin(lfk2-n2.t ) ♦

♦ o(.^kZ-n2'.coe(ikZ-n2[ t)] ̂  (4.22)

Stała (wg (4.15)) przyjaie postać:

&«!I 2. [k2 ♦ \e\ . e j  ♦ 1. (4.23)

a funkcja "JCft) (wg (4.17))

ae(t) >|g|.|f2^MX {c1*c2} ••• 8UP lli(8.«)ll. (4.24)
Te [O.t]

gdzie
[|̂ (t,ca)|| »||y2(t,«»>) ♦ ^(t.o)' (4.25)

W przypadku gdy warunki poczętkowe sę zdeteralnowene i zerowe

ess sup |lx(* .*»>)|l<! - = = , ---   . eup V̂ jj k2-n2 ^exp(-of.») -
Se [p ,t] |/k2-n2.(k 2+c«2-2n.cę) ««[O .t]

- exp

Z
(-n?). |(n-cf) .sin(|̂ k2-n2!Z) ♦ ^k2-n2 ĉos(|fk2-n2*.Z')J j" *

► ̂ -of. ][k2-n2'. exp (-of. ?) ♦ exp(-n.« ). J(k2-n.cę).sin()[k2-n2  ̂?) * 
  • ----------------- —|
► . f k ^ -n ^ .c o s f  |fk^-n^] e )]^ 1

26)

Ola równania (4.18), gdy £ »0, aożna wyliczyć odchylenie standardowa
rf (t). Ponieważ <». » wynosi ono:o A

*0<t) ■  ■ *-----------  . |fk2n2. exp(-oę.t) -
jfl2. (k2-n2). (k2+c^-2.n.oę)

<p(-nt). j(n-of).ein(yk2-n21. t) + ̂  k2-n2[cos(yk2-n2'. t) (4.27)

Ols przypadku £/< 0 obliczono odchylenie standardoae <>8 (t) przy założeniu 
że procesy N(t,u) i K(t,u>) sę zaisnnyai losowyal o rozkładzia równo- 
aiernya odpowiednio w przedziałach £o.CJ 1 (o,Ĉ \ . Symulacja była wyko­
nywana w ten sposób, że we wzorze (4.27) podstswlono za atałę n wyrażenie 
n + j . 6 . n(m), a za k2 wyrażenie k2 ♦ £ . K(w), gdzie n(w) i k(io) 
były losowo wybranyai liczbaal z przedziałów (o, Cj i [o.cj.
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Do obliczeń numerycznych założono, że n » » 0,1; k - Cg ■ 1 i A • 1.
Rysunek 4.1 przedstawia różnicę pomiędzy >>0(t) 1 ^  (t) dla c$» 0,05 

1 £« Os 0,1. Różnica nla Jest tak wielka. Jak to wynika z wartości funk­
cji j(t) - oszacowania różnicy (4.10) - danej wzorem (4.4). W poniższej 
tabelce sę zaprezentowane wartości funkcji ^(t).

t £(t)
0,5 0,054136
1,0 0,340762
1.5 1,336004
2,0 4,196598
3,0 31,26965
5,0 1267,882
10,0 13148528

Widać, że oszacowanie różnicy dane przez wzór (4.4) jest znacznie więk 
sze ('grubsze") niż różnica pomiędzy odchyleniami standardowymi widoczna 
na rys. 4.1. Wpływ parametru oę na wartości odchylenia standardowego jest
widoczny na rys. 4.2 dla (t) i rys. 4.3 dla Sg(t). Założono, że
£■ 0,1 i c$ ■ 0,05; 0,5. Dla większych cę maksymalne wartości odchyle­
nia standardowego sę mniejsze. Wpływ parametru 6 na wartości ^  (t) przed 
stawiono na rys. 4.4. Założono, że £•« 0,01; 0,3 (obliczenia przeprowa­
dzono także dla 6» 0,05; 0,1) i oę • 0,05 (także dla of« 0,5). Oeśli
£ przyjmuje większe wartości, wtedy maksymalne wartości £g(t) sę mniej­
sze. Także okres pomiędzy kolejnymi maksymalnymi wartościami Jest mniej­
szy dla większych lub £ . Inne przykłady wpływu parametru £ na warto­
ści wariancji można znaleźć w [7q| .

Na podstawie badań teoretycznych i numerycznych przeprowadzonych w roz­
działach III i IV można sformułować wniosek:

Wniosek
Wpływ małego parametru £ na charakteryatykl probabilistyczne rozwię- 

zań nie jest tak wielki. Jak to wynika z oszacowań teoretycznych.



V. WRAŻLIWOŚĆ STOCHASTYCZNYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH

3eśli badać charakterystyki probabilistyczne układu dynamicznego po­
jawia się pytanie. Jaki wpływ maję na nie zalany parametrów układu. W li­
teraturze bada się to zagadnienie przede wszystkim w przypadku zdeteral- 
nowanya [lO, 15, 80, 84], rozważajęc tak zwane funkcje wrażliwości. W p. 
V,1 zostanę skonstruowane równania stochaatyczne dla funkcji wrażliwości 
pierwszego i drugiego rzędu. W p. v.2 zostanę one zastosowane do aprokay- 
aacji dowolnego rozwięzania lub jego aoaentów. Aproksyaacja ta akraca 
czas obliczań koaputerowych w przypadku wyznaczenia rozwięzań lub jego 
charakteryetyk probabilistycznych dla kilku wartości parametrów układu. 
Proponowana aetoda aproksyaacji jest wykorzystywana w p. V.3 do badania 
stochastycznych drgań nieliniowego oecylatora harmonicznego, w p. V.4 - 
drgań aodelu przekładni zębatej, a w p. V.5 - drgań aodelu pojazdu (za­
wieszenia).

V.1. Metoda analizy wrażliwości nieliniowych układów stochastycznych 
za poaoca aetod eyaulacylnych

Rozważać będzieay układ nieliniowych stochastycznych równań różniczko­
wych poataci [64] :

f^(y^ ,... ,Yq ■.. • • y^»• • • #Yq* t ,qp,«*») ■ O
.....................   (5.1)
 Yqn) Yl Yq* * “ 0

gdzieś
q - ilość zaiennych. Ilość równań; 
t - czas;
u - zdarzenie eleaentarne;
ot,- stały paraaetr, ze względu na który Jest badana wrażliwość rozwię­

zania. Założono znajomość warunków poczętkowych.
Powyższe równania rozumiane sę Jako równania dla reellzacji procesów 

stochestycznych będęcych ich rozwięzaniaai. Zakładamy, że poniżeze zało­
żenia sę spełnione dla prawie wazystkich realizacji, dzięki czeau można 
układ równań (5.l) rozwięzyweć za poaocę metod syaulacyjnych, ‘bowiem dla
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każdego u> układ równań (5.1) jest układea zdeterainowenym. Rozwięzujęc 
go otrzymuje się 1 realizację procesu y^ft.w). Ich zbiór daje proces 
stochastyczny będęcy rozwięzaniem układu (S.l). O funkcjach za­
łożono, ża sę różniczkowalne częstkowo odpowiednię Ilość razy (zależy to 
od rzędu rozważanej stochastycznej funkcji wrażliwości)względem y^^ oraz 
oę, gdzie i • 1,2 q , J ■ 0,1 n oraz że realizacje y(t.o;,u>) sę
różniczkowalne względem o£ .
Różniczkujęc ukłed równań (5.l) względem °f(dla o< mCtf Q )  otrzymeno:

®f i ®yin)
oyin7 ■ **

(n)

©oę

«f.

5 3

<2y(n)

9f q 'BYg0 }
(nT

v df ®yl
będż przy podetawleniu 
wrażllwości I-go rzędu)

®fx W j W. w „ w ,

9f,<Vi ^

oł-ofc,

2yi’ 8Vq'0°f
(5.2)

(jest to stochastyczna funkcja

*1
Qyi

2>y

(n) 9 f! ,(n) + W *
W i . V

®fl

®f ®fq
i f e j  . « < * > ...........^ 7  •  55? • " ■ ......... £  • ^-n/"' 1 tffa

®Vo (5.3)

Analogicznie można poetępić, gdy w układzie dynamicznym występuje r pa­
rametrów afj ,... .ô ., względem których badamy wrażliwość rozwięzania.
Wtedy układ równań aa postać:

 yjn) Yl .......... “ °

( n ) #Vq #. •. #yj # • • • *Yq *t ,o^,.. . ,o(̂. ,co) ■ 0
(5.4)

Różniczkujęc po ,...ofr wszystkie równania od l,...,q w punktach 
<^0.... ô .0 otrzymano:



Oeśll przyjęć (SŁJ 2f ^ dla 1.2.
(5.5)

.q. J " 1,2,...,r wtedy:

0 ^ 7  *0ii ♦•••♦ r f r - V  ♦ 3y**<ii

. (n) 
51 1 ♦

?y"

'if.
577' 11 * " ' + TyT* tfql

flf
<2y qi

&

3f
"

(n)9f0
[ 5 *  • s ‘ '

(n)®fq 
rq S y f * *Ir

«fl
•ir qr

9fi
t)ofp

®f
ł v ? * 4 qr

Vf

‘
(5.6)

niewiadomych 1 r parametrów otrzyauje się(«   . funkcji wrażli-Ola q . . . .   j-
woścl 4̂  oraz q . r równań na te funkcje (5.6). Badajęc wpływ jedne­
go peraaetru otrzyauje alę aniejezy układ równań (5.3), dlatego też, je­
śli aoZna, to lepiej badać wpływ poszczególnych paraaetrów i otrzyaywać 
na nie osobno układy równań. Chyba, Ze wszystkie zaienlaję alę na raz. W 
powyZszya układzie r-segaentowya tylko prawe strony sę róZne poaiędzy ae-
gaentaal 1 aoZna go rozwlęzać osobno r razy, korzystajęc z procedury dla 
układu (5.3).
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Dotychczasowa analiza dotyczyła wykorzyetania stochastycznych funkcji 
wrażliwości 1 rzędu (rozpatrywano pierwszę pochodnę rozwlęzań względea pe­
raaetru). Można tę analizę rozszerzyć na stochastyczna funkcje wrażliwo­
ści drugiego i wyższych rzędów. Różniczkujęc układ (5.3)Jeszcze raz wzglę­
dea c<(dla of *o?Q) otrzymano:

Ki, , > 'ii. ®f,
^ T n T  • * 1  ♦ • • • *  5 ^ S 7 * * q  + * * * + W T '^ 1  * %  ‘

R 2fl , ^ 2fl ,ln) A  in) «**1 f f ' l  1

®f— -3 -©..m) ®v

*2f

*5"’

<«>♦  ^ ^^tnT* q
* q
'tloęSy,

e 2f.
>y1'-'l *•* 3c$Yq

(5.7)

gdzie

02Vl
aeę*

r “%

(5.8)

Równania, które spełnlaję stochastyczne funkcja wrażliwości II rzędu Ba­
ję lewe strony takie saae jak równania dla stochastycznych funkcji wraż­
liwości I rzędu, prawe atrony zawieraję wyrażenia z która sę znane
na podstawia równania (5.3). Aby otrzyaać równania, które epełnlaję sto­
chastyczne funkcje wrażliwości II rzędu w przypadku r paraaetrów, należa­
łoby układ (5.5) zróżniczkować względea  ofr w punkcie o?1Q>... ,a$.0
oraz wprowadzić oznaczenia poaocnlcze:

df ^1.1
0^-°^

®2y±
'<b?l »oę

ki - ^ o
<*j“< V

dla 1 • 1,... ,q oraz J,1 * 1,2, ...,r.
Będzieay wtedy aieli r układów r segmentowych, podobnie Jak w (5.6), 

2bowlea Jest q.r zaiennych *1J1 1 tyle saao równań. Praktyczniej jest
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więc zmieniać tylko 1 parametr, ala nożna też przy większej Ilości para­
aetrów korzystać z procedur nuaerycznych wykorzystywanych w przypadku 1 
parametru. Powyższe postępowania aożna rozszerzyć na przypadek stocha­
stycznych funkcji wrażliwości wyższych rzędów. W przypadku 1 paraaetru 
lewe strony układów sę zawsze te saae, tylko po prawych występuję wyraże­
nia zawierajęce koabinacje stochastycznych funkcji wrsżliwości niższych 
rzędów (dla wlslu parametrów segaenty sę podobns). Ponadto w przypadku 1 
będź wielu paraaetrów układy równań na stochastyczns funkcje wrażliwości 
sę liniowo, o zerowych wsrunkach poczętkowych.

V. 2. Aprokayaacla dowolnano rozwięzanls lub 1 ego aoasntów 
zs poaocę szeregu zawierałęcego funkcje wrażliwości 
różnych rzędów

W tya rozdziale zostanie pokezane zastosowanie stochastycznych funkcji 
wrażliwości do badania rozwięzanla układu dynaaicznego dla dowolnej war­
tości paraaetru oę, gdy znane jest rozwlęzanie dla oę.of0. Załóżmy, że 
badana Jest wrażliwość ze względu na 1 parametr (5.1), a więc obowięzuję 
przy obliczeniu stochsstycznych funkcji wrsżliwości ukłsdy równań (5.3),
(5.7) itp. I-ts rozwięzanla dla dowolnsgo oę aożna przedstswić zs poaocę 
rozwięzanla w punkcis of » ofo oraz stochastycznej funkcji wrażliwości wg 
wzoru (podobnego jak szereg Taylora)

V A (t, cę, co) > yi(t,ofo,tó) + ź ±(t ,°f0 .«). A<*+ . ^(t ,o(:0,uj). (Ac<)2 ♦ ....

(5.9)
dla 1 ■ 1,2 q ; Ac*. ot-ofg.
Można więc badać różnice poalędzy rozwięzaniea (dla dowolnego c$ ) oraz 
skończonymi suaaai wyrażeń branych z prawej 8trony wzoru (5.9):

Ro l( t 'cV c*'“ ) “ “ Y^f* >°?0

Rjjtt ,of0,of,co) - yi(t,of,ui) - |yA(t ,of0 ,co) ♦ ^1(t^0 ,w) . Ao?J

R2i^*'^o'^'^ “ Yi(ł a) ~ [/i/* .<<„.«).

* \ ^(t.o^.wMAo?)2] (5.10)

Rpl(* .oĄj.of,«) - y1(t,oę,u>) - [y± (t ,c$0 ,u > )  *  tf±(t ,of0 ,u>). A  oę + 

♦ ... + jjy • J  ̂ ( t 0  ,oo). (Aof )̂ j , 

gdzie przez y  ̂ oznaczono funkcję wrażliwości rzędu p.
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Można więc nie rozwlęzujęc układu (5.1) dla każdego z osobna znaleźć 
dobre przybliżania, gdy znaay jago rozwięzanla dla jakiegoś of0 i policzo­
ne w tya punkcis funkcje wreżliwości pierwszego będź jaszcza wyższych rzę­
dów. Wtedy wyrażania występujęce w nawiasach prawsj strony wzoru (5.10) 
sę przybliżanlea rozwięzanla y^t ,<$,«), gdzie 1 » l,2,...,q. Oast to 
szczsgólnle wygodna podejście; bowiea wystarczy znać 1 rozwięzanls układu 
wyjściowego nisllnlowsgo typu (5.1) przy o(» ofg oraz rozwięzanla układów 
liniowych typu (5.3), (5.7) itp. Z nich aożna skonstruować dobre przybli­
żenie dla dowolnego cę . Oeśli interesuje nas uzyskania wyników dla kilku 
o? (a tya bardziej wielu o?), wtedy zyskuje się znscznie na czasie obli­
czeń nuaarycznych stosujęc powyższę aproksymację. Przsprowsdzons badania 
nuaeryczna dla różnych układów dynaalcznych wskazywały na dużę dokładność 
rozwiązań przybliżonych przy aproksyaacjl rozwięzań dokładnych 1 wykorzy­
staniu tylko funkcji wrażliwości 1 będź 1 1 2  rzędu.

Podobna przybliżania aożna czynić dla układów o r parametrach.bardziej 
skomplikowana jest wtedy tylko suas (5.9) (analogicznia jak wielowyalaro- 
wy szereg Taylora), która przyjaie poateć:

Y^t.0̂  < V w) - yi^-^io < W w) *

r
♦ 2  €‘ij(t-°*10....<*ro-*) • 0*j -^jo] ł

J - l
r

♦ I  2  ^ j i ^ o  ° * -o ^  • h  -o * j J  - h .  ” ° ^ i J  ♦•••
j,i-i (5.11)

Różnica wyatępujęce w (5.10) sę procesaal stochastycznyai. Ich realizacje 
otrzyauje się przy wykorzystaniu syaulacji losowych paraaetrów układu dy­
namicznego oraz razwlęzywaniu odpowiednich układów równań różniczkowych ty­
pu (5.1), (5.3), (5.7). Majęc realizacja procesów aożna na ich podstawia 
badać aoaanty takie, jak: wartości średnia, wariancja ltd., która stano­
wię charakterystyki probabilistyczna rozwięzań. Tak więc zbieżność szere- 
gu Rpl do zera aoże być badana Jako zbieżność jego realizacji (które sę 
funkcjaal) do zera przy p—>-00 będź taż jako zbieżność jego aoaentów któ­
re sę funkcjaal zdetarainowanyai) do zera.

Saae obliczenia aoaentów, gdy znane sę reallzacjs procesów stochsstycz­
nych, sę robiona w maszynie cyfrowej, nie obclężajęc znaczęco czasu obli­
czań.

V.3. Wrażliwość stochaetyczna nieliniowego oscylatora

Rozważać będzieay drgania nieliniowego oscylatora poddansgo wymuszaniu 
stochastycznemu, którego ruch aplsany Jest równanie«:
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y(t,w) ♦ ej.ytt.w) + a2.y(t,«) . (l * cę. y2(t,u>0 

» A(co).cos (k.t +4’(w)). (5.12)

gdzie a^a^c^k - stałe, a (u>) 1 <f (w) - zmienne losowe o rozkładzie rów­
nomiernym odpowiednio w przedziałach [o,ą] i [o,2St). Założono zerowe 
warunki początkowe. Badana będzie wrażliwość wartości średniej oraz wa­
riancji rozKięzania na zmianę parametru cę , a także zbieżność wartości 
średniej 1 wariancji różnic RQ, Rj. R2 podanych wzorem (5.10) (i«l więc 
Je opuazczono). Uetalajęc wartość parametru af ■ oęQ dla równania (5.12) 
uzyskano wg wzorów (5.3) 1 (5.7) równania na stochastycznę funkcję wraż­
liwości I 1 IX rzędu w postaci:

<? (t,af0,«) ♦ a1.e>(t ,of0 ,w) ♦ a2. (l+3.<*0.y (t ,u>) ).̂ ( t ,<*Q ,w) • -a2.y (t,u)
(5.13)

• • 2■̂ (t .oĄj.fo) ♦ •1.9(t.cf0><o) ♦ a2. (l+3.of0.y (t ,u) ).-3(t ,с̂0 ,оз) »

» -3a2-y2(t A>).rf(t ,oę0,«) (5.14)

Wyetępujęcy w równaniach (5.13) 1 (5.14) proces stochastyczny y(t,u>) Jest 
ronięzaniem równania (5.12) przy • of0. Do obliczeń numerycznych przy­
jęto ■ 1, a2 * 10, of0 » 5, A - 5, к » 2 oraz of» 5,5.

Ryaunki 5.1 i 5.2 przedatawlaJę odpowiednio wartości średnie i warian­
cje rozwlęzań równania (5.12). Zmiana wartości parametru wynosi tutaj 10% 

- 5. oę. 5.5, До*:. 0,5).
Rysunki 5.3 i 5.4 przedatawlaję odpowiednio wartości średnie i warian­

cje atocheetycznych funkcji wrażliwości I i II rzędu. Ola ;>(t,c$0 ,u) funk­
cje te przyjmuję mniejeze wartości niż dla funkcji <£(t ,о$0,ог).

Rysunki 5.5 i 5.6 przedstawlaję odpowiednio wartości średnie i warian­
cje różnic Rj i R2 wg (5.10). Wartości te wyraźnie maleję przy stosowa­
niu kolejnej różnicy. Na rysunkach nie zaznaczono wartości średnich 1 wa­
riancji dla Rq, bowiem sę za duże różnice ■ wsrtościach pomiędzy RQ i R2 
co wpływałoby na ich nieczytelność. Na podstswle otrzymanych wyników można 
więc atwierdzić dobrę zbieżność przybliżeń (już nawet pierwszego) do roz- 
więzanla y(t,u>) przy powyższych danych liczbowych.

1 2y(t,of.os) y(t,cęo ,a)) + Й ( t ,oęo  ,u>). Aop+ 5  . ( t ,o$o  ,w ) . ( Д  o*) (5.15)

Badano także wpływ parametrów równania (5.12) na wartości średnie i wa­
riancje rozwięzania y(t,w) oraz stochastycznej funkcji wrażliwości I 
rzędu.
Gdy zwiększono , a2 lub a^, wtedy melały wartości średnie i wariancje 
Ey, Ей, 6 2 . <»2.
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Nstoaiast gdy zwiększono A lub k, wtedy powyższa wartości średnie i wa­
riancje wzrastały.
Wpływ wielkości zalań ilustruje poniższa tebelka

Ey £.6 4
o? N W w w

a2 W W W w

a l N w W w
A W w W w
k W w W w

gdzie N oznacza niewyraźnę zmianę a W - wyraźnę.

V.4. Wrażliwość stochastyczna drgań aodelu przekładni zębatej

W literaturze znaleźć można różne modele aa tematyczne rzeczywistych 
przekładni zębatych [5, 7. 8, 12. 13, 17. 19. 22, 26, 27, 31, 32, 34, 41, 
62] . Analizować będziemy wrażliwość rozwlęzań przekładni zębatej badanej 
w prasach [l7, 34]. Oeet to walcowa przekładnia o zębach proatych, której 
model (rye. 5.7) ma dwa stopnie swobody i oparty jest na rozważaniach z 
[12, 13] oraz uwzględnia tłumienie. Z badań [21] wynika, że sztywność jeet 
zmiennę losowę o rozkładzie normslnym. Tek więc do analizy przyjęto model 
[l7, 34| z uwzględnieniem loeowej sztywności, którego równania ruchu maję 
postać:

ai-<* V t'Ł̂  + ĉi+c2,rl^ * ♦ c2.r1.r2.<f2(t ,u>) ♦

+ (kj+kgCt ,u>).r2) . ^(t.tó) + k2(t ,<c).r1.r2.<P2(t ,w) « Mn

D2*'^t ,u>̂ * c2*r 1” r2*'̂ l̂  * *“ ̂ + (c3*°2’ r| ^2^* *

♦ k2(t .wJ.rj.Tg.^ft.fcs) + (k3+k2(t,Ł3).r|).^2(t,o5) » i.Mn (5.16)

Deterministyczne dane przyjęto dla pary kół zębatych ze skrzyni bisgów 
ładowarki kołowej Ł5-P wg [l7, 34]. Stęd Oj - 0,0058 [kg.Bî ] , 32 « 0,2228 
[kg.a2], kx - i.12.105 [N.m/rad]. kj - 920 [n. m/rad] , rt * 0,054 [m] .
r2 - 0,1348 [m] (promienie kół), Mn - 2256 [n.b] , i - 2.6667 (przełoże­
nie kół zębatych) i Mn « 6016,075 [Ń.m] , Zj - 18, zg « 48 (ilość zę­
bów), f 1,tf2 - k*ty obrotu [rad].

Ze względu ne możliwe błędy wykonania podziełki zaaadniczej kół zęba­
tych (2l] przyjęto sztywność zębów jako zmiennę losowę o postaci (liczba 
przyporu 6» 1,44):
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k2(t) 1 5,6.108./Mw

109./Mu)

) gdy t t [n.Tj (0,56 + n).T)

gdy t € [(0,56 + n).T; (n+l).T)

n • 0,1,2,...

(5.17)

Przy prędkości 330 obr/min 1 koła czas trwania zazębienia T « 0,01 [s] .
0 zmiennej losowej /&(w) założono, źe Jeet o rozkłedzie normalnym o pa­
rametrach E fy&) « 1, 6? rn 0,01. Ma ona okree 288 wartości (co wynika z 
ilości zębów przekłedni). Brak sposobu określenia współczynników tłumie­
nia Cl,c2,c3, ale założono wg [l7, 34] , że tłumienie Jest proporcjonalne, 
tzn., że zachodzi równość:

gdzie k2 oznacza wertość średnlę funkcji k2(t) i wynosi k2 - 7,8.10 
[N.m/rad.a2] . Bsdana będzie wrażliwość wertości średniej oraz wariancji 
rozwlęzania ne zmianę etoeunku tłumienia 1 sztywności o? denej wzorem 5.18) 
e także zbieżność wertości średniej i wariancji różnic RQl, Ro2, R12
podanych wzorem (5.10) (i»2).

Dla układu (5.16) założono zerowe warunki poczętkowe. Przyjęto of0 *■ 
. 4.95.10-5 oraz cfm 6.10”5 (zmiana wartości parametru o 21.2%). Do
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obliczań nuaarycznych wprowadzono tranaforaację czasu 'Sm 10»t (w calu 
zaniejazenia różnicy w rzędach wartości wapółczynników układu równań (5.16}) 
Tak więc zaznaczona na wykraeach na oal poziomej wartość czasu Jaat 10 
razy więkaza niż wartość rzaczywlata czaau.
Przeprowadzono obliczenia nuneryczne wartości średnich:

E^jCt ,o*o,w) . EYgCt & 0 ,u) Efjft ,oę,tó) , Efz(t ,aę.u>) , ESjCt^.a»),

ESgCt ,o#0a>). ER01(t,co), ERo2(t,u), ERjjCt.io) i ER12(t,ii).

Wykresy aiały podobny kaztałt. Po poczętkowych większych wahaniach (za 
względu na przyjęcie zerowych warunków poczętkowych) uatalaję się one wo­
kół pewnej wartości.

Na ryaunkach 5.8 - 5.11 przedatawiono przykładowo wartości średnie

E^jCt ,oęo,Ł>), EćjCt ,o$0,a>), ERQ j (t ,u>) i ERjjCt.ts).

Wartość, wokół której odbywa się oscylacja i w jaki« przedziale (w przy­
bliżeniu) podaje poniżaza tabelka.

Oacylacja wokół wartości Oacylacja w przędzlale

EW -0.0014 [-0,002; -0,0008]
Efgfc^) 0,001 [ 0,0007; 0,0013]
Eŷ tof) -0,0015 [-0,0021; -0,0009]

E<p2U) 0,001 [0,0007; 0,0013]
E ix 0 [-2 ; 2]
E 2 0 [-1» 0
ERo! 0 [-0,00006; 0,00006]

ERo2 0 [-0,000025; 0.000025j

ERH 0 [-0,00003; 0,00003]

ER12 0 [-0,000008; 0 , oooooa]

Wartość średnia pierwszej różnicy Rjj (która uwzględnia już stochaatycz 
nę funkcję wrażliwości I rzędu) dla kęta xf’1 Jaat dwa razy mniejsza od 
wartości średniej różnicy zerowej Rq1 - dla kęta f2 •* trzy razy. Tak 
więc stosowanie w aprokayoacji tylko atochastycznej funkcji wrażliwości I 
rzędu przy zalanach parametru o powyżej 20% daje dobre przybliżenie war­
tości średnich.
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Przeprowadzono także obliczenia numeryczne wariancji

Wykresy miały kształt szybkozmiennych nieujemnych funkcji. Na rys. 5.12-2 2 2 2 -5.15 przedstawiono przykładowo wariancje ^  fig . tfR . *R ,
Maksymalne wartości. Jakie osięgaję wariancje, aę w przybliżeniu następu­
jące:

m a ~ 1.2.107j max<S2^  j 2.8.10-8;

"axS<?1(°f) ** ®*10 • ^ 2,2.10 j

max02 ~  10; max£^ ~ 1,8; max£g ~ 4,2.10~9 ;
«1 S2 ol

max<s2 « 7,5.10"10; max«j? " 1.4.10-9; 
o2 11

max<Sp *» 2.5.10-10.
12

Maksymalne wartości wariancji pierwszej różnicy Rtl dla kęta są trzy 
razy mniejsze od maksymalnych wartości wariancji przy aproksymacji tylko 
atochaatycznę funkcję wrażliwości I rzędu. Ta aproksymacja daje dobre 
przybliżenie wariancji.

V.5. Wrażliwość stochastyczna drgań modelu pojazdu (zawieszenia)

W p. 2.2 analizowano drgania modelu pojazdu (zawieszenia) o dwóch stop­
niach awobody, poruszajęcego się po losowym podłożu (rys. 2.l), którego 
ruch opisany jest układem równań (2.7).

Obecnie analizować będziemy wrażliwość przyśpieszeń maay «a, i »2 przy
zmianie sztywności zawieszenia kg. Dane do obliczeń przyjęto wg (25] .
W szczególności mŁ « 0,16 (kGa2/cm] , m2 ■ 1,3 (kGs2/om] , kj » 567 [kG/cm]
k2 ■ 162 (kG/cm] . c2 - 6,28 [kG.s/cm] .

Według [25] Cj » Cj. «» Cj.ff. gdzie: Cj - współczynnik tłumienia,
v - prędkość koła, 1 - długość śladu opony Jest dla dużego zakresu zmian

C i «coprędkości wartości« stałę oraz o,l.
*1
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Ruch pojazdu przyjęto poczętkowo jako Jednostajnie przyśpieszony z 
przyśpieszenie« a ■ 2 jjr/s2] do chwili t ■ 5 [a] , a następnie ze stałę 
prędkościę. Stęd prędkość na postać:

| 200.t gdy t < 5
v(t) - ■( [ca/sl

| 1000 gdy t > 5
(5.19)

Założono długość śladu opony 1 ■ 14 [ca] oraz że jest wartościę stałę 
dla t Stęd ponieważ u ■ St . ^ oraz ~ 0,1, otrzyaano dla
cŁ wzór:

Cj(t) - 4

126,34 gdy O 4 t <

9dV 750 < * < 5 (5-20)100

0,2527 gdy t > 5

O równaniach ruchu założono, że spełniaję te saae warunki poczętkowa co w 
p. 2.2. Równania drogi założono w postaci koablnacji coeinuaold o losowej 
aaplitudzie, częetotliwości i fazie:

N
y (t ,to) - 2  Aj^uO.cOłfo j^tóJ.Kft) +'P(u>)), (5.21)

i-1

gdzie przyjęto N«7, a także równoaierne rozkłady zaiennych loaowych (u>) 
f l j W  oraz («o). Dla i • 1,2,...,7 A1(u) przyjauję wartości z prze­
działu |o,l] [ca], f>(w) - z[o,23t). Zaienna wyraża się poprzez
długość fali drogi L̂ (cc) wzorei Przyjęto równoaierne rozkła­
dy długości fal L^to) [ca] (i a 1,2,...,7) odpowiednio w przedziałach
[jo4 . 6.103]; [6.103, 2.103]s [2.103. 103] ; [lO3, 6.102]: [600, 400] j
[400, 200]; [200, 0]. x(t) - droga [ca] wg (5.19) przyjaie postać:

100.t2 gdy t < 5
x (t).< [ca] (5.22)

I 1000.(t-2,5) gdy t > 5

Wrażliwość przyśpieszeń aaa a^ i «2 badano przy założeniu oęQ ■ kg - 162 
[kG/ca] oraz 112 [kG/ca] (Acę. -50 i zalana wartości paraaetru
wynoai 30,86%). Rysunek 5.16 przedstawia wartości średnie przyśpieszeń 
EZjft.c^.w) 1 Ez1(t,<*,co) a rya. 5.17 E22 (t ,<*0 ,u>) i Ez2(t .<* , <0 ). Na
rysunkach 5.18 - 5.27 przedstawiono odpowiednio wykresy wartości średnich
E S t j .  ^  1 ^ 2 * E R o l ł  E R o 2  *  ^ 1 1  * E R 1 2 *  ^ ^ 2 1  *  E R 2 2 *

Rzęd wartości średnich przyśpieszeń (i • 1,2) bardzo azyb-
ko aalaje. Wartości średnie różnic R ^  (j • 0,1,2) aaleję, gdy j rośnie
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przy czya poaiędzy | ER0jJ 1 I ERnl różnica ta wynosi około 1 rzędu
wartości a poaiędzy | ER11| i lERi2l ” około ł *5 raza.

Wartości średnia różnic R^2 “ 0,1,2) taż aaleję, ale Już wolniej.
Poaiędzy |ERo2| 1 Ieri2I różnica wynosi około 1,5 raza a |ER12  ̂ 1
i ER__I asję wartości porównywalne.

2 2Rysunek 5.28 przedatawia wariancje przyśpieszeń ^  j i 6 - ^  a
, 2 2 1 O 1

rys. 5.29 “ (06 ) 1 ^2 ((*)• Na rYS* 5,30 ” 5,39 Pr2ed8ta,"iono Odpo-
2 o 2»  2 2 2 2 2 2 2wiednio wykresy wariancji , Sy . (5-j, , <»•:, . <SP > <SB » <3» . <>„ ,

«1 2 *1 2 ol o2 R11 12
6j? , <si? . Rzęd wariancji przyśpieszeń SL . U ., '■$. (i »  1,2) bardzo 

21 22
szybko aaleje. Wertości wariancji różnic R^j (j ■ 0,1,2) aaleję, gdy j

2 2rośnie, przy czya poaiędzy <*_ i <SR różnica ta wynosi około 300
ol 11

razy a poaiędzy i s R “ »koło 1,5 raza. Wartości wariancji różnic

I i(*R > 
•02 12

R * “ R11 21 2 2
R _ (j » 0,1,2) aaleję poaiędzy zerowę a pierwszę różnicę feR i <*_ )
J* . o2 1“2 20 2-3 razy, natoaiast 6r 22 ■■ wartości większa od sr12 o około 2 razy.
Przy przyśpieszeniu drugiej zaiannej S?2 różnice wartości średnich i wa­
riancji sę wolniej zbieżne niż dla pierwszsj zaiannej.

Stosowanie tylko atochaatycznej funkeji wrażliwości I rzędu dla powyż­
szego przykładu daje dobre przybliżenia.

Wnioaek ten potwierdzaję badania nuaaryczne przypadków, gdy jAopj był 
aniejazy niż rozważany |Aof|« + 50 oraz gdy proces stochaatyczny (5.21) 
był tylko jsdnę losowę cosinusoidę.

Można sforaułować ogólny wniosek stosowania aatody aproksyaowania roz- 
wlęzania lub Jago aoaentów w stochastycznych układach dynaaicznych za po- 
aocę rozwięzania otrzyaanego przy ustalonej wartości paraaetrów oraz sto­
chastycznych funkcji wrażliwości I i II rzędu.

Wnioaek
Stosowania ww. aproksymacji stochastycznej jest w dość szsrokia zakre- 

aie zalań paraaetrów poprawna. Jej zbieżność zależy od typu równań opiau- 
jęcych badany układ dynaaiczny oraz wartości jego paraaetrów. Przy po­
trzebie otrzyaanla kilku lub większej Ilości wykresów wartości śradnich 
będż wariancji rozwlęzań przy wykorzystywaniu funkcji wrażliwości I będź
1 i II rzędu zyekuje się znacznie na czasie przy obliczaniach nuaerycz- 
nych.
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VI. PODSUMOWANIE

W pracy badano stochaatyczne układy dynaaiczne o wielu stopniach swo­
body. Oako pierwszę aetodę, którę nożna stosować do obliczania charakte- 
ryatyk probabilistycznych rozwięzania, gdy układ Jest liniowy, wykorzy­
stano metodę wielowymiarowej impulsowej funkcji przej ścia (funkcj i Greena). 
Następnie pokazano możliwość zastosowania stochastycznego układu równań 
całkowych Volterry II rodzaju do powyższego celu. Zysk przy stosowaniu 
metody równań całkowych (poza poznawczym) polega na oszczędności czasu 
pracy komputera w porównaniu ze stosowaniem dla tego samego typu układu 
dynamicznego metody funkcji Greena. Metodę równań całkowych rozszerzono do 
badania układów nieliniowych przez zaetoeowanie metody małego parametru.

Metody powyższe stosowano do badania drgań modeli pojazdów poruazaję- 
cych aię po losowym profilu drogi, drgań modeli przekładni, drgań układów 
o zmiennej masie i innych.

Wyprowadzono teoretyczne oazacowania, jakie spełnia metoda małego pa­
rametru przy porównaniu rozwięzań i odchyleń atandardowych dla dwóch róż­
nych wartości małego parametru i porównano Je z wynikami uzyakenyni symu­
lacyjnie. Okazało się, że oszacowania teoretyczne sę znacznie większe ("za 
grube') aniżeli wynika to z obliczeń symulacyjnych.

Zoatał także zbedany wpływ zmian parametrów stochastycznego układu dy­
namicznego na Jego charakterystyki probabilistyczne. Podano sposób (efek­
tywny i dokładny) przybliżenia dowolnego rozwięzania lub jego momentów za 
pomocę sumy złożonej ze stochastycznych funkcji wrażliwości I i II rzędu 
oraz rozwięzania znanego dla ustalonej wartości parametru. Metoda ta po­
zwala zaoszczędzić c>as pracy komputera w przypadku obliczania momentów 
rozwięzania dla kilku różnych wartości parametrów. Została ona wykorzy­
stana do badania drgań nieliniowego oscylatora, modelu przekładni zębatej 
wykonanej z błędami loaowymi oraz modelu pojazdu poruszajęcego się po lo­
sowym profilu drogi.

Reasumujęc w pracy przedstawiono:
1° Metodę badania wielowymiarowych dynamicznych układów stochastycznych za 

pomocę równań całkowych Volterry II rodzaju, której stosowanie przyno­
si znaczny zysk czasu obliczeniowego na komputerze w stosunku do meto­
dy wielowymiarowej impulsowej funkcji przejścia (funkcji Greena).

2° Teoretyczne oszacowania. Jakie spełnia metoda małego parametru w przy­
padku Jej stosowania do badania wielowymiarowych nieliniowych dynamicz­
nych układów stochastycznych. Wykazano, że sę one znacznie większe od 
rezultatów otrzymanych na drodze dokładnych obliczeń 8ymulacyjnych.
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3° Metodę przybliżania dowolnego rozwięzania lub Jego momentów wielowy­
miarowego nieliniowego dynamicznego układu stochastycznego za pomocę 
funkcji wrażliwości I i II rzędu oraz rozwięzania dla uatalonej warto­
ści parametru, która dajęc dokładny wynik, przynosi znaczny zysk czasu 
obliczeniowego na komputerze. Jeśli trzeba przeprowadzić obliczenia dla 
kilku różnych wartości parametru.
Oako dalsze bedania proponuje się rozbudowanie stochastycznej teorii 

wrażliwości o zagadnienia:
1° wrażliwości stochaatycznych układów dynamicznych na losowa warunki po- 

czętkowe,
2° badanie wrażliwości stochastycznych układów dynamicznych przy stosowa­

niu etochaatycznych funkcji wrażliwości wyaokich rzędów,
3° badanie wrażliwości stochastycznych układów dynamicznych, gdy para­

metr nie przyjmuje wartości 8tałeJ, lecz Jest funkcję zmlennę w cza­
sie lub proessem stochastycznym.
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METODY BADANIA I WRAŻLIWOŚĆ DYNAMICZNYCH UKŁADÓW STOCHASTYCZNYCH

S t r e s z c z e n i e

W pracy badano aetody analizy dynaalcznych układów stochastycznych oraz 
wrażliwość takich układów. Przedstawiono aetodę wlelowyaiarowej lapuslo- 
wej funkcji przejścia (funkcji Greena) oraz aetodę równań całkowych. Sto- 
aowano je w najogólniejszych przypadkach, gdy dla układu liniowego warun­
ki poczętkowe aę losowe a wyauezenia sę proceaaal stochastycznyai.W przy­
padku aetody równań całkowych zbadano iatnienie i jednoznaczność roz­
więzania, wykazano, że przy jej stosowaniu zyskuje się znacznie na czasie 
pracy koaputere w stosunku do aetody funkcji Greena oraz oszacowano błęd, 
z jakia oblicza aię wariancję, gdy rezolwenta Jest podana w sposób przy­
bliżony. Stosujęc aetodę aałego paraaetru rozszerzono aetodę równań cał­
kowych na przypadek aałych nieliniowości.

Podano teoretyczne oszacowania, jakie wynlkaję dla stochastycznych nie­
liniowych układów dynaalcznych ze etosowanla aetody aałego paraaetru. 0- 
trzyaane rezultaty porównano z wynikaai syaulacyjnyni, z których wynika, 
że oszacowania te sę za wielkie, "za grube'. Zbadano wpływ ząian paraae- 
trów wielowymiarowego stochastycznego układu dynaalcznego na jego rozwlę- 
zanie oraz aoaenty rozwięzania, proponujęc przybliżenie rozwięzań dla do­
wolnego paraaetru przez rozwięzania dla ustalonego paraaetru oraz stocha­
styczne funkcje wrażliwości I i II rzędu. Metoda ta przynosi zysk czasu 
przy obliczeniach na koaputerze.

Opisane wyżej aetody stosowano do badania drgań aodeli przekładni zę­
batych o losowych paraaetrach, drgań aodeli pojazdów poruazajęcych się ze 
zalennę prędkościę po losowyn podłożu oraz oscylatorów nieliniowych)ukła­
dów o zaiennej nasię itp.



МЕТОдЫ ИССЛЕДОВАНИЯ И ДИНАМИЧЕСКИХ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Р е з ю м е

В работе были исследованы методы анализа динамических стохастических 
систем а также их чувствительность. Показан метод многомерной импульсной 
переходной функции (Функции Грина) и метод интегральных уравнений. Методы 
применялись в наиболее общих случаях, когда для линейной системы началь­
ные условия являлись случайными а возмущения являлись случайными процесса­
ми. В случае метода интегральных уравнений исследовано существование и ус­
тойчивость решения. Показано, что при применении этого метода уменьшается 
время компьютера по сравнению с методом функции Грина. Оценена неточность 
в вычислении среднеквадратической ошибки, в случае когда резольвента похо­
жа в приближении. Применяя метод малого параметра расширен метод интеграль­
ных уравнений для случал небольших нелинейностей. Даны теоретические оцен­
ки для стохастических динамических нелинейных систем, вытекающие из приме­
нения метода малого параметра. Полученные результаты сравнены с результа­
тами симуляции. Из этого сравнения следует, что полученные оценки весьма 
песиместичны. Исследовано влияние изменений параметров многомерной стоха­
стической динамической системы на её решение а также моментные функции ре­
шения, предлагая приближение решений для любого параметра, путём решения 
для установленного параметра и стохастических функций чувствительности I и 
II порядка. Метод этот даёт уменьшение машинного времени.

Описанные методы применялись для исследования колебаний модели зубчатых 
передач со случайными параметрами, колебаний моделей малин движущихся с пе­
ременной скоростью по случайной дороге а также нелинейных осцилаторов сис­
тем с переменной массой и т.п.

METHODS OF ANALYSIS AND SENSITIVITY OF DYNAMIC STOCHASTIC SYSTEMS

S u a ■ a r y

In the paper aathods of analysis of dynaaic stochastic systeas and 
their sensitivity has been considersd. A Method of aultivariabls iapulss 
transfer functions (Green's functions) and a Method of integral equations 
have been presented. They are used in the aoat general caaea in which ini­
tial conditions are randoa variablaa and input signals are stochastic pro­
cesses. The problen of existence and uniqueness of solution in the aethod 
of integral equations is considered. Its application safes coMputlng tlae 
in coapariaon to the aethod of Green’s functions. The error of the va­
riance connected with approximation of e resolvent kernel is found. A ae­
thod of saall parameters is used for the systeae with snail nonlinearl- 
ties.

Theoretical eetiaations for nonlinear stochastic systeaa are given for 
tha saall paraaeter aethod. The results sre coapared with eiaulation re­
sults and the coapariaon ehowe that they are ovarestiMated. The effect of 
perturbation of e Multivariable dynaaic stochastic systea for Its solu­
tion end Its MOMents has been Investigate. Solutione for an arbitrary pa- 
raaeter are proxted by solutions for a given parameter and stochsstlc 
sensitivity functions of the first and second order. This aethod safee
auch coMputlng tite.

The Methode have been used to investigate vibrations of models of to­
othed gears with randoa paraaeters, vehicles driving on a rsndoa baee 
with varying speed, nonlinear oacillators, systems with vsrying aass etc.



WYDAWNICTWA NAUKOWE I DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
M02NA NABYĆ W NASTĘPUJĄCYCH PLACÓWKACH:

44-100 G liw ice  —  Księgarn ia nr OM, ul. Konstytucji 14 b 

44-100 G liw ic »  —  Spółdzie ln ia Studencka, uL W rocław ska 4 a 

40-950 K a tow ice  —  Księgarn ia  nr 015, ul. Ż w irk i ł W igu ry 38

40-086 K a tow ice  —  K sięgarn ia  nr 005, uL 3 M a ja  12

41-900 Bytom  —  K sięgarn ia  nr 048, PI. Kościuszki 10 

41-500 Chorzów  —  Księgarn ia  n r 063, uL W olności 22

41-300 D ąbrow a Górnicza —  Księgarn ia  nr 081, uL ZBoW iD -u  2 

47-400 Racibórz —  K sięgarn ia  nr 148, uL Odrzańska 1 

44-200 R ybn ik  —  Księgarn ia  nr 162, R ynek  1 

41-200 Sosnow iec —  Księgarn ia  nr 181, uL Zw ycięstw a 7 

41-800 Zabrze —  Księgarn ia  nr 230, ul. W olności 288

00-901 W arszaw a —  Ośrodek Rozpowszechniania W ydaw n i*tw  Naukowych P A N  —  
Pałac K u ltu ry  i Nauki

W szystkie w ydaw n ictw a  naukowe i  dydaktyczne zam aw iać można poprzez Składnicę 
K . tgaiaką w  W arszaw ie, ul. M azow iecka 9.


