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CZESLAW KLUCZNY

0 PEWNEJ POSTACI MACIERZY eAt

Streszczenie. W pracy opisano pewng metode, ktéra prowadzi prawie
natychmiast do nowej postaci macierzy eAl:. Metoda ta zwigzana z
teoriag réwnan rézniczkowych jest bardzo prosta, a do obliczania
wspotczynnikéw w otrzymanym wzorze mozna stosowaé ETO. Podano tu
takze praktyczne wskazéwki jak otrzymaé¢ wielomian minimalny macie-
rzy. W kohcu pracy podano nowy niezwykle prosty dowéd twierdzenia
Hami ltona-Cayley’a o postaci kanonicznej macierzy.

1. Niech A oznacza macierz kwadratowa n x n stata, a
Xf- A X @

réwnanie rézniczkowe macierzowe.
Jezeli 1(p) Jest dowolnym wielomianem zerujgcym macierzy A, czyli

1(d) b 0, a X(t) dowolnym rozwigzaniem réwnania (1), to oczywiscie
1 -x(t) -0 (2)

t) = X2 (t), gdzie X~"(t) oznacza k-ta pochodng macie-
lub inaczej XX\ 1) = pk X(t), gdzie p oznacza teraz ope-
rator rézniczkowania, to oznaczajac przez L operator rézniczkowy wie-

lomianowy o wielomianie I>(p) mamy

I[x(1)] - 0. 3
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Znaczy to w szczegdlnosci, ze kazdy element x(t) macierzy x(t), czy-

li kazda sktadowa réwnania wektorowego
Al A
X « A X (1,)

spetnia réwnanie rézniczkowe

1
e

1[x(B] G)

Oczywiscie, ze i pochodne x(t), x”(t),..., spedniajg réwnanie O ")«
Niech m oznacza stopien wielomianu L(p). Bedziemy to zaznaczali
piszac zamiast L(p) i L odpowiednio I17ip) 1 Lm.

Niech dalej funkcje

wrt), w2(t),...,wm ()

stanowig uktad fundamentalny rozwigzan réwnania (3) taki, ze macierz

kwadratowa

w.,(©), w2(t),...,wn(t)

w(t) ©)

>(*). »<"-1,(t) .- ..

spednia warunek w(0) = J, gdzie J - macierz jednostkowa.
Poniewaz kazdy element macierzy w(t) speknia réwnanie (37 to sama

macierz spednia réwnanie G )» czyli

Lm [w(t)] - 0.
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Jezeli X(t) = eAt, to
X(0) =3 i X~(0) = Ak, k=1,2,....

Z drugiej strony eAt jest rozwigzaniem rownania (3)» a kazde roz-
wiazanie tego rownania jest wyznaczone przez warunki poczatkowe, ktore

wobec poprzedniego majag postac
x(0) -3, X~™(o) »Ak, ka1,2,...,m-1.

tatwo wida¢, ze rozwigzaniem takim jest

k=m
X(t)az > 1 Wk(v),
kat

gdzie A° = J, a zatem
eAt aj . Wi(t) +dA , W, (B) + .. + An“1l . wm(t). ®

- - . At

Jest to zapowiedziany na poczatku wzér na e .

Uwaga 1. Jezeli mamy rownanie wektorowe (I")f to mamy i wielomian cha-
rakterystyczny Ln(p) macierzy A i dla réwnania (3% +atwo podaé¢ u-
k#ad fundamentalny rozwigzan.

Jezeli

yf* W), ..., utt) (©)

jest takim uktadem, a u(t) macierza nx n zbudowang z Ffunkcji (6)
w analogiczny spos6b jak macierz (5) z funkcji (4), to macierz w(t),

ktéra w tym przypadku ma wymiar n X n ma postac

w(t) =u(t) . u"l(o)
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i aby poda¢ wzér ® , w ktérym teraz m = n wystarczy wykonaé¢ odwra-
canie macierzy U(0) i potegowanie macierzy A az do uzyskania stop-
nia n-1, co przy duzych n mozna bez wiekszych trudnosci wykonac¢ za
pomocg maszyny cyfrowej.

Jezelim Jest stopniem wielomianu minimalnego macierzy A 1 m<n,
to oczywiscie rachunki bedg wielokrotnie mniejsze, jezelidla uzyska-
nia wzoru ® wyjdziemy od tego wkasnie wielomianu. DIlatego znajomosc¢
wielomianu minimalnego jest sprawg wazng dla praktyki. DIla uzyskania
go moze by¢ pomocna wskazéwka, ktdrg podajemy nizej odsytajac czytel-

nika szukajgcego jej uzasadnienia do pracy Q1].

Jezeli
oL (€43
Lnp) - (p -s1) (-s2) .... (p-sk)
a
P P2 ~K

Lmp) = (p - s1l) (p - s2) eeee (P " sk) i

gdzie t (p) 1 Lm(p) SEF odpowiednio wielomianami charakterystycznym
i minimalnym to oczywiscie i=1,2,..., k 1 dla okresle-
nia L (p) wystarczy okresli¢ liczby @ W [gI] podano twierdzenie,
ktére méwi, ze kazda z liczb & i1 =1,2,...,k jest najmniejsza z
liczb naturalnych r takich, ze rz aT = n - i, gdzie A= A - s J,

przy czym wiadomo, ze
n> rz A"> rz A>_..>rz AN = rz AV,Vv =1,2,...

Ponadto réznice rz Aj‘_4 rz A; nie rosng ze wzgledu na j. Na tej
podstawie otrzymujemy nastepujaca tabelke, z ktérej wynika, ze np. aby
okreslic gdy o€~ < 5, wystarczy zbada¢ co najwyzej rzedy macierzy

At 1 AN, agdy o€jj< 3 tylko rzad A"
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A oto tabelka, o ktdérej mowa

Ci rz rz A"% h ot rz A" rz A2 h
1 1 5 n-1 5
2 n-1 2 5 n-2 n-3 4
2 n-2 1 5 n-2 n-4 3
3 n-1 3 5 n-2 n-5 2
3 n-2 2 5 n-3 n-4 3
3 n-3 1 5 n-3 n-5 2
4 n-1 4 5 n-4 2
4 n-2 n-3 3 5 n-5 1
4 n-2 n-4 2
Tak np. jezeli Ln(®) = (p - Y ~ s2» 1 rz’ A - sgJ)= 2 to

tm() = (p - s1)(p - s2)2.

Uwaga 2. Na pierwszy rzut oka moze sie wydawac¢ niezrozumiate,ze ta sa-
- At . . - - - -

ma macierz e moze by¢ przedstawiona dwoma lub wiecej wzorami po-

staci (xX) roézniacymi sie liczbg sktadnikéw. Staje sie jednak zrozu-

miate, gdy przypomnimy sobie, ze w przypadku, gdy m < n, to potegi A

dla v~ m wyrazaja sie przez potegi A3, j=0,1,2,...,m1. Jezeli

wiec dla m mamy wzér (x) a dla n wzér
Ai_1 U~t), (xx)

to w.(t) wyrazaja sie liniowo przez u.(t) i jezeli z kolei do

(\ B _ _ o . v /\j--/\
u.(t), i =>1,2,.,.,n wchodzg kombinacje liniowe funkcji te , V.
vV st
=0,1,...,~-1, ado w.(t), i =1,2,...,m te z v = 0,1, -1,
3 1 Vst 3

to we wzorze (xx) muszg znikna¢ t e 3 dla v = (Ka ’(2>d'+l
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Przyk+tad

1, -1, O
A_o 1. 30
1. 1.2

1 (P =C-1) ,rz(A-j)ml»n -2 iz tabelki @G= 2 czyli wie-
londan minimalny RKR@®) = (p - 1) .

Bioragc za wyjsciowy uktad fundamentalny rozwigzan dlaréwnania L2 (x(t jl
m 0 funkcje = e* i v2 =1t e\ dla réwnania L3[x(t)] n O jeszcze
v, = t2 €*, otrzymamy w pierwszym przypadku = e - te\ » t e*

a w drugim

AR eb-2ter+t2eN), Ui =teb-t2e\ =Ad?et

co w obu przypadkach prowadzi do wzoru eAt = j(e™ - te*) + A t et i
2 t
t

chociaz do funkcji u~(t) wchodza sktadniki e , to w ostatecznym

rachunku znoszag sie.

2. Pokazemy jeszcze jak, poprzez teorie roéwnan rézniczkowych linio-
wych mozna wykaza¢, ze wielomian charakterystyczny macierzy jest jej
wielomianem zerujacym. W tym celu réwnanie wektorowe (i”) zapiszmy w po-
staci operatorowej (A - p j) x * 0, gdzie p - operator roézniczkowa-

nia lub rozpisujac
(all-p)xl +al2x2+ ... + alnxn =0
a2l X1 + (a22-p)Vv + a2n Xn = °

m

anl X1 + an2 x2 + — + (ann”p)xn = 0 n
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Niechaj [dij(p)] bedzie macierza dopeknien algebraicznych macierzy
A-p J, D*. wielomianowym operatorem rdézniczkowym o wielomianie d” (p)-
Jezeli k jest jedng z liczb 1,2,...,n to mnozgc operatorowo réwna-

nia ukdtadu (i) kolejno przez

D1k* D2k Dnk

i dodajac otrzymany LMj~Ct)J = 0 dla k = 1,2,...,n. Poniewaz kazda
kolumna réwnania macierzowego (1) spe#nia réwnanie (f), to dla kazdego
rozwigzania X(t) roéwnania (i ) jest speknione rownanie Ln[x(t)J = 0.
Wynika stad jak na poczatku pkt 1 zwiagzek: L (a) . x(t) = o, a stad
dla X a eAt przy t = 0 otrzymujemy Ln(A;} = L~Ca) = 0.

Wykazalismy w ten sposéb twierdzenie znane jako twierdzenie Hamiltona-
Cayle’a. Ze sposobu w jaki to uczynilismy jest takze jasne, ze jezeli
*P(p) Jjest wspoélnym podzielnikiem wszystkich dopednien algebraicznych
macierzy A-p J, to wielomian L7”ip) jJest podzielny przez <p(p), a
ich iloraz jest takze wielomianem zerujacym macierzy A. Jak wiadomo,
w przypadku gdy «p(p) Jest najwiekszym wsp6lnym podzielnikiem wszyst-

kich d” .(p), iloraz ten przedstawia wielomian minimalny macierzy.
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0 HOSOM 3 AIMCIli MATPMUH e At
Pe 3« me
B CTaTbe onncnH MeToX no3Baliiuaimiii noliy?"KTb HOBym 3anwch

MaTpnuH eAr. JIpHBOfIHTCH TaKxe nalJie3Han nH<|>opMamui fljta npa-
KTn'teCKOTO HaXOXtfleHHH MMHHMaJlbHOrO MHOrO'lJl'eHa MaTpMMH.

ON SOME PORMALA OP THE MATRIX eAt
Summary

In this paper it has been described a method to obtain some new form
of the matrix eAt. There have been also given some information of prac-
tical value, when we have to determine the minimal polynom of the ma-

trix.



