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NIERÓWNOŚCI WSPÓŁCZYNNIKOWE DLA FUNKCJI BIEBEKBACHA-EILENBERGA

Streszczenie. Niech B oznacza rodzinę wszystkich funkcji holomor
ficznych i jednolistnych w kole jednostkowym U, znikających w punk
cie z = 0 i takich, że fCz^, i\z }̂ * 1 dla z,), z^e U. Funkcje ro
dziny B nazywają się funkcjami Bieberbacha-Eilenberga.

W [6] Hummel i Schiffer otrzymali układ nierówności współczynniko
wych typu nierówności Grunsky'go dla funkcji należących do B. Zasad
niczym wynikiem tej pracy jest uogólnienie nierówności Hummela-Schiffe- 
ra zawarte w następującym twierdzeniu:

Twierdzenie. Niech f(z) € B(d, 1/d), gdzie B(d,1/d) oznacza pod- 
klasę złożoną z funkcji klasy B, które nie przyjmują wartości d i 1/d 
w U. Niech dalej współczynniki rf (d) będą zdefiniowane przy pomocy 
funkcji generującej mn

gdzie

przy czym ta sama gałąź pierwiastka kwadratowego jest w:zięta w F(z) i 
F(i=)j wówczas dla każdego rzeczywistego hQ i zespolonych ̂  ,X2,...̂

gdzie
N

n»0
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1. Niech B oznacza rodzinę funkcji f(z) postaci

f ( z )  = b^z + b2z2 + | z |< 1, b1 >  0, ( i )

j ednolistnych w kole U = \\z\ <lf i spełniających warunek

f(z1 ) f(z2) + 1

dla każdej pary z.], z2, | z11 <  1, |z2|< 1 * te tyły najpierw
rozpatrywane przez Bieberbacha [1, 2], a następnie przez Eilenberga 
[3]. Odgrywają one dużą rolę w badaniu funkcji klasy S,tj. klasy fun
kcji postaci (1 ), b- = 1, jednolistnych w kole U. Istnieje mianowi
cie związek między funkcjami obu klas. I tak, jeśli f(z) należy do B, 
to funkcja

g(z) = --- ikzl— _ (2)
b1 (1 + f(z))2

należy do S i odwrotnie, jeśli g(z) należy do S i g(z) # d, to 
funkcja

f (z) 1 -Wl - d~1g(z_j 

1 +^1 - d~1g(z)'

należy do B, przy czym ^  ^
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W £6] Hummel i Schiffer podali dla klasy B nierówność typu nie
równości polowej Bieberbacha, z której wyprowadzili nierówności współ
czynnikowe typu nierówności Grunsky’ego. Spełnienie tych nierówności 
stanowi warunek konieczny i wystarczający przynależności funkcji do
klasy B. Nierówności Hummela i Schiffera posłużyły do uzyskania na
drodze elementarnej ważnych dla badania współczynników funkcji klasy 
S warunków Garabediana-Schiffera w .  otrzymanych pierwotnie przy po
mocy metod wariacyjnych. Nierówność (31) z tej pracy jest uogólnieniem 
nierówności polowej (76) z [6], Współczynniki funkcji f(z) zostały w 
niej związane z liczbami d, które nie są wartościami tej funkcji. Z 
(31 ) wynikają dla rodziny B dwa układy nierówności typu nierówności 
Grunsky’ego, z których drugi jest identyczny z (79) z C6j. Z nierówno
ści (39) uzyskane zostały nowe oszacowania współczynników ag i â , 
a^ =* b^/b^, w klasie B, oszacowania wyrażone przy pomocy wartości nie 
przyjętej d.

Podobne nierówności dla funkcji jednolistnych ograniczonych otrzyj 
mał de Tempie w [9] oraz Nehari w [7].

2. Niech f(z) e B i niech d będzie jakąkolwiek wartością, taką
że

jest funkcją holomorficzną i jednolistną w kole U, o rozwinięciu

f(z) 4 d, f(z) 4 1/d, d 4 ± 1 .

Takie własności ma w szczególności każdy punkt brzegu obszaru f(u) róż
ny od — 1. Wówczas funkcja

F(z) = (i+^zł ..., |z|<1, (b = ^d,

przy czym spełnia ona warunek

p(ł, ) + f(z2) 4 0 (4)
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dla każdych ẑ  , z2, jẑ | <  1, |z2| <  1, a więc jest funkcją Gelfera 
[5]. Ponieważ dalęj, dla homografii

h(w) d - w 
’ 1 - dw

zachodzi

h(̂ ) = łfc)’ (5)

to funkcja <P(z) = h(f(z)) spełnia warunek

f(z1 ) f(z2) 1 dla z1, z2 e U.

Istotnie, gdyby f(z^) 'PUg) = 1» to h(f(z1 )) h(f(z2)) = 1, a stąd

h(f(zi )) = * (6)

1 1  1 Ale na mocy (5) h(f(z -yj = h(f(~z '))» sks*d d z (6) f(z1 )= f('z' ") »wbrew

temu, że f(z) e B. Widzimy stąd, że funkcja F(z) ="̂ f(f(z))', oprócz
warunku (4 ) spełnia także warunek

P(Z1 ) P(z2) * - 1 (7)

dla każdych z1, z2, jẑ  <  1, |z2| <  1.
Oznaczmy przez G((2>) rodzinę funkcji postaci (3 ), jednolistnych i 

spełniających warunki (4 ) i (7). Połóżmy G = UG((5).Zajmiemy się obec-P
nie poszukiwaniem w rodzinie G((ł) nierówności będącej odpowiednikiem 
nierówności polowej Bieberbacha, a następnie nierówności typu nierów
ności Grunsky’ego.



Połóżmy kolejno

p(z) - F(^) NT-1 , m„nlog = ^  y s ,
m,rte=0

- log (f(z) + f(£)) = 2  ^mn zE1̂ n»
m,n=0

oo
log(l + f(z) f(I)) = Pran2̂ '

m,n=0

oo
- log(l - F(z) F(S)) =

m,n=0

Ze względu na jednolistność funkcji f(z) oraz warunki (4 ) i (7) 
wszystkie szeregi występujące po prawych stronach równości (8) - (11 ) 
są zbieżne w bicylindrze U x U. Macierze , [1^1, i [\n]
są macierzami symetrycznymi.

Weźmy pod uwagę funkcję

Y($, t) =» log •

Przy ustalonym t ^  w dostatecznie małym otoczeniu punktu % =0 jest 
to funkcja holomorficzna zmiennej % 3 niech rozwinięcie jej ma postać

Nierówności współczynnikowe dla funkcji...______________________ 1_5

(8)

(9)

(10)

(1 1)
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Łatwo widać, że

*»<*> ■ P»(rriM> * °n*
s

gdzie P (TT) jest n-tym wielomianem Fabera dla funkcji [f(S) -
C - stałymi. Z (12) widać, że <£ (t) są funkcjami wymiernymi < ** * n
nym biegunie w punkcie t = ̂  .

Korzystając z (8) - (li), napiszmy następujące rozwinięcia

,  . . oo
log ?.(&!-■ fi. ̂ k  zm, z / I mo *

m=0

Z"n “ = n 2 W *  n >  1 •
m=0

oo
- log(p) + F(z)) = 1mozm» 

m=0

oo

$n(-1TS7) = 11 2  1̂ zm’ n > 1 *msO

oo
iog(i + ̂ f(z) ) « ' pmozin»

m=0

oo
-$n(- F(z)) = n ^ p ^ z ™ ,  n>1,

m=0

(1 2)

i2»] 1 a 
> jedy-

(13)

(14)

(15)

(16) 

(17) 

(1 0)

\
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oo
- log(l -(2>p(z)) = Z  w "  <” >

m=0

oo
$n0P(z)) = n > 1 . (20)

m=0

Połóżny wreszcie 

q(w) = xo log f f £ ;  - yo log -*m(w)] +
ms= 1

<2,>
m=1

gdzie x q , yQ - rzeczywiste, a xffl, yffi, m  = 1,...,N, dowolne zespolo
ne. q(w) jest funkcją analityczną wieloznaczną, jedynymi jej punkta-

1 1mi rozgałęzienia typu logarytmicznego są punkty [i, -(i, ^ 1 - ¡5 - Punkt
w = 00 jest punktem holomorficzności i w każdym obszarze |w|>R, gdzie
R>max(|£>|, ), istnieje gałąź jednoznaczna funkcji q(w). Ponadto
Re jq( w)j- jest funkcją jednoznaczną.

Niech r., r o, r_, p . będą zamkniętymi krzywymi analitycznymi1 2  3 4 1 1
zawierającymi w swoich wnętrzach odpowiednio punkty (ł, - ¡5, ^ i - jj j 
takimi, że każda z nich leży na zewnątrz pozostałych. Połączmy ze sobą 
te krzywe kolejno łukami regularnymi <^, ^  i nie przecinają
cymi się wzajemnie i nie mającymi, poza końcami, punktów wspólnych z 
ri - r 4, (rys. 1 ). Krzywe łącznie z łukami ^  ^  sta
nowią brzeg obszaru jednospójnego Bo, w którym istnieje gałąź jedno
znaczna funkcji q(w).
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Połóżiąy

S^iw) - Ż  ?  [<X> - V*)] - J  ?  [V - ir> - V - »)] ■

Wówczas

q(w) = xq log (w) - yQ log S2(w) + Ŝ (w),
a

Im q(w) = x arg S^w) - yQ arg S2(w) + Im S^iw). (22)

Łatwo widać, że zarówno wartości argS^w) jak arg S (w) na dwóch 
przeciwnych brzegach każdej z krzywych <ĵ f i » 1,2,3, różnią się o 
stałą, a wobec (22) to samo dotyczy Im q(w), a wreszcie samego q(w), 
bo Re q(w) jest funkcją jednoznaczną. W rezultacie, to co przypada 
na oba brzegi łuku «J w całce
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^  Re|q(w)jd-^(w)|

jest równe zero. Niech dalej r  = { |w| = r} , gdzie R jest na tyle
duże by krzywe Fj - i łukL ^  leżały wewnątrz 1̂ . Krzy
we r0 - r4 uważamy za zorientowane dodatnio względem swoich wnętrz. 
Niech B.j oznacza obszar ograniczonymi krzywymi rQ - F^ i łukarai 
*$1 ~ %* Korzystając ze znanej wersji twierdzenia Greena, otrzymujemy

0 <  J J  |q(w)|2 dO" = j- j  |Re q(w)jd|q(w)| =

B1 9B1

-itf Re|q(w)| djq(w)j + j Re -{q(w)],d{q(w)} , (2 3) 

*-1 Pj rd

gdzie d€T oznacza element powierzchniowy w płaszczyźnie (w). Biorąc 
pod uwagę fakt, że ze względu na holomorficzność funkcji q(w) w punk
cie w = 00

y*Re{q(w)}d-jq(w)j — ►O,
^0

gdy R— ►oo,

otrzymujemy z (2 3) nierówność

^  j j Re{q(w)}d{q(w)j <  0, (2 4)
j=i Fj

z której skorzystamy za chwilę.
Wróćmy teraz do funkcji p(z ) e g([?>). Niech 0 <  r <  1 i niech

Cr: w = PCre1̂ ), 0 <  f <  23T,

C": w = — Pire1̂ ), 0<f<23C,
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Sr: w-  G(reif) = [p(reif)] "1, 0 <  f<2£,

C": w = - G(re ), 0 <  tf <  2X.if= -

Oczywiście jest

indc (2> = 1, 
r

a wykonując proste rachunki i korzystając przy tym z własności (4 ) i 
(7 ) funkcji klasy G((2>), otrzymujemy

indc (- (i) = inSc (i-1 = indc (- |i“1 ) = 0,
r r

indc-(-[ł) =1, ind _(?>= ind ii"1 = ind (- Ib-1 ) = 0,
r C~ C~ c fr r r

in d ~ i2, 1 = 1» in d „, in d ^ (-£)*» ind (- fc"1 ) = 0,
Cr Cr Cr Cr

ind^(- (b~1) = 1, ind_^>= ind^ (-(?>) = ind^T1 = 0.
c c cT cr r r r

— co
Krzywe C , C , C i C tworzą więc układ krzywych zawierających w

—1 1swoich wnętrzach odpowiednio (b, - (?>, [b , - (b , wzajemnie nie prze
cinających się i takich, że każda leży na zewnątrz wszystkich pozosta
łych - te ostatnie dwie własności wynikają z własności (4 ) i (7 ) funk
cji klasy G((b). Z uwagi na (24), mamy

j Re {q(w)j d {q(w )} + 1 ̂ Re jq(w )} d |q(w )} 
r Cr

+ i / Re {q(w)|d|q(w)j- + 1 y*Re|q(w)jd|q(w)|<0. (2 5)
C Cr r
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Oznaczając kolejne składniki lewej strony nierówności (2 5) przez ,
Jg» i <Ĵ, mamy

4

2 Jj< 0 * (26)
j=1

Celem obliczenia - Ĵ , znajdziemy najpierw q(p(z)), q(-F(z)),
q(G(z)) i q(-G(z)). I tak, korzystając z (1 3 ) - (21 ), mamy

N 00

q(p(z)) = xQ log z - ̂  -2j- + Amzm, (2 7)
n»1 1155 m=0

gdzie

N

Am = 2 [ (lW  + + (lmn + pmn)yn]‘ m = °’1....  <28)
n=0

N 00 ^

q(-p(z)) = - yQ log z + ^  ^  ' B^z111 + (stała czysto urojona),
n=1 nz m=0 m = 0,1 ,..., (2 9)

gdzie

Bm = 2 t (l™  + P̂ )Xn + (k>nn + V )yn]’ m = °*1....  k°>
n=0

Ponadto łatwo zauważyć, że

q(G(z)) = - q(p(z)) i q(-G(z)) = - q(-P(z)), 

a stąd oczywiście
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Wystarczy zatem policzyć i J^, I tak, ze względu na
po łatwym rachunku.

J1 = 4- j  Re|q(p(z))| d|q(p(z))|
|z| r

N oo
2 2n oqr r + 23txo. log r + * 2  "l^!

n?=1 n=1

J2 = 4- y Rejq(-P(z))|djq(-P(z))j
| z | =r

= 23tŷ  log r » W 2 r‘2” +I2  “lB»l2r2“ +n=1 n=1

co, po wstawieniu do (26) i po przejściu do granicy przy 
nierówność

oo N
2 *„  2 , o Re {B o}  *  ^  " [ l  A„ l 2 *  I B»l

n=1 n=1

Kładąc

\  = ̂ xn + yn}* ^n = I<xn " yn).

a = k  + 1 ,  o C = k  - 1 ,mn m n  mn* m n  m n  m n ’

^mn ~ Snn + m̂n* r̂nn - Snn m̂n*

(27) i (29),

« » K [ .

»»{So} • 

r—»-1, daje

(31)

(32)

(33)

(34)
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otrzymujemy

c  = 4( a  + b ) = T Y K ™  + ( 3 5 >m 2 m m L mn mn nj
n =0

IN
B = ^(A -  B ) = Y f t *  + ^ 1 • (36)m 2 m m / ,| mn mn “nj

n =0
'.•ienirŁłw rlov;o.i:r.3J:tc£sijs .1 -(i >  i--;! i » U <?Iovi v itaptfrafciorr&ef, 

Zauważmy jeszcze, że

x A + y B = 2X C + 2ll D , (37)
0 0  0 0  0 0  " 0 0

Wstawiając teraz (3 2) - (37) do (31) i stosując prawo rownoległoboku:

* * * !  ♦ I H * = "|[|a|2 + |b|2J, otrzymujemy

2*o  Re { Co} + 2Hb Re ( Do) + 2  n j j Cn |2 + | Dn |2] < Ż  'ĄKf + |^ n |2]»

(38)

n*1 n*1

gdzie Cn zależą już tylko od układu |x| , a Dn - tylko od układu 
( i zerują się wraz z zerowaniem tych układów. Kładąc zatem kolejno 
M  - {0} i W  ■ 8  , otrzymujemy nierówności

2
(3 9)

n=1 n=1

(40)n=1 n=1
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Znaki równości w (39) i (40) dla niebanalnych układów ̂ A^ i ĵ j- zacho
dzą wtedy i tylko wtedy, gdy znak równości ma miejsce w nierówności o-
trzymanej po przejściu do granicy przy r -*-1 w nierówności (2 5), a
więc wtedy i tylko wtedy gdy dopełnienie siany obszarów p(u), - f (u ), 
g(u ), - G(u) jest zbiorem miary zero. Udowodniliśmy zatem następujące

Twierdzenie 1. Jeśli P(z) e G((2>), a AQ ̂  ,... ̂  i ,... 41^
są dwoma dowolnymi układami liczb zespolonych, przy czym AQ i ̂  rze
czywiste, to

oô  N ̂ 1 . Ig
2\  »• {c„}♦ »|°»|2 <2  ̂ » (41 >

n*=1 n=1

i

Re{Do}+2 ''N2<2 ^ ’ (42)n*=1 ns*1

gdzielie C i D , n = 0,1,..., określone są wzorami (35) i (36).
f 1Równość dla układu niebanalnego <| A i w (41 ) i dla układu niebanal

nego •ĵ j’ w (4 2) zachodzi jedynie, gdy dopełnienie sumy obszarów P(u), 
- f(U), G(u) i - G(u) jest zbiorem miary zero.

3. Rozważmy teraz funkcjonał

$ ( F )  = Re Vm , n =0 a + b m n  mn A A ] j

Ze względu na nierówność
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nierówność Schwarfca, nierówność

N oo

2 - w 2 « Z - w 2.n=1 n=1

nierówność (41 ) oraz nierówność (a2 - 2 AB)1̂ 2<  A - B, mamy

przy czym znak równości zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy we wszyst
kich stosowanych wyżej nierównościach zachodzi znak równości# Prowadzi 
to do wniosku, że równość jest możliwa jedynie, gdy
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A* ^
; R a  + b )\ 1 = —  , m = 1 N, (44)/ , |_ mn mn nj m ’ » » » 4TT/

n =0

N
2  [ (a mn + V A ]  “  °*  m ° N  + 1 ,  N + 2 ...........  (4 5 )

i w tym wypadku dopełnienie sumy obszarów F(u), - F(u), G(u) i - G(u) 
do całej płaszczyzny ma polerówne zero.
I tak udowodniliśmy

Twierdzenie 2. Niech F(z) e G(|J) i niech

^ wifcWfóŁw • 2 ̂  (46)
m,n=0

» • « H i & H ® -  2  ”»/*'■ iw)
m,ns=0

wówczas dla każdego Kq rzeczywistego i ^  »• • • *̂ N zeoP°-*-onyĉ  za" 
chodzi nierówność

Re ■ 2  + ”»» V n | }  >
jn,n=0 J n̂ 1

Równość jest możliwa jedynie, gdy spełnione są warunki (4 3) - (45). 
W analogiczny sposób można udowodnić

Twierdzenie 3. Niech p(z ) e g((5) i niech
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log(l - P2(z) P2(?)) = (50)
m,n^O

wówczas dla każdego rzeczywistego i ^  •• • »1̂  zespolonych za
chodzi nierówność

Re
¡n,n=0 J n=1

Równość jest możliwa jedynie, gdy spełnione są warunki

' N
Re 2  F ^ n  + ̂ onK]

n=0

(5 1)

(5 2)

N  _ -

z l  K »  * ■ ¡T ’ .....
n*»0

N
2 l H m + ^ f h ]  - °* m - N+1»  ...
n=0

(53)

(54)

i w tym wypadku dopełnienie, sumy obszarów P(u), - P(u), g(u ), -g(u )
do całej płaszczyzny ma pole równe zero.

4. Zastosowania do rodziny G(f&). Udowodnimy teraz następujące

Twierdzenie 4. Niech

F(z) = (b(l łC^z + ...) e g((J>),
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to

hl
1 -
1 + |b2

(55)

Równość zachodzi tylko dla funkcji F (z) spełniającej związek

F (z) - (b 1 + (bF (z)
r - - p T ^  • *Xz7 T F  • 8a’ l® 1 ' 1. (5 6)

Dowód. Niech = 1 , A., = Xg = ... = AN = 0. Wówczas dla każdej 
funkcji f(z ) e G((b) mamy

{■0 0  00
l = log —r—* + log 1 + fb2 

-2J Ł 1 - f
<  0 ,

skąd wynika nierówność (55). Aby ponadto w (55) zachodziła równość mu
si być, na mocy (43) - (45),

C = a + b =1. czysto urojona, C = a + b =0, m = 1,2,....o 0 0  0 0  m mo mo

Odejraując (2 9) od (2 7) i biorąc pod uwagę, że yn = x , n = 0,1,...,
x = 0 dla n >  1 i A + B  - liczba czysto urojona, B„ = - A ,n  0 0  m m
m = 1,2,..., otrzymamy

q(FQ(z)) - q(-FQ(z)) = 2 log z + (liczba czysto urojona). (57)

Z drugiej strony z (21) mamy

F (z) - (b 1 + (bF (z) 
q(Fo(z)) - q(- Fo(z)) = 2 log ^  . F d T T l T  + (l* °ZySt° Ur0“

jona).
(58)
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Porównując (57) Z (58), wnioskujemy, po wzięciu części rzeczywistej, 
że

log
Fo(z)-(i 1 + p.Po(z)1 
1 -[2>Po(z) * P0(z) + (b z = 0.

3kąd otrzymujemy związek (5 6).
Zauważmy jeszcze, że związek (5 6) jest równoważny związkowi

[?o<*>]2 , r, , i (i -s?,2(82- i ,2i'1
r . V  W  4  L 1 * T - ń r - ’  t . i ' J  • ( 5 9 )(1 + [F0(z)] )'

N przypadku (i> rzeczywistego istnieje więc funkcja ekstremalna i jest 
nią funkcja

Po(z) NE i2 2
— H f+ 1(1 - ffwfiz 21-1 "|l/2

t i > J  >J •

CO “ ̂gdzie k(co) = ■ — ■ „• jest dobrze znaną funkcja Koebego, a K ozm-
(1 + co)

cza odpowiednio dobraną gałąź funkcji do niej odwrotnej, W przypadku 
0 <  (i> <  1 funkcja FQ(Z) odwzorowuje zatem koło U na półkole |w|<1, 
Re w >  0, a w przypadku p> >  1 - koło U na obszar |w| >  1 ,Rew>0. 
Wnioskiem z twierdzenia 4 jest

Twierdzenie 5, Jeśli P(z) e G, to

|p(z)| 1 + p2(z) 2
Ip(z)I 1 - p2(z) 1 - M

(60)

Równość w (60) dla z = zq € U zachodzi jedynie dla funkcji

P°(z) <= PQ(--- (6 1 )
1 - z z o

gdzie P q (z ) jest funkcją z (5 6).
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Dowód. Niech p (z ) e G i niech z e U. Utwórzmy funkcjęo

z + z
F.(z) = P( — ).

1 + z z o

Oczywiście P^(z) e g(f ( zq ))  i Fij(o) = p’(zo)(l - Jzq j2). Stosując 
twierdzenie 4 do P^Cz), otrzymujemy nierówność (60) i funkcję ekstre
malną w postaci (61).

Wnioskiem z twierdzenia 5 jest

Twierdzenie 6. Jeśli P(z) e G((b), to

106 <  l0E ’ (62) 

i w szczególności

<  1-+ UJ^  1 - Izl
1 ~ Iz I <  I £ ( } _ p(z)
1 + i z i ^  ̂  _ ̂ 21pu;

I"* 77^(phr_ p(z))| < 106 H~fei •
2* r * ' f \ 1+ F dPDowód. Nierówność (62) otrzymujemy całkując — ■ ■ 0 —  po odcinku

1  -  p 2  p

[0,zJ i stosując nierówność (6 o ) .

5. Zastosowania do rodziny B. Jeśli f(z) e B i f(z) + (d, f(z) * 
1 +

1» , d ^ - 1  - warunki te spełnione są np. w przypadku, gdy d nale
ży do brzegu obszaru f(u) -, to kładąc w (4 6), (47), (49) i (50)

- w  - (63)
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otrzymujemy

iogf£(Q. ~ ____1x gL z - k 1 - f(z)nsj

(a^ + bmn)zmSn + (liczba czysto urojona), (6 4)
m , n =0

lo s P Zz 'I  ^  1“ -  f ( z j f ( ^ ) ] =  2  (cCmn + ^ m n ^ *
m,n»0

Z (64) widać, że nierówność (4 2) jest identyczna z nierównością (7 6 )
M ,  a nierówność (51)z nierównością (79) z tejże pracy, gdzie i =v mn
= ĉmn + Zauważmy ponadto, że nierówność (6 4) przechodzi w nierów
ność (64!) dla d = — 1, zakładanie zatem w dalszym ciągu, że d + — 1 
jest zbyteczne. Z nierówności (6 4) otrzymujemy

Twierdzenie 6. Jeżeli f(z) e B, f(z) 4 d, r-- , to dla każdego ukła
du liczb zespolonych X0,\|,... ,^,X0 - rzeczywiste, zachodzą nierów
ności (41 ) i (48), gdzie a ^  + b jest współczynnikiem rozwinięcia 
lewej strony (6 4).

Stosując teraz twierdzenie 4 do funkcji (2 ) i biorąc pod uwagę, że 
| M < 1 ,  M ,  otrzymujemy

Twierdzenie 7. Jeśli f(z) e B, f(z) * d, rj- ,to

00-z
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Równość w (6 5) zachodzi jedynie dla funkcji

d - P2(z) 

f° U ) ' ,  - ’

gdzie ^(z) jest funkcją spełniającą warunek (56)0

Prosty rachunek wykazuje, że funkcja f0(z) spełnia związek

f (z) ., „
— 2— _  = — i i — — ęz—  jg | = u  (6 6 )
(1 + f0(z))2 (1 + d)2 (1 + £z)

W przypadku, gdy 0 < d < 1  funkcja fQ(z) odwzorowuje koło U na
koło U, z którego usunięto odcinek [d, 1 ), a w przypadku d >1, na
koła U, z którego usunięto odcinek (jj, 1J , Wynika to z (66), gdyż w
przypadku d rzeczywistego

f (z) . r 1 r-^ - S   & - J ,
L(i ♦ « )  (1 + i z n

gdzie K~1 jest odpowiednio dobraną gałęzią funkcji odwrotnej do funk
cji Koebego. W przypadku d rzeczywistego mamy dalej, że

|d| >  --------— 7---- ; • (67)
2 - b, + 2 -yi - \

Istotnie, w przypadku d dodatniego nierówność (6 7) otrzymamy wprost
z nierówności (6 5). W przypadku d <  0 stosujemy nierówność (6 5) do
funkcji - f(- z), która jest także funkcją klasy B. Z (6 7) wynika,

b b
że przedział osi rzeczywistej (_--------—  ■ ■ —■ ,------- -— ■— --A

2 - b1 + 2̂ 1 - hj' 2- b1 + 2^1 - b̂
należy do obszaru f(u). Dla porównania zauważmy, że dla funkcji jed- 
nolistnych postaci (1 ), spełniających warunek |f(z)|<1, wiadomo, że 
koło



Nierówności współczynnikowe dla funkcji... 33

|w| <  1
2 - b1 + 2 ^ 1  -

należy do obszaru f(u).
Wyniki przedstawione wyżej można otrzymać również posługując się 

związkiem (2) i twierdzeniem Koebego o pokryciu dla funkcji klasy S, 
Zajmijmy się obecnie zastosowaniem nierówności (41 ) i (42) do sza

cowania współczynników funkcji klasy B.
Niech f(z) € B i niech

f(z) = b^(z + a^ 2 + ...). (68)

Kładąc w nierówności 2^ Re {D̂J, + | D11 « ¿ z  , wynikającej z
n=1

nieróvmości (4 2), = 0, ji, = 1, ^  = ... = = 0, otrzymujemy

h ,  *  1- (69)

a ponieważ

rt11 " a3 - 4  » 1̂1 = b?’

z (6 9) dostajemy nierówność

|a3 - Ą  + b2|< 1. (70)

która jest odpowiednikiem dla funkcji klasy B dobrze znanej w klasie 
S nierówności Bieberbacha: la. - a21 <  1.

f / 2 "11/2Zauważmy dalej, że jeżeli f(z) e B, to <p(z) = |_f(z )j e B, i 
pisząc nierówność (7 0 ) dla funkcji <P(z), otrzymujemy
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a nawet, biorąc pod uwagę, że wraz z funkcją f(z) do klasy B należy 
również funkcja -f(-z), nierówność

a2 2 bl| <  2 * (71)

Nierówność ta wynika także z (2 ) i z oszacowania Bieberbacha: [a2|<=2* 
Nierówności (70) i (71 ) są ostre i równości zachodzą dla współczynni
ków funkcji określonej związkiem

f(z)
(1 + f(z))2 1 (1 + z)2

(72)

Zastosujmy z kolei do funkcji (6 3) wynikającą ż nierówności (41) nie
równość

2\ E'{co } ł N 2 < ) > / ¥n=1
(7 3 )

i połóżmy w niej XQ = X2 = • • • = = °. X1 = 1. Otrzymujemy

Ia11 + b1l| <  1 * (74)

Wyrażając współczynniki a^ i b^ przez współczynniki funkcji P(z) 
mamy najpierw

ci.

«1 ^  (1 - |S2)2
< 1 . (75)

Kładąc następnie



gdzie f(z) * d, f(z) , d # — 1 i przyjmując

dl/2-f(z) ,1/2/. „ 2 x
:— s h \ (\ = d (1 + + 2Z + •••>•1 - d tp̂ z)

mamy

F(z) = d1/"4(l + fyz + [i2z2 + ...)1//2 

«= d1/4(l + 1  + (1 p>2 - 1  (i2)z2 + (1 p»3 - 1  ̂ (2*2 + jg ̂ ) z 3+..i),

skąd
1_

P> = d4, cę, -Ift,, cC2 =1<(2>2 - I p » 2 ), - 1 ( ^  - +

+ g ^ l  )•

Nierówność (75) przejdzie wówczas w nierówność

I ̂ 3 &2 1 ,2" 1 + d *21 .. , x
l ^ “ ^ +Z (1 - d f M  '

Następnie, biorąc pod uwagę, że

f(z) = b ^ 2(z2 + 82z4 + . . . ) 1//2 «= b11//2(z + j a2z3 +

i, wyrażając » P>2 i px̂ przy pomocy współczynników funkcji f(z), 
mamy

- d - 1 .1/2 - d - 1 .1/2 .1/2 .1/2 n d - 1 .1/2/1
&1 = 772" b1 ’ ^2 = 7 7 F  * b1 * d * b1 * ^3 " 7 7 T  b1 (2*2+
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+ d • )f
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i ostatecznie nierówność (7 6 ) przyjmie postać

a.2 + (id! + l-)b I <  1 . (7 7 )
id 1l

W przypadku d rzeczywistego dodatniego oszacowanie jest dokładne, 
funkcja ekstremalna spełnia związek

- i f e l  *-£, 2 —  - (7 6 )
0 ł f(z))2 (1 * Vd)2 (1 +

a więc w przypadku 0 <  d <  1 odwzorowuje koło U na koło U, z któ
rego usunięto odcinek t e  1 ), a w przypadku d > 1  - koło U na koło 
U, z którego usunięto odcinek ,1),

Jeśli teraz oznaczymy przez B(b^) rodzinę wszystkich funkcji kla
sy B o rozwinięciu (1 ), a przez E(d, -j) rodzinę wszystkich funkcji

1klasy B nie przyjmujących wartości d i — , to otrzymane wyżej wy
niki, dotyczące współczynnika â , można zebrać w następującym twier
dzeniu

Twierdzenie 8. Jeśli f(z) e B(b^), to

| ag ~  2 b,j | <  2 ,

przy czym równość zachodzi dla funkcji (72). 
Jeśli f(z) e B(d,̂ -), to

W przypadku d >  0 oszacowanie jest dokładne, przy czym równość za
chodzi dla funkcji określonej związkiem (78%

Zajmiemy się obecnie zastosowaniem nierówności (73) do oszacowania
współczynnika â  w klasie B. W nierówności tej przyjmijmy =...=
= = 0. Należy zatem obliczyć współczynniki aQo, boo, a1Q, b^Q, a11
i b^ . I tak,
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i 0=1 i , 1 + (i>2
aoo = loe T ’ boo = loe 7 “ 72 ’1 -  (5

rt2 1
aio = ćśf " a'0'!’ bio = 1 _^4 ’

”,1 ■ A 2^7^ 5-

a nierówność (73) przyjmie postać

a o Be[\ 1°e<7T̂ ,]ł ‘ ir*!+ 7T̂ ) w +

< I M 2.

Chcąc przejść teraz w powyższej nierówności do współczynników funkcji 
f(z) G B(d,l) związanej z funkcją P(z) G G({2>) wzorem (6 3)» połóżmy’d
najpierw

1 _”df[z] = d 1̂ + *Jiz + ̂ 2Z + C?3Ẑ  + •••)» (80)

a stąd

F(z) = d1/,2(l + ̂ z  + ̂ 2z2 + (ĵ z3 + ...)1//2

“ d1/2[1 + ł f i z + (H 2 "  8 *5i )z2 + (ł i 3 - 4  ^1^2 + T e 'J?)z3 + • • • ] »
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skąd dalej

g>= d1/̂2, c«1 = “ , C«2 = 7^2 “ 4 *5i )» ^  = 2 ^ 3 “ 2 'Jllp + 8 Ul ̂

i nierówność (7 9 ) przejdzie na nierówność

7 K < | - ł V ^ +M f f ł ^ O | 2< ^ l 2-
1 (8 1 )

Następnie, wyrażając z (80) współczynniki ^ ^  1 ‘$3 przy pomocy
•współczynników funkcji f(z), otrzymujemy

^  = —  b1 .  H2 = “  b1(a2 +  d  • b -| ) •

2
b ^  + 2db̂  &2 + d2b2), (82)

a, wstawiając (82) do (81 ), nierówność

2*o Re{ \  logF  4/ ^" bl] + N ^  + b1(t " 1))} +| V a2 + b1(t“1 )} +

+ X 1 (a 3 -  ¿2  + ^ 2 ) | 2< | \ 1| 2 , (8 3 )

1 -1gdzie t » -̂ (d + d" ), Połóżmy teraz

X = *2 + bi, (t - 1 )
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i załóżmy, że d >  O, Dobierzmy K tak, by

K ”1] + Ee{N x} - °-
a więc przyjmijmy

+ V X
K    f - ------L 2— "  * (8 4 )

fd + d)2log

Jest to możliwe, ponieważ na mocy (6 5)

jeśli tylko funkcja f(z) nie jest postaci (66). Wstawiając (8 4) do 
(83), otrzymamy

1̂ 1 (a? - ag + t^ ) - - | <  I ,

lQg|_ 4~d ' l|

a następnie, ponieważ

X2 = a |  + 2̂ ^  -  1 )a2 + b2( t2 -  2t  + 1 ),

a2 - tb2 = X2 - 2biag(t - 1) - b2(t2 - t + 1 )

= X2 - 2b1(t - 1 )X + b2(t2 - 3t + 1),
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manęy

k  h  - ̂ +2bi(t - 1 )x - b? ^ 2 - 3 t + 1 )j - j < i m 2.
logL 4d bl|

(85)
Kładąc teraz kolejno ^  = 1 i ^  = i w (85) i biorąc pod uwagę, że

| Re W | <  1,
|w| <  1 = >

| Im W | <  1,

otrzymujemy następujące oszacowania

Re a3 <  1 + b2(t2 - 3t + 1 ) - 2b1 Re [ ( t  - 1 )x ] - (im X)2

+ (1 + ---   ^rr)(Re X)2,
log

Re ^  >  - 1 + b2(t2 - 3t + 1 ) - 2b1 Re[(t - 1 )x j + (Re X)2 

- (1 + ----------  5“ ^)(lm X)2 ,

losF '4dd) bj
z których wynikają oszacowania słabsze

Re aj <  1 + b2(t2 - 3t + 1 ) - 2b Re[(t - 1 )x ]  + ( i  +   ----

(86)
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Re a, >  - 1 + b2(t2-3t+1 ) - 2b. Re[(t-1 )x ]  - (i +   -- 5—~)(lmX)2,

* « N 4
(87)

przy czym równość w (8 6) zajść może jedynie, gdy Im X = 0, a w (87)
- jedynie, gdy Re X = 0.

Jeżeli f(z) e B, to można zawsze przyjąć w (8 6) i (87) t » 1, co 
jest konsekwencją tego, że d = 1 , i otrzymamy wówczas podwójną nierów
ność

- 2 - (1 —̂ sKlm aj2<  Re/a-l - (l-b2) < 0    )(Re a f, ■
log b“ 1 l log b" 1

(88)
przy czym równość w nierówności prawej może mieć miejsce tylko wtedy, 
gdy Im a2 = 0, a w nierówności lewej - gdy Re a2 = 0, Warto zauwa
żyć, że prawa nierówność (8 8) jest taka sama jak dla funkcji' klasy 
s(b1), gdzie 3(b^) oznacza klasę funkcji jednolistnych, postaci (i), 
spełniających warunek |f(z)| <  1 , [8j.

Postępując podobnie możemy otrzymać następujące oszacowania Im â , 
a mianowicie

Im a, <  1 - 2b Im[(t - 1 )x] + 2 ( 1  +  p   5— -) . (ReX)(lm x ) ,

. (ReX.) . (lmX).
i ± i l b4d ij

Przyjmując i w tym wypadku t = 1, otrzymujemy

Im a3 >  - 1 - ^ImlCt - 1 )x] + 2(1 + ---
log:

- 1 + 2 ( 1  ~ ; ) ( Re )(lm a2)< Im a_< 1+2(1 ^-Tj^ea^Imag).
log b” log b1



42 Janina Śladkowska

Powyższe wyniki zbierzmy na koniec w następującym twierdzeniu 

Twierdzenie 9. Jeśli f(z) e B ^  ) n B(d, j) i d rzeczywiste, to

Re a,< 1 + bf (t2-3t+1) - 2b, Be [(t-1 )x] + (1 + ---¡r̂ ----- r)(ReX)2,
^  1 1 . ( i + a r  .

l0«L 4d bJ

- 1 + b2(t2-3t+l) - 2b1 Re [(t-1 )x ] - (1 + ----p— -)(lmX)2Re
log 4

Im a_ <  1 -  2K  Im [(t-1 )x] + 2(1 + ---- 5— -)(ReX)(lmX),

Im Ł, >  - 1 - 2b< ImR t -  1 )x] + 2(1 + ---  — ----5— -)(ReX)(lmX).

W szczególności, d la  każdej funkcji f ( z )  € B(b.j ) mamy

- 2 - (1  -- —̂ 1 )(lm a_)2<  Re/a-l - (1 - b2)< (1---- — : )(Re a f
log b“1 2 P J  1 log b.,1

- 1 + 2 ( 1 ---- -— ;)(Re a_)(lm a_) <  Im a- <  1 + 2 ( 1 ---- -— r )(Re a„)
log b“1 2 J log b1

(im a2).

i
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y e K  z 1 , z 2 e U „  B H a 3 H B a e T c a  K j i a c c o M  ( j p y H K m iä  E n 6 e p 6 a x a -  

A ß j i e H 6 e p r a 0
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B [ 6 ]  TyMMejiB u UlH<J>c£jep noJiyHHJiM K0 3$<i>MHHeHTHHe H epa-  
BeHCTBa THna PpyHCKoro fljirf ćbyHKmiii, npnHa,nJie&amnx k B .  

TJiaBHHM pe3yjibTaTOM HacToameii pafioTH e c T t  oóoómeHue H epa-  
b eHCTB TyMMejia-IllH^epa, KOTopoe H3o6paaceHo b cjieflyiDi^eH Te- 
opeMe:

1 1TeopeMa. Ecjih f e B(d,^) , r^e B(d,^) o6o3HaHaeT Kjiacc
BCHKMX $yHKI^Mii npHHBflJI eSCaHHX K B ,  K O T o po e  He npHHHMaiOT 

d  hk  |  b  U |  e c j in  k o 3<p*nuneHTH ( d ) o n p e ^ e a e H H  n p o n 3 -

B o a a m e i i  (JyHKiiHH

h o jH a  BeTBb KBaspaTH oro kophh npHHHMaeTca b F ( z )  h Toace 
B F(S) , TO RJIH BCHKOrO B eiUeCT B eHHO ro M komiiji o k c  h u x
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COEFFICIENT INEQUALITIES FOR HIEBERBACH-EILENBERG FUNCTIONS 

S u m m a r y

Let B denote the class of all functions f(z) which are regular 
and univalent in the unit disk U , vanish at the origin, and have the 
property fCz^)f(z2)  ̂1 for all pairs of points z^, zg e U. E is 
called the class of Bieberbach-Eilenberg functions.

In [6] Hummel and Schiffer derived a set of coefficient inequali
ties of Grunsky type for the functions belonging to B„ The aim of the 
present paper is to generalize Hummel-Schiffer’s result into the fol- 
lowing Theorem. Let f(z) € B(d, *̂ ), vrhere B(d, -̂) denote the sub
class of 3 consisting of all functions of B, which do not take the
values d and ^ in U. Let the coefficients <jf (d) be defined by d vmn
the generating function

where

and the same branch of the square root is to be taken in F(z) and 
fO). Then for any real KQ and complex
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where

and

( * * )
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