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PEWNE WŁASNOŚCI ROZWIĄZAŃ RÓWNAŃ PARABOLICZNYCH 
RZĘDU DRUGIEGO O WSPÓŁCZYNNIKACH STOCHASTYCZNYCH

Streszczenie. W pracy podamy kilka własności procesów stochastycz­
nych będących rozwiązaniem równań parabolicznych rzędu drugiego o 
współczynnikach losowych i z losowymi warunkami brzegowymi.

Na bazie tych własności dla tego typu równań wyprowadzimy warun­
ki stabilności rozwiązania zerowego I zagadnienia brzegowego.

Przedmiotem naszych rozważań będzie równanie typu parabolicznego po-
1. Wstęp

staci

i, 3=1 i=1



Równanie (i) jest określone w obszarze ograniczonym D zawartym w (n+1) 
wymiarowej przestrzeni euklidesowoj D = Dq gdzie obszar na
płaszczyźnie t = 0

A= ¡jOt T) r brzeg obszaru D S = r/DQ

05 jest elementem przestrzeni probabilistycznej {£1, p} . 
Rozwiązaniem pierwszego zagadnienia brzegowego dla równania (1 ) w ob­
szarze D z warunkami

u/t = 0 -f (x) (2)

u/S =V(x,t,co) (3)

nazywamy proces losowy u(xft,co) ciągły w D dla prawie każdego 05 i 
spełniający równanie (1) w D \ r  i warunki (2 ) (3 ) na T, gdzie proces
stochastyczny V(x,t,05) ma ciągłe realizacje, a <p(x) jest funkcją
ciągłą.
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2. Własności rozwiązań I zagadnienia brzegowego 

Twierdzenie 1

Jeżeli u(x,t,05) jest rozwiązaniem równania (1 ) i w D\r spełniona 
jest nierówność l(u) < O dla prawie wszystkich 05 oraz c(x,t,05)<M 
z prawdopod. 1 
(M - pewna stała), to

P^oo: u(x,t,05) ̂  oj =1, jeśli na T  zachodzi 

u(x,t ,05) > 0  z prawdopodobieństwem 1.

Dowód

Przypuśćmy że u(x,t,o5) w obszarze D osiąga wartości ujemne. Zatem 
istnieje punkt Po (x°,t°) taki, że wprawdop. 1 zachodzi u(x°,t°,03) 
<  u(x,t,05) dla (x,t) e 5.
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Punkt. Pq może leżeć tylko wewnątrz obszaru D lub wewnątrz wierzch­
niej podstawy przy t = T. Niech M <  0, c(x,t,co)< M <  0.
W punkcie Pq (x°,t°) = 0  (i = 1,2™n) 0 c u > 0  oraz

n 2
a ^ u ^  o ij 9x dx

i,Ó=1 3

Zatem l(u)>0 z prawdopodobieństwem 1
dla (x° t°) e D\r, co jest sprzeczne z założeniem. Ożyli u(x,t,co)>0 
dla prawie wszystkich co . Gdy c(x,t,co)<M i M > 0  przez podsta­
wienie u(x,t,co) = v(x,t,oo)ê ' przypadek ten sprowadzamy do przypad­
ku I.
Proces v(x,t,co) spełnia równanie (i) z ujemnym współczynnikiem przy 
v. Zatem z udowodnionego wcześniej wynika

P {go: v(x,t,Go) >  oj- = 1 .

Tym samym proces u(x,t,cn) ma również nieujemne realizacje.

Twierdzenie 2
Jeżeli: 1) u(x,t,co) jest procesem o ciągłych realizacjach w D i w 
D\r spełnia równanie (i )
2) Proces f(x,t,co) jest ograniczony z prawdopodobieństwem 1

|f(x,t,ce)! <  N

3) c(x,t,co) <  0 dla prawie wszystkich 05

4 ) p{cd: |u| = |u(xft,co)| <  mj- = 1, to

/\ zachodzi P-Jco: |u(x,t,oi)|<Nt + mj = 1.
x,t, e 5
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Dowód

Rozpatrzmy w D procesy określone wzorem

W ̂ {x,t,(o) = Nt + m — u(x,t,co). (4 )

Realizacje procesów (4) są nieujemne na T , a w 5\r na podstawie za­
łożenia (3 ) mamy prawdziwą z prawdopodobieństwem 1 nierówność

l(w — ) = - N + NCt + cm — L(u) <  - N + | f | <  0. (5 )

Z (5 ) i twierdzenia 1 wynika

W — (x,t,G})^0 dla (x,t) e D z prawdopod. 1.

Zatem

pjoo: u(x,t,cą) <  Nt + m^ « 1 

(x,t) € D.

Uwaga

Z twierdzenia 2 wynika, że przy f(x,t,co) = 0

E(u(x,t,co))< max E|u(x,t,oo)| dla (x,t)eB.

Twierdzenie 3 
Jeżeli:

1) proces u(x,t,co) spełnia równanie (i) i jego realizacje są ciągłe
2) p{(0: |f(x,t,oo)| <  n| =1

3) |u(x,t,Gj)|r <  m z prawdopodob. 1

4 ) c(x,t,<o) <  - cQ <t 0 z prawdopodobieństwem 1 to wszędzie w B 
|u(x,t,co)| <  max <7 - ,ml dla prawie wszystkich 00.

I o J
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Dowód
fu 1 _OznacznQr max przez N. i rozpatrzmy w D proces
lco J 1

W — (x,t,oo) = — u(x,t,co).

Procesy te są rdeujemne na T a w D\r spełniają z prawdopod. 1 nierów­
ność

L(W i) =N1c i f <  - N1cq + N <  0.

Zatem na podstawie twierdzenia 1 W — są dla prawie wszystkich nie- 
ujemne w D, czyli

|u(x,t,oo)| <; max f c " )  dla każdego co.

Uwaga

Z twierdzenia 3 łatwo wynika oszacowanie

E|u(x,ttco)| <  m a x , mi. (6){v-}
Definicja 1

Rozwiązanie zerowe zagadnienia (i) - (3) jest stabilne względem wielu 
norm, jeżeli

8>0 <  ł IfU.t.coil^dJ = >

= >  ||u(x,t ,co)H2<  g|

11 *0,1,2 = 3ul  E l Ix,t

gdzie
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Twierdzenie 4

Rozwiązanie trywialne zagadnienia (i) - (3) jest stabilne w sensie de­
finicji 1 przy założeniach twierdzeń (1-3).

Dowód

Dla dowolnego £ >  0 wystarczy przyjąć Ó1 = 6 62 = c q£ , aby na pod­
stawie twierdzenia 3 otrzymać

||u(x,t,oo)|L = sup E |u(x,t,co)| <  max (ó , ~ )  = 8 , 
x,t o

- i- J-.C :: i -v- ■■■; : r
co dowodzi stabilności równania 1.
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P e 3 b m e

'
B pafioTe noKa3aHH HeKoTopue CBoiłcTBa CToxactkheckhx o p o -  

u e c c o B ,  KOTopue HBJiHDTca peuieHHSMH napafiojiiHiecKiui ypaBH e- 
HHH co CJiyyaMHHMM KO 3$$HIieHT aMH .
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B 3aKjii3ueHHH pafiOTH noKa3aHH ycjioBna yCTofó^UBOCTu Tpn-
BfljibHoro pemeiiHH nepBoñ KpaeBoñ sa^aRH ;hjih 3thx ypaaHe-»
HUM .

ON SOME PROPERTIES OP PAR ABO LUC EQUATIONS SOLUTIONS 
SECOND ORDER WITH RANDOM COEFICIENTS

S u m m a r y

In this paper we give some properties of random processes which are 
solutions of porabollic equations of second order with random coeffi­
cients and random boundary conditions. Basing upon these properties 
we investigae the stability conditrons for solutions of the first 
boundaury value problem.


