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PEWNE WEASNOSCI ROZWIAZAN ROWNAN PARABOLICZNYCH
RZEDU DRUGIEGO O WSPOECZYNNIKACH STOCHASTYCZNYCH

Streszczenie. W pracy podamy kilka wkasnoSci procesow stochastycz-
nych bedacych rozwiazaniem rownan parabolicznych rzedu drugiego o
wspokczynnikach losowych 1 z losowymi warunkami brzegowymi -

Na bazie tych wkasnosci dla tego typu réwnan wyprowadzimy warun-
ki stabilnosci rozwigzania zerowego 1 zagadnienia brzegowego.

1. Wstep

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie réwnanie typu parabolicznego po-
staci

i1

g
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Rownanie (i) jest okreslone w obszarze ograniczonym D zawartym w (n+1)
wymiarowej przestrzeni euklidesowoj D = Dg gdzie obszar na
pltaszczyznie t =0

A= {jOT) r brzeg obszaru D S = r/DQ

b jest elementem przestrzeni probabilistycznej {£1, p} -
Rozwigzaniem pierwszego zagadnienia brzegowego dla rownania () w ob-
szarze D z warunkami

wt =0-fF® @
u/S =V(x,t,co) (©)

nazywamy proces losowy u(xft,o0) ciggly w D dla prawie kazdego @& i
spetniajacy rownanie (1) w D\r i warunki ) @) naT, gdzie proces
stochastyczny V(x,t,05) ma ciggle realizacje, a<p(X) jestfunkcja
ciggla.

2. Wkasnosci rozwigzan 1 zagadnienia brzegowego

Twierdzenie 1

Jezeli u(x,t,05) jest rozwigzaniem réwnania (1) 1 Ww D\r spetniona
jest nierownos¢ 1(u) < O dla prawie wszystkich 6 oraz c(x,t,05)<M
z prawdopod. 1

(M - pewna stata), to

Proo: u(x,tos)”~QJ =1, jesli na T zachodzi

u(x,t ,05)>0 z prawdopodobienistwem 1.

Dowod

Przypusémy ze u(x,t,05) w obszarze D osigga wartosci ujemne. Zatem
istnieje punkt Po (X°,t°) taki, ze wprawdop. 1 zachodzi u(x°,t°,03)
< u(x,t,®) dla (,t) e 5.
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Punkt. Pqg moze leze¢ tylko wewngtrz obszaru D lub wewngtrz wierzch-
niej podstawy przy t = T. Niech M< 0, c(x,t,co)<M< O.
W punkcie Pg (x°,t°) =0 (G =1,2") O cu >0 oraz

n 2
T oxdx " ©
i,0=1 3

Zatem 1(u)>0 2z prawdopodobieristwem 1
dla (x° t°) e D\r, co jest sprzeczne z zatozeniem. Ozyli u(x,t,co)>0
dla prawie wszystkich o . Gdy c(x,t,co)<M i M>0 przez podsta-
wienie u(x,t,c0) = v(x,t,00)e™" przypadek ten sprowadzamy do przypad-
ku I.
Proces v(x,t,co) speknia rownanie (i) z ujemnym wspddczynnikiem przy
V. Zatem z udowodnionego wczesniej wynika

P {go: v(X,t,G0) > 0j- = 1.
Tym samym proces u(x,t,cn) ma réwniez nieujemne realizacje.

Twierdzenie 2

Jezeli: 1) u(x,t,co) jest procesem o cigghlych realizacjachw D i1 w
D\r spetnia réwnanie ()
2) Proces Tf(x,t,c0) jest ograniczony z prawdopodobienstwem 1

Ife,t,0)! < N

3) cx,t,c0) < 0 dla prawie wszystkich (6

4) p{cd: Ul = Juxftoo)] < mp- =1, to

/\ zachodzi  P-Joo: Ju(x,t,oi) <Nt + mj = 1.
x,t, e 5
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Dowod

Rozpatrzmy w D procesy okreslone wzorem
W NX,t,(0) = Nt + m — u(x,t,co). @)

Realizacje procesow (4) sg nieujemne na T , aw 5\r na podstawie za-
tozenia (@) mamy prawdziwg z prawdopodobienstwem 1 nieréownosc

Iw=)=-N+NCt + cm— L(u)< - N+ |F] < O. 5)
Z () 1 twierdzenia 1 wynika
W— (x,t,GP™0 dla (x,©) e D z prawdopod. 1.

Zatem

pjoo: ux,t,ca) < Nt + m™ « 1
x,t) €D.

Uwaga

Z twierdzenia 2 wynika, ze przy f(x,t,co0) =0
EQu(x,t,co))< max EJu(x,t,00)] dla (x,t)eB.

Twierdzenie 3

Jezeli:

1) proces u(X,t,co) speknia rownanie (i) i jego realizacje sg ciaggle
2) p{(O: [fxtoo)] < n] =1

3) JuG,tGPJr < m z prawdopodob. 1

4) c(x,t,<0) < - cQ<tO0 z prawdopodobienstwem 1 to wszedzie w B

JuG,t,0)] < max <7- ,ml dla prawie wszystkich 00.
lo J
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Dowod
fu 1 -
OznaczmQr max przez N. i rozpatrzmy w D proces

Ico J 1

W— (xt,00) = — u(x,t,00).

Procesy te sg rdeujemne na T aw D\r speklniajg z pravdopod. 1 nierdow-
nos¢

LQW i) =N1ci f< - Nlcg + N< O.

Zatem na podstawie twierdzenia 1 W — sg dla prawie wszystkich nie-
ujemne w D, czyli

Ju,t,o0)] <; max fc ") dla kazdego co.

Uwaga

Z twierdzenia 3 datwo wynika oszacowanie
EluG. Tl < n a {V_m} ©

Rozwigzanie zerowe zagadnienia (i) - (3) jest stabilne wzgledem wielu

norm, jezeli

Definicja 1

8>0 < +1fU.t.coilNdd =>

=> [Jux.t.oH2< g

gdzie

1 *0,1,2 = ;QUJIZ El 1
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Twierdzenie 4

Rozwiagzanie trywialne zagadnienia (i) - (3) jest stabilne w sensie de-
finicji 1 przy zalozeniach twierdzen (1-3).

Dowod
Dla dowolnego £> 0 wystarczy przyja¢ 01 = 662 = ¢ , aby na pod-
stawie twierdzenia 3 otrzymac

Hu. t,o0)IL = sup E Jux,t,co)] < max © , =8,

~)
X, t (o]

-i-3C i RV | r
co dowodzi stabilnosci réwnania 1.
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B 3aKjii3ueHHH pafiOTH noKa3aHH ycjioBna yCTof6~UBOCTu Tpn-
BfljibHoro perr)l)eiiHH nepBofi KpaeBofi sa™aRH hjih 3thx ypaaHe-
HUM .

ON SOME PROPERTIES OP PARABOLUC EQUATIONS SOLUTIONS
SECOND ORDER WITH RANDOM COEFICIENTS

Summary

In this paper we give some properties of random processes which are
solutions of porabollic equations of second order with random coeffi-
cients and random boundary conditions. Basing upon these properties
we investigae the stability conditrons for solutions of the Tfirst
boundaury value problem.



