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O ROZWIĄZANIACH PEWNEGO EKSTREMAINEC-0 
RÓWNANIA FUNKCYJNEGO

Streszczenie. W pracy niniejszej rozważa się ekstremalne równanie 
funkcyjne f(x) ■ sup H(x,y,f(T(x,y))), f(@) = O, o którym przy 

yes(x)
założeniach H^, Hg udowadnia się trzy twierdzenia związane z ist

nieniem i strukturą rozwiązań.

Przedmiotem niniejszej pracy jest równanie funkcyjne

f(x) - sup H(x,y,f(T(x.y)))» f(®) - O, (i)
yeS(x)

gdzie x = (x1,...,xn) e Dcl^, y =• (y1,...,ym)eS(x) c r“, d jest 

danym podzbiorem przestrzeni Rn zawierającym wektor © =(o,...,O)eRn, 

S jest daną funkcją przyporządkowującą każdemu wektorowi x£B zbiór 
s(x)cl^ zawierający wektor 0’= (o,«..,o) eR^j H jest daną funk
cją, o wartościach z r\ określoną w zbiorze

p = |(x,y,z) -

- U,.......... xn,y1»...»ym,z)€Rn+nH/I:xEl),yeS(x), z€R1J,

T jest daną funkcją, o wartościach ze zbioru D, określoną w zbiorze 
Q = |(x,y) = (xp....xn,y1,...,ym)€Rn+m:x€D, yeS(x)J, f : D-»R1, jest 

funlc ją poszukiwaną. Równanie (1 ) pełni podstawową rolę w programowa- 

niu dynamicznym (p. [1J). W tej pracy będzie ono rozważane przy zało
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żeniach i Hg, które według znanej klasyfikacji R. Bellmana kwa
lifikują go do mało zbadanych równań trzeciego typu (p. £1],[2],|3] ).

Założenia

1 0 Istnieje wektor A = (A1,...,A )eRn, A> ©’1 ' i taka funkcja w: 

R—*-R , niemalejąca i wypukła w przedziale < 0,+oo), w(o) = 0, 
p

że H(x,y,z)^ z + A . w(y) ' dla każdego (x,y,z) e P, gdzie W

W jest funkcją przyporządkowującą każdemu wektorowi y = 
= (y1 eRm wektor w(y) = (w(y1 w(ym)) eRm.

2° H(x,©’, z) > z dla każdego x € D i z 6n\

3° Istnieje wektor a = (a^ , ...,am) eRm, 0’ < a < J, taki, że ||l(x^y)|| 

< ||x|| + (a-J) . y dla każdego (x,y) e Q, gdzie J=(l, ...,1 ) €Rm, 

||x|| = . x'.

4° T(x,O) = x dla każdego x e D.

5° Dla każdego x € D
s(x) CS1(x) =^6^“ : y>®’, J . y< ||x||J .

6° Funkcja H jest ciągła i niemalejąca względem z na całej osi 

.liczbowej.

Założenia Hg

1° Istnieje wektor B = (B1, ...,Bm)e r“, B#©’, B > ©’ i taka funk- 
1 1cja v : R -----► R , posiadająca nieujemną i ciągłą pochodna w prze

dziale (0,+oo), v(0+) = +oo, v(o+) = v(o) = 0, v(g) = “TOy dla 

dowolnych liczb oC > 0, (?> > 0, że H(x,y,z) > z + B . v(y) dla każ

dego

(x,y,z)eP^ = |(x,y,z) eRn+m+1 : x€D, yeS1(x^, zeR1? ,

1 ^Nierówność między wektorami oznacza nierówność między odpowiadający

mi sobie współrzędnymi tych wektorów.
2)

'Symbol "użyty między wektorami oznacza iloczyn skalarny tych wek
torów.
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gdzie V jest funkcją przyporządkowującą każdemu wektorowi y = 
= (y1»•••»yjn) 6Rm wektor v(y) = (v(y1.),...,v(ym))eR’n,S1(x) jest 

zbiorem określonym w założeniu H^5°.

2° Istnieje wektor b = (b^,•••tb )eRm, ©’ < b <J, taki że 

||l(x,y)|| > ||x|| + (b - j) . y dla każdego 

(x,y)eQ1 = j(x,y)eRn+m : xeD, yes1(x)j .

3° s(x) 3 S^(x) dla każdego x e D.

4° Dla każdego x e D istnieje wektor y°(x) e s(x) taki, że

H(x,y°(x), z) >0 dla każdego z € r\

5& D .

Twierdzenie 1

Jeżeli spełnione są założenia IŁ 1°-5°» to każda funkcja f(x) = 

1 f Ai 1= M w(||x||), gdzie M e R' i max yr 1 : i = 1,...,mf , jest roz- 
l'“ai )

wiązaniem równania (1) w zbiorze D.

Dowód

Niech x będzie dowolnym, ale chwilowo ustalonym,wektorem ze zbio
ru D. Z wypukłości funkcji w i zbioru S^(x) wynika wypukłość funk

cji G(y) = M w(||x|| + (a-j) . y) + A . w(y) w zbiorze S^(x) domknię

tym i ograniczonym, a z założenia w(o) = 0 i wypukłości funkcji w 

nierówność w(||x||a) < w(|jx ||)a. Zatem i na mocy określenia liczby M

sup G(y) = maxsM w(||x||), A w(||x||) + M w (a.||x||): i = 1,...,m[ 
yeS1(x) 1 1 J

<w(llxll) A^ + Ma^ : i = 1,...,m? = Mw(||x||).
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Stąd i z założenia H^5° wynika nierówność s(y)^ M w(||x||) dla każ

dego yeS(x), Korzystając z założeń H.|10,50 oraz z ostatniej nierów

ności, otrzymujemy

H(x,y,M w(||T(x,y)||)) < M w(||T(x,y) ||) + A . w(y)<G(y)<M w(||x||)

dla każdego y e S(x), co oznacza, że istnieje

sup H(x,y, M w(||T(x,y) ||)) w zbiorze s(x) i 
y

sup H(x,y, M w( ||T(x,y ^ ||)) < M w(||x ||). 
yeS(x)

Z założeń H^2°,4° wynika nierówność

sup H(x,y, M w(||T(x,y)||)) > H(x,®’, M w( ||t(x,©’)||)) w(||x||),
y eS(x)

która wraz z nierównością poprzednią daje tezę twierdzenia. W dalszym 

ciągu zajmować się będziemy ciągiem kolejnych przybliżeń

f (x) = sup H(x,y,f 1(l(x,y))), x e D, n=1,2,..., (2)
yeS(x)

1
gdzie funkcja f 

równym zero dla

jest dowolnym przybliżeniem początkowym,

gdzie c

i ograniczonym z góry w zbiorze Dq = |^x 

jest dowolną nieujemną liczbą rzeczywistą

o
x = ®

Twierdzenie 2

Jeżeli spełnione są założenia , to ciąg kolejnych przybliżeń (2) 

jest monotonicznie zbieżny dla każdego x e Dc i jego granica jest 
rozwiązaniem równania (1 ) w zbiorze D .
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Dowód

Rozważmy najpierw ciąg liczbowy d = max 4a. :i = 1,...,m^,d = 
z , 1 l 1 J n

= max -j + ai d^ : i = 1, ...,m 5- , n = 2,3,...» gdzie oraz a.^ 
są liczbami rzeczywistymi określonymi w założeniach 1°,3°,

Łatwo sprawdzić (dowód indukcyjny), że ciąg jest niemałejący. Dla

wykazania zbieżności ciągu Jd^l udowodnimy nierówność

r A. ->
dn < L = max : i = 1,... ,mj- , n = 1,2,... (3)

A.
Z nierówności A. < z------ ,, i = 1.......... ... wynika, że d, < L. Zakłada-

1 ~aj_
jąc prawdziwość nierówności (3) dla pewnego n 1, otrzymujemy

co kończy dowód indukcyjny nierówności (3).

W następnej części dowodu wykażerąy nierówności

fn(x) < K + dn w(||x||) dla każdego x e D., n = 1,2,..., (4)

gdzie K jest liczbą rzeczywistą ograniczającą z góry funkcję fQ w 

zbiorze D oraz c

fn(x) f^^) dla każdego x e D , n = 1,2........... (5)

Na mocy określenia funkcji w

sup La . W(y)] = d. w(||x||) dla każdego x € D oraz (6) 
yeS1(x)
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sup d w(||x || + (a-j) . y) + A , W(y)
yeS1(x)Ln J

= max^dn w(||x||), A± w(||x||) + dn w(ai||x||) i = 1,...,m|

<w(||x||)max |dn, A± + a^ : i = 1.......... mJ = w(||x||) (7)

dla każdego x e D, n=1,2,,.,.
Weźmy wektor x ze zbioru D . Z założeń Ł 3°,5° wynika,że T(x,y)eD 

c o o
dla każdego y e S(x). Korzystając z założeń 1 ,5 oraz z (6) o- 

trzymujemy

H(x,y,fo(T(x,y))) < f0(T(x,y)) +

+ A . W(y) < K + A . W(y) < K + d1w(||x||)

dla każdego y € S(x), co oznacza, że f^(x) K + d^ w(gx||) dla każ

dego x€Dc. Zakładając prawdziwość nierówności (4) dla pewnego n^ 1 
i korzystając z założeń 1°,3°,5° oraz z (7), mamy

H(x,y,fn(T(x,y)))< fn(T(x,y)) + A.W(y)< K + dn w(||T(x,y)||) +

+ A . W(y)< K + dn w(||x || + (a-j).y) + A.w(y) < K+d^ w(||x ||)

dla każdego yeS(x). Zatem fw1(x)<K + d^^ w(||xg) dla każdego 

xeDc, co kończy dcwód indukcyjny zapowiedzianej nierówności (4). Na 
mocy założeń 2°,4°

f (x) = sup H(x,y,f1(T(x,y))) > H(x,©’,f1 (t(x,©’)))
d yeS(x)

f1(T(x,®’)) = f1(x) dla każdego xeDc*
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Zakładając prawdziwość nierówności (5) dla pewnego n>1, i korzysta
jąc z założeń 2°,4°, otrzymujemy

f /x) = sup H(x,y,f (p(x,y))) > H(x,©’,f (t(x,©’)))
W1 yeS(x) n n

> fn(T(x,©’)) = fp(x) dla każdego x€Dc,

co kończy dowód nierówności (5). Z (4) i (5) wynika istnienie funkcji 

f takiej, że lim f (x) = f(x) dla każdego x e D .
n—«-oo

Przechodząc w (4) do granicy, otrzymujemy

f(x) < K + d w(||x||) dla każdego xeDc,

gdzie liczba d jest granicą ciągu J • Stąd oraz na mocy założeń 

H1 1°,3°,5° i równości (6)

H(x,y,f(T(x,y))) C f(T(x,y)) + A . w(y) < K + d w(||T(x,y)||) +

+ A . W(y) < K + d w(||x||) + d1 w(|jx||)

dla każdego yes(x), xeD , co oznacza istnienie sup H(x,y, 
C yeS(x)

f(T(x,y))) dla każdego zeD^, Korzystając z monotonicznej zbieżności 

ciągu ->f (x)> i z H 6°, otrzymujemy nierówność f (x) sup
a n J n y e s(x)

H(x,y,f(T(x,y))) dla każdego zeD^, n= 1,2,..., z której-po przej

ściu do granicy wynika, że

f(x) C sup H(x,y,f(T(x,y))) dla każdego xeD . (b)
yes(x)
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Z (2) wynika nierówność

fn(x) > H(x,y,fn_1 (T(x,y))) dla każdego yeS(x),

n = 1,2,..., xeD , ’ ’ ’ c*

która po przejściu granicznym daje nierówność

f(x) > H(x,y,f (r(x,y))) dla każdego yeS(x)

a z tej wynika, że

f(x) > sup H(x,y,f(T(x,y))) dla każdego x€D 
yeS(x) c

co wraz z (8) kończy dowód twierdzenia.

Twierdzenie 3

Jeżeli spełnione są założenia H2, to równanie (1) nie posiada roz

wiązania w zbiorze

Dowód

Niech r będzie dowolną liczbą rzeczywistą. Z określenia funkcji v 

■wynika istnienie

sup [b . v(p) + r v(l + (b - j) . p)J 

P

w zbiorze Sq = |p = (p^,... ,Pm) € i/0 : p>©’, p . J < oraz stp[B.v(y)
1 J y

+ r v(||x|| + (b-J ) . y)J w zbiorze S^(x) dla każdego x € D.

$^Przy założeniach 1° 2° 3° 5° równanie (1 ) nie posiada rozwiąza

nia w klasie funkcji nieujemnych - dowód analogiczny.
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Zatem możemy określić ciąg liczbowy gdzie

C = sup [b . v(p)], 
PeSo

C = sup [b . v(p) + v(l + (b-J) . p)J, n>2, 
peSo

i rozważyć następnie ciąg dla xeD, gdzie

g (x) = sup [b . v(y)], g (x) = 
yeS^i)

= sup t . v(y) + K .(hH + (a-j) . y)] n > 2. 
yeS^z)

Udowodniły najpierw, że

gn(x) = Cn v(||x||) dla każdego xeD, n = 1,2,....

(9)

(10)

Dla x = ® powyższa równość jest oczywista. Weźmy wektor x ze zbio-

ru D Przekształcenie p = ir^ji jest wzajemnie jednoznacznym

odwzorowaniem zbioiu S.(x) na zbiór S 
i o

Zatem

g1(x) = v(8x||) sup Ib . v([Ar)J = 

yeS1(x) 11 11

= v(||x||) sup[b . v(p)] = C v(||x||). 
Peso



132 Jan Stolarz

Zakładając prawdziwość równości (io) dla pewnego n > 1 otrzymujemy

g ^(x) = SUp + Cn V^IXH + ’’ y3 =
yeS1(xJ

= v(||x ||) sup [b . V(^j) + Cn v(||x|| + 

y€S^ (x)
-

= v(||x||) sup [b . v(p) + Cn v(l + (b-j) . p)] = Cn+1 v(||x||), 
peSo

co kończy dowód równości (1O). Z równości v(o) = 0 i v(l ) = 1 wyni

ka, że C > C* n , n- 
nie ciągu 4 g^(x

dla każdego n > 2, co wraz z (i 

dla każdego x e D. Przypuścimy,

0) oznacza niemale-

ograniczony z góry. Istnieje zatem liczba C taka,

że ciąg

że

lim gn(x) = lim v( ||x ||) = Cv(||x ||) 
n-^oo n-^oo

Korzystając z monotonieznej zbieżności ciągu 

dla każdego x e D.

.otrzymujemy nie-

równość

g (x) < sup [b • v(y) + Cv(||x|| + (b-J) . y)l dla każdego 
yes1(x)

x e D, n = 1,2,... ,

z której po przejściu do granicy wynika, że

C v(||x||) sup [b . v(y) + C v(||x|| + (b-J) . y)J dla każdego x e D. 
yes (x)

1 (11)

Z (9) wynika nierówność

g^(x) > B . v(y) + v(||x || + (b-J) . y) dla każdego 

y € S1(x), n = 1,2,..., która po przejściu granicznym daje nierówność
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0 v(||x||) > B . v(y) + C v(||x|| + (b-j) . y) dla każdego 

yeS.|(x), a z tej wynika, że

C v(||x ||) sup [B . v(y) + C v(||x || + (b-j).y)J dla każdego xeD, co 
yes1(x)

wraz z (11) oznacza, że

sup Ib . v(y) + C v(||x|| + (b-j) . y)l = C v(||x||) dla każdego x e D. 
yeS1(x)

Z określenia wektora B wynika istnienie takiej liczby naturalnej
k e {i, • » . ,m że B. > 0. Wyrażenie

B . V(y) + C v(||x|| + (b-j) . y) na odcinku J = |y=(y1 ,...,ym)eS1(x); 

y^ = 0 dla i # kj przyjmuje wartości

p(yk) “ \ v(yk) + 0 v(||x || + (bk-1 ) yk), 0 < yk< |x || .

Na mocy określenia funkcji v, f(0+) ■ +oo, co oznacza istnienie licz
by yk>0 takiej, że F*(yk)>0 dla yk e (o,yk). Stąd oraz z rów

ności f(o+) = f(o) = C v(||x||) wynika, że funkcja F jest silnie ros

nąca w przedziale < 0,y. ).
K

Zatem

sup F(y, ) >C v(||x||), co daje sprzeczność z (12) i oznacza, 
o< yk< ||x||

że lim Cn ■ +oo. Wobec tego
n-*-oo

lim g(x) = +oo dla każdego reD-l©!. (13)
n-»-oo

Niech hQ s D-*-R1, hQ(©) = 0, będzie funkcją taką, że dla każdego 

x€D istnieje h (x) = sup H(x,y,f .(T(x,y))), n = . ..................Udo- 
y€S(x) n-1 

wodnimy nierówność
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hn(x) > g^C*) dla każdego xeD, n = 2,3,... . (14)

Na mocy założenia Hg 4°

sup H(x,y,h (T(x,y))) > H(x,y°(x), hQ(T(x,y°(x)))) > 0 
yeS(x)

dla każdego xeD, co oznacza, że f^(x)> 0 dla każdego x£D. Stąd 
oraz z założeń Hg 1°,3° wynika nierówność hg(x)^g^(x) dla każdego 

x e D.
Zakładając prawdziwość nierówności (14) dla pewnego n>2 i korzysta
jąc z założeń 1°,2° oraz z (10), otrzymujemy

H(x,y,hn(T(x,y))) > hn(T(x,y)) + B . v(y) > gn_1(T(x,y)) + B . v(y)

= v(||T(x,y)||) + B . V(y) > v(||x|| + (b-J ) . y) + B . v(y)

= gn_1 (IM + (b-j) . y) + B . v(y)

dla każdego y€S^(x), x€B. Zatem na mocy ze żenią Hg 3° i (9) 

f d(x) > g (x) dla każdego xeD, co kończy dowód nierówności (14). 

Z (13) i (14) wynika rozbieżność ciągu ■!hn(x)j- dla każdego xeP - -lei 

co wraz z założeniem Hg 5 oznacza, że równanie (1) nie posiada roz

wiązania w zbiorze D,
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0 PEHIEHMffK HEKOWPCPO OKCTPEMAUbHOro O?yHWOHAJIbHOTO 
yPABHPHkn

P e 3 k m e

B HacTOHiąefi paóoTe paccMOTpeHo 4>yHKHMOHaJibHoe ypaBHe- 
Hwe

f(x) = sup H(x,y,f(T(x,y))), f(@) = 0, 
y e S(x)

C KOTOPOM npw MCXOJIHLIX H , HQ BO KaSMB aX)TCH Tpn TGOpeMBI, 
CBflsaHHHe c cymecTBOBaHMeM w CTpyKTypoii pemeHUH.
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ON THE SOLUTIONS OF A CERTAIN JUNCHONAL EXTREMAL 
EOUATION

S u m m a r y

The paper presents consideration of the functional eąuation

f(x) = sup H(x,y,f(T(x,y))), f(©) = 0. 
y es(x)

With assumptions , H2 there were proved the three theorems con- 

cerning the existence and structure of the Solutions.


