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KAROL PETHE

OSZACOWANIE WSPOELCZYNNIKOW i
W ZALEZNOSCI OD |JAgj W NIEPELNEJ KLASIE
FUNKCJ1 JEDNOLISTNYCH

Streszczenie. W pracy niniejszej podane sa nieréwnosci miedzy M
i |2]oraz A i1 |AgJ przy warunku A" = 0 Tfunkcji jednolistnych
w kole jednostkowym. Nierdwnosci te majag postac

N 2<? + 2M 2 -4+ M*> N 4 +tln 3 "itlAl4 - N r”’

w dowodzie wykorzystano idee L.E. Ahlforsa D] , ktéry opierajac sie
na znanym twierdzeniu polowym G.M. Gotuzina [2] dla funkcji p-list-
nych, otrzymat w petnej klasie funkcji jednolistnych nierownosc

N SrM1L- IM

Niech S jest klasg funkcji f(2) = z + A922 + A’\Z3 + ... regular-
nych i jednolistnych w kole K = {z: |z|<lj .

oo C
Niech S P bedzie klasg funkcji f(%) =N _ oK +C P = 1 meromor-
LI "
toa-p *
ficznych 1 p-listnych w obszarze k’=j7?; |g| >1J- -

G.M. Gotuzin 2 wykazat, ze jezeli P(S)eSp, to

00 o

k2 K<y < “ml°-pl’ 1- W
=-p



4
Twierdzenie 1. Jezeli f(2) = z + AgZ2 + + A2+
N z<i<2-N 4)<1* N 2)2-
Dowdd. Funkcja f(£) = ma rozwiniecie
- b b. b_ b,
F(S) =£(1 +-%—+ — +7" + M + eee)y
gdzie
bo - " A2
b. m A2

»2 " - M - A3

b3 = - + 2 A0 A, + A°L
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... eS, to

@)

©)

Q)

Zauwazmy, ze jesli zastosujemy do funkcji (3) nieréwnos¢ (1) p = 1,

to otrzymamy dokdadne oszacowanie wspotczynnika AN tj, Jgl < ligdzie
rownos¢ zachodzi dla funkcji
f(z) z__es. G)
l-e z+e z
Wezmy teraz pod uwage funkcje
W=F2+t .F6 t - parametr zespolony, )

gdzie



Oszacowarde wspodczynnikéw. ..

C, =2b_

Co:2b’l+b%

(@)
Ci = 2b2+ 2 bQbl
C2 =2b3 + 2bob2 + b2.
Gdy z kolei zastosujemy (1), p = 2, do (6), to otrzymamy
@ - (b”2 - 2lb2R) It]2 + (B~ - Clbl - 2 C2b2)t +
+ (C1-C.,~-2C22)+ 2+|C1]2 - jcn2 -2|C2|]2 > O.
co oznacza, ze pewna forma kwadratowa Hermite*a jest nieujemna.
Zatem
N 2+2M 2<1 ]
I5, - 5,6, - 252b2] <d - |6,]2 - 2]62]3)@2 *|C_,12 - IC,]2 - 2|C.,]2).
©

Pierwsza nierdéwnos¢ znana jest z twierdzenia polowego, droga daje nam

warunek na C2.
Warunek ten sprowadzamy do innej postaci, mianowicie

" C_iSbl " 2-1Clb1 " 2 C-1C2b2 " 2 C-1°2b2 + 2 C1b1C2b2 +

+ 2Cib,C252<2(1-]b, |2 -2]b2]2)-]0,]2 -

- 265)2- K, [N 2- 2, |222* 20121221 N > |12
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a z wykorzystaniem (7) i (4) otrzymujemy

.21 4> . tvn Iv 14"
1221 4'PoP - 2bob2¥ ' - Pol - 2EoV2( - Pop 4

* 2 Eob2®2 4 2 bOE2C2 - 4 bob2b2 *

- 4pob2E221 - Pold 2/b2]|2- 2P 2R 4 41b2]4 4 4ibo 1 b2p

W dalszym ciagu bedziemy zakkadac, ze < 1,
W przypadbto* |bQj =1 wobec (4) JAg =1 i nieréwnos¢ ) twierdze-
nia (1) przechodzi w réwnos¢. Ostatnig nieréwnoS¢ po pomnozeniu obu

stron przez nieujemne wyrazenie 1 - sprowadzamy do postaci

h<1- Pol4’ - 2 bob2<l -PoP 4 2bob2|< <1 - Pol4 - 2P2P 2

stad
2b"2 _, 22
°2 * 2 bob2 + 7774
i bol "-Pol

Na podstawie (?) i (4) znajdujeey

C2" 3pbob2 =203 +bo 2" + 4 bob2 - b* .

2E202 2lb_

2 s44bp2-bidryr L - 4 -

1 bol 1" 1bol
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stad

I’ 4 o2 2 o 2" n. @)
hi N

1 : 1
Jezeli bQ = 0, wowczas Iy s£ - - [2k< 2 ,a wiec tym bardzie”™ za-
chodzi nieréwnos¢ (2) twierdzenia, wobec tego ko zemy przyja¢ bQ # O.

Przyjmijmy dalej, ze bg = coP, wtedy nieréwnos¢ (10) mozemy zapisac

N relis y¢o? + 2 blv- R4 jou POl k2
IM
lub
Pol 2 .1°<Pol4d 1"Pol"11 Pol
416 + 7¢TI~r 20" U
Ibol IPol - poOr
Oznaczajac
1 -1b |4 1 - Ib_'4
0C= Lf-i(b- J- . an
I»ol 2 1bol
otrzymamy
1
Agi< TUeT td2 + Bteooptut I M M2 (12
1 prPél 1" Ibo.

Oszacujemy teraz |oo™ + 2c<d0-(i>]

|co2 + 2occo-P>| 2 =

= Jcol4 + 4oe2 |oo]2 + 20c(c3 + co)(Jco]2 - i5) - (@02 +co2) + P2,
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zauwazmy, jesli u =Re(co), to Re(co ) = 2u- |oojk 1 wtedy
|02 + 20C00- 81" =
=M 4 + 2{2<k + {&)(M 2 + 4cd([co|2- (Hu -4 + (b2. (13)

Prawa strona tej réwnosci przy ustalonym Joo] jestfunkcjg kwadra-
towg zmiennej U i1 osigga maksimum dla

U= 14)

Jezeli podstawimy (14) do (13)* to otrzymamy
2

@ + 2000 MR < (I +4A) ofd F2AC2 +E) MR + RO + P =

= @ +"~) (M2 £2>F,

stad

1
22

o2 + 2003-Bl< @ +) (o2 + . 15)

Wobec (11) i (15) z nierdwnosci (12) otrzymujemy

/ 0 - Pol4)2?

.2 1-1M

N *T7T 7777 1 - 1b. 10,1 177 **

\ 2vM4 /
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N < 7 T ~ (2"1bol4> W 1o |4 + — +

1 bd 6 w2 a6)
+2 1" Ibol4

Prawa strona nieréwnosci (16) jako funkcja kwadratowa zmiennej |co
jest funkcja rosnaca.
Istotnie, gdyz wobec |QJ< 1

7 AN 4 (2- M 42 M 2N 4-7t £ 4 H -

1 -6

bl®  ar- i 1M
-Mfc - imi42-J>1 s1RC -~ m .

- Ibo

Poniewaz |[pO|*+ 2R 12 <; 1 oraz bg =ocdb, zatem

2lbo f

Wstawiajgac do (1 6) prawa strone (17) otrzymamy

, i Pol2 ,, , .) JA-1b4+1-Pol4,
IM TPTnyl 1ol Thj 2 2 i

stad

IM< . |1t Po|2>
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i wobec (@)

I"12¢ A~ 2 - T MA@ * h | 2)2-

a wiec nieréwnos¢ (2) twierdzenia 1.

Nierownos¢ (2) mozemy réwniez zapisac

IM2« i* | M21t I M M m 6 -« N 8- (1e)

Dodajac teraz do prawej strony (18) kolejno

HAZB@ - 2R ik, 124 - JAII2)

otrzymujeny

hi2<t +im2+hi4{ 2B (%

hi2< |*2N 2-+N 4- (20)

Oszacowania (18), (19) i (20) sa dok#adne,gdy JA2] =1i réwnos¢ rea-
lizuje sie dla wspétczynnikow funkcji

f@ =" 2W.2 *
@ 1-eTz+e i

Zauwazmy jeszcze, ze z (2) 4atwo otrzyma¢ oszacowanie

NAGEANLL+ 227 A +1A)A 1*oB8*
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Twierdzenie 2. Jezeli f(z}: z+ A’\Z2 + A’\Z4 + ...e S, to
@)
-1
Dowod. Wiadomo, ze funkcja ?(£) = NN rozwinie-
cie
™ bi \
F=%@ +=-S +-r +~t + eee)»
S2 1? S5
gdzie
*1 = 4 *2
b3 =] A2 @
b5="|'A4" 16 A2*
Wezmy nastepnie pod uwage  funkcje 3-listng.
W = F3 + tF, t - parametr zespolony, (€2))
gdzie
C.
F3™) =£30 + "M+ ™M +
C1l - 3 b1
Cl=3t3+ 3Dbj (¢2))

cj =3 ¥ 6 ~b3 + bj
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i zastosujner (1) do (23), wéwczas otrzymamy
(1 - I|b,j2 - 3[b3[2) [t]2 + (¢_1 - Bib1 - 3 s3b3)t »
¢ (c, -0,b, -3 03b3)e3e |C.,]2- |C,]2- 3]03]2> O.

Powyzsza nieréwnos¢, jak w tw. 1, oznacza, ze pewna forma Kermite’a
jest nieujemna, zatem

Ib,]2 *3]b3|2<1
».1 -oc¢,“, - 3 C3b3
<d -]°<1]12 -3]»3]12x3 + Jo.1]2 -]o1]2 -3]c3]2)-

Pierwsza nieréwnos¢ znana jest z twierdzenia polowego, druga daje wa-
runek na Cj, ktoéry mozemy po prostych rachunkach z wykorzystaniem@4)
i (22), sprowadzi¢ do postaci

I} -N2>-f"fr-N2*"Vif<l-N2-"N4

stad
Z1u 2 3 2 4
9n3m i N bl < 4111 ,
C3 "™ 2bl+ 2 N
1- b 1 -1b

Wobec zwigzkow (24) i (22) znajdujemy
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wiec
27,. 52 Siu 14
M
4 1- bl 1 - K
stad

il .3, jzd 'l s 2 JZL}’iF

(VIS 3 - 2 (28
3 1- 1M 1"@u

Nieréwnos¢ (25) jest réwnowazna nastepujacej nieréwnosci

2h, |5 2 Vv |4
2 26.. ,3 2111 21 1]

P s e T o 1 s 1 jpj2  d-]bIQ

2,26k i3 9 111 N
'3 31l “21+ bj”

z ktorej wobec (22) otrzymujemy

N < M T N 3 -1 W#g -

a wiec nierdownos¢ (21),
Prawa strona (21) jest funkcja rosngca zmiennej | j , wiec osiaga naj-
wiekszag wartos¢ dla |JAg] = 1, a stad wynika, ze

IM < ff *



64 Karol Pethe
LITERATURA
1. Ahlfors 1.E.: Nierawienstwo miezdu koefficientami i odnolis-

tnoj funkcji. Niekotorye probliemy matiematikL § miechaniki.
Nanka Leningrad 1970. 71-74.

1zd.

2. Goluzin G.M.: Uber p-valente Funktionen. Recueil Mathématique 8

(1940) 277-284.

OUEHKA KDSSSMUMIHTOB ft An
3 3 ABFftCKiuOCTM OT |JA? | B HEIIOJIHOAT 1iJIACCE

OFIHOJIFECTHIIX iyHKUFEil -
P e 3K me

3 HacTOHiueii pafiOTe nolJiy™euu oueiiKu ko 3<*)$HmieHTOB
AN npw ycjioBHM AN = 0 ojuiojihothhx cpyHKUKM b icpyre

3TH oijchkm HMeioT cjieflyionyB ipopMy:

IA5]2< * + 21A2]2 -1 1A2]14;

iad | <8 + 4?7 IA2i3 m t! @a2]4<2 + I M " 1-

THE ESTIMATION OP COEFFICIENTS AND

IN IMPENDENCE UPON Ag IN THE SUBCLASS
OF THE UNIVALENT FUNCTIONS

Summary

AC h
J

lzl<1.

In this paper have been given the inequalities between A, and A, as

well as AZl and Ag on condition A" = 0 for the univalent

tions in the unit circle.
These inequalities have the following form:

IM2<? 2h ]2 - 2 M 4° IM r

func-

1.



