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OSZACOWANIE WSPÓŁCZYNNIKÓW i

W ZALEŻNOŚCI OD |Ag j W NIEPEŁNEJ KLASIE 
FUNKCJI JEDNOLISTNYCH

Streszczenie. W pracy niniejszej podane są nierówności między M  
i |A2| oraz JÂ | i |Agj przy warunku Â  = O funkcji jednolistnych 
w kole jednostkowym. Nierówności te mają postać

N 2 < ? ł 2 M 2 - ł M * >  N 4 ł t I m 3 ' i t l A I 4 - N r ’

w dowodzie wykorzystano ideę L.E. Ahlforsa D] , który opierając się 
na znanym twierdzeniu polowym G.M. Gołuzina [2] dla funkcji p-list- 
nych, otrzymał w pełnej klasie funkcji jednolistnych nierówność

N  SrM11 - IM

2 3Niech S jest klasą funkcji f(z) = z + AgZ + A^Z + ... regular
nych i jednolistnych w kole K = {z: |z|<lj .

oo C

Niech S  będzie klasą funkcji f(%) = N  ł C = 1 meromor- P ' i >K “P
to a-p  *

ficznych i p-listnych w obszarze k’ = j?; |g| >lj- .
G.M. Gołuzin 2 wykazał, że jeżeli P(S)eSp, to

oo o

2 kl<y < “■ I°-pI ’ 1-
k=-p

(1)
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Twierdzenie 1. Jeżeli f(z) = z + AgZ2 + + Â z'' + ... eS, to

N z < i < 2 -  N 4 )<1 *  N 2)2- (2)

Dowód. Funkcja f(£) = ma rozwinięcie

.  b  b .  b _  b ,

F(Ś) = £(l + -%-+ —  + ̂ " + ̂ 4 + •••)» (3)

gdzie

bo - " A2

b. ■ A2

»2 ' - A4 - A3
(4)

b3 = - + 2 A0 A, + A“.

Zauważmy, że jeśli zastosujemy do funkcji (3 ) nierówność (1) p = 1, 
to otrzymamy dokładne oszacowanie współczynnika Â  tj, JAg| <  1i gdzie 
równość zachodzi dla funkcji

f ( z )  z _ _ e s .  (5 )
1 - e  z + e z

Weźmy teraz pod uwagę funkcję

W = F2 + t . F 6  t - parametr zespolony, (6)

gdzie
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C. = 2 b  -1 o

C = 2 b„ + b2 o 1 o

Ci = 2 b2 + 2 bQb1

C2 = 2 b3 + 2 bob2 + b2.

(7)

Gdy z kolei zastosujemy (1 ), p = 2, do (6), to otrzymamy 

(1 - (b^2 - 2|b2|2) |t|2 + (5^ - C1b1 - 2 C2b2)t +

+ (C_1 - C.,̂  - 2 C2b2)t + 2 +|C_1|2 - jc^2 - 2|C2|2 >  0.

co oznacza, że pewna forma kwadratowa Hermite*a jest nieujemna.
Zatem

N 2 + 2M 2<1 (8)
|5_, - 5,6, - 252b2| < d  - |6,|2 - 2|62|J)(2 *|C_,|2 - |C,|2 - 2|C.,|2).

(9)

Pierwsza nierówność znana jest z twierdzenia polowego, droga daje nam 
warunek na C2.
Warunek ten sprowadzamy do innej postaci, mianowicie

" C_iŚbl " 2-1C1b1 " 2 C-1C2b2 " 2 C-1°2b2 + 2 C1b1C2b2 +

+ 2Ćib,C252 <2(l-|b,|2 -2|b2|2)-|0,|2 -

- 2'cs|2 - K ,|2N 2 - 2Ic-,|2|»2|2 * 212i121°2121 2N > ,I2-



56 Karol Pethe

a z wykorzystaniem (7) i (4 ) otrzymujemy 

.21. ,4> „ Ł v n lv i4'
l 221 4 ' P o P  -  2 bob2¥ '  -  P o l ’ -  2 Eo V 2( l  -  P o p  4

* 2 Eob2®2 4 2 b0E2C2 - 4 bob2b2 ‘

-  4 bob2E2 42 1 -  P o l4 '  2| b2|2 -  2P 2|2 4 4l b2|4 4 4lbo ń b2p

W dalszym ciągu będziemy zakładać, że <  1,
W przypadło* |bQj =1 wobec (4) JAgj = 1 i nierówność (2 ) twierdze
nia (1) przechodzi w równość. Ostatnią nierówność po pomnożeniu obu 
stron przez nieujemne wyrażenie 1 - sprowadzamy do postaci

h < 1 -  P o l4 ’ -  2 bob2<1 - P o P  4 2 bob2 | <  <1 -  P o l4 -  2P 2 P 2

stąd

2b^2
°2 ‘ 2 bob2 + 7 7 ^ 41i bol

< 1  -
2!b2l

' - P o l '

Na podstawie (?) i (4) znajduj enęy

C2 " 3 bob2 = 2 b3 + bo - 2 ^  + 4 bob2 - b* .

więc

2E2b2
2 s 4 4 b„b2 - bi 4 r y r

1 - lbol

2|b_
<1 -

1" lbol
4 ’
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stąd

hi' 4 o 2  2  o-N + 2 " n : (10)

1 °  1Jeżeli bQ = 0, wówczas JÂ j s£ — - |̂ 2|Ł<  2 ,a więc tym bardzie  ̂za~ 
chodzi nierówność (2) twierdzenia, wobec tego k o  żerny przyjąć bQ # 0. 
Przyjmijmy dalej, że bg = coP, wtedy nierówność (10) możemy zapisać

N l”o|4 <  2 , , . 4 ,  1  b4 ------ J(0 + 2 büí- 2 \
I M

+ 2 “ Po l Icol2

l u b

P o l

lbol

2 .. 1 ‘ Pol4 1 " Pol" 1 1  
41o5 +  7 ¿ T J ~ r  2 "

!Po l

Po l

- p 0 r
■u

Oznaczając

1 - I b  | 4  1 -  I b  _ ' 4

0C= L f - i ( b -  J-  . (11)
l»ol 2 lbol

otrzymamy

Pol8 , 2  „ _ , . 1  J M ![Agi <  ' -u ' - T |co2 + 2rtco-ft U  M 2. (12)
1 P o l

Oszacujemy teraz |cô  + 2c<c0-(i>|

-Ol 1 " lbo.

|co2 + 2occo-P>| 2 =

= | co|4 + 4oe2 |co|2 + 2oc(c3 + co)(|co|2 - ¡5) - (2>(co 2 + co2 ) + P>2 ,
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zauważmy, jeśli u = Re(co), to Re(co ) = 2u - |co|Ł i wtedy

| co2 + 2oCoo -  ¡8 1"  =

= M 4 + 2{2<ł + ¡& ) ( M 2 + 4cd(|co|2 -  ( ł )u  -  4{2>u2 + (b2 .  ( 1 3 )

Prawa strona tej równości przy ustalonym |co| jest funkcją kwadra
tową zmiennej U i osiąga maksimum dla

u =

Jeżeli podstawimy (1 4 ) do (13)* to otrzymamy

.2

(14)

co2 + 2oCco+ >̂|2 <  (1 + ̂ -) co|4 i- 2(cC2 + £>) Cl)(2 + [2>(ô  + P>) =

= (1 + ^ ) ( M 2 ± ? > f ,

stąd

1
2 2

|co2 + 2oCo3- [S | <  (1 + ̂ -) (|co|2 + (?>). (15)

Wobec (11) i (15) z nierówności (12) otrzymujemy

/  0  -  P o l4 )2?

N  * 7 7 7 7 7
1 +

1 -  Ib.

, ,2 1 - I M  

10,1 1 7 7 * “"

\ 2M 4 /



Oszacowanie współczynników... 59

N < 7 T ^ ( 2 " l bol4 > W  lb0 |4 + — +

1 lbd 6 ■ .2

+ 2  1 " lbo|4
|co|2. (1 6 )

Prawa strona nierówności (16) jako funkcja kwadratowa zmiennej |co| 
jest funkcją rosnącą.
Istotnie, gdyż wobec |bQ| <  1

7 ^ 4 ( 2 - M 4 >? M 2 N 4 - 7 t £ 4 H -  

6 1 .6lb.l . ar,- .i. IM
- lbo

-M fc  - i boi4>2 - 1]> 1 . 4 1,012 C' - ^ ■ ”•

Ponieważ |b0|̂  + 2 |k>2 12 <; 1 oraz bg = cob̂ , zatem

2l bo f

Wstawiając do (1 6 ) prawą stronę (17) otrzymamy

, ,  i P o l2 , ,  „ . J ,1 - I b»|4 + 1 - P o l 4 ,
I M  T P T m 1 1 ol T i b j 2̂  2 ’•-Ol 2P o l

stąd

|M< -  |bo|4>2<1 ł Po|2>
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i wobec (4 )

l ^ l 2 « ^ 2 - ! M 4)(1 * h | 2)2-

a więc nierówność (2 ) twierdzenia 1.
Nierówność (2 ) możemy również zapisać

I M 2 «  i *  | M 2 1 t I M M m 6 - « N 8 - (1e)

Dodając teraz do prawej strony (18) kolejno

i|A2|4(1 - ^ l 2)2 i|Ł,|2(l - |Aj|2)2

otrzymujeny

hi2<ł + im2+łhi4 -| a2 16 (,9>

h i  2< l * 2N 2 - ł N 4- (20)

Oszacowania (18), (19) i (20) są dokładne,gdy |A2| = 1 i równość rea
lizuje się dla współczynników funkcji

f(z) = " 2 W 2 *1 - e Tz + e  i 

Zauważmy jeszcze, że z (2 ) łatwo otrzymać oszacowanie

N ^ j ł ^ 14 + 2̂ '  ̂  + 1 ^ ) ^  1*°58*
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/ \ 2 4Twierdzenie 2. Jeżeli f(z) = z + A^Z + A^Z + ... e S, to

(2,)

_ 1_
Dowód. Wiadomo, że funkcja ?(£) = ^ ^  rozwinię

cie

**1 bi \F = % (i + -s + -r + ~t + •••)»S2 1? S5

gdzie

*1 = ł  *2

b3 = | A22 (22)

b5 = "  ł  A4 "  16 A2*

Weźmy następnie pod uwagę funkcję 3-listną.

W = F3 + tF, t - parametr zespolony, (23)

gdzie

C. CL
F3^) = £3(l + "^ł+ ̂ 4 +

C-1 - 3 b 1

C1 = 3 t3 + 3 bj (24)

Cj = 3 ł 6 ^ b 3 +  bj
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i zastosujnęr (1 ) do (2 3), wówczas otrzymamy

( 1  -  | b , | 2  -  3 | b 3 | 2 )  | t | 2  +  ( Ć _ 1  -  51 b 1  -  3  S 3 b 3 ) t  ♦

♦ (c_, - o,b, - 3 o3b3)t ♦ 3 ♦ |C_,|2 - |C,|2 - 3|03|2>  0.

Powyższa nierówność, jak w tw. 1, oznacza, że pewna forma Kermite’a 
jest nieujemna, zatem

|b,|2 *3|b3|2< 1

».1 - c,‘, - 3 C3b3

< d  - | ‘1 |2 - 3 | » 3 | 2 X 3  +  |o.1|2 -|o1|2 -3|c3|2).

Pierwsza nierówność znana jest z twierdzenia polowego, druga daje wa
runek na Cj, który możemy po prostych rachunkach z wykorzystaniem(2 4) 
i (22), sprowadzić do postaci

|°3<i - N 2>-f "fr - N 2> ^ V tf< 1 - N 2 - ^ N 4
stąd

27.1-u ,2 3 2£ 4
9 n-3 ■ i N  b1 <  4 1 11 ,

2 ^C3 " 2 b1 + 1 - Ib. 1 - I b .

Wobec związków (2 4) i (2 2) znajdujemy
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więc

27,. ,2
. i A

4 1 -  b.l

S I  Ił, ! 4
~ 1 M

1 - K I
2 ’

stąd

I M “
2  It I2 

i |  „ 3 ,  j d ^ l L  „3

3 1 -  IM

111, I42_ 2 l i 1
+ 3 "  .  . 21 - b.11

(25)

Nierówność (2 5) jest równoważna następującej nierówności

2h, |5 2 ,v |4
2 26. .  ,3 2 1 1 1 2 I l |

I M  < 3 +  T h 1 + 1-ibj2 i - | b l(2

2 , 2 6 k  i 3 9 I 1 1 .
" 3 3 I li “ 2 1 + b j  ’

z której wobec (2 2) otrzymujemy

N < M i N 3 - i W # g -

a więc nierówność (21),
Prawa strona (21) jest funkcją rosnącą zmiennej | j , więc osiąga naj
większą wartość dla |Ag| = 1, a stąd wynika, że

I M  <  f f  *
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O U E H K A  K D S S S M U M I H T O B  ft A^
3 3 ABftCKiuOCTM O T  | A ?  | B  HElIOJIHOAi liJIACCE 
OflHOJIftCTHliX iyHKUftil '

P e  3  K) m e

3 HacTOHiueii pafiOTe noJiy^euu oueiiKu ko 3<*)$HmieHT0B Ac: h
J

A^ n p w  y c j io B H M  A^ = 0  o j u i o j i h o t h h x  c p y H K U K M  b i c p y r e  |z|<1. 
3T H  o i j c h k m  H M e io T  c j i e f l y i o n y B  ip o p M y :

|A5 | 2 <  ’ +  2 | A 2 |2 - | | A 2 |4 ;

ia 4 | < §  + 4? iA2i3 ■ t ! ia 2|4<2 + i M ' 1-

THE ESTIMATION OP COEFFICIENTS AND 
IN IMPENDENCE UPON Ag IN THE SUBCLASS 
OF THE UNIVALENT FUNCTIONS

S u m m a r y

In this paper have been given the inequalities between A,, and A, as
well as A, and 4
tions in the unit circle.

These inequalities have the following form:

I M 2 < ? 2 h | 2 - 2 M 4 ' I M r 1 .

Ag on condition Â  = 0 for the univalent func-


