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DYWERGENCJA ILOCZYNOWEJ GĘSTOŚCI TENSOROWEJ

Streszczenie. W pracy podane aks j ornat yczną definicję dywergencji i- 
loczynowej gęstości tensorowej o wadze (-p,-q). Sfoimułowano rów
nież twierdzenie, z którego wynika postać tej dywergencji.

1. Wstęp

Z ideą obiektów iloczynowych spotykamy się, po raz pierwszy jak się 
wydaje, w pracy KECHALa Cio]. Ściśle rzecz biorąc, w myśl terminologii 
zaproponowanej w [16], były to tensory wielopunktowe, czyli obiekty ge
ometryczne określone na iloczynie kartesjańskLm danej rozmaitości skoń
czoną liczbę razy po kartezjańsku przez siebie mnożonej. Jeśli rozpa
trujemy obiekty na iloczynie kartezjańsłdm rozmaitości przez siebie, 
wówczas obiekty takie nazywamy obiektami podwójnymi [16] por.p, 2, 3, 
12, 13, 14, 15-20].

Ścisłą definicję obiektów iloczynowych, opartą na teorii obiektów 
geometrycznych, zaproponował KUCHARZEWSKI [4] (por. (jl, 3, 7, 11, 14]. 
Obiekty te są określone na iloczynie kartezjańskim dwu rozmaitości: n- 
wymiarowej M11 i ń-wymiarowej M31. W pracy M  podana również zosta
ła definicja tzw. obiektów rozdwojonych (łącznikowych), z którymi mamy 
do czynienia w przypadku gdy jedna rozmaitość jest podzbiorem drugiej 
(np. w geometrii przestrzeni zanurzonych).

Konstrukcja liniowych, jednorodnych obiektów klasy pierwszej: ilo
czynowych, podwójnych i rozdwojonych jest taka sama [4, 16]. Prawa trans
formacji tych trzech rodzajów obiektów są takie same. Korzystając z 
tych analogii wystarczy rozważań tylko obiekty iloczynowe, a otrzyma
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ne rezultaty można przenieść r . obicl-fcy podwójne i rczdr/o jone, ocsy- 
v;ircie odpowiednio wyniki interpretując.

'II pracy 0 '.] podano ais jomatyczną definicję pochodnej kor/ariantnej 
tzv;. (H,H'-tensorów iloczynov,ych, będących jednorodnymi obiektem! i- 
loczynowymi klasy pierwszej. Podano tam również postać tej pochodnej, 
zaś w pracy [17] rozważono pewne przypieki szczególne. Aksjomatyka po
dana w 03] stanov/i uogólnienie prac lUCHARSEAuHIiaO [5 , 6],

Problemy różniczkowania tensorów podwójnych zostały również omówio
ne -.v pracach Pi, 13J, ale przeprowadzone tam rozważenia nie mają cha
rakteru ogólnego.

Celem niniejszej pracy jest rozważenie problemu dywergencji tenso
rowej gęstości iloczynowej, tzn, iloczynowego obiektu geometrycznego 
klasy pierwszej o prawie transformacji

t10C = <P(.TMj}AfB°Sti0C. '2.1 ̂C. CU,

Objaśnieni.1, do powyższego wzoru podane zostały w punkcie drugim naszej 
pracy.

W pracach [3, 9] przedstawiono nls jomatycr.ne podejście do zagadnie
nia dywergencji dowolnej gęstości wektorow/ej o wadze -p. Jednakże roz
ważono tylko gęstości wektorowe "klasyczne", tzn o’a?eślćne w punkcie 
danej rozmaitości.

Naszym celem będzie uogólnienie tej aisjomatyld na przypadek ilo
czynowej. gęstości tensorowej (2.1 ) o w/adze (-p,-q).

Ola jasności dalszych wywodów podamy w punkcie drugim pewne wiado
mości o obiektach iloczynowych.

W punkcie trzecim podamy aisjomatyczną definicję dywergencji ilo
czynowej gęstości tensorowej (2.1 ). Udowodnimy również twierdzenie, 
które określa kształt tak. zdefiniowanej dywergencji.

2. Pewne wiadcmości o obie1-!■■eh iloczynowych

Niech dane będą dv.de rozmai to-ci: n-wyndsrowa M*1 i ń-wę mi arowa
Ii'1. Przez x1 ,yoC, i = 1....  cC = 1,...,n oznaczać będziemy \rapół-
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rzędne punktów odpowiednio xe M31, ye i. Oczywiście są to współrzęd
ne w pewnych układach współrzędnych. Współrzędne tych punktów w dowol
nych innych, dopuszczalnych układach współrzędnych oznaczać będziemy

i’ cC’ przez x , y .
Zakładamy, iż wskaźniki łacińskie przebiegają od 1,...,n, natomiast 
greckie -1,...,ń.

Wprowadzamy następujące oznaczenia:

.i
A* . A ) i

a2 ^a x
"  " V -i ’ J  = det ||â '||,1 5x ex^dx3 II 1 II

V

-ftaćf,
ay<*

B0*’
f2 oc’

Syiey^
1 .  d .t |i£ | .

Geometryczny obiekt iloczynowy t nazywamy iloczynową gęstością ten
sorową jeśli jego prawo transformacji ma postać [4, 16]

ti,0C,= (2.1)

przy cz.ym

fCj) = |j|p lub f(j) = (sgn J)|J|p,

V(j) = |j|q lub V(3) = (sgn j)|j|q.

Mamy więc w tym przypadku zasadniczo cztery typy obiektów

tl W . i j p m t & S “ , (2.2)
1 cx

ti,oC’= |J|p(sgn ?)|j|q A^gt^, (2.3)

t1’**’- (sgn J)|jJp|j|q A^eK 1*, (2.4)1 C\i

9
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t cS= (sgn j) |j|p(sgn|j |)|j|q t3**. (2.5 )

Iloczynowe obiekty geometryczne o prawach transformacji (2.2 ) - (2.5 )
nazywamy odpowiednio: (w,W), ( w , G ) ,  (g,W), (g,g) iloczynową gęstością 
tensorov;ą o wadze (-p,-q).

Geometryczny obiekt iloczynowy 6 nazywamy skalarem iloc zynowym, 
jeśli jego prawo transformacji ma postać [16, 18]

G'(x1tyX) = 6'(x1 ,y0<:). (2.6)

Przyjmijmy jeszcze następujące oznaczenia:

_ dff(x,y)
’k ~ * k 5 X

e - ,
, 0 C ”  a oC ’0y

0, = -Ar J 0rf = -2- .
0x dyt*

Przez oznaczać będziemy pochodną kowariantną skalara iloczy
nowego (2.6). Pochodna ta-ma postać Ql8]

<2-7 >

W ogólności obiekty Ĉ , zależą od x oraz y, tzn. = CQę(x,y) 
= D^(x,y). Prawa transformacji tych obiektów iloczynowych są nastę

pujące

C^Gt^.y^) = B^CxL,yi2>), (2.8)

(2.9)



Dywergencja iloczynowej gęstości tensorowej 163

3. Dywergencja iloczynowej gęstości tensorowej

Dywergencję iloczynowej gęstości tensorowej (2.1) określimy uogól
niając alcsjomatykę podana w pracach [a. 3].

EEPINICJA 3.1. Dywergencją iloczynowej gęstości tensorowej (2.1 )
nazywamy każdą funkcję f, spełniającą następujące postulaty:

. o _ . ,ioC , , irt ~ ,icC .1 f zalesy tylko od t , 5jt , o^t , tzn.

f . f(.M , „jt“ , spt“ ),

2° dla dwu dowolnych iloczynowych gęstości tensorowych t^Jt^speł
niony jest warunek addytywności

■pi'+icC +ic* » . +ic*> * /'+i0(: ̂  >. >. ./.icC . ioC a ,icC\
 ̂1 2 * 2 ’ 1 2 '' = 1 » 9j 1 » '

a . ioC -i .irt\
+ 2 ’ [Ł 2 * 2 ' •

3° jeśli 6 jest skalarem iloczynowym to spełniona jest reguła 
Leibniza:

0.(6ticC), d p f c i a )) =6'f(t3cc, d .t™ , d ^ )  + P ^ ,

4° f jest gęstością iloczynową o Y/adze (-p,-q), czyli 

f(tlcC’ = (j)v(j)f(tW , dpt1̂ ).

Powstaje teraz problem istnienia i jednoznaczności dywergencji zdefi
niowanej postulatami 1°-4°. Odpowiedzi na te pytania udziela

TWIERDZENIE 3.1. Każda dywergencja iloczynowej gęstości tensorowej 
(2.1 ), spełniająca postulaty 1°-4°, ma postać

f(ticC, a.t^, 0|ŁticC) = + co?diticC + D ^ t “ , (3.1 )

*
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gózie stałe C^, D± są takiejalc we wzorach (2.7 ) - (2.9 ), natcmi ?j?t 
s.tłe Kioę nie zależą od t ̂  ćht cC, i mają następujące prawo
transformacji

* ! '« • ' 4 £ (Któ  -  C«<P*1 K t a U l ) . ,  - " i i w i  ) ( i n | j | ) J(<). ; 3 . J )

Dowód. Połóżmy 6 = corsst. Wówczas z postulatu 3° otrzymujemy

f(6-tlce, d^er^.e^fet^)) =t>f(tw:, d f™ , dpt-**). (3.3 )

"wiązek (3.3) oznacza jednorodność. Stąd i z postulatu 1° wnioskujemy, 
iż funkcja f jest liniowa. Z liniowości otrzymujemy

fC«“ . fct“ , V » )  - I (3.4)

Gdzie L ^ ,  oznaczają stałe, niezależne od tirt, e>,ticC,

Uwzględniając (2.7) i (3.4) w 3° mamy

+ «fĄist“ ) ,

- o ( V “  + * HfĄ .M ) * c„ą ,tw  * v ,a i«.

Stąd, po prostych przekształceniach, otrzymujemy



Wstawiając (3.5) i (3.6) do (3.4) otrzymujemy następujący wzór na dy
wergencję iloczynowej gęstości tensorowej

* « “ . y " .  v w > ■ > W tó * W 1“ * W “ - ^  >

Ostatnia zależność dowodzi pierwszej części twierdzenia 3.1, czyli 'wzo
ru (3.1).

Przejdźmy dc dowodu części drugiej, czyli wyprowadzenia wzoru (3.2). 
Z postulatu 4° i wzoru (3.7) otrzymujemy

.fot’ n , . i’cCł +i’ci
Ki’oC’ + OS* i’ Di,a« ł =

= 4>(jMj)(yirt + CoC51ticC + DidoC ticC). (3.8)

Łatwo wykazać, iż spełnione są związki (por. [3, 14]) 

dk,ti,oC’=<p(jMj)[p(ln| J| ),k,A^tiC< +

♦ <3-9) 

f (jM3) [q(lnl JI *

Ai*Aik " ^  Bćc,Bci£i = (3.11

Uwzględniając zależności (3.9) - (3.11) we wzorze (3.8) dostajemy 

<P(j)V(j)[̂ i.0(:,A^t:LcC + ^(p+1 KlnlJl),^^) f

+ D±((q+1 Xin|j|),oętl£<:+aoęt:LO<:)J = f(j Mj)(,y ]£<+co{aitw  + y ^ 101).

Dywergencja iloczynowej gęstości tensorowej_____________________165



Ze względu na dowolność iloczynowej gęstości tensorowej otrzymu
jemy stąd po prostych przekształceniach

Ki’oT 4 'Bc?'[KHX - Coe(P+1 )(ln|j| }'i - Di(°-+1 Xln|7|)fcC]. (3.12)

W ten sposób twierdzenie zostało udowodnione.

WNIOSEK 3.1. Z (3.12) wynika, iż w ogólności geometryczny obiekt i- 
loczynowy nie jest tensorem iloczynowym. Gdy natomiast p=q=-1,

1 ________________ ________________________Józef Joachim Telega

to

Dla dwu innych przypadków szczególnych

1 ) p = -1 , q * -1
2) P # -1 , q = -1

z (3.12) otrzymujemy odpowiednio

Ki V -  Al ’ i ' [ Fioc -  - 'i( 'i*1 J d i l T I ) « ]  (3 .H )

KiW -ł ) - B? [ ,:w  -  C> ł1 (3.15)

r iOCJeśli t jest tensorem iloczynowym, to p = q = 0. Wówczas wzór 
(3.12) przechodzi w

Ki V  -  » i C l n U D ^ ] .  (3.16)

Na zakończenie chciałbym podziękować Drov/i M. Lorensowi za możli
wość skorzystania z maszynopisów prac [8, 9j.
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HMREPrfflUhH THl30PH0if JljlOTHOCTK 
npcM3QĘmni.a i<iHGrocEPA3Ltf

P e 3 B m e 

B pafioTe saHO ukckomhthwecKoe onpeflejieane xMBepreHiuiH 
T e H 3 0  pHOM IUIOTHOCTH IIpCH33 ejeHHH MHOTCMÓpa3MM. Cipo])MyjlK- 
poBaHa Tarate TeopeMa, KOTopaa onpe^eaaeT bh,h stoM XHBep- 
reHUMw „

DIVERGENCE OR PRODUCT TEITSOR DENSITY

S u m m a r y

In the paper the axiomatic definition of the divergence of product 
tensor density of valence (-p,-q) has been given. Besides that the 
theorem has been formulated, which determines the form of this diver
gence .
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