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DYWERGENCJA ILOCZYNOWEJ GESTOSCI TENSOROWEJ

Streszczenie. W pracy podane aks jomatyczna definicje dywergencji i-
loczynowej gestosci tensorowej o wadze (—p,—q). Sfoimuowano row-
niez twierdzenie, z ktdrego wynika posta¢ tej dywergencji.

1. Wstep

Z ideg obiektow iloczynowych spotykamy sie, po raz pierwszy jak sie
wydaje, w pracy KECHALa Cio]. Scisle rzecz biorac, w my$l terminologii
zaproponowanej w [16], byty to tensory wielopunktowe, czyli obiekty ge-
ometryczne okreslone na iloczynie kartesjanskLm danej rozmaitosci skor-
czong liczbe razy po kartezjansku przez siebie mnozonej. Jesli rozpa-
trujemy obiekty na iloczynie kartezjanskdm rozmaitosci przez siebie,
wowczas obiekty takie nazywamy obiektami podwojnymi [16] por.p, 2, 3,
12, 13, 14, 15-20].

Sciskg definicje obiektéw iloczynowych, oparta na teorii obiektow
geometrycznych, zaproponowad KUCHARZEWSKI [4] (por- (I, 3, 7, 11, 14].
Obiekty te sg okreslone na iloczynie kartezjariskim dwu rozmaitosci: n-
wymiarovej MIL i nA-wymiaronej M3L W pracy M podana rowniez zosta-
+a definicja tzw. obiektéw rozdawojonych (d#acznikowych), z ktorymi mamy
do czynienia w przypadku gdy jedna rozmaitoSC jest podzbiorem drugiej
(np. w geometrii przestrzeni zanurzonych).

Konstrukcja liniowych, jednorodnych obiektow klasy pierwszej: ilo-
czynowych, podwdjnych i rozdwojonych jest taka sama [4, 16]. Prawa trans-
formacji tych trzech rodzajow obiektow sg takie same. Korzystajac z
tych analogii wystarczy rozwazan tylko obiekty iloczynowe, a otrzyma-
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ne rezultaty mozna przenies¢ r .doicl-fcy podwdjne 1 rczdr/ojone, ocsy-
v;ircie odpowiednio wyniki interpretujac.

Il pracy 0 "] podano ais jomatyczng definicje pochodnej kor/ariantnej
tzv;. (H,H"-tensordw iloczynov,ych, bedacych jednorodnymi obiektem! i-
loczynowymi klasy pierwszej. Podano tam réwniez postaC tej pochodnej,
zas w pracy [17] rozwazono pewne przypieki szczegblne. Aksjomatyka po-
dana w 03] stanow/i uogdlnienie prac IUCHARSEAuHI#a0 [5, 6],

Problemy rézniczkowania tensordw podwdjnych zostady rowniez oméwio-
ne -vpracach Pi, 13J, ale przeprowadzone tam rozwazenia nie majg cha-
rakteru ogolnego.

Celem niniejszej pracy jest rozwazenie problemu dywergencji tenso-
rowej gestosci iloczynowej, tzn, iloczynowego obiektu geometrycznego
klasy pierwszej o prawie transformacji

HI0C = <P TMIJATBSFICC. 217

Objasnieni.] do powyzszego wzoru podane zostaly w punkcie drugim naszej
pracy.

W pracach [3, 9] przedstawiono nlsjomatycr.ne podejscie do zagadnie-
nia dywergencji dowolnej gestosci wektorowej o wadze -p. Jednakze roz-
wazono tylko gestosci wektorowe ''klasyczne', tzn oa?esSléne w punkcie
danej rozmaitosci.

Naszym celem bedzie uogOlnienie tej aisjomatyld na przypadek ilo-
czynonej. gestosci tensorowej (2.1) o wadze (-p,-Q)-

Ola jasnosci dalszych wywodéw podamy w punkcie drugim pewne wiado-
mosci o obiektach iloczynowych.

W punkcie trzecim podamy aisjomatyczng definicje dywergencji ilo-
czynowej gestosci tensorowej (2.1 ). Udowodnimy réwniez twierdzenie,
ktore okresla ksztakt tk. zdefiniowanej dywergencji.

2. Pewne wiadcmosci o obiel'ssh iloczynowych

Niech dane beda dv.de rozmai to-ci: n-wyndsrowa M< 1 Awemiarona
Iil. Przez x1,yC, 1 =1_.._. €=1,...,n oznacza¢ bedziemy \rapdt-
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rzedne punktéw odpowiednio xe M3L, ye i. Oczywiscie sg to wspotrzed-
ne w pewnych ukdadach wspétrzednych. Wsp6trzedne tych punktéw w dowol-
nych innych, dopuszczalnych uktadach wsp&trzednych oznacza¢ bedziemy
przez xi’, y o

Zakkadamy, iz wskazniki dacinskie przebiegajg od 1,...,n, natomiast

greckie -1,...,n.
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

; ax" q
o A) ;s mom i+ J = det [l
Ai 5x )i exxdxé “al H
< , f2 o
-ftac¢f, B0 1. d.tlif].
ay<* Syiey”

Geometryczny obiekt iloczynowy t nazywamy iloczynowa gestoscig ten-
sorowg jesli jego prawo transformacji ma posta¢ [4, 16]

tids Q.1
przy cz.ym
fCj) = blp b @) = (sgn HJIp.,
va) = bla lub V(3) = (sgn pPlila-

Mamy wiec w tym przypadku zasadniczo cztery typy obiektow

daw. ijpmtes«, Q-2
ti€©= PIp(son Dlila Agt?, @-3
€= (sgn DLIdp lilg A T, -9
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t cS= (sgn ) lileCsonli Dlilg 3 @5)

Iloczynowe obiekty geometryczne o prawach transformacji 2.2) - 2.5)
nazywamy odpowiednio: (W,W), (w.G), @@.Wl), (9.9) iloczynowg gestoscia
tensorov;g o wadze (-p,—Q)-

Geometryczny obiekt iloczynowy 6 nazywamy skalarem iloczynowym,
jesli jego prawo transformacji ma posta¢ [i6, 18]

G'(x1tyX) =6"(< ,¥5)- @6)
Przyjmijmy jeszcze nastepujgce oznaczenia:

_ dff(x.y)
k-~ .k

e - 5

,oc” ayCC z

0, =-Ar J Of=-2- .
Ox dyt*

Przez oznacza¢ bedziemy pochodng kowariantng skalara iloczy-

nowego (2 -6). Pochodna ta-ma posta¢ QI8]
<2-7>
W ogélnosci obiekty CO, zalezg od x oraz y, tzn. = Ce(x,Y)

= DM(X,y) . Prawa transformacji tych obiektéw iloczynowych sa naste-
pujace

CAGEA.yN) = BACxL,yD), [eX:))

(CR))



Dywergencja iloczynowej gestosci tensorowej 163

3. Dywergencja iloczynowej gestosci tensorowej

Dywergencje iloczynowej gestosci tensorowej (2.1) okreslimy uogol-
niajac alcsjomatyke podana w pracach [a. 3].

EEPINICJA 3.1. Dywergencjg iloczynowej gestosci  tensorowej (2.1)
nazywamy kazda funkcje f, spelniajaca nastepujace postulaty:

1° £ zalesy tylko od €' K

, 5jt'rt, ot t©Zn.

. f(M, gt ,spt” ),

2° dla dwu dowolnych iloczynowych gestosci tensorowych t~Jt"sped-
niony jest warunek addytywnosci

mHEC it » . HicS * /N %> /i _idC a i\
N 2 * 2 7 1 2 "t = 1»951 » '
a .k 4 .\

+ 27 k2~ 2 '

3° jesli 6 jest skalarem iloczynowym to spedniona jest regula
Leibniza:

o.(6ticC),dpfcia)) =6"F(t3xc, d.t™, d *) + P,

4° F jest gestoscig iloczynowg o Yadze (—p,—q), czyli
ek = (HOvaHrew , dpt?).

Powstaje teraz problem istnienia i jednoznacznosci dywergencji zdefi-
niowanej postulatami 1°-4°. Odpowiedzi na te pytania udziela

TWIERDZENIE 3.1. Kazda dywergencja iloczynowej gestosci tensorowej
(2-1), spelniajaca postulaty 1°-4°, ma postac¢

f(ticC, a.t”, OHiIc) = + aliticC+ DAt @G.1)
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gozie stale C» Dt sg takiejalc we wzorach (2.7) - 2.9), natcmi Jx
s.tde Kie nie zalezg od t " it C, i maja nastepujace prawo
transformacji

¥lleot 4 £ (K6 - G<P*1 KtaUl)., - "iiwi )(in]jDI<). ;3.0)
Dowdd. Pokdzmy 6 = corsst. Wowczas z postulatu 3° otrzymujemy

fete, der™_enfetN)) =t>Ff(tw:, df™ , dpt-*¥). G3)

"wigzek (3.3) oznacza jednorodnos¢. Stad i z postulatu 1° wnioskujemy,
iz funkcja F jest liniowa. Z liniowosci otrzymujemy

fC<* . fct™ , V ») -1 G-9

Gdzie L~™, oznaczaja state, niezalezne od tirt, e, ticC,

Uwzgledniajac (2.7) i (3.4 w 3° mamy

+ «FAIsSt” ) ,
-o (V" o+ *HFA M) *c,3 0 *v ai«

Stad, po prostych przeksztakceniach, otrzymujemy
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Wstawiajac (3.5) 1 (3.6) do (3-4) otrzymujemy nastepujacy wzor na dy-
wergencje iloczynowej gestosci tensorowej

Tt oLy vV w>a>Wto*W I* *w “ - N>

Ostatnia zaleznoS¢ dowodzi pierwszej czesci twierdzenia 3.1, czyli "wo-

ru (3.1).
Przejdzmy dc dowodu czesci drugiej, czyli wyprowadzenia wzoru (3.2).

Z postulatu 4° i wzoru (3.7) otrzymujemy
o n , G +iti
KitC + B i’ Di,a«t =
=4>(JjMj) (yirt+ @B1ticC+ DidCtic). G-8)

tatwo wykazaC, iz spelnione sg zwigzki (por. [3, 14])

dk , EL,C=<pGiMID [pCIn] J] ).k, AN T iGk +

N <3-9)

fGiM3) [odntJl *

Ai*Aik " A Bic, B = G.1
Uwzgledniajac zaleznosci (3.9) - (3.11) we wzorze (3.8) dostajemy

PENVE NG, ANt AE+ A(p+L KIn1ID) ,AN) f

+ DE(@ Xinlj D, etEraatiG)) = fgMI) (y FEropitw +y ~ 10D).
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Ze wzgledu na dowolnos¢ iloczynowej gestosci tensorowej otrzymu-
jemy stad po prostych przeksztakceniach

KibT 4 "B2"[KHX - @e®+1)(Inlj] }i - DIC-A XIn|7D®]. (3.12)

W ten sposéb twierdzenie zostato udowodnione.

WNIOSEK 3.1. Z (3.12) wynika, iz w ogolnosci geometryczny obiekt i-
loczynowy nie jest tensorem iloczynowym. Gdy natomiast p=g=-1,
to

Dla dwu innych przypadkéw szczegolinych

1) p=-1, g4
2 P#-1, g=-1

z (3.12) otrzymujemy odpowiednio
KV - A'i'"[ Foc- -'i("i*2ddilT 1)«] (3.H)

Kiwh-B[,.w - G 11
Jesli thC jest tensorem iloczynowym, to p = q = 0. Wowczas wzor
(3.12) przechodzi w

KV - »iCInUDA]. (3.16)

Na zakoriczenie chciatbym podziekowa¢ Drow/i M. Lorensowi za mozli-
wosSC¢ skorzystania z maszynopisow prac [8, 9j.
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HMREPrffluhH THI30PHOif JIJIOTHOCTK
npcM3QEmni.a #<iHGrocEPA3LtF

P e 3B me

B pafioTe saHO ukckomhthwecKoe onpeflejieane xMBepreHiuiH
TeHso pHOM ITUIOTHOCTH 11pCH33ejeHHH MHOTCMOpa3MM. CipoDvyjIK-
poBaHa Tarate TeopeMa, KOTopaa onpe”eaaeT bh,h stoM XHBep-
reHUMw ,,

DIVERGENCE OR PRODUCT TEITSOR DENSITY
Summary

In the paper the axiomatic definition of the divergence of product
tensor density of valence (-p,-g) has been given. Besides that the
theorem has been formulated, which determines the form of this diver-

gence .



