Z3SZY?Y NAUKOWB POUTBCHITIKI SL.-~IEJ 1974

Seria: I1AOTAT2K/A-HZYKA z. 25 Nr kol. 498

BRUNON SZOCINSICT

ILOCZYN 1 P3RUDOILOCZYN SKALARNY W GEOMETRIN KLEINA

Streszczenie. Praca ta zav.iera definicje oraz podstavone vAasnosci
pseudoi loczynu skalarmego w pewnych podgeometriach geometrii afi-
nicznej.

Wistep
Zgodnie z ogolng definicja geometrii Kleina podang w pracy [1]- n-
wymiarowg geometrig opartg na grupie G bedacej podgrupg ogolnej gru-
py linionej CGL (nR) nazywamy trojke
G, QAT T (€))

gdzie zbior

jest grupg, w ktorej dziakanie wyraza sie wzorem
®.0) o A& = BA, Ba+ b,
zas T okresSlone jest zwigzld-en
fx,0) =Ax + a

dla dowlnych xe Rr oraz g = (Aa) 6 GA. W szczegdlnosci, gdy
™ =06 (n,R) trojka (i) jest geometrig afiniczng. Geometrie opartg
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na podgrupie G ogolnej grupy liniovej GL (n,R) nazywamy podgeome-
trig geometrii afinicznej.

Abstrakcyjny wektor kontrawariantny geometrii (i), ktory okreslamy
jako obiekt geometryczny (R, GgA, p) o0 prawie transformacji

P(u,g) =Au, ueRn, g=G@,D, Ae

i o wloknie Rn, tworzy n-wymiarowg przestrzen wektorowg Ydlnad cia-
dem liczb rzeczywistych R([1], str. 272), lloczyn skalamy (u,Vv) geo-
metrii (1) jest komitantg skalamg ([1], str. 274) pary wektorow kon-
trawariantnych u oraz v spelniajacg warunki:

[ V) = (v,u)
U @ + e,v) =t ,v) + O2,V), & G¢e R
i u >0, (@Uu =0< >u=0.

Poniewaz klasa geometrii, w ktorych okreslony jest iloczyn 3kalamy
Jest stosunkono wgska, uogélnimy pojecie iloczynu skalarmego w naste-
pujacy sposob:

Definicja. Pseudoiloczynem skalarmym geometrii (1) dwoéch wektordw

kontrawariantnych u,v e Vi1 nazywadby komitante skalamg tejpary wek-
torow (tn. funkcje

L,v) :RnxRn  »-R
takg, ze zwigzek
V= Gu, Av) @

zachodzidla dowolnej macierzy A e Gq) spelniajacg aksjomaty 1 oraz
1.
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W pracy tej zostaly podane pewne ogolne whasnosci pseudoiloczynu
skalarmego (8 1, 2), a takze ich zastosowania w geometrii podwojnie
pseudostochastycznej (88 3, 4)-

§ 1. Na wstepie rozpatrzmy nastepujacy obiekt geometryczny abstrak-
cyjny geometrii centroafinicznej

™, &L (R, 7, a.n

ktorego wkdknem M jest zbior macierzy @ symetrycznych n-tego stop-
nia o elementach rzeczywistych, zas F okreslone jest zwigzkiem

f@.A) = ATcoA a2

dla dowolnych we M oraz A e GL (n,R). Wezmy pod uwage dowolny, u-
stalony punkt ap wkdkna M oraz podgrupe stacjonarng ‘(stabilnosci)

o, = |a: ag = atsma, a € GL (,RJ- (@)

obiektu @2 w punkcie @g (or.- M) . Postugujac sie pojeciem podgru-
py stacjonarmej (1-3) podamy pewien warunek konieczny i dostateczny
istnienia pseudoiloczynu skalarmego geometrii ().

Oznaczmy przez

hij = (ei” ej}

pseudoi loczyny skalarme wektoréw bazy ,€62, ... ,eN przestrzeni wekto-
rovej VIL Weedy na mocy aksjomatow I 1 Il pseudoiloczyn skalarmy daddi
dowolnych wektoréw
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tej przestrzeni wyraza sie wzorem

u,v) = h1_3_ uz hij = h3_1.,

czyli

u,v) = uT Hv, a9
gdzie H = 3@st macierzag symetryczng. W mysl zwiazku Q) otrzy-
mujemy

uTKv = uTAr HAV.

Stad i1 z dowolnosci wektorow u,v wynika, ze
H = AT HA, (1.5)

a zatem funkcja (1 .4) jest pseudoiloczynem skalarmym geometrii ()
dwoch wektoréw u,v6Vn wtedy 1 tylko wtedy, gdy symetryczna macierz
H speklnia rownanie ( 5) dla kazdej macierzy A e Q.

Postugujac sie pojeciem podgrupy stacjonarmej (i-3)stwierdzamy wiec
ze zachodzi nastepujace

Twierdzenie 1.1. Pseudoiloczyn skalamy geometrii () istnieje 1 wy-
raza sie wzorem (1 4) wtedy i1 tylko wtedy, gdy

GO c G(H, 00).

§ 2. W celu zapoznania sie z pewnymi  whasnosciami  pseudoi loczynu
skalarnego wyznaczmy widkna tranzytywne obiektu geometrycznego (1.1).
Aby tego dokonaC zauwazmy przede wszystkim, ze przy nieosobliwym prze-
ksztalceniu zmiennych symetrycznej formy dwlinionej macierze formy
wyjsciowej 1 przeksztalconej sg zwigzane rownoscig postaci (1.2), a
zatem ze znanego z algebry twierdzenia o sprowadzaniu symetrycznej for-
my damulinionej do postaci kanonicznej wynika natychmiast
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Twierdzenie 2.1. Obiekt geometryczny (i .1) posiada N = ih1)( h2D)
wkokien tranzytywnych. Wokna te sg wyznaczone przez elementy postaci

@0 LPR)eeerE,.. V — tr}’ P+Hr=n* (2*)
gdzie a oznacza macierz diagonalng, ktorej elementami sg kolejno

=1 dla i=12,,,,p,
m-1 dla io01,2,,,,q,

N o Odla 1=12,.,,r,

przy czym liczby p,q oraz r mogg by¢ rome zeru.

Dowdd. Istotnie, na mocy wspomianego twierdzenia z algebry, ma-
cierz dowolnej symetrycznej formy dmulinionej jest rdownowazna (kon-
gruentna) jednej z macierzy diagonalnych (2.1), wiec dowolny element
e M nalezy do dokkadnie jednego z wAokien tranzytywnych wyznaczo-
nych przez macierze diagonalne (2.1). liczbe whdkien tranzytywnych moz-
na datwo wyznaczy¢ postugujac sie wzorem na ilos¢ kombinacji z powtd-
rzeniami z trzech elementow (liczby 1, -1, 0) po nj a wiec

V157N
N=i j»]J @1)2).
\ 2/ c.n.d.

Z teorii obiektow geometrycznych wiadomo, ze podgrupy stacjonarme w
punktach tego samego wAdkna tranzytywnego sg sprzezone  (por. [BD-
Stad i twierdzenia 2.1 wnika, ze zachodzi

Twierdzenie 2.2. Jezeli @y oraz H s3g elementami tego samego wAO-
kna tranzytywnego obiektu (1.1), tzn. jesli istnieje macierz CeGl(n,R)
taka, ze
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to grupy stacjoname g@wo co0) oraz GH,0) sa sprzezone, tzn. zacho-
dzi réomosce

G@o,® = C1 GH,o))c.

§ 3. Przy pomocy twierdzenia 1.1 mozna wyznacza¢ pseudoiloczyn ska-
lamy geometrii (i) opartej na danej grupie G .

Dla przykd#adu rozpatrzmy grupe Gl macierzy permutacji P_ powsta-
Jacych z macierzy jednostkowej E przez zamiane miejscami i-tego oO-
raz j-tego wiersza. Aby wyznaczy¢ pseudoilloczyn skalamy ( 4 ) geome-
trii opartej na tej grupie, wystarczy wyznaczy¢ taka macierz H, ktdra
spehnia rownanie (1.5), czyli rownanie

H A“l = AT H G.1)

dla dowolnej macierzy A e G™. Uwzgledniajac nastepujace whasnosci ma-
cierzy permutacji

_pl _pL
Pog = Pyy = Pij
Vi
datwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem rownania (3.1) jest macierz H =[\_J,
ktorej elementy okresSlone sg zwigzkami

Xdla 1 =]

hi:l ) X, (XeR. G.2

Ndla 1 1]

Zachodzi wiec nastepujace

Twierdzenie 3.1. W geometrii () opartej na grupie G macierzy per-
mutacji istnieje pseudoiloczyn skalamy postaci ( 4), przy czym ele-
menty macierzy H sg okreSlone zwigzkami (3 .2),

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy natychmiast

Wniosek. Jezeli w geometrii (1 y*opartej na dowolnej grupie ", kto-
rej podgrupg jest Gl, istnieje pseudoiloczyn skalamy (@ 4), to ele-
menty macierzy H czynig zados¢ zwigzkowi (3.2).
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Postac¢ pseudoiloczynu skalarmego geometrii podwdjnie pseudostocha-
stycznej (por. M), tzn. geometrii opartej na grupie DS (n,R) macie-
rzy podwdjnie pseudostochastycznych A = » i, k=1,2,...,n, aike
R, okreslonych zwigzkami

n n
=1» N =1» i»k=1,2,...,n,
k=1 i=1

podaje nastepujace
Twierdzenie 3.2. Pseudoiloczyn skalamy n-wymiaronej geometrii po-

dwdjnie pseudostochastycznej dwoch wektordw u,v e VIL wyraza sie wzo-
rem

n n
v =C .~ ™. W, 3.3

gdzie C jest dowolng stalq rzeczywistg, zaS n> 2.

Dowdd. Szukana macierz H wystepujaca w zwigzku @ 4 ) musi spek-
nia¢ rownanie (3.1) dla dowlnej macierzy A e DS (n,R), a wiec takze
dla rozpatrywanych w pracy [4] macierzy podwojnie pseudostochastycz-
nych elementamych

Pijw = 1*3 0,

ktérych elementy a”, k,1 =1,2,...,n, n52 okresSlone sg zwigzka-
mi

1 -
aii =ajj= 2 aij=aji=T ~

w pozostakych przypadkach.
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Poniewaz
” pi3@>
oraz
Fr«) -
wiec rownanie (3.1) przyjmuje postac

H PLiD = i@ . H.
Powyzsze rownosci zachodzg, gdy

2 hii+ 2 hij= 2 hii+ 2 hji (CED)

dla 1, =1,2,...,n, €* 0. Po przeprowadzeniu odpowiednich prze-
ksztakcert rownania (3 4 ) przyjmujg postac

@2 - 1)l - ;) =o0.

Stad 1 dowolnosci € otrzymujemy
=hn =C dla i,j=1,2,...,n,
cowmysl ( 4)daje (3.3). tatwo sprawdzi¢, ze otrzymana funkcja (3.3)

jest komitantg skalarng pary wektordw i spelnia postulaty 1 oraz 11
pseudoi loczynu skalarmego.
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§ 4. Przypusémy, ze dany jest pseudoiloczyn skalamy (1-4) pewnych
geometrii postaci (i). Twierdzenie 1,1 pozwala wyznaczy¢ grupy Co, na
ktorych oparte sg te geometrie, W tym celu wystarczy znalez¢ podgrupe
stacjonarma g(H,g) obiektu (1.1) lub co na jedno wychodzi, wystarczy
w oparciu o rownanie (1,5) okreslic¢ posta¢ macierzy A czynigcych za-
dos¢ temu réwnaniu, przy danej macierzy H,

Tym sposobem wyznaczmy geometrie, w ktorych jest okreslony pseudo-
iloczyn skalamy (3,3), tatwo sprawdzi¢, ze jesli  w réwnaniu (@ ,5)
przyjmiemy

Ho - [ hIj]1" <4-")

gdzie h~ =C <40 dlai,j =1,2,...,n, 1o suma elementowkazdej ko-
lumnymacierzy A musi wynosi¢ 1 lub suma elementow kazdej  kolumny
tej macierzy musi wnosi¢ -1. Zbidér takich macierzy nieosobliwych two
rzy podgrupe stacjonarmg g(b ,gi), Rozpatrywana w poprzednim paragra—
fie grupa podwdjnie pseudostochastyczna DS (n,R) jest oczywiscie pod-
grupa grupy g(t .OP).

Wyznaczmy jeszcze podgrupe stacjonarng o(@x 00), gdzie al) jest na-
stepujacag macierza diagonalng

®o = |son C,0,-,,-,0] - 4.2
W tym celu rozpatrzmy rownanie
@y =AT& A, AeCGL (n,R). “.,3

Elementami macierzy ATcrbA sa liczby bJ_K postaci

bi k= ali alk”
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a zatem na mocy (4.-3) mamy

a”™ =1f ak=0 dla k> 1,
@.9)

aik - dowolnedla 1 * 1,

CO oznacza, ze grupa G@N@) Jest zbiorem nieosobliwych  macierzy
£a0jj o elementach okreslonych zwigzkami (4,4),
Oznaczmy przez

1 4 -1 -1
0 1 0 0
- 4.
icl -5
0 0 0 1

Bezposrednim rachunkiem datwo stwierdzi¢, ze
=R 4

RownosSc ta oznacza, ze ©” oraz Hg sa elementami tego samego whokna
tranzytywnego obiektu (1.1), a zatem w mysl twierdzenia 2.2 zachodzi
nastepujace

Twierdzenie 4.1. Podgrupy stacjoname G(Ho,®) oraz gobo @), gdzie
macierze Ho 1 ay sa okreslone odpowiednio zwigzkami (4 .1D) 1 (4 ,2),
sg sprzezone, tzn. zachodzi rownosc

9@ 0) = Aol g(Ha ) A,

przy czym Aq jest macierzg (4 5).
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CKAJIHPHOE I1POESIIEUEHKE M nCEBFI01 IPOMSBEFIEHKE
B rEOMETPKK ItilBVHA

P e 3 mMe

B 3TOM padoTe jaHH HeKOTopHe CBoRcTBa CKaliapHoro nceB-
AonpoM3BefleHHH b reoMeTpuw KaeMna. HoliyyeHHHe pe3ylibpaTti
6hjih npHMeneHH rur onpe”ejieHiiH cKaliapnoro nceB,n,onpoH3Be-

seHHS bo B~”BaiiHe nceBflocjiyuaUHoii reoueTpHH.

SCALAR PRODUCT AND PSEUDOPROIUCT IN KLEINIAN GEOMETRY
Summary

In this paper have been given some properties of a scalar pseudopro-
duct in Kleinian georetry. The results, which have been obtained, we-
re applied to determine the scalar pseudoproduct in doubly pseudosto-
chastic geometry.



