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NIEKTORE PROBLEMY WARIACYINEGO FORMULOWANIA
ZADAN BRZEGONYCH CBRCDKOW FIZYCZNIE NIELINIOWYCH
(Komunikat)

Streszczenie. VM pracy podano funkcjonaty iteracyjne dla probleméw
brzegowych osrodka nieliniowego fizycznie} punktem wyjSciowym sg
zasady wariacyjne mechaniki osrodkéw nieliniowych, ktore zostaly
sformutowane w pracy H. Kauderera.

1. Yistep

Problematyka nieliniowa fizycznie, czy tez geometrycznie Ilub przy
uwzglednieniu obydwu aspektow tgcznie, jest przedmiotem duzego zainte-
resowania badaczy; wynika to z wielu przyczyn, szczegétowe ich omoéwie-
nie znajduje sie w materiatach sesji naukowej jaka odbyta sie w Argen-
tynie w 1968 r., por. J.A. BIGEHU [/|J, [2], L.M. MAHADO . lsto-
tnym czynnikiem umozliwiajgcym rozwigzanie ztozonych zadan brzegowych
wspomnianych teorii sg odpov/iednio dobrane metody przyblizone} te z
kolei - jak wykazaly ostatnie badania (metoda elementow  skorczonych)
- najwygodniej jest budowaé sprowadzajac problem brzegowy do réwnowaz-
nego zadania wariacyjnego (metody wariacyjno-réznicowe). Wiadomo, ze
taki sposob umozliwia wzglednie proste zbudowanie réwnan algebraicz-
nych metody, a takze podanie oszacowania (rzedu zbieznos$ci) rozwigzan
przyblizonych,

Z prac dotyczacych matematycznego ujecia interesujacych nas tutaj
problemoéw mozemy wymieni¢ publikacje (X], w ktérej autorzy zajmowali
sie problemami brzegowymi, lecz przy uwzglednieniu tylko drugiego wa-
runku brzegowego (naprezeniowe warunki brzegowe) oraz prace J.T. CDENA
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[7], w ktdrej rozpatrzono szereg og6lnych probleméw zwigzanych z za-
stosowaniem metody elementéw skofAczonych do nieliniowych probleméw po-
czatkowo-brzegowych.

Whniniejszym komunikacie zajeto sie jednym z aspektow problemu
przedstawionego powyzej: zbudowaniem funkcjonatdw iteracyjnych dla pro-
bleméw brzegowych os$rodka Kauderera (nieliniowos$¢ fizyczna)} jako row-
nania wyjsciowe przyjeto zasady wariacyjne mechaniki os$rodkéw fizycz-
nie nieliniowych, ktére zostaty podane w monografii H, KAUDERERA [5].
Woprawdzie istnieje obecnie ogdlniejsza teoria nieliniowa fizycznie, po-
dana przez A, CARDONA [3j, lecz wtej chwili trudno méwi¢ o mozliwos-
ciach jej zastosowan.

2. Zasady wariacyjne

Zasady wariacyjne mechaniki o$rodkéw fizycznie nieliniowych sprowa-
dzajg sie, najczesciej, do twierdzen o minimum energii potencjalnej i
minimum sprzezonej energii potencjalnej, por. [5j. Zasady te ujmiemy
w cztery ponizsze twierdzenia

Twierdzenie 1. Jezeli: 1) funkcja zwana wtasciwg energig odksztat-

cenia jest okre$lona réwnaniem

(2.1)

wszystkich elementow tej rodziny jedynie pole statycznie dopuszczalne:
ub(x) e UM ekstranalizuje funkcjonat

(2.2)

zwany catkowitg energig potencjalng.
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Twierdzenie 2. Jezeli 1) zwigzki konstytutywne opisane bedg réwna-
niami

e ="=ev(e), s=|"=eX (e2), (2.3)

2) pochodne funkcji ff, s, kolejno, wzgledem zmiennych 8 , e bedg do-
datnie, to funkcjonat V- réw. (2.2) - realizowa¢ bedzie na elemencie
Uij(x) e U).( minimum,

Twierdzenie 3. Jezeli 1) funkcja, zwana energig dopetniajagcg jest
okre$lona réwnaniem

N S_
$(<?ij) =9K J 6 @Be)d6; +j 1 H (1 )dt (2%4)
0 0

2) okreslona jest dopuszczalna rodzina p6l naprezen Z_l-’if to pole sta-

tycznie dopuszczalne  jpJ ~. elcstremalizuje funkcjonat

v :j -j XAUNdX, (2.5)
T dav

zwany sprzezona, catkowitg energig potencjalng lub krétko: energig cat-
kowitg uzupeiniajacy.

Twierdzenie 4. Jezeli: 1) zwiazki konstytutywne opisane bedg réwna-

niami
£=<5x(6;), e = s <(s2)} (2.6)

2) pochodne funkcji g, e, kolejno, wzgledem zmiennych ff, s bedg do-
datnie, to funkcjonat V- réw. (2.5) - realizowa¢ bedzie na elemencie
statycznie dopuszczalnym

Rozwazania przeprowadzone wpracy Kauderera, w tradycyjnym zapisie,
zestawiono tutaj w zapisie wskaznikowym oraz ujeto w wyzej przytoczo-

ne cztery twierdzenia.
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Przez 6, (8) .oznaczono $rednig warto$¢ naprezeri normalnych, (wy-
dtuzen wzglednych)

6 - t o« t ot - K £y + £ s - (2<7)

natomiast symbolami s, (e) oznaczono intensywno$¢ dewiatora napre-

zen, (odksztatcen)

2 .
= iy Gij - 302)

2 N2 A on A IR, A2
=6, +6y - 8 9y—(z‘a 6 G 6 +V§&)2 +)Tz +TXZ).,
(2.8)
2=, 4 Skj - 363§ -
n i+ *I - g - «a -* f<4+& ¢

Funkcje X~"(x), X”(x), X~(x) oznaczaja, kolejno sity masowe (xeT),
Sity powierzchgiowe okres$lone na zbiorze zadanych przemieszczeh brze-
gowych (xed Y), sity powierzchniowe okreslone na zbiorze zadanych
naprezen (xeo0Y)| 67» oznacza tensor naprezenia (odksztat-
cenia). Wcatej pracy obowigzuje konwencja sumacyjna po powtarzajgcych
sie dolnych, prawych indeksach alfabetu tacifiskiego. Funkcje “5(6),
X(e2) nazywamy, kolejno funkcja wydtuzenia wzglednego i funkcja od-
ksztatcenia postaciowego, sg one wyznaczane doswiadczalnie} najczes-
ciej przyjmuje sie ich posta¢ wielomianowg

N M
V(8) = 1+ AV DEXC %(e2) =1 +AV % e2r. (2.9)
ci =1 (5=1

Podobnie, przedstawia sie funkcje S$redniego nappreienia nonnalnego X(G)
i funkcje intensywnos$ci dewiatora naprezen <y(s )
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X(6) ., 1+ Hfs2) = 1 + 2 (2*10)

mniejszych kwadratow, z badan doswiadczalnych,

3. Funkcjonaty iteracy.ine

Majac reprezentacje wielomianowe funkcji V., % $% ,”* (réw.(2.9),
(2.10) mozemy uzyska¢ wzory okres$lajagce energie odksztatcenia i ener-
gie uzupetniajacag jako funkcje wielomianowe niezmiennikéw  stanu od-
ksztatcenia czy tez naprezenia} podstawiajac (2,9)» (2.10), kolejno do
(2.1), (2.4) uzyskamy

$ (£10j) = 2 KE2(1

(3.1)

Podstawiajagc (3.1” do (2.2), a (3.1)2 do row. (2.5), uzyskujemy kon-
cowg posta¢ funkcjonatow
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gdzie
M H
am *21 tt« v “>Db-iif r h
cC=2 li=2
(3.3)
H=2 V=2

W dalszych rozwazaniach, w wyrazeniach (3.3)» zachowatly tylko  wyrazy
podkreslone,

Minimalizaéje funkcjonatow (3.2) mozemy przeprowadzi¢ metodami trady-
cyjnymi uzyskujagc wtedy z warunkéw koniecznych - nieliniowe problemy
brzegowej o ile w pewnych przypadkach szczegdlnych mozna w ten sposéb
postepowac, to w ogolnym ujeciu prowadzi to do bardzo skomplikowanych
réwnan nieliniowych problemu (nieliniowe réwnania przemie$zczerdowe La-
mego lub - naprezeniowe Beltramiego-Michella). W zastosowaniach ist-
niejg dwie mozliwosci: pierwsza polega¢ bedzie na wykorzystaniu metody
elementéw skoriczonych do uktadéw (3.2), druga na wprowadzeniu funkcjo-
natow iteracyjnych
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gdzie
fn-11 (n-1) (n-1)
a(n-1)gl~» g2 , b(n~1} S1 %®e2 , c(n“l) 4 « [/ ,
(n-1)
din_1} S1 « s2 (3.5)

co prowadzi do n (n =1,2,...), warunkébw na minimum dla funkcjonatéw'
liniowych V™' lub tj. do réwnan

=0, «*<»>] =0 (n=1,2,...).

W zwigzku z postawionym tutaj problemem pojawiajg sie nastepujace za-

dania: 1) nalezy wykaza¢, ze Ilim % =06(yj =0 lub lim6ly*n;J =
n-*-00 n-*-00

= dCv] = 0; 2) istnienie i jednoznaczno$¢ tak okreslonego ciggu iterat
VAn- lub 3) poda¢ oszacowanie n-tego przyblizenia, w sensie wy-
branej normy |u“ri' - uN) < o(hr) lub jj*i™r "®ij§ ~ 0(kq)e Proble-

mami tymi, bedacymi przedmiotem opracowania, zajmowaé sie w niniejszym
komunikacie nie bedziemy.
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