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NIEKTÓRE PROBLEMY WARIACYJNEGO FORMUŁOWANIA 
ZADAŃ BRZEGOWYCH OŚRODKÓW FIZYCZNIE NIELINIOWYCH 
(Komunikat)

S tre szc zen ie . V/ p racy  podano funkcjonały  i te ra c y jn e  d la  problemów 
brzegowych ośrodka n ielin iow ego fizycznie} punktem wyjściowym są 
zasady w ariacyjne mechaniki ośrodków nielin iow ych, k tó re  zosta ły  
sformułowane w p racy  H. Kauderera.

1 . Y/stęp

Problematyka n ie lin io w a  f izy c zn ie , czy te ż  geometrycznie lub przy 
uw zględnieniu obydwu aspektów łą c z n ie , j e s t  przedmiotem dużego za in te
resow ania badaczy; wynika to  z w ielu  przyczyn, szczegółowe ic h  omówie
n ie  znajdu je s i ę  w m ateria łach  s e s j i  naukowej jaka  odbyła s ię  w Argen
ty n ie  w 1968 r . ,  p o r. J .A . BIGEHOLI [ / |J ,  [ 2J ,  L.M. MACHADO . I s to 
tnym czynnikiem umożliwiającym rozw iązanie złożonych zadań brzegowych 
wspomnianych t e o r i i  są  odpov/iednio dobrane metody przybliżone} te  z 
k o le i  -  jak  wykazały o s ta tn ie  badania (metoda elementów skończonych) 
-  najwygodniej j e s t  budować sprowadzając problem brzegowy do równoważ
nego zadania wariacyjnego (metody w ariacyjno-różnicow e). Wiadomo, że 
t a k i  sposób umożliwia względnie p ro s te  zbudowanie równań a lg eb ra icz
nych metody, a tak że  podanie oszacowania (rzędu  zb ieżności) rozwiązań 
przybliżonych ,

Z prac dotyczących matematycznego u ję c ia  in te re su ją cy ch  nas tu ta j  
problemów możemy wymienić p u b lik ac ję  (X ], w k tó re j au to rzy  zajmowali 
s i ę  problemami brzegowymi, lecz  przy  uwzględnieniu ty lko  drugiego wa

runku brzegowego (naprężeniowe warunki brzegowe) oraz pracę J .T . ODEŃ A
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[ 7 ] ,  w k tó re j  rozpatrzono szereg  ogólnych problemów związanych z za
stosowaniem metody elementów skończonych do n ielin iow ych p ro b le m ó w  po- 
c zą t kowo-brzegowych.

W nin iejszym  komunikacie z a ję to  s ię  jednym z aspektów problemu 
przedstaw ionego powyżej: zbudowaniem funkcjonałów ite ra cy jn y ch  d la  pro
blemów brzegowych ośrodka Kauderera (n ie lin iow ość  fizyczna)} jako rów
n an ia  wyjściowe p rz y ję to  zasady w ariacyjne mechaniki ośrodków fizy c z 
n ie  n ie lin iow ych , k tó re  zo s ta ły  podane w m onografii H, KAUDERERA [ 5] .  
Wprawdzie i s t n i e j e  obecnie o g ó ln ie jsza  te o r ia  n ie lin io w a f iz y c z n ie , po
dana p rzez  A, CARDONA [3 j ,  le c z  w t e j  chw ili trudno mówić o możliwoś
c iach  j e j  zastosow ań.

2 . Zasady w ariacyjne

Zasady w ariacyjne mechaniki ośrodków f iz y c z n ie  n ielin iow ych sprowa
d za ją  s i ę ,  n a jc z ę ś c ie j ,  do tw ierdzeń o minimum en e rg ii p o te n c ja ln e j i  
minimum sprzężonej e n e rg ii  p o te n c ja ln e j, p o r . [ 5 j . Zasady t e  ujmiemy 
w c z te ry  poniższe tw ierd zen ia

Twierdzenie 1 . J e ż e l i :  1) funkcja zwana właściwą energ ią  o d k sz ta ł
ce n ia  j e s t  określona równaniem

w szystkich elementów t e j  rodziny  jedyn ie  po le  s ta ty c z n ie  dopuszczalne: 
uŁ(x )  e U^ e k s tra n a liz u je  funkcjonał

8 e.

(2 .1 )

(2 . 2 )

zwany całkow itą energ ią  p o ten c ja ln ą .
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Twierdzenie 2 . J e ż e l i  1) związki konstytutywne opisane będą równa
niam i

ę  = ^ = e v ( e ) ,  s = | ^ = e X ( e 2 ), (2 .3 )

2 ) pochodne fu n k c ji ff,  s_, ko le jno , względem zmiennych 8 , e będą do
d a tn ie ,  to  funkcjonał V -  rów. (2 .2 )  -  realizow ać będzie na elemencie
U j(x ) e U. minimum, i  x

Twierdzenie 3 . J e ż e l i  1) funkc ja , zwana energ ią  dopełn ia jącą  je s t  
ok reślo n a  równaniem

^  s_
$(<?ij ) = 9K J 6  (3ę)d6; + j l H ( l  )dl ł  ( 2*4 )

O O

2) określona je s t  dopuszczalna rodzina pó l naprężeń Z -l. . f to  pole s ta -
.  . -*■ J

ty czn ie  dopuszczalne j p J   ̂ . elcstrem alizuje funkcjonał

V =j - j  X^u^dx, (2 .5 )

T  d"V

zwany sprzężoną, całkow itą energ ią  p o ten c ja ln ą  lub krótko: energ ią  ca ł
kowitą u zu p e łn ia ją cą .

Twierdzenie 4 . J e ż e l i :  1 ) związki konstytutywne opisane będą równa
niami

£=<5x(6;), e = s_<j(s2 )} (2 .6 )

2 ) pochodne fu n k c ji g , e , ko lejno , względem zmiennych ff, .s będą do
d a tn ie , to  funkcjonał V -  rów. ( 2 . 5 ) -  realizow ać będzie na elemencie 
s ta ty c z n ie  dopuszczalnym
Rozważania przeprowadzone w p racy  Kauderera, w tradycyjnym za p is ie , 
zestawiono tu ta j  w za p is ie  wskaźnikowym oraz  u ję to  w wyżej przytoczo

ne c z te ry  tw ie rd zen ia .
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Przez 6 , (8 ) .oznaczono śred n ią  wartość naprężeń normalnych, (wy
d łużeń  względnych)

6 - ł « t t - K ł £ y + £ s : i -  ( 2 < 7 )

natom iast symbolami s ,  (e )  oznaczono intensyw ność dew iatora naprę
żeń, (odksz ta łceń )

= i k e , . G. . -  302 )2
“ 2w i j  wi j

= 6  +6 -  6  G - G  6  -  G 6  + 3(T + T  + T  ),x y  x y y  z x z v xy yz x z "
2 . ^ 2  ^  ^  ^  . „/^2  . r r - 2  . ^ 2

(2.8 )
  _  -jc2 1 _

2 i j  ° i je2 = Sj . -  362 )

■ i  + i  * i  -  £* 6y  -  « a  -  * f < 4 + & ♦

Funkcje X^(x), X^(x), X^(x) oznaczają , ko lejno  s i ł y  masowe ( x e T ) ,  
s i ł y  powierzchniowe ok reślone na zb io rze  zadanych przem ieszczeń b rz e -

<vi
gowych (x e d  Y),  s i ł y  powierzchniowe ok reślone na zb iorze zadanych 
naprężeń ( x e ó Y ) |  6 ^ »  oznacza te n so r  naprężenia (o d k sz ta ł
c e n ia ) .  W c a łe j  p racy  obowiązuje konwencja sumacyjna po pow tarzających 
s i ę  dolnych, prawych indeksach a lfa b e tu  ła c iń sk ie g o . Funkcje 'vł5 (6 ) , 
X(e2) nazywamy, kolejno  funkcją  wydłużenia względnego i  funkcją od
k s z ta łc e n ia  postaciow ego, są  one wyznaczane doświadczalnie} n a jczęś
c i e j  przyjm uje s i ę  ic h  p o s tać  wielomianową

N M
V ( 8 )  = 1 + ^ V 2o{£2CC, % ( e 2 ) = 1 + ^ V  % e 2^ .  ( 2 . 9 )

ci =1 (5=1

Podobnie, p rzedstaw ia  s ię  funkcję średniego naprężenia nonnalnego X(G)
i

p
funkcję intensyw ności dew iatora naprężeń <y(s )
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X ( 6 )  „ 1 + <ff(s2 ) = 1 + 2  (2 *10)

m niejszych kwadratów, z badań doświadczalnych,

3 .  Funkcjonały ite racy .in e

Mając re p rez en tac je  wielomianowe fu n k c ji V ,%  $ % , ^  ( ró w .(2 .9 ),
(2 .1 0 )  możemy uzyskać wzory o k re ś la jące  energ ię o d k sz ta łcen ia  i  ener
g ię  u zu p e łn ia jącą  jako funkcje wielomianowe niezmienników stanu od
k sz ta łc e n ia  czy  te ż  naprężenia} podstaw iając ( 2 , 9 )» (2 .1 0 ) , kolejno do
( 2 .1 ) ,  ( 2 . 4 ) uzyskamy

Podstaw iając ( 3 .1 ^  do (2 .2 ) ,  a (3.1 )2 do rów. (2 .5 ) ,  uzyskujemy koń
cową postać funkcjonałów

$ ( £ i j )  =  2  K £ 2 ( 1  +

(3 .1 )
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g d z ie

M H

a ■ * 2 l  t t «  v ‘“ > b -  i i f  r h
cC=2 |i=2

(3 .3 )

H=2 V=2

W dalszych  rozw ażaniach, w wyrażeniach (3 .3)»  zachowały ty lk o  wyrazy 
podkreślone ,
M inim alizaćję funkcjonałów  (3 .2 )  możemy przeprowadzić metodami tra d y 
cyjnymi uzyskując wtedy z warunków koniecznych -  n ie lin iow e problemy 
brzegowej o i l e  w pewnych przypadkach szczególnych można w te n  sposób 
postępow ać, to  w ogólnym u ję c iu  prowadzi to  do bardzo skomplikowanych 
równań n ie lin io w y ch  problemu (n ie lin io w e równania przemieśzczerdowe La- 
mego lub -  naprężeniow e B eltram iego-M ichella) .  W zastosow aniach i s t 
n ie ją  dwie m ożliwości: p ierw sza polegać będzie na w ykorzystaniu metody 
elementów skończonych do układów (3 .2 ) ,  druga na wprowadzeniu funkcjo
nałów ite ra c y jn y c h
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g d zie

fn -1 1 (n -1 ) (n -1 )
a ( n - l ) g l ^ g2 , b (n~1} S 1  %2 e2 , c (n“ l )  4 « /  ,

(n -1 )
d(n_1} S 1  <y2 s 2 , (3 .5 )

co prowadzi do n (n  = 1 , 2 , . . . ) ,  warunków na minimum d la  funkcjonałów' 
liniow ych V^n ' lub  t j .  do równań

= 0, «[*<»>] = 0 (n  = 1 , 2 , . . . ) .

W związku z postawionym tu t a j  problemem po jaw ia ją  s ię  następujące za
dan ia: 1) należy  wykazać, że lim  <5 = ó (yj = o lub lim 6 |y^n ;J  =

n-*-oo n-*-oo
= dCv] = 0; 2) i s tn ie n ie  i  jednoznaczność ta k  określonego c iąg u  i t e r a t  
V^n - lub 3) podać oszacowanie n-tego  p rzy b liżen ia , w sen s ie  wy
b ran e j normy ||u^ri' -  u^J <  o(hr ) lub  jj^ i  ̂  " ® i j §  ^  0(kq )• P ro b le 

mami tym i, będącymi przedmiotem opracowania, zajmować s ię  w nin iejszym  
komunikacie n ie  będziemy.
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