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WARIACYJINE UJECIE PROBLEMU BRZEGOWEGO ZGINANIA
PRETA PROSTEGO DLA OSRODKA NIEHNIOWEGO TIZYCZHIE
(Komunikat)

Streszczenie. W niniejszym komunikacie przedstawiono, w ujeciu dosc
ogblnym, zagadnienie zginania preta prostego o zmiennym przekroju,
dla ktorego modelem moze By¢ osSrodek nieliniowy Fizycznie (0oSrodek
Ramberga-0sgooda).

1. Wstep

W niniejszym komunikacie przedstawiono, w ujeciu bardzo og6élnym za-
gadnienie zginania preta prostego o zmiennym przekroju, dla ktérego
modelem moze by¢ osSrodek nieliniowy fizycznie; osrodek tala opisuje
np. rownanie Ramberga-Osgooda.

Rozwazania ogélne, w ramach mechaniki osrodkéw odksztatcalnych, od-
noszace sie do nieliniowosci fizycznej przedstawiono w monografii H,
KAUDERERA [Jj; pewne szczegolne problemy dotyczace analizowanego tutaj
zadania rozpatrywali: J.A, BIGNOIl [i], T. NIKDLOVSKI [4], G.R. WEN-.
KATESVARA, A.V, LILRTY KRISHNA [5]. Przedstawione tutaj ujecie bazu-
jJe na sposobie podanym w komunikacie [Z]-

2. Sformutowanie zadania

Rozpatrywa¢ bedziemy pret o zmiennym przekroju, posiadajacy ptasz-
czyzne symetrii przechodzacg przez os preta, ktora jest linig prosta:
daczy ona srodki ciezkosci przekrojow prostopaddych do osi preta.Przyj-
mowaC bedziemy, ze pret jest wykonany z materiatu, do ktdérego modelem
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fizycznym bedzie osrodek Ramberga-Osgoodat w tym przypadku stusznym po-
zostanie nastepujgce rownanie konstytutywne

&X Eg (i + Kg“-1) (2.1)

zapisane zgodnie z ukdadem podanym w pracy G ). W (2.1) przez e, oznar
czono naprezenia normalne, przez X - wydtuzenie wzgledne, a przez
E, K, M - stale materiatowe, ktdre wyznacza sie doswiadczalnie. Przyj-
mowaC bedziemy, ze na pret dzialajg tylko sity lezace w phaszczyznie
symetrii, prostopadte do osi preta i przytozone w tej osij oznaczaC je
bedziemy symbolicznie przez q(x), dla xelL = |x: 0<x <Il}i gdzie
1 bedzie dtugoscig preta. Oprécz wspomnianych obcigzen q(x) (Wm] wy-
stepowaC beda na brzegach preta - sfdy skupione P(x?) = Pi [n]dla xe
9L = |xq = o] =i , k” 2. Przez L (9L) oznaczono: zbior
punktow osi preta (brzegowych). Do wymienionych powyzej sit nalezy do-
daczy¢ jeszcze momenty zginajace, ktore oznaczaC bedziemy przez m(X)
[Nm/m] xeLj M(x™) = MMJNm], x~edL W przypadku, gdy miedzy punktami
brzegowymi wystepowa¢ beda sidy lub momenty skupione, przyjmiemy:
qdPpeC-“ QI5 X J«Nj) m&)pec. “ MB (Xj»J)»> 6dzie ) oznacza
dystrybucje (delte Diraca). n

Przyjmowa¢ bedziemy teorie liniowg geometrycznie, z ktorej wynika,
ze wydduzenie wzgledne £x = £x(X,z) w przekroju preta, przy zakozo-
nej poprzednio symetrii i rodzaju obcigzenia, wyraza¢ sie bedzie réow-
naniem

e/ \ du d2w aw /_ .\

X (X*2) dx:"zaxz u° "zdT* 22

Z kazdym punktem osi preta wigza¢ bedziemy prawoskretny, ortonormalny
lokalny ukdad wspédrzednych x, y, z: oS x pokrywa¢ sie bedzie z o-
sig pieta, oS z leze¢ bedzie w plaszczyznie symetrii preta. Przemie-
szczenie dowolnego punktu osi preta (o wspodrzednej X), w Kierunku
osi  z oznaczaC bedziemy symbolem wj bedzie ono tylko funkcjg wspot-
rzednej x:w =w(x), xe [o,l],

*
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3. Wariacyjne przedstawienie zadania

Do rozwigzania wystepujacych w zadaniu probleméw brzegowych, nieli-
niowych stosowa¢ bedziemy podejscie wariacyjne, por, z odpowied-
nich twierdzen mechaniki osrodkéw odksztakcalnych wynika, 2ze w stanie
rownowagi osrodka, catkowita energia potencjalna osrodka

V= / Dddv o) x¢ dv -] xe uxdf G.D)
T " dT

osigga ekstremum (minimum), czyli
fi[v] =0. G.2

Oznaczenia wystepujace w (3.1) sg analogiczne jak w £2j.
W rozpatrywanym tutaj przypadku zginania preta, energia odksztakce-
nia zaleze¢ bedzie tylko od £X skad fKﬁljl_) =$(£X) =1 X d£X| pod-

Jo
stawiajgc do ostatniego rownania zwigzki (2.1) i1 wykonujac proste przer

ksztakcenia uzyskaney

. * £ 1> 3-3>

Podstawiajac (2-2)do (3-3)* a nastegpnie tak otrzymany wynik do pier-
wszej calki w rownaniu (3.1), uzyskujemy - po wprowadzeniu cakki ite-

rovanej A )-70)7/(
y | T

v rjd@E)dv - j 17 . It +2C-rD)  Jdx, G.%)
gdzie

/ /
ly() z2dydz, zy(-z)“+ldydz, ~ o -



198 Monika Marek

Przejdziemy do przystosowania drugiej cakki wystepujacej w réwnaniu
(3.1) do rozpatrywanego tutaj zadania szczegdlnego. W tym celu przyj-
miemy, ze sity masowe majg w precie nastepujaca postac:

X1 = m(x)6°(xtz,£), ™~ * 0, » q(x)8 (x»z,1), (3.5
a odpowiadajgce im przemieszczenia mogg by¢ okreslone réwnaniami
Uy -u--2z , u2»v =0, u*mw®X), (3.5

gdzie wystepujace w (3.5) symbole 6, 8 > oznaczajg kolejno, dystry*-
buoje zmiennej =z oraz pochodng delty Diraca, wzgledem zmiennejz.

Uwzgledniajac w drugiej cafce wzoru (3-1) zaleznosci (3.5),(3.5”
a takze wykorzystujac whkasnosci delty Diraca i jej pochodnej ( 5%zdP=1,

6dx » 1), po uprzednim uwzglednieniu catki iterowanej, uzyskamy:

- J ui dv -j"a®QwC)dx +Fm(x) dx. (3-6)
y [ i

W podobny sposdb obliczymy trzecig catke wzoru (3.1), przyjmujac

X. = MVixhz, M), X2- O Xj«PAxnrz, )

Q-7
dw(Xi)
[Tl Z IdX L1} . ui)) /\2 . Ok N\ . N\ Xi' [13 Wi*

Podstawiajac (3.7) do drugiej calki rownania (3.1) i biorac pod uwage,

ze mamy do czynienia z sidami skupionymi otrzymamy
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Podstawiajac (3.4)» (3.6), (3.8) do rownania (3.1) uzyskujemy zwig-
zek okreslajacy catkowity potencjat 1)61151 zginajacej, dla ktdrej mode-
lem jest osrodek Ramberga-Osgooda

vIweOl = Jj +ji(~) Jdx dx -

Minimalizacja funkcjonatu (3.9) moze by¢ przeprowadzona tradycyjnymi

metodami-s uzyskamy wtedy nieliniowe rownanie rézniczkowe, a takze wa-

runki brzegowe lub tez - po przyjeciu, w rozpatrywanym przedziale x,

X + h, ksztaktu funkcji w(xX), - wykonaniu catkowania mozemy uzyskaC

macierz sztywnosci calego ukdadu, co jest podejsciem typowym dla meto-

dy elementdw skoniczonych. Mozna wreszcie minimalizowa¢ funkcjonaty ite-
racyjne, por. [4J, sposobami wymienionymi poprzednio.
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