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Streszczenie. W niniejszym komunikacie przedstawiono, w ujęciu dość 
ogólnym, zagadnienie zginania pręta prostego o zmiennym przekroju, 
dla którego modelem może Być ośrodek nieliniowy fizycznie (ośrodek 
Ramberga-Osgooda).

1. Wstęp

W niniejszym komunikacie przedstawiono, w ujęciu bardzo ogólnym za
gadnienie zginania pręta prostego o zmiennym przekroju, dla którego 
modelem może być ośrodek nieliniowy fizycznie; ośrodek tala opisuje 
np. równanie Ramberga-Osgooda.

Rozważania ogólne, w ramach mechaniki ośrodków odkształcalnych, od
noszące się do nieliniowości fizycznej przedstawiono w monografii H, 
KAUDERERA [J3j; pewne szczególne problemy dotyczące analizowanego tutaj 
zadania rozpatrywali: J.A, BIGNOII [i], T. NIKDLOVSKI [4], G.R. WEN-. 
KATESVARA, A.V, ŁIURTY KRISHNA [5]. Przedstawione tutaj ujęcie bazu
je na sposobie podanym w komunikacie [2]-

2. Sformułowanie zadania

Rozpatrywać będziemy pręt o zmiennym przekroju, posiadający płasz
czyznę symetrii przechodzącą przez oś pręta, która jest linią prostą: 
łączy ona środki ciężkości przekrojów prostopadłych do osi pręta.Przyj- 
mować będziemy, że pręt jest wykonany z materiału, do którego modelem
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fizycznym będzie ośrodek Ramberga-Osgoodał w tym przypadku słusznym po
zostanie następujące równanie konstytutywne

&x Eg ( i  + Kg“ -1 ) (2 .1  )

zapisane zgodnie z układem podanym w pracy (5 ). W (2.1) przez ę oznar
x

czono naprężenia normalne, przez Sx - wydłużenie względne, a przez 
E, K, M - stałe materiałowe, które wyznacza się doświadczalnie. Przyj
mować będziemy, że na pręt działają tylko siły leżące w płaszczyźnie 
symetrii, prostopadłe do osi pręta i przyłożone w tej osij oznaczać je 
będziemy symbolicznie przez q(x), dla x e L  = |x: 0 < x  <l}i gdzie 
1 będzie długością pręta. Oprócz wspomnianych obciążeń q(x) (N/m] wy
stępować będą na brzegach pręta - sfły skupione P(x^) = Pi [n]dla x̂ e 
9L = |xq = o| = ij , k ^  2. Przez L (9L) oznaczono: zbiór
punktów osi pręta (brzegowych). Do wymienionych powyżej sił należy do- * 
łączyć jeszcze momenty zginające, które oznaczać będziemy przez m(x) 
[Nm/m] xeLj M(x^ ) = M^jNm], x^edL W przypadku, gdy między punktami 
brzegowymi występować będą siły lub momenty skupione, przyjmiemy:
q(*)|x=0C - “ Qj5(xj«^j) m(x )|x=oc. “ Mj8(Xj»^j)» 6dzie ) oznacza 
dystrybucję (deltę Diraca). ^

Przyjmować będziemy teorię liniową geometrycznie, z której wynika, 
że wydłużenie względne £x = £x(x,z) w przekroju pręta, przy założo
nej poprzednio symetrii i rodzaju obciążenia, wyrażać się będzie rów
naniem

e / \ du d2w dw /_ „\
£x(x*z) dx = ” z ~ 2 ’ u ° " z dT ' (2*2)dx

Z każdym punktem osi pręta wiązać będziemy prawoskrętny, ortonormalny 
lokalny układ współrzędnych x, y, z: oś x pokrywać się będzie z o- 
sią pięta, oś z leżeć będzie w płaszczyźnie symetrii pręta. Przemie
szczenie dowolnego punktu osi pręta (o współrzędnej x), w kierunku 
osi z oznaczać będziemy symbolem wj będzie ono tylko funkcją współ
rzędnej x:w = w(x), xe [o,l],
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3. Wariacyjne przedstawienie zadania
Do rozwiązania występujących w zadaniu problemów brzegowych, nieli

niowych stosować będziemy podejście wariacyjne, por, z odpowied
nich twierdzeń mechaniki ośrodków odkształcalnych wynika, że w stanie 
równowagi ośrodka, całkowita energia potencjalna ośrodka

V = / )dv - j  X± dv - j  X± u± df (3.1)
T  "V dT

osiąga ekstremum (minimum), czyli

fi [V] = 0. (3.2)

Oznaczenia występujące w (3.1 ) są analogiczne jak w £2j.
W rozpatrywanym tutaj przypadku zginania pręta, energia odkształce

nia zależeć będzie tylko od £ , skąd ‘JKfi. .) =$(£ ) = d£ | pod-X ljj X I X X
Jo

stawiając do ostatniego równania związki (2.1) i wykonując proste przer 
kształcenia uzyskanęy

♦ * £ ’ >•  <3 -3 >

Podstawiając (2.2) do (3.3)* a następnie tak otrzymany wynik do pier
wszej całki w równaniu (3.1), uzyskujemy - po wprowadzeniu całki ite-
rowanej A  ) - / ( ) / (

y  l f

)dv rj<ł>(ex )dv - j E/ l / . |l + ̂ (̂ -r|) Jdx, (3.4)

gdzie

/ / I(M)
Iy(x) z2dydz, =y(-z)“+1dydz, ^ “j-
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Przejdziemy do przystosowania drugiej całki występującej w równaniu 
(3.1) do rozpatrywanego tutaj zadania szczególnego. W tym celu przyj
miemy, że siły masowe mają w pręcie następującą postać:

X1 = m(x)6’(xtz,£), ^  * 0, » q(x)8 (x»z,l), (3.5)

a odpowiadające im przemieszczenia mogą być określone równaniami

Uj - u - - z , u2 » v = 0, u^ ■ w(x), (3.5)

gdzie występujące w (3.5) symbole 6 , 8 ’ oznaczają kolejno, dystry*- 
buoje zmiennej z oraz pochodną delty Diraca, względem zmiennej z.

Uwzględniając w drugiej całce wzoru (3.1) zależności (3.5), (3.5’)
a także wykorzystując własności delty Diraca i jej pochodnej (j 5’zdP=1,
6dx » 1), po uprzednim uwzględnieniu całki iterowanej, uzyskamy:/

- j ui dv - j"ą(x)w(x)dx + f m(x) dx. (3.6)
y  l  i.

W podobny sposób obliczymy trzecią całkę wzoru (3.1), przyjmując 

X. = M^’ix ^ z ,^ ) ,  X2 -  Oł Xj «  P ^ x ^ z , ! )

(3.7)
dw(Xi)

“ " z ' dx " ■ ui» ^2 ■ °* ^  ■ ^ xi' “ wi*

Podstawiając (3.7) do drugiej całki równania (3.1) i biorąc pod uwagę, 
że mamy do czynienia z siłami skupionymi otrzymamy
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Podstawiając (3.4)» (3.6), (3.8) do równania (3.1) uzyskujemy zwią
zek określający całkowity potencjał 1)61151 zginającej, dla której mode
lem jest ośrodek Ramberga-Osgooda

v[w(x)] = j  Jj +jí(~) Jdx dx -

Minimalizacja funkcjonału (3.9) może być przeprowadzona tradycyjnymi 
metodami-s uzyskamy wtedy nieliniowe równanie różniczkowe, a także wa
runki brzegowe lub też - po przyjęciu, w rozpatrywanym przedziale x, 
x + h, kształtu funkcji w(x), - wykonaniu całkowania możemy uzyskać 
macierz sztywności całego układu, co jest podejściem typowym dla meto
dy elementów skończonych. Można wreszcie minimalizować funkcjonały ite- 
racyjne, por. [łj, sposobami wymienionymi poprzednio.
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