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WARIACYJINE UJECIE PROBLEMU BRZEGOWE@ TEORIN1 SKRECANIA
PRETOW DLA OSRODKA NIELINIOWEGO FIZYCZNIE
(Komunikat)

Streszczenie. W komunikacie przedstawiono wariacyjne ujecie proble-
mow brzegowych teorii skrecania pretow prostych, dla ktdrych mode-
lem Fizycznym jest nieliniowy oSrodek Kauderera.

1. Wstep

Przedstawiono tutaj wariacyjne ujecie probleméw brzegowch teorii
skrecania pretow prostych, dla ktorych modelem fizycznym jest nieli-
niowy osrodek Kauderera.

Podstawy klasycznej, de Saint Venantowskiej, teorii skrecania pre-
tow wyczerpujaco oméwione sg w monografii N.Ch. AHUTIUNIANA, B.t._ABRA-
MJANA [i], natomiast sposéb wariacyjnego ujecia przyjmujemy zgodnie z
D]1- [4]. Podstawowe rownania mechaniki osrodkéw Fizycznie nielinio-
wych wyprowadzone zostaly przez H. KAUDERERA QQ -

Pewne szczeg6lne problemy nielinione, odnoszace sie do skrecania
pretow, przedstawiono w pracach: J.A. BARGA, W*I. MISZENA &7] (pret o
przekroju prostokgatnym™ H. KAUDERERA [5] (przekroj kolowy 1 eliptycz-
mny)! 0.S. KDSVDDAMEANSKIEGO, N.E, ZIMY (T (przekrdj eliptyczny z dwo-
ma wtraceniami.)} N.E. ZIMY [7J (przekroj eliptyczny z ekscentrycznym
walcowym wycieciem).



202 Robert Wojcik

2. Sformuowanie zadania

AnalizowaC bedziemy zagadnienie skrecania preta o stabym przekroju
Jednospdjnym, ktdrego os Jest linig prosta, przechodzaca przez sSrodki
ciezkosci przekrojow poprzecznych preta (oS z-tow). PrzyjmowaC bedzie-
my klasyczne zalozenia w stronie geometrycznej teorii, z ktorych wyni-
ka, Zze przemieszczenia w kierunku osi X, (), tj, funkcje uly, 2,
(v(X, 2)) moga byC okreslone przez

u=-0yz, v =0xzj ,.D

podobnie w stronie statycznej przyjmiemy zgodnie z [1]:

Xz dy 7 yz dx ~
G2)

K - 2 GOIfr(x,y)adxdy, p(x.y) [Kty)ear = O.

Natomiast w stronie fizycznej zadania przyjmowa¢ bedziemy, Ze modelem
preta jest oSrodek Kaudereraj w tym przypadku katy odksztatcenia po-
staciowego <z, okreslone sa zwigzkami

U -1te2 - v @3’

W @2,D) - 2,3) P(x,y) przedstawia funkcje naprezen, S - intensywnosc
naprezen, K - moment skrecajacy, dzialajacy w przekroju brzegowym z =
“ 1, © - jednostkowy kgt skrecenia, P - zbidr punktdw przekroju pre-
ta, G, - stale materiatowe wyznaczone doswiadczalnie. Rozpatrywany
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pret bedzie walcem: T =r3Cl,= |(X,Y)| XJz: 0<z <I] j brzeg obsza-
ru r amaczalby przez dr.

3. Wariacyjne przedstawienie zadania

Rozwigzanie problemdw brzegowych teorii skrecania pretow dla osrod-
ka nielinionego fizycznie, sprowadzimy do ekwiwalentnego zadania wa-
riacyjnego por. [33» [4]; z odpowiednich twierdzern mechaniki oSrodka
statego odksztakcalnego wnika, ze w stanie rownowagi statycznej osrod-
ka calkowita, sprzezona energia potencjalna osrodka

V =/1(65 ) —j \ u df @G.1)
y

osigga ekstremun (minimum), czyli
6[v]=o0. (3.2)

Przy wystepujacym tutaj stanie naprezenia, okreslonym naprezeniami
stycznymi Txz, X z (row, (2.2) oraz przyblizong wartoscig funkcji

NE2) (row. pierwsza cadka wystepujgca we wzorze (3.1), por-.
[3)J, ma postac
/> Gij)dv = + oC)dv™ (G™3)
-y W
gdzie
e
- f

Poniewaz wystepujacy stan naprezenia jest okreslony funkcjg dwu anien-
nych (X,y), przeto przedstawiajac calke objetosciowg (3.3) jako itero-
wahg oraz unzgledniajac row. (2,3 )2* mozemy po prostych “przeksztakce-
niach uzyskac
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4 * S *1i ARQPT J—

T F G.3)
Przystapimy do przeksztakcenia drugiej calki romnania (3.1)] wystepu-
Jace w niej wielkosci (G =1,2,3) oraz sg kolejno sidami

dzialajacymi w miejscach zadanych przemieszczen. Poniewaz w przypadku

skrecania pretow przyjmowaC bedziemy, ze pret jest utwierdzony w prze-
kroju zo O przetodla z=0 mamwy Ww»* =u=0, ug=v =0, U =
= w = 0. Na powierzchniach tworzacych walca nie wystepujg obcigzenia,

zatem X=0,dla (X,y,z)edT\ moju {z =1} ). Jedynie w
przekroju z =1 wystgpig zadane przemieszczenia,ktore okreslajg wzo-

ry @2.1)

U, =u]z=l =-0yl, u2=v|z=1l =texl, ™ «w. G

Odpowiadajace przemieszczeniom (3.4) sidy okreslimy rownaniami

= 22N (2)» N2 ="zy = 0. @G3.5

W (3.5)6( ) Jjest dystrybucja (delts Diraca).
Podstawiajac (3-4), (3.5) do drugiej cabki (3.1) oraz uwzgledniajac
zwigzki (2.2 i piszac calke iterowang uzyskamy

- J\ uxdf=G0o2lfixg + yg)dxdy. @3.6)
aT r
Stosujac do ostatniego wzoru przeksztakcenie Greena dla obszardow jed-
nospojnych oraz uwzgledniajac (2 . 2 otrzymamy

-y Xt ut df = - 26021°(5y)dxdy =OKL. G8)

Wzér (3.6°) jest taki sam jak przy zadaniu liniowm, co jest konsekwen-
cja przyjecia niezmienionej strony geometrycznej i statycznej. Podsta-
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wiajac (3.3D, (3.6D do rownania (3.0 uzyskujemy rdwnanie okreslajace
sprzezong energie potencjalng skrecanego preta dla osrodka nielinione-
go fizycznie:

+e0\ fe* +C 1}~ 4 FC*y.]asly G

Poréwnujac (3.7) z analogicznym funkcjonadem dla zadania linionvego por.
£43, widzimy, te jego posta¢ jest bardzo zkozona, powiekszona o czion
zawierajacy mnoznik gdy przyjmieny "2 =0 (zadanie liniowe)
uzyskujemy wtedy funkcjonat liniowy, stosowany przy rozwigzaniach przy-
blizonych teorii skrecania.

Minimalizacja funkcjonatu (3.7) przeprowadzona metoda tradycyjna
daje w wyniku nieliniove rownanie rézniezkowe czastkowe,ktdre moze byc
rozwigzane z kolei metodg iteracyjng- Do zminimalizowania funkcjonadu
(3.7) moze by¢ tez stosowana metoda elementu skoriczonego lub minimali-
zacja iterowanych funkcjonatdw, por, [3], co sprowadza problem do mi-
nimalizacji funkcjonaddow liniowch, przy wykorzystaniu metody kolej-
nych przyblizen.
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