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S t r e s z c z e n ie . W p ra c y  podano ro z sz e rz o n ą  zasad ę  s u p e r p o z y c ji  w s t a 
ty c e  układów le p k o sp rę ż y s ty c h . Do k o n s t r u k c ji  t e j  za sad y  wykorzy
s ta n o  ro z w ią zan ie  podobne, k tó r e  w yznacza pewna a lg e b r a  l in io w a .

Wstęp

Będziem y r o z p a tr y w a li  pewne a lg e b r a ic z n e  w ła sn o śc i równań układu  

le p k o sp rę ż y ste g o
4

A * Y = C ,  ( 1 .1 )

g d z ie  A = ^  mac^ e rz $  s p r ę ż y s t o ś c i  a n a lo g ic z n e g o , t j ,

z n a jd u ją c e g o  s i ę  w t e j  sam ej k o n f ig u r a c j i  u k ład u  s p r ę ż y s te g o , R ( t )  -  

fu n k c ją  z a le ż n ą  od T eo lo g iczn y ch  w ła sn o śc i m a te r ia łu  uk ładu  ( p o r .  1 ,
O

2 ,  3 ) , ' /  r  -  -  p r ę d k o śc ią  poszukiw anych fu n k c j i  uk ładu  ( s i ł  lu b  p rz e -  
lnxlj \

m ie sz c z e ń ), -  m ac ie rz ą  f u n k c j i  znanych, a sym bol *  ozn acza

m nożenie sp lo to w e m a c ie rz y .

Równanie ( i . 1 )  będziem y t r a k to w a l i  jak o  lin io w e  p r z e k s z ta łc e n ie  w 

pewnej n-wymLarowej p r z e s t r z e n i  wektorowej 'Y  nad polem  d y s t r y b u c ji  

D z mnożeniem splotow ym . B a d a ją c  w ła sn o śc i te g o  p r z e k s z t a łc e n ia  uzy

skamy nowe w yniki w s t a t y c e  układów  le p k o sp rę ż y sty c h . W p ie r w sz e j ko

l e jn o ś c i  wprowadzimy pewną a lg e b rę  l in io w ą ,k t ó r e j  elem enty generować 

b ęd ą  ro z w ią z a n ie  podobne, a  n a s tę p n ie  podamy o gó ln ą  p o s ta ć  tzw , za sad y  

s u p e r p o z y c j i .



220 Jan  Kubik

2 .  A lgeb ry  ro z w ią z a ń  podobnych

P rzed  wprowadzeniem  a lg e b r  ro zw iązań  podobnych p rz e a n a liz u je m y  n ie 

k tó r e  w ła sn o śc i w ielom ianów  m ac ie rz y  A  ( p o r .  [ 4 * 5 j )

B  = <Pq *  I +  «P1 *  A  +  . . .  +  e  D. ( 2 . 1 )

W yrażenie pow yższe j e s t  o g ó ln ą  p o s t a c i ą  w ielom ianu m ac ie rz y  A  , p rz y  

czym m ac ie rz  B  j e s t  przem ienn a z m a c ie rz ą  A  . Z f a k t u  te g o  wynika 

pew ien  ciekaw y w n io sek : j e ż e l i  przemnożymy rów nanie ( 1 . 1 )  le w o stro n n ie  

p r z e z  m ac ie rz  B  ,  t o  wobec p rzem ien n o śc i m nożenia sp lo tow ego  b ę d z ie• j
z a c h o d z iło  A * ( B * Y )  = ( B *  C ) .  Wynika s t ą d ,  że w ektorow i C = B  *  C

b ę d z ie  przyporządkow any w ektor 1Y  = B * Y  -  nowe ro z w ią z a n ie  rów n ania

( 1 . 1  ) .  Uzyskujem y w te n  sp o só b  d la  p a r y  wektorów (C ,Y ) e  *V x"V nowe 
1 1 • s n  n

w ek to ry  C , Y  , k tó r e  rów n ież s p e ł n i a j ą  rów n anie ( i . 1 ;  .  Można wyka

z a ć ,  że  z b ió r  m a c ie rz y  p o s t a c i  (2 .1  ) w yznacza a lg e b r ę  l in io w ą  nad po

lem  d y s t r y b u c j i  D. A lgeb rę  t ę  nazwiemy a lg e b r ą  rozw iązań  podobnych i  

oznaczym y A l.  M acierze  B  e  Al g e n e r u ją  nowe ro z w ią z a n ie  równań s t a 

t y k i  układów  le p k o s p r ę ź y s ty c h , k tó re  nazwiemy rozw iązan iam i podobnym i. 

N a to m iast r z ą d  a lg e b r y  A l j e s t  równy s t a t y c z n e j  w zg lęd n ie  geom etrycz

n e j  n ie w y z n a cz a ln o śc i u k ła d u ,

3 .  Z asada s u p e r p o z y c j i

W l in io w e j m echanice c i a ł a  o d k sz ta łc a ln e g o  i s t o t n e  zn aczen ie  p o s i a 

d a  z a sa d a  s u p e r p o z y c j i ;  s to so w an ie  j e j  um ożliw ia kon struow an ie nowych 

ro z w ią z a ń  zadań  m ech an ik i n a  p o d staw ie  pewnych in n ych , znanych ro zw ią

z a ń . N a le ż y  p o d k r e ś l i ć ,  że z a sa d a  t a  w ynika z l in io w o ś c i  równań mecha-

x 'Równanie ( 1 . 1 )  można p rz e d sta w ić  w równoważnej p o s t a c i

A * Y  = C * H  + AY0 , ( i . i )
g d z ie  Y q j e s t  w a r t o ś c ią  początkow ą w ekto ra  Y ,  a  H ( t )  fu n k c ją  H ea- 
v i s i d e * a .  W tym p rzypad k u  w ektorow i C = B  *  (C *  H + A Y q ) p rz y p o rz ąd 

k u j emy w ektor Y  = B  *  Y .
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n ik i, a w przypadku szczególnym -  z równań (i .1 ).W postaci znanej moż
na ją  sformułować jako następujące twierdzenie:

Z.S : Je ż e li  pary wektorów (C , Y  ) , . . . , ( C  , Y ) e T  x T  spełnia- ' 1 ’ 1 n n n n
ją  równanie (1.1 ), to para

( oC + . . .  + oCnę ,  ^  + . . .  + o i ^ ) .  0C11 . .  .0^  € R

również spełn ia równanie (i .1 ) .
Słuszność tego twierdzenia wynika z liniowości przekształcenia ( i  .1 )  

w Y n .

Wykorzystamy teraz algebrę rozwiązań podobnych,dla układu (1 .1 ), do
sformułowania ogólnej postaci zasady superpozycji w układach lepko-

.11»
sprężystych. Będziemy mianowicie rozpatrywali pary (C,Y) należące do
rodziny rozwiązań podobnych P((C,Y),(Ć,Y) e P.

Pozostaje prawdziwe następujące twierdzeide:
1 1 * n n * ą /Ą

Z.S^: Je ż e li  pary (C ,Y ),...,(C ,Y ) € P , to para (Ć,Y), gdzie C =
- * 'c + <P2 * 2c + ... + <Pn*nC , £  = Ą  *’y + ’p j Y + ... + fn*Y,
<P1 ,...,<P n e D, również spełn ia równanie (i .1 ).

Korzystając z równania ( l .1 ł) możemy napisać równoważne do ZS„ twier- 
dzenie

Z.S^: Je ż e li pary (C *  h + a V  ,V ) , . . . ( C  *  h + A Ą ,)V )e P ’ to para
OA A. 0 O

C#Y)f gdzie

Ć = «^ * (C *H +A(Yo)) + «P2* ( C * h  +a (y0)) + ... +<Pn*(C* H +A(Y0)),
A 1 2 n
Y  = ^  *  Y  + <P2*Y +  . . .  + Y , również spełnia równanie (1 .1 ) .

Ostatnią postać zasady superpozycji uzyskujemy rozpatrując ponownie
n™par wektorów (C,Y)........ (C,Y) oraz algebrę AL:11 n n

Z .S .: Je ż e li  pary (C,Y)........(C,Y) e r  x T  spełn iają  równanie
, . ł  1 1  n  n n n
(1.1 ), to para
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( B * C  + I3 * C +  . . .  + B * C ,  ^  *  Y  + | * Y +  . . .  +B * '/ ) ,-B 1,B2 f . . .B n €JłL<

s p e ł n i a  rów n ież rów n an ie  ( i  . 1 ) .

P rzy to czo n e  t u t a j  z a le ż n o ś c i  s ą  praw dziw e, poniew aż każda p a r a  wek

torów  p o s t a c i  ( B * C , B  *Y r) rów nież s p e łn ia  rów nanie ( 1 . 1 ) .

W yniki ZSg, ZS^ i  ZS^ s tan o w ią  i s t o t n e  r o z sz e r z e n ie  z a sa d y  su 

p e r p o z y c j i .  W s z c z e g ó ln o ś c i  z ZS^ i  ZS^ w ynika, i l e  różnych  stanów  

n a p rę ż e ń  i  p rz e m ie sz cz e ń  można uzyskaó z każdego ro z w ią z a n ia  równań 

s t a t y k i  układów  le p k o sp rę ż y s ty c h .
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