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KAROL PETKE

O WSPÓŁCZYNNIKACH FUNKCJI POŁOWO P-USTNYCH

Streszczenie. Niniejsza praca dotyczy problemu współczynników funk
cji połowo średnio p-listnych. Wykorzystano w niej metodę połową, 
opierając się głównie na analogicznej nierówności jaką podał G.M. 
Gołuzin dla funkcji p-listnych.

Niech w = f(z) będzie funkcją holomorficzną lub meromorficzną w 
obszarze D, i niech n(w) = n(R e ^ ) oznacza liczbę pierwiastków rów
nania f(z) = R e^, (R ̂  0 -  rzeczywiste).

Funkcję f(z) nazywamy p-listną w obszarze D, jeżeli n(R e^) <  p 
(p-naturalne).

Funkcję f(z) nazywamy połowo średnio p-listną (p-dodatnie) w ob
szarze D, jeżeli zachodzi jeden z warunków

R 23T
A.

0 0

dla każdego R ^  0

B.
r 0

dla każdego r >  0 i dostatecznie dużych R.



224 Karol Pethe

Oznaczmy przez
5̂  - klasę funkcji postaci

(i) f(z) = zP(l +  ̂ 2 ^

holomorficznych i p-listnych w kole K = z: jz: |z|<l|
S p  - klasę funkcji postaci

(u) rt?) -»»a + ^  —) - 2 j l ' %  ’ 1
K=-P

meromorficznych i p-listnych dla & e Kł =

Ś - niech będzie klasą funkcji postaci (i) spełniających warunek A
- niech jest klasą funkcji postaci (li) i spełniających warunek 
A.

fO
2 ^  - niech jest klasą funkcji mających rozwinięcie (li) i spełnia

jących warunek B,

Nierówność G.M. Gołuzina C3]

IpCre^J^de^O dla P e 2 p, \ >  0,5r

ma swój analogon w klasie funkcji połowo średnio p-listnych. Otóż I.E. 
Alenicyn [ij wykazał, że

2X
(lii) ^  i ^(re30)^ d02s 0 dla r > 1  i 0s£A<2,

"0
-_____________ rp

gdy F e S  oraz K >  2, gdy F e S .
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Z dotychczasowych rezultatów związanych ze współczynnikami funkcji 
w klasach Sp, 2Hp Śp, 2 p znane są oszacowania |ap+l| <

|ap+2 1 <  P(2P + 1 ) [4] |ap+3| <  | p(p+1) [5] , gdy f e SpłJap+1| <  2p
[6], gdy f 6 Śp, p_p+1|< 2 p, |h_p+2|< P(2p-1), gdy P e 2 p [i] .

Dla współczynnikóv/ funkcji p-listnych znane są również następujące
oszacowania podane przez G.M, Gołuzina [3]•

Jeżeli h = b p+2 ••• = b p_̂ĵ — dla n = k+1, k+2,«««,

2k+1, (kS»l), Pe^ p oraz jeżeli ap+1 = P+2 = •••

ap+k = °* t0 dla n = k+1* k+2,..,2k+1, jap+nj< , gdy f e Sp.
Można zauważyć, że oszacowania te z uwagi na nierówność (lii) łatwo 

dadzą się przenieść na funkcje połowo średnio p-listne.
Ponieważ w literaturze nie znalazłem dotąd sformułowania takich twier
dzeń dla funkcji połowo średnio p-listnych, wydaje się celowym to u- 
czynić. Tak więc

Twierdzenie 1. Jeżeli funkcja f(S) 6 S  oraz
® i

b „ = b _= • • • =  b ,=0,-p+1 -p+2 -p+k '

to dla n =  k+1, k+2, ..., 2k i 1 < k < p

Ib I ̂  • (i)| -p+n| n '

Przy czym równość zachodzi tylko dla funkcji

•n -2ŁP(£) .fcPfc + JL) n, |ę| . 1.



<X>
Twierdzenie 2. Jeżeli funkcja P(5)e oraz b = b ^+2 = ...

= "b_p+k = °» to dla n = k+1, k+2, 2k+1, i k ̂  2p

2 2 6    Karol Pet hę

z równością tylko dla funkcji

■n 2SL
F(S) = £ P(l + ̂ )  n, |t? | = 1 •

Twierdzenie 3. Jeżeli funkcja f(z) € oraz a^+1 = ap+2 = ••• =
= a^+k = 0, to dla n=kf k+1, 2k-1 i k >  2p

I a I ^  ̂  (3)| p+n| n '

z równością tylko dla funkcji

f ẑ) — ^~~E. ’ w * 1*
(1 +i?zn) n

ro
Twierdzenie 4. Jeżeli P(^)e 2 ^  i posiada rozwinięcie

to

1°. |t>n| ̂  n+p ’ dla P+1 »•••»3p-1
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z równością tylko dla funkcji

P(?) = ?P(1 + ^ )n+P’ M " 1»

2° .
-~̂ p(n-2p)' +~^p(n-2p) + np + 1

dla n >  3p.
Dowód. Nierówność 1° otrzymuje się bezpośrednio z twierdzenia U  

wstawiając do nierówności (2 ) n+p w miejsce n. Aby wykazać nierów
ność 2°, weźmy pod uwagę następujące nierówności

pibp[ + (p+')|v r  + ■ Z - N <  P (4)
n=p

P p J  + 2l2V 2l + -  + (2I~1 ’l^p-il + + b2| +

♦ (2p*l!|2t3pł, + 2»pV l | 2 + ...<2p. (5)

Nierówności (4) i (5 ) otrzymujemy z przyjmując kolejno 7v=2 X = 4.

Rozważmy następnie nierówności

Pr]
2 t (p+k)lVk|2 + (p+m“k)|Vm-k|2]

+ ~ - (P + [f])|bp + [f]| + (3p+m)| V m | 2 <  p (6)
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m
Zk=0

a  » . „2p+k p+m-k 2 P + [f]
+ 2 b,3p+m _2e_2p+m (7)

otrzymane z (4 ) i (5 ) przez pominięcie po lewych stronach obu nierów
ności pewnej rdeujemnej sumy składników.

Połóżmy

b = b , b , = V ? b  , , k = 0,1,..., T— 1,p+k p+k* p+m-k p+m-k' ' »•••» |_ 2 J'

- *  B ] ‘ - [ ! ] -
gdy m parzyste, wówczas nierówności (6) i (7 ) przyjmą postać.

+ ^ I W l I  + (3p4B,)|b3p«a|2 <  P (8)k=0

l i

Oznaczmy przez O. zbiór punktów (t̂ , ,•••*^)+jn»t>3p+n) spełnia
jących nierówności (8) i (9 ).
W zbiorze £2 będziemy szukać kresu górnego modułu współczynnika ̂ p+m* 

Zauważmy, że kres ten jest osiągnięty w zbiorze Q  , ponieważ zbiór 
ten jest ograniczony i domknięty.
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Lemat 1

T l V m |  > 2 ^ 52p+m

Dowód. Nie pomniejszając ogólności możemy przyjąć, że współczynnik 
b3p+m êst rzeczywisty ujemny. Istotnie, gdyby

i<i5-
b3p-Hn = |b3P+m| e ^  * (2k+1 *• k “ całkovdte

to wtedy można by zastąpić badanie modułów współczynnikóv/ funkcji f(?>) 
badaniem modułów współczynników funkcji

. .■* >«.«’).

gdyż moduły współczynników tej funkcji są równe modułom współczynników 
funkcji i*(5), przy czym współczynnik 3p+m-ty funkcji $ (%) jest u- 
jemny.

Połóżmy

b*3p+m “a"

Gdybyśmy teraz przyjęli b = b „ = ... <= b =0, to w myśl (9 )p p+1 p+m

|b3p+m | = 2 IfżfŁ ’

jednakże wówczas nierówność (8) byłaby ostra. 
Przyjmuj 
kie aby
Przyjmując więc b , b »...,b rzeczywiste dostatecznie małe i tar P P+I P+m
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otrzymamy pewne

V 2

więc

_2>_2p+m

czyli

lbW  >
12 >2p+n *

f rl\J ro «v \ _
Oznaczmy przez zbiór tych punktów tb^f bp+1, Sp+a'6 ’

dla których 'b̂ p+m = ^3p+m* 0czirvv:5-ście Łl̂ C .

Lęmąt_2. Jeżeli (bp, tp+1,...,bp+rri, t3p+m) e ^ 1. to

[f]

k=0
|(p+k)|bp+k| + (P+m-k)|bp+m_k| J + 3p+n|b*p+m|2 = P (10)

,[f]
2k=0

<N> ł\> *b , b , + 2 b_ p+k p+m-k 3p+m --SE- •2p+m (1 1)
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Dowód« Rozpatrzmy trzy przypadła.

1° Przypuśćmy, że dla pewnego (bp , ^p+-|»•••»^p+m'b3p+m) e

PO2 ł H l W l  + (p+n_1° l V m - k | 2] + (3p+m)|b3p+m|2 < P (10)
lc=0

m
2k=0

<V
^p+k ̂ p+m-k + 3p+m <

wówczas można by powiększyć |h*p+m| nie zmieniając pozostałych współ
czynników i zachować ostre nierówności (10) i (11 ), co przeczy temu,
że Ib* I Jest maksymalny. ' 3p+m|

2° Przepuśćmy z kolei, że dla pewnego (bp, p̂+1»•••»̂ p+m»t3p+meQi*

[f]
2 ^[(p+1°IVk| + (p’Hn"k)I W k |  ] + (3P+m)|b3p+m| =P (10,,)
k=0

[f]
2k=0 b b + 2b, 12<  • (n”)p+k p+m-k 3p+a| 2p+m

Zauważmy, że przypadek bp = bp+1 = ... - bp+Q = 0 wobec^ lematu 1 
nie może zachodzić. Wówczas wobec ciągłości lewej strony (11”) można
tak zmniejszyć |bp|, |bp+1|.... |b^m| i powiększyć |b*p+m|,żeby ostra
nierówność (11”) oraz równość (lO”) zostały zachowane, co wobec maksy- 
malności |ł*p m | Jest niemożliwe.
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3 Przypuśćmy teraz, że dla pewnego (b , b ....,b ,b, )e£2.p' p+1* ’ p+m* 3p+m 1

ffl
2j2-[(p+k)|Vlc| + (p+E-k)|Vm-k|2] + (3p+m)|b3P+m|2 <  P * (l°W)k=0

V k  bp+m-k + 2 b3p+ml = 2 ^  * ^Ek=0
Można tak zmienić argumenty liczb b .,b , k = 0,1,..,|— | ,p+K p+m-K

nie zmieniając jednocześnie ich modułów, żeby suma

[f]
R > 0

k=0

przybrała dowolny argument i zachowała swój moduł. Przypuśćmy, że oC +
= 2 13T, 1 = 0, — 1,..., wówczas zmieniając oC i nie zmieniając b*3P+E1
można by zmniejszyć lewą stronę (li’” ) i otrzymać przypadek 1 co jest 
niemożliwe. Zatem cC = 213T i tym samym H >0,

Jeżeli teraz powiększymy |bp|, |bp+1| ,•••»|~p+m| do liczb |b°j,

|bp+l| |bp+m|* tak* aby

lii  PŁ-ii i iJŁiBi - C >  1,
W  I V l |  I V m |

to wówczas suma H pozostanie dodatnia i zostanie powiększona. Więc 
na to, aby zachodziła równość (11,M) moduł b*^+m musiał by być powię
kszony wbrew temu, że jest on maksymalny. Zauważmy ponadto, że dla C 
dostatecznie bliskich 1 nierówność (l0,rt) zostanie zachowana. Wyklu
czyliśmy więc również przypadek 3°.
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Lemat 3. Jeżeli (ty *p+1 > * **» V m* b3p+Tn) e &•)» to iloczyny

V *  ^p+m-k’ k = °»1 [2J • 2 ̂

są nieujemne.
Dowód. Z dowodu lematu 2 wynika, że

m
H =2 ^  v>°.

IV IV

p+k p+m-k
k=0

IV IVwobec tego, istnieje składnik bp+k bp+m_^ simy H taki, że

r» < v » 0 V ™ - * , 1 *

Połóżmy

~ i$ p+k ~ „ p+m-k
p+k = ?p+k * p+m-k ?p+m-k

*p+k + *p+n-k " Vk ’ k = 0,1 BO*
Wykażmy najpierw, że iloczyny (12) są rzeczywiste. Jeżeli dla każdego 
k * kQ ęp+k ęp4in k =* °, *0 lemat jest udowodniony, Przypuśćmy, że dla
p ewnego k * k ę ^ ę  v'>0 1 we2®y pod uwagę wyrażenie
Im(E ,S ,) + I m C ę ^ b  , ) p+k p+m-lc P+ o P+m~ o

£p+k §p+m-k sin ̂ p+k + ?p+k Qp+m-k sin^p+k + C1 *



234 Karol Pethe

Oznaczmy przez fOP k. f k ) wyrażenie He(lp+k bp+m_];) + Re(bp+k
~ \
p+m-k '»1 o

f^p+k’ ̂ p+k^' " ęp+lc ?p+m-k co°^p+k + ?p+kQ ?p+m-k_ co"'^p+ko* ( ̂ 4)

Przyjmując (i 3) ze stałą jako warunek uboczny możemy traktovać
f(fp+k» tPp+]c ) jako funkcję tylko zmiennej fp+k.

Rozpatrzmy dwa przypadło.

af< V ’ V  5
’ •  —  « < *  “ •Tp+k

wówczas zachowując warunek (13) # jak również i rzeczywistość suoy H, 
można przez odpowiednią zmianę wartości fPp+,„ i 'Pp+k zwiększyć (14)
a tym samym zwiększyć i sumę H. Możemy więc przez odpowiednią zmianę 
wartości >P , i 'P , zwiększyć sumę H, a następnie przywrócićP+K p+K

f ® , ryj ro
i ej dawną v/artosc przez odpowiednie zmniejszenie modułow b^#
b . Wór/czas równość (11 ) zostanie zachowana, natomiast równość (10) p+n
przejdzie na ostrą nierówność, co wobec lematu 2 jest niemożliwe. 
Przypadek 1 nie może więc zachodzić.

2. Niech teraz

dfOP

wówczas z (1 4 )

ww = 0,
p+k

df (f , , f  , )T p+k’ p+k
d^p+k ~ p̂+m-lc S n̂ 'fp+k
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dW 0
" eP+k0 ?P+m“k0 3inV * 0 d<Pp+k = °’

zaś wobec (i 3)

*»ko _ ^p+k p̂-rei-k c0° ̂ p+k ̂
d^p+k~ ^P+k0 ̂ P-w>-k0 C0S ̂ P+k0

więc

di(V f V *  ’
 ep«rt(,,łn< W  ■ “ sV k

skąd

tg ̂  = tgfP+k0

V k = V k0 + ̂  ’ lk = °* + 1

Suma H da się więc zapisać w postaci

i-P [f]p+K >r— i xx «,
H = 6 Z j  V k §P+m-k 6 * \  = °*

p+kQ ±1$

k=0

Ponieważ suma H jest rzeczywista, więc

< U  = s:r’o

gdzie S jest liczbą całkowitą, a stąd i wobec (i 5) V k 
z czego wynika, że iloczyny (i2) są rzeczywiste.

Wykażenty teraz, że są one nieujemne.

(s+i^jr
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Przypuśćmy, że istnieje takie jQ, dla którego

i\) i\J

bp+jQ bP+m-30 <  °* (16)

Wćwczas, wobec H >  0, musiałoby także istnieć takie j^, że

b , b . >  O. (1 7 )p+m-3Ł

Połóżmy następnie

b , b . + b . b „  ̂ = d, d - stała, (18)P+30 P+m-30 P+31 P«ł-D1

wtedy wobec (16) i (i 7) można by tak zmniejszyć Ib . I, Ib .
i p + ^ n  p+m^ 0r

|bp+31|* |bp+m-j j * aby W£Lmnek (18) tył zachowany.

Wówczas równość (11) będzie spełniona, natomiast równość (10) przej
dzie na ostrą nierówność, co przeczy lematowi 2,

lemat 4. W zbiorze £2̂  istnieją takie punkty (b̂ , bp+-j»• • •»bp+m» 

3p+m̂b* w J »  dla Wórych

bp. bp+1,***,bp+m są nieujemne. (l9)

Dowód, Wystarczy, jeżeli przyjmiemy

bp+k = | bp+k| * V m - k  " | bp+m-k|’ k = 0,1 • •*" L2J*

ponieważ wtedy iloczyny (1 2 ) pozostaną nieujemne i jednocześnie równo
ści (1 0 ) i (1 1 ) zostaną zachowane.

Okazuje się więc, że przy szukaniu kresu górnego modułu współczyn
nika tu +m wystarczy brać pod uwagę tylko te punkty (b , b .,,,,, 
fO \ ' r\3 Oj »O P P"ł* •
bp+m’ b3p+m e * dla ktorych bp* bp+i»•*,,bp+m* są !lieu']'el:me oraz
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b3-D+m Oznaczmy zbiór wszystkich takich punktów przez Oczy
wiście C Q oraz zbiór £2̂  n  nie jest pusty.

Lemat 5. Jeżeli (b . b  b ,b„ ) O. „ n Q_. to ^ p p+1 p+m’ 3p+m Ł1 J 2

OJ OJ

°p+1 ~ bp+2 ” *** ‘Jp+m-1 °*

Dowód. Zauważmy, że jeżeli (bp, b ... bp+r.,b3p+r.̂  6 ^2* 110
zbioru Q 2 należy również taki punkt (b , bp+1, •••»'bp+k_1. ^*+v.
OJ OJ ojô ro ro * r̂-l"b . . f * • • f "b . . < t , b 1 t1 « "b_ ) f k=0p+k+1 p+m-k-1 p+m-k* p+m~k+1 p+m* 3p+m L/U*
dla którego

^ OJ OJ OJb* . b* . = b . b .p+k p+m-k p+k p+m-k

(p+k)b* . + (p+m-k )b* <(p+k)b . + (p+m-k)b .y p+k ' p+m-k r p+k r ’ p+m-k

Wynika stąd, że przy ustalonych

O) oj oj o> oł oj o>
bp,bp+1 bp+lc-1’ bp+k+1 * * * * * bp+m-l;-1’ bp+m-k+1 ’ * * * ’ bp+m’

punkt

(oj oj oj oj oj v F")rfo ,b  b . ,... ,b , ,...,b ,b_ / k = 0,1,..., 177p’ p+1’ ’ p+k’ ’ p+m-k’ ’ p+m’ 3p+m ’ ’ |_2_

dla którego
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oraz

(p+k)?p+k + (p+ffi-k)?p+m-lc (21}

jest najmniejsze, też należy do Q^. Wyznaczamy więc minimum wyrażenia
(21 ) przy warunku (20), 

Oznaczając

&,(b .,b , ) = (p+k)b2 , + (p+m-k)b2 + u(b b - C.),^  p+k’ p+m-k r ' p+k ' p+m-k r p+k p+m-k 1 *

mamy

skąd

6b . p+k
* * * -  - 2(płIt)itłk ♦ - 0

V W ’V°-'-) , 2(p„.t)ę * ̂  o,p+m-k ^ p+k
p+m-k

W  ■ ■ i f e r r  <22>

w M - i r a ] - 0' to)

Jeżeli bp+k 4 0, to wobec (23) }X2 = 4(p+k)(p+m-k) i w myśl (22)
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Gdy b , - wówczas wobec (22) b , = 0 i związek (24) również ^  p+k ' p+m-k ^ '
zachodzi. Podstawiając teraz do lewych stron nierówności (8) i (9 ) w 
miejsce k prawą stronę (24) otrzymamy

2k=0 (p+k)bp+], + (3p+m)b^+m <  P (25)

[f J r
2 ^k=0

P+k £2 „ ,
p+m-k p+k 3p+m <  -22- •2p+m (2 6)

Wybierzmy teraz spośród wartości k = 0,1, dowolne dwie,
np. i,j, gdzie i <  j. Zauważmy dalej, że jeśli nierówności (2 5) i 
(26) zachodzą dla pewrych bp,bp+-],... ,b p̂ -., ^p+m' Eacilodẑ

~ P  + L2J
także dla takich kp»kp+1»• • •» Vi-1 ’ kj+i.kp+i+1 V j - 1 » p̂+j*

V j + 1  * + rmy V m ” dla kt6ryCh

+ ^ p ^ b *  = A p ę b  " + A p ^ b  .1| p+m-i p+i ip+m-j p+j 1( p+m-i p+i \p+m-j p+j

(p+i)b*\ + (p+i)h^ <  (P+Dkp+i + (p+3)Sp+j*

Wnioskujemy stąd, że nierówności (25) i (26) będą także zachodziły 
wtenczas, gdy przy warunku

"\P^T j +~\| b . = C-, C - stałaVp+m-i p+i \p+m-j p+j 2* 2

wyrażenie

(p+i)bp2+i+(p+j)^+ . (28)
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przyjmę najmniejszą wartość. Szukany więc mininium wyrażenia (28) pod 
waiunldem (2 7).

Połóżmy

. ł-Jjal-’g2 . o,),\p-m-i p+x )(p+n-j p+j 2

wówczas

fib .p+X

P + ^ W  = 2 b W v «  = 0,P+J łP+m-jib . p+d

gdyby bp+i # 0 i b^+  ̂* 0, to wobec (29)

(i-j)[m-(i+j)J = 0. (30)

Ponieważ i * j orez i+j<m, zatem warunek (30) zachodzić nie może. 
Wnioskujemy stąd, że co najwyżej jeden ze współczynników b . , k = 

, jest różny od sera,
Wylcażemy, źe będzie nim współczynnik bp, gdy b̂ p+m = b^^^ , tj, 

gdy odpowiedni punkt należy do £1^0 O,̂ , Istotnie, wobec (2 5) i (26)

(p+k)^+k + (3p«a)b^HB< p
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a stąd

(P+k)IV k l + (3p+m)I V m |  <  P (31)

2|Vta| 02)

Mnożąc teraz obie strony (.32') przez ~̂ (p+k) (p+m—k)', a następnie doda
jąc do (31) otrzymamy

2 . | ^
(3p+m )|b3p+m| + 2 -}j( p+k )(p+m-k )'|b3p+m | i (p+k )(p+m_k)' + P*

Zauważmy, że przy maksymalnym |̂ 3p+rn | = y(k)» ostatnia nierówność 
przechodzi w równość

(3p+m)y2(k) + 2 ~̂ (p+k)(p+m-k jy(k) “~^2p+^ "\|(p+k)(p+m-1:)1 - p = 0. (33)

Ponieważ

m ~ 2k (y(k) - 1
dv(k) _ f P+k)(p+m-k)l 2 _
dk 2(3p-ra)y(k) + 2 ̂ (p+k)(p+m-k)'

dla

1 0<k4f ] ’

zaś wobec lematu 1 |k*p+nl| >  \ » zatem |b3p+m| Spełnia róvma“
nie (33) dla k = 0, a więc b^+i = b^+2 = ... = p̂+m_-| = °* 5

jest więc wykazany.
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Na mocy dowodu lematu 5» dla | ̂ 3p+m | więc równanie

2 ___
(3p+m)|b*p+m| + 2\jp(p-m j |̂ *p+m | pCp™)' “ P =

z letórego otrzymujemy następujące oszacowanie v/spółczynnika t3p+m

-^p(p -hu) +"^p (p+m) + P(3P+m) ^ 2 ^ ^ ’ + 1 ̂
I 3p+m| ^  3p+m

kładąc n = 3p+m, m = 0,1,2,... otrzymujemy

-"\lp(n-2p)' +~\lp(n-2p) + np(̂ rc-2p)' +
Pnl« ---------1------H---- ------------  ”>3P.

a więc nierówność 2° twierdzenia IV.

Wniosek 1. Jeżeli funkcja p (§) postaci

F(fc) =^P + ^  + ̂ + . . . + % +

należy do , to

- +^n-2+n(̂ y ^ ‘ + 1)i <; — 1----- 1 .    n .̂ 3npl n

Wniosek 2. Jeżeli funkcja P(^) postaci

f(£) =SP(1 + ̂  + ...)
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należy do 'to n >  3p
1 _ 1• , 2 2 |bn| < C  p n ,

gdzie

C1< C < C 2, G, = - 1 +^2+^'~0,848, C2 = „ o,95.

Wykażemy najpierw, że ^  <  C <  1. W tym celu wystarczy dowieść, że

<  1 dla n >  3p.

Przypuśćmy, że dla n>3p

. - J E g g  + ~ \ Ł .  +  1  + ^ 2 f a r z J  ( 3 4 )
1 n I n  ) n-p

Nierówność (34) jest równoważna kolejno nierównościom

12(n-2n)

a stąd otrzymujemy, że n-2p <  0 dla n ̂ 3p» co być nie może. 
Przypuśćmy z kolei, że
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Wówczas

czyli

1 +

a stąd

-j e b  .j e b c i e .\|n-p i n 4

Zważywszy, że

■ ^ E  . T p E >Din( - S  ^¡ESE _ maz-^ŚL .-4
1 n « > 3 P ^  ^ n n > 3 p 1 n“P n>3p’ 11 ^

to wobec (35) —  - 1 <  - » czyli , a to jest nieprawdą.
i? 4 2

Oznacznęr

i zauważmy, że x jest dodatnim piervd.astld.em równania

x2 .

(35)

" 1,

Wykażemy teraz, że x maleje ze wzrostem n.
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istotnie, wystarczy nam dowieść, że funkcja

i(n,uAn,x ; =
 SE - J

' - dn i— r-'
2x+2

jest stale ujemna w obszarze

2 <  X <  1 1
n 5*3p J

(36)

3
u(n,x) = 0 dla x^ = a Ponieważ n >3p, to xn<  .
Zatem dla n S»3p i x>-^^ n(n,x)< 0, a więc również na obszarzeO
(36) u(n,x) <0.

Tak więc

C. = min x = -1 +~^2 + l/?' i C„ = max x = .
n>3p r>3p
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0 K O SHTAX $yHKUHii p_JKCTKŁK LO MC4ĄIU;

P e 3 ¡o m e

B HacToHineii paboTe ^aeTca oyeHKa ko3$ę>MmieHTa b b
b b ^

KJiacce S p 4)yHKUMH F(7S) = ^ p(1 + ~^+1 + +...) Me-

pÓMOP<i>HhIX B Of)JiaCTH | % | > 1  „ M p-JIMCTHHX B CpejHeM,
3Ta oueHKa HMeeT ĉ ê yioimiii bm,k

-■\b(n-2p)' + 'Vpfr:-2p)+np("V^9p^ + 1)
lŁnl «= J ----------------- S J - i Ł-ii-----------

fljia n ^  3p.

S u m m a r y

In this pa^er the author gives an evaluation of the coefficients b 
in the class of a function, which are analytic and p-yalent in
|£|>1. Their Laurent expansion amonuts to

F(S) = £ p(l + - ^ i  + ̂ =E±^+ . . . ) .

> %2
The evaluation takes the following form___________

-^Vp(n-2p )' +~\jp(r-2p ) + + 1 )

W \ ^   n--------   ’ n > 3 p *


