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KAROL PETKE

O WSPOECZYNNIKACH FUNKCJI POLOWO P-USTNYCH

Streszczenie. Niniejsza praca dotyczy problemu wspédczynnikéw funk-
cji potowo Srednio p-listnych. Wykorzystano w niej metode polona,
opierajac sie ghownie na analogicznej nieréownosci jakg podat G.M.
Gotuzin dla funkcji p-listnych.

Niech w = f(z) bedzie funkcjag holomorficzng lub meromorficzng w
obszarze D, i niech n(w) = n(R e”) oznacza liczbe pierwiastkéw row-
nania f(z2) =R e”, @®™ 0 - rzeczywiste).

Funkcje f(z) nazywamy p-listng w obszarze D, jezeli nR e™) < p
(p-naturalne).

Funkcje T(z) nazywamy polowo Srednio p-listng (p-dodatnie) w ob-
szarze D, jezeli zachodzi jeden z warunkéw

R 231
A.

00
dla kazdego R~ O
B.

ro

dla kazdego r > O 1 dostatecznie duzych R.
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Oznaczmy przez
5 - klase funkcji postaci

O ) = 22 + A 2 A

holomorficznych i p-listnych w kole K = z: jz: |z|<I1]

Sp - klase funkcji postaci
(u) n?) -»»a +° —)-2j|'% 1
K=-P

meromorficznych i p-listnych dla & e Ki=
S - niech bedzie klasg funkcji postaci (i) spetniajacych warunek A

- niech jest klasg funkcji postaci (li) i1 speklniajacych warunek

Al
1

2~ - niech jest klasg funkcji majacych rozwiniecie (Ii) 1 spehnia-
Jacych warunek B,

Nierownos¢ G.M. Gotuzina C3]

5r IpCrerJ”de™0 dla Pe2p, \ > 0,

ma swoj analogon w klasie funkcji potowo $rednio p-listnych. Otz I.E.
Alenicyn [ij wykazak, ze

2X
(UD) N i Mre30)N dO2s 0 dla r>1 1 OsfEA<2,
'0
= Y
gdy FesS oraz K > 2, gdy FeS.
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Z dotychczasowych rezultatow zwigzanych ze wspékczynnikami  funkcji
w klasach 9 ,2Hp $.2 p znane sa oszacowania |jp+l] <

bBp+21< PCP + 1) [4] lo+3l< | p(p+1) [5] ,gdy fe SpHap+l]< 2p
[6].9dy 65, p_p+tll< 2p, |hp+2|<P(2p-1), gdy Pe2p [i].

Dla wspokczynnikév/ funkcjip-listnych znane sgardwnieznastepujace
oszacowania podane przez G.M,Gotuzina[3]=

Jezeli h = b pt2eee = b pY— dla n =k+1, k+2 , ««,
2k+1, (kS»1), Pe™ p oraz jezeli gotl = P42 = eee
ap+k = °* t0 dla n = k+1* k+2,..,2k+l, Jep+nj< ,agdy Fe Sp.

Mozna zauwazyC, ze oszacowania te z uwagi na nierownos¢ (lii) datwo
dadzag sie przenies¢ na funkcje potowo Srednio p-listne.
Poniewaz w literaturze nie znalaztem dotad sformutowania takich twier-
dzen dla funkcji potowo Srednio p-listnych, wydaje sie celowym to u-
czyni¢. Tak wiec

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f(S) 6 S o oraz
i

b—p—{—l’ = b—p+2-:...: b—p+k:0 .
todla n= k+l, k2, ..., 2k i 1l<k<p
Pl o ” @

Przy czym réwnosS¢ zachodzi tylko dla funkcji

-« -2
P(E) .fcPfc +JL) n, Je] - 1.
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%
Twierdzenie 2. Jezeli funkcja P(5)e oraz b =b M2 = _..

='bptk = °» to dla n = k+1, k2, 2k+1, i k2

z rownoscig tylko dla funkcji

m23
FS) =£PA +7~) n, [@]=1-

Twierdzenie3 Jezeli funkcja f(z) € oraza’™l = gpt2 = eee =
= a~k = 0, todla n=kf k+1, &1 i k>2p
oen! * " ®-

z rownoscig tylko dla funkcji

2) - N~~E. 7w * 1*
@ +i?zn)n

(o]
Twierdzenie 4. Jezeli P(™e 2”7 i posiada rozwiniecie

to

1°. tn ]~ n+p 7 dla P+1 »eee3p-1
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z rownoscig tylko dla funkcji

P(?)=?P@ +~ JImMP” M " 1»

y —p(-2p)" +"p(n-2p) + P +1

dla n > 3p.

Dowdd. Nierownos¢ 1° otrzymuje sie bezposrednio z twierdzenia U
wstawiajac do nieréwnosci () ntp w miejsce n. Aby wykazaC nierdéw-
nos¢ 2°, wezmy pod uwage nastepujace nierownosci

PRL + @Iy, v + m7.N <P @
n=p
PpJd +2KE 21 + - + @~1°1"p-il + + b2] +
o Cp*IN2t3pk, + 2pV 1 | 2+ ...<2p. ®

Nierownosci (4) i1 () otrzymujemy z przyjmujac kolejno 7v=2 X = 4.

Rozwazmy nastepnie nieréwnosci

Pr]
2 t (EHOIVK]2 + @fK) [Vn-k|J]

+~ - G+ [fDIbp + [fI] + G+tmIV m | 2< p ®
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m

. 2 2
VA 2 prk prm-k 2 *2 b3p+m 2t Q)

k0 P [f]

otrzymane z (4) i () przez pominiecie po lewych stronach obu nieréw-
nosci pewnej rdeujemnej sumy skdadnikow.
Potdzmy

= =V? = -
bp+k bp+k”" bp+m—l’< Ve bp+m-k" K o'1§>'o'-5>’> ]-_2 .:,lf'

B8] -[1]-

gdy m parzyste, wowczas nierownosci (6) i (7) przyjmg postac.

k=0 LWL+ GeB)bYak< P ®

Oznaczmy przez O. zbidr punktéow (t°, ,e==*st3p+n) speknia-
Jacych nieréwnosci (8 i ©).
W zbiorze £2 bedziemy szuka¢ kresu gornego modudu wspokczynnika ~p+m*
Zauwazmy, ze kres ten jest osiggniety w zbiorze Q , poniewaz zbidr
ten jest ograniczony i domkniety.
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Lemat 1

TIVm] >2/22Hm

Dowdd. Nie pomniejszajac ogolnosci mozemy przyjac, ze wspokczynnik
b3p+tm “est rzeczywisty ujemny. Istotnie, gdyby
Kb
b3p-th = o3P+m| e n * (2k+Hl *= k “ caltkovdte

to wtedy mozna by zastapi¢ badanie moduddw wspSlczynnikév/ funkcji £ ()
badaniem modutow wspékczynnikéw funkcy i

- LEF >« ).

gdyz modudy wspélczynnikéw tej funkcji sa rowne modudom wspékczynnikow
funkcji (), przy czym wspébczynnik 3p+m-ty funkcji $ ) jest u-

Jemny.
Potdzmy
ty)1§p+m ‘a'
Gdybysmy teraz przyjeli bp = bp+1’ = ... <=bp+m =0, towmysl (©)

|p3p+tm | = 21FzfL

Jednakze wowczas nierdownos¢ (8) bykaby ostra.
it_‘zy_:‘r;)ujac wiec bP , bP+I »oo. ’bPﬂn rzeczywiste dostatecznie mate i tar
ie aby
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otrzymamy pewne

V 2
wiec
2>
2p+m
czyli
1
bw > 2 >2ptn *
) f N « \
Oznaczmy przez zbidér tych punktéw th™f bp+1, Spta“6”~

dla ktérych “bYotm = "3pHn* Oczimbsscie LINC

Lemgt 2. Jezeli (p, tpo+l,...,bpim, t3ptm) e~ 1. to

[f]

k=0

[EHOlp+k] + @Mk [bpm k| F3p+nopmp =P (10)

| §;3+k B§)+m—k *2 b’;p+m __Zc'plgl-ﬁw - @)
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Dowdd« Rozpatrzmy trzy przypadia.

1° Przypusémy, ze dla pewnego (bp, "p+—|»---»’\p+m'b33+m)e

?I’ HIW | + @nacive-kiz + @prmypapmyz < p 0)
Ic0

m</

% "otk Mptm-k + 3ptm <

woéwczas mozna by powiekszy¢ |h*p+m| nie zmieniajac pozostakych wspot-
czynnikow i zachowaC ostre nieréwnosci (10) i (1), co przeczy temn,

ze b= 1 Jest maksymalny.
lSp-lm| symalny

2° Przepusémy z kolei, ze dla pewnego (bp, "p+l»eeexp+m»t3p+neQ i

[f]

2 A[@EEIVK] + @HKOIWK] 1+ @+m 3+ =P  (0,)
k=0

[1]

% bp+k bp+m—k + 2b3p+a|:|2< 20N - (n”)

Zauwazmy, ze przypadek bp =bptl = ... - bp+tQ = 0 wobec” lematu 1
nie moze zachodzi¢. Wéwczas wobec cigglosci lewej strony (11”) mozna
tak zmniejszy¢ |op|, [p+l]---- |b™m] i powiekszy¢ |o*p+m],zeby ostra
nierownos¢ (117) oraz rownos¢ (10”) zostaly zachowane, co wobec maksy-
malnosci HPp m | Jest niemozliwe.
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3  Przypusémy teraz, ze dla pewnego (bp., bp+I*’ - ’bp+m*’b3p+m )eQI

ffl
2j2-[HOIVICl + (HEIIVI-kIZ + @GprmpsPmI2< P> (1)

I V k bptm-k + 2 b3ptml =2~ * n

Mozna tak zmienic¢ argumenty liczb bp+K’bp+m—K , k=0,1,..,1-1,

nie zmieniajac jednoczesnie ich modwdw, zeby suma

[T]

k=0

R>0

przybrata dowolny argument i zachowata sw6j moduk. Przypusémy, ze o+
=213, 1=0,-1,..., wowczas zmieniajac < i nie zmieniajac b’§3+ﬂ
mozna by zmniejszy¢ lewag strone (i) i otrzymaC przypadek 1 co jest
niemozliwve. Zatem = 213T i tym samym H >0,

Jezeli teraz powiekszymy |o |, Joo+1],===»]-p+tm] do liczb |b°j,

lbp+| bp+m|* tak* aby
lii Pt I ——
w VI 1vm]

to wéwczas suma H pozostanie dodatnia i zostanie powiekszona. Wiec
na to, aby zachodzida rownos¢ (11.M) moduk b*+m musiat by by¢ powie-
kszony wbrew temu, ze jest on maksymalny. Zauwazmy ponadto, ze dla C
dostatecznie bliskich 1 nieréwnos¢ (109 zostanie zachowana. Wyklu-
czylismy wiec rowniez przypadek 3°.
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Lemat 3. Jezeli (ty *ptl>**%V m* b3prTn)e &)» to iloczyny

V * Ap+m-k® k = °»1 [2- 21

sa nieujemne.

Dowdd. Z dowodu lematu 2 wynika, ze

H _IB)}wk ptm-k>° .

wobec tego, istnieje skkadnik 'tv)p+k 'tv)p+m_’\ simy H taki, ze

r» <v»0QVm-*_1%*
Potozmy

~ i$ptk -~ v p+m-k
ptk = ?p+k *  ptm-k  ?p+m-k

*p+k + *p+n-k "' Vk >k=0,1 BO’

Wykazmy najpierw, ze iloczyny (12) sa rzeczywiste. Jezeli dla kazdego
k * kQ eptk epdin k =°, *0 lemat jest udowodniony, Przypusémy, ze dla
pemnego k*k e ”™e v">0 1 we2®Qy pod uwage wyrazenie

Im(E ,S D +tImCe”b .
m( ptk p+m—lc) " Pgo P+m~ 0)

£p+k §p+m-k sin "p+k + ?p+k Qp+m-k sin”p+k + C1*
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Oznaczmy przez TOP k. ¥ k ) wyrazenie He(lptk bp+tm ;) + Re(bptk
~ \

R+m—k0 >
fAp+k” ~p+kn® " eptlc ?p+m-k co°p+k + ?p+kQ ?p+m-k_ co"*~p+ko* (M)

Przyjmujac (i3) ze stalg jako warunek uboczny mozemy traktovac
f(p+k»€ptlc ) jako funkcje tylko zmiennej Fp+k.

Rozpatrzmy dwa przypadio.

a<V'V 5

- « Tptke -

wowczas zachowujac warunek (13)# jak rowniez i rzeczywistos¢ suoy H,
mozna przez odpowiednig zmiane wartosci Pp+,, 1 Ttk zwiekszy¢ (14)
a tym samym zwiekszyC i sume H. Mozemy wiec przez odpowiednig zmiane

wartosci >FE,+K i .FE)+K zwiekszy¢ sume H, a nastepnie przywrécic

, § 10
iej dawng wartosc przez odpowiednie zmniejszenie modudow t'%\#
bp+n - Wor/czas rownos¢ (11 ) zostanie zachowana, natomiast réwnos¢ (10)
przejdzie na ostrg nierownos¢, co wobec lematu 2 jest niemozliwe.

Przypadek 1 nie moze wiec zachodzic.

2. Niech teraz

wowczas z (14)

df(fp+k' f p+k )

dptk ~ Notm-Ic S™ “fptk
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w0

" eP+k0 ?P+m“k0 3inV * O dPptk = °~
zas wobec (@3)
*»ko _ ~p+k Yprei-k c0° Mp+k A
d"p+k~ ~P+k0 "P-w>k0 COS ~“P+k0
wiec
diqv fv =
ep«rt( A< W m“svk

skad

tg” = tgfP+ko

V k=V k+7~ ~1bk=°* +1
Suma H da sie wiec zapisaC w postaci

i'Pp+KQLﬂi 1§
H=6 Zj VvV k8+m-k6 * \ =-°x
k=0

Poniewaz suma H jest rzeczywista, wiec

gdzie S jest liczbg catkowitg, a stad i1 wobec (15) V K
z czego wynika, ze iloczyny (i2) sg rzeczywiste.
Wkazenty teraz, ze sg one nieujemne.

(s+inNjr
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Przypusémy, ze istnieje takie jQ, dla ktdrego
i) iJ
bp+jQ bP+m-30 < °* @6

Wéwczas, wobec H > 0, musiatoby takze istnie¢ takie j», ze

b . byng > O an)

Pok6zmy nastepnie

b

N = -
piat Ppagpr - & - stk a8

bP+30 bP+m—30 "

wtedy wobec (16) i (i7) mozna by tak zmniejszy¢ ib .1, .
ip+~n ptm Or

|op+31|* Joptn-j j * aby WELmnek (18) tyd zachowany.
Wowczas réownosc (11) bedzie spelniona, natomiast rownos¢ (10) przej-
dzie na ostrg nieréwnos¢, co przeczy lematowi 2,

lemat 4. W zbiorze £ istnieja takie punkty (", bp+g»=ee»bp+m»

biuide  dla Worych

bp. bp+1,***,bp+m s3a nieujemne. a9
Dowdd, Wystarczy, jezeli przyjmiemy

bp+k = ookl * Vm-k " Joptm-k|® k = 0,lee*" L2J*

poniewaz wtedy iloczyny (12) pozostang nieujemne i jednoczesnie rowno-
Sci (10) i (1) zostang zachowane.
Okazuje sie wiec, ze przy szukaniu kresu gérnego modutu wspolczyn-

nika tu+m starczy bra¢ pod uwa lko te pun B o
i N y_pM%ety )Opkty (bppr.

bp+m” b3p+tm e * dla ktorych bp* bp+i»e*, bptn* sg HieuEl:me oraz
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b3-Dim Oznaczmy zbidr wszystkich takich punktéw przez
iscie C Q oraz zbiér £™n nie jest pusty.

=

Lemat 5. Jezeli (bp- bp+1 bp+m’b3p+m) Oti’ n 9_2 to

0J 0J

°ptl ~ bpt2 7 P Pl >

Dowod. Zauwazmy, ze jezeli (bp, b --- bpt.,b3pHr AN 6 N2*

zbioru Q 2 naleiy rowniez taki punkt (b bp+1,e=="p+k 1.

Q j 10
bp+k+1 Ll fb +m—IZ—I< %g;m—k*’ bp+m-~IéL+1 tlp+m5‘ Sp+m

dla ktdrego

)fk:O

[ P S
p+k “ptm-k T “p+k “ptm-k

(}9+k)b6+l_( + (p+m—k)b;+m_k <(pr-_l-k)bp+k + (P+m—k)bp+m_k.

Wynika stad, ze przy ustalonych
OJe | g o a o] o
bp ,bp+l bp+lc-1" bptk+l ****pp+m-1;-1"bptm-k+1 ****’pbp+m”

punkt

(q g g j v

Oczy-

0

NFEV.
r
L/u*

r_'
p p+1” ’bp+l'<"" ’gp+m—l’<""'%p+m’b3p+m/ k=01, J[i

dla ktorego



238 Karol Pethe

oraz

EHY?p+k + @EHR-K)?pm-Ic 21y
jest najmniejsze, tez nalezy do Q°. Wyznaczamy wiec minimum wyrazenia

(1) przy warunku (20),
Oznaczajac

% (b +r<’ p+m- U (P+k)b8+k (p+m_k)b6+m—k * F(bp+k bp+m—k - Cp)-

mamy
Fxxk_ _ 2(pHOItEK « -0
6b
p+k
VoW ve-t-), 2(p.,-t * A
), 2(p, )ep+m_k Aok
p+m-k
skad
W mmiferr 2>
w M - 1 r al]l - O° to)

Jezeli bptk 4 0, to wobec 3) I = 4(@EH)(Ptm-k) 1 w mysl (22)
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0 1 zwigzek (24) rowniez

Gely bp+k - . wowczas wobec (22) bp+m—k =
zachodzi. Podstawiajgc teraz do lewych stron nierdwnosci 8 i1 ©O) w
miejsce k prawg strone (24) otrzymamy
2 (EHJbp], + (3ptmb~em < P @)
k=0

[flr

P+k £2 . s oo o
2 Np+m-k ptk 3pm S Zﬁgm Gs)
k=0
Wybierzmy teraz sposrdd wartosci k = 0,1, dowolne  dwie,
np. 1,Jj, gdzie i< j. Zawazmy dalej, Zze jesSli nierownosci (25) 1
(26) zachodzag dla pewrych bp,bp+],-..,b pN-., “p+m* Eacilodz™
s + L2J

takze dla takich kp»kp+l»eeeVi-1 > Kkj+i.kpti+l Vj-1» "pHj*

Vj+1 * 4+ rmy V m ” dla ktéryCh

Jotm-i  p+i + ,i\@m/\—jJ *p+j = fp?m(—?ib pjr'i * %Bmfjb pti

(p+ib*\ + (p+i)h™ < (P+Dkp+i + (PH3)Sp+j*

Wnioskujemy stad, ze nierownosci (25) i (Q6) bedga takze zachodzidy
wtenczas, gdy przy warunku

WEE pH NNpimoj Gorj = G G - Staka

wyrazenie

(prDb@+r 1 +(p+j) "+ . €))
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przyjme najmniejszg wartos¢. Szukany wiec mininiun wyrazenia (28) pod
waiunldem Q7).
Pot6zmy

\p-m-i p+xX *_)Jdrm—alj gp2)+j - 02) ’

wowczas

ﬁbp+X

N =
|i3b+ W 2 bp_hy\l \%

winj -0
p+d

gdyby bp+i #0 1 b™~MN* 0, to wobec (29)

(-DIm-(+j)J = 0. (CV)

Poniewaz 1 * j orez 1i+j<m, zatem warunek (30) zachodzi¢ nie moze.

Wnioskujemy stad, ze co najwyzej jeden ze wspokczynnikébw b . , k =
, jest rézny od sera,

Wilcazemy, Ze bedzie nim wspddczynnik bp, gdy b™p+m = b~ | t],

gdy odpowiedni punkt nalezy do £1°0 O0,”, Istotnie, wobec (25) 1 (26)

(p+k)M+k + (Bp«a@)bNHB< p
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a stad

PHRIVKI + @ormyrvm) < P @G

2 |Vta] 02)

Mnozac teraz obie strony () przez (p+k) (ptm—kY, a nastegpnie doda-
jac do (31) otrzymamy

2 TR
@Gptm)Bp+m| + 23(E+k)(EHm-K) Bp+m | i (pHO@Emk™ +  P*

Zauwwazmy, ze przy maksymalnym [8p+n] = y(k)»> ostatnia nierownosé
przechodzi w réwnosc

@GpHmy2(K) + 2~ (EHIPHIK YD “ 2+ NEHKEH-LL- p = 0. ()

Poniewaz
m~x 0K -1

dav(k) _  F P+k)(p+m-Ki 2 _

dk 2@p-ra)y(® + 27°(PHY(PHm-K)*
dla

1 Ock4f]’

zas wobec lematu 1 K*pml] > \ » zatem p3ptm] Speknia révma“
nie (AB) dla k=0, awiec M P2 = .= pHn{ = °* 5

Jjest wiec wykazany.
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Na mocy dowodu lematu 5> dla *3p+m | wiec rownanie

2
@p+m) [b*p+m]  + 2Njp(p-mj [p+m | pCp™* “ P =

z letdrego otrzymujemy nastepujace oszacowanie v/spolczynnika t3p+m

-~Ap(p-h) P (ptm) + P(BP+m) A2 AN T+ 1A
1 3ptm] ~ 3p+m

kkadac n = 3p+m, m =0,1,2,... otrzymujemy

“\lp(n-2p)" +\Ip(n-2p) + np("*rc-2p) " +
Pnl« W —————— O H—— 7 >3P.

a wiec nierownos¢ 2° twierdzenia IV.

Wniosek 1. Jezeli funkcja p(8) postaci

Ff©) =P+~ +7~ + _ _ _+Wh+

nalezy do , to

- +~n-2+n" N+l
i < - b 1. Y ) n~o 3
npl n

Wniosek 2. Jezeli funkcja P(®) postaci

f(&) =SP@ +~ + ..
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nalezy do (o] n> 3p
1 1
[ _J
Inf<c p’n °,
gdzie
Cl<C<C2, G =-1+72+~"~0,848, C2 = ., 0,95.

Wykazemy najpierw, ze ~ < C< 1. W tym celu wystarczy dowies¢, ze

<1 dla n> 3p.
Przypusémy, zedla n>3p

+ 1 AN 2farzl (34)

) np

Nierownos¢ (34) jest réwnowazna kolejno nierdwnosciom

2(n-2n)

1

a stad otrzymujemy, ze n-2p< 0 dla n ~3p» co byé nie moze.
Przypusémy z kolei, ze
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Woéwczas
czyli
1+

a stad

ieb _j b i -

Apd st e iy @)
Zwazywszy, ze
m~"E _TpE>Din( - S ~N{ESE _maz-~SL .-4 w4

1n «>3pP" ~n n>3pln“P n>3p” 1 n
to wobec (35) - - 1< - » czyli ,a to jest nieprawdy.
i? 4 2
Oznaczner

i zawazmy, ze X jest dodatnim piernvd.astld.em rownania

X2 .

Wykazemy teraz, ze x maleje ze wzrostem n.
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istotnie, wystarczy nam dowies¢, ze funkcja

£3 -J
uz{\n,x.- Z dn Fr-
2x+2
jest stale ujemna w obszarze
< X< 11 (36)
2
n 5*3pJ
3
u(n,x) =0 dla x* = a Poniewaz n >3p, to xn<

Zatem dla n S»3p i x>—’\O’\ n(n,x)< 0, awiec rowmiez na obszarze
@B6) u(n,x) <0.

Tak wiec
C. = min XxX=-1+2+Wl/”1 C,= max X =
n>3p r>3p
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0 K O SHTAX $yHKUHii p_JKCTKLK LO MC4AIU:;

P e 3 jome

B HacToHineii paboTe ”~aeTca oyeHKa ko3%e>MmieHTa b b
b b n
Kliacce S p 4)yHKUMH F@S) =~p(@ + ~"+1 + +...) Me-

pOVOP<i>HhIX B OPJiaCTH |% |>1 ,, M p-JIMCTHHX B CpejHeM,
3Ta oueHKa HMeeT ceyioimiii bmk

-m\b(n-2p)" + "Vpfr:-2p)+np("VA9p"N + D
knl « J --meeemmeee- S S ——

fljia n ™ 3p.

Summary

In this pa®er the author gives an evaluation of the coefficients b
in the class of a function, which are analytic and p-yalent in
|I£|>1. Their Laurent expansion amonuts to

FS) =£pd + -~ 1 +7"=Ex™+
> %2
The evaluation takes the following form

-AVp(n-2p ) +~\jp(r-2p) + + 1)
WA~ N——————— > n>3p*



