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O PEWNYM DOWODZIE TWIERDZENIA POHLKEGO

S tre s z c z e n ie . W a r ty k u le  przedstaw iono  nowy dowód tw ie rd z e n ia  P o h l-  
kego dotyczącego  aksonom etrycznego r z u tu  ukośnego. Dowód p rzep ro 
wadzono w o p a rc iu  o geom etrię  rzu to w ą.

N iech dany b ęd z ie  dowolny czw orościan  ABCD o raz  dowolny czw orokąt 
p ła s k i  ABCD. Zgodnie z tw ierdzen iem  Pohlkego i s t n i e j e  t a k i  k ie ru n e k  k 
i  ta k a  r z u tn i a  3T , że rzu tem  równoległym  w k ierunku k czw orościanu

A A A  A

ABCD na r z u tn ię  X  j e s t  f ig u r a  podobna do czworokąta ABCD.

Rys. 1

W c z ę ś c i  w stępnej dowodu powyższego tw ie rd z e n ia  przeprowadźmy na

s tę p u ją c e  rozum owanie. Wybierzmy w te n  sposób k ie ru n ek  rz u tu  k , aby 
r z u t  D’ punktu  D na p łaszczy zn ę  podstaw y ABC u tw orzy ł czworokąt 
zupełny  ABCD’, w którym s to s u n k i p o d z ia łu  boków p rz e z  le ż ą c e  na  n ic h

A A  A  A  ,  *

p u n k ty  p rz e k ą tn e  b y ły  ta k ie  same ja k  w danym czw orokącie ABCD I r y s .  1 )•
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Spełn ijm y  zatem  n a s tę p u ją c e  r e l a c j e :

A A  A A
PA PA RA RA / .  >
P C - A A . H B - g A '

Rozważmy g r a n ia s to s łu p  F 1 o p o d staw ie  APR i  kraw ędziach rów nole
g ły c h  do k o ra z  g ra n ia s to s łu p  o p o d staw ie  ABCD’ i  k raw ędziach

rów noleg łych  do k ( r y s .  2 ) .  

J e s t  w idoczne, że j e ż e l i  uda 
s i ę  p rz e c ią ć  g ra n ia s to s łu p  

pewną p ła sz c z y z n ą  <p w t r ó j 
k ą c ie  A.P.R. podobnym do tró j-

a a A
k ą ta  APR, t o  t a  sama p ła s z 
czyzna p r z e tn ie  g ra n ia s to s łu p  

r  w f ig u rz e  podobnej do
A  A  A  A

czw orokąta  ABCD, c z y l i  s t a 

nowić b ę d z ie  r z u tn ię  % s p e ł 
n ia ją c ą  d la  k ie runku  k tw ie r 
d z e n ie  P oh lk eg o . I s t o t n i e  bo
wiem p rz y  podo b ień stw ie  t r ó j -

A A  A  ^

kątów  ^  APR zachodzi równość kątów <5 = <JA o ra z  p ro p o r
c jo n a ln o ść  boków

R ys. 2

V i  V i
A A  =  A A
AC AB

co zapew nia podob ieństw o  tró jk ą tó w

A  A  A  A A  A
ABC ~  Ą^B^C  ̂ o ra z  BCD a> B^C^D^,

Dowód tw ie rd z e n ia  Pohlkego sprow adza s i ę  w ięc do w ykazania n a s tę p u 

j ą c e j  w ła sn o śc i: dowolny g ra n ia s to s łu p  t r ó j ś c ie n n y  można zawsze p rz e 

c ią ć  w t r ó jk ą ta c h  podobnych do z góry  za łożonego , dowolnego t r ó j k ą t a
A A A

APR.
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Przyjm ijm y dowolny g ra n ia s to s łu p  T  , k tó rego  podstaw ą j e s t  t r ó j k ą t
'’ 23 o raz  dowolny t r ó j k ą t  APR i r y s .  3 ) .

Wprowadźmy p ła szczy zn y :

oC -  p rzech o d zącą  p rzez  
krawędź a  i  d z ie lą c ą  bok 

23 t r ó j k ą t a  123 w s to s u n -

ku P J
A A

JR
o raz

Q -  p rzechodzącą  p rzez  

krawędź r  i  d z ie lą c ą  bok 
12 t r ó jk ą t a  123 w s to s u n -

A A

i A l

i p

P łaszczy zn y  ot i  ę  
p rz e c in a ją  s i ę  w k ra 

wędzi k .

Wybierzmy dowolny punkt 
K e k  i  rozważmy p ła s z 
czyznę <p p rzechodzącą  
p rzez  punkt K i  p r z e c i 
n a ją c ą  p ła szczy zn y  cC i  ę  
w ta k ic h  p ro s ty c h  q i  s 
że zachodzi q ±  PR -L i  
s AP, g d z ie  PR j e s t  od
cinkiem  p r o s t e j  <P ^ ( p r ) , 

a  AP odcinkiem  p r o s te j  <Pv(ap). N ietrudno  dow ieść, że p ła sz c z y z n a  <£*
A A  A

p rz e c in a  g ra n ia s to s łu p  w t r ó jk ą c ie  podobnym do t r ó j k ą t a  APR. Wy
s ta r c z y  w tym c e lu  przeprow adzić  n a s tęp u jące  rozumowanie. Zgodnie z 
w ła sn o śc ią  p ła sz c z y z n  c4 i  ę  bok i PR i  AP t r ó j k ą t a  APR d z ie lo n e  

s ą  p rzez  w ysokości AJ i  RI w ta k ic h  s to su n k ach , w ja k ic h  w ysokości
A A  A A  A A  A A  A  A A
AJ i  RI d z ie lą  b o k i PR i  AP. Uważajmy t r ó jk ą ty  APR i  APR j a 

ko t r ó jk ą ty  śladów  aksonom etrycznych, w k tó ry ch  p rz e z  w ie rz c h o łk i 

A,P,R i  odpowiednio A,P,R przechodzą k o le jn o  o s ie  x ,y ,z  ( r y s .  4 ) .
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Wobec r e l a c j i :
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a  w ś la d  za  tym kątów

< $ $  = <J<&5 <$ T = <5 T .

Zauważnęr jed n ak , że k ą ty  ł  i  T  to  k ą ty  n a c h y le n ia  o s i  z odpowied-
A A

n io  względem boków ER i  AP. U stalam y w ię c , że p a ry  boków PR -  ER i

odpow iednio AP -  AP zajm ują p o ło ż e n ia  ró w n o leg łe , wobec czego t r ó j -
A A  A  y  1

k ą ty  APR i  APR s ą  podobne .

X W rozw ażan iach  p r z y ję to ,  że t r ó j k ą t  APR jako  t r ó j k ą t  śladów  akso
nom« try czn y ch  j e s t  t ró jk ą te m  o stro k ą tn y m . J e ż e l i  z za ło żeń  zad an ia

wynika in a c z e j  a n a lo g iczn e  rozumowanie ę rg e -  
prow adzić można d l a  tró jk ą tó w  APQ Ai  APQ, 
( r y s ,  5)» w k tó ry c h  w ie rzch o łek  Q, Q j e s t  
punktem p r z e c ię c ia  s i^ w y s o k o ś c i  tró jk ą tó w  
odpowiednio APR i  Ap6 .
U dowadniając ja k  w yżej, że t r ó j k ą t y  APQ ~  
APQ można n a  p o d staw ie  s t a ł o ś c i A stosunków  
p o d z ia łu  boków AQ, AQ i  PQ, PQ punktam i 

A5 M, M i  N, N w nosić o podob ieństw ie  t r ó j 
kątów APR i  APR,

R ys. 5
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Zajmijmy s i ę  wyznaczeniem p łaszczy zn y  <P . W tym c e lu  rozważmy po

m ocnicze p ła szczy zn y  % i  A przechodzące p rz e z  krawędź k i  odpo

w iedn io  rów no leg łe  do ś c ia n  g ra n ia s to s łu p a  [x.= p r ,  V= a p . ( r y s .  6 ) .

R ys. 6

Wyznaczmy kraw ędzie  ty c h  p ła sz c z y z n  z śc ia n ą  co = a r .  Mamy odpo

w iedn io :

x  .  o? = q 

A . co = l .

P rz e z  dowolny punk t K e k  poprowadźmy p łaszczy zn y  , k tó ry ch  k ra 
w ędzie z p łaszczyznam i X  i  s ą  względem s ie b ie  p ro s to p a d łe .  Krawę

d z ie  t e  ( ś la d y )  tw orzą  dwa rzutow e p ę k i p ro s ty c h  ( i ):
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Rozważmy s z e re g i  punktów p r z e c ię c ia  p ro s ty c h  a  i  q odpowiednimi p ro 

s ty m i pęków K (f^ ) i  KCe^). Otrzymujemy:

a(E^ ,E g . ••  ) A K(e,j , e g . . . ) a K (^  , f g . • • / a  , F g . . • ) 

a(Ei ) A q(P± ) .

N a s tę p n ie  p rz e z  t e n  sam punkt K poprowadźmy p łaszczy zn y  'H k , k tó 
ry c h  kraw ędzie z p łaszczyznam i A, i  ę  s ą  wzajem nie p ro s to p a d łe .  O trzy 

mujemy

• X = ę  ̂  t ^  KC^ »Ug» • • ) A k (t^  «tg«»«)»

P r z e c ię c ie  ty c h  p ła sz c z y z n  krav/ędziam i r  i  1 d a je  s z e re g i :  

r(T^ t Tg • • • ) A k (t^  «tg  « « « ) A k(u^ «Ug • • • ) A »^2* • • ^

r (T ± ) A l(u± )« (5 )

2 2Zauważmy, źe  s z e r e g i  ( 4 ) i  (5 )  tw orzą  dwie stożkow e m i n  le ż ą c e  w 
p ła sz c z y ź n ie  ś c ia n y  co = a r  g ra n ia s to s łu p a .K ra w ęd z ie  p ła sz c z y z n  w iąz

k i  K (f1 .«Pg . .  .V.j ,Vg• • . ) z śc ia n ą  co s ą  stycznym i do ty c h  stożkow ych.
P ła szczy zn y , k tó r e  p r z e c in a ją  jed n o c z e śn ie  p a rę  p ła sz c z y z n  % i  cC 

w p ro s to p a d ły c h  do s i e b i e  k raw ędziach  f  i  e o ra z  p a rę  p ła sz c z y z n  
X i  Q w p ro s to p a d ły c h  do s i e b i e  kraw ędziach  u  i  t  ro z w ią z u ją  na
s z e  z a g a d n ie n ie . J e s t  o c z y w is te , że kraw ędzie ic h  ze śc ia n ą  co s ą  je d -

2 2n o c z e śn ie  s ty c z n e  do stożkow ych m i  n  .  W ogólnym przypadku s ty c z 

nych ta k ic h  może być c z te r y .  Zauważmy jed n ak , że 
2 21 -  stożkowe m i  n  s ą  sy m etry czn ie  po łożone względem p r o s te j  s ,

s ta n o w ią c e j krawędź ś c ia n y  co * a r  z p ła sz c z y z n ą  6"e  K, ć T -L a jP .r .
2 -  punk ty  p r z e c ię c ia  p r o s t e j  s  z kraw ędziam i a , q , r , l  s ą  punktam i

2 2s ty c z n o ś c i  ty c h  p ro s ty c h  z stożkowymi m i  n  .  Powyższe w ynika

(4 )
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s t ą d ,  że w pękach K (f^) A K(e.. ) o raz  K(u^) a  K (t^ )  punkty t e  

odpow iadają punktow i niewłaściwemu p ro s ty c h  q , a , l , r .
2

P onad to  można u s t a l i ć ,  że punk ty  s ty c z n o śc i stożkow ej m do p ro s ty c h
2

a  i  q r o z d z ie la ją  p a rę  punktów s ty c z n o śc i stożkow ej n  do p ro s ty c h  
l i r  ( r y s .  7 ) .  W ystarczy w tym c e lu  ro z p a trz y ć  t ę  wysokość h t r ó j 

k ą ta  p rz e k ro ju , k tó ra  p rzecho
d z i  p rzez  jego w nętrze i  zauwa
żyć, że n ie z a le ż n ie  od teg o  czy 

punkt p r z e c ię c ia  s i ę  wysokości 
Q j e s t  punktem wewnętrznym czy 

te ż  zewnętrznym t r ó j k ą t a  APR, 

p r o s te  przechodzące p rz e z  punkt 
Q i  rów noległe do boków t r ó j 
k ą ta  w ycinają na p o d staw ie  d = 
= PR ta k ie  punkty  I  i  U ,  k tó 

r e  wraz z punktam i P i  R tw orzą 

r o z d z ie la ją c e  s i ę  p a ry  ( P I /R I I ) 
( r y s .  8 ) .

2
Wnosimy w ięc, że stożkowe m i

2
n '  p r z e c in a ją  s i ę  w je d n e j pa

rz e  punktów rz e c z y w is ty ch . Wy
n ik a  s t ą d ,  że spośród  c z te re c h
p ro s ty c h  jednocześn ie  stycznych

2 2 do stożkowych m i n  dwie

będą u ro jone  sp rzężo n e . I s t n i e 
j ą  jednak  zawsze dwie s ty c z n e  
rz e c z y w is te , k tó re  wraz z punk-

R ys. 7

R ys. 8

tem  K u s t a l a j ą  p ła sz c z y z n y  tn ące  g ra n ia s to s łu p  r . , w t r ó jk ą c ie  po -
A  A  A

dobnym do t r ó j k ą t a  APR, co n a le ż a ło  dow ieść.

Z rozw ażań powyższych jed n o cześn ie  w ynika, że p łaszczyzny  t e  odpo
w ia d a ją  so b ie  w s y m e tr i i  p ro s to k ą tn e j ,  k tó re j  k ierunkiem  je s t  p r o s ta  k .
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ABOUT SOME PROOF OF POHLKE’S THEOREM

m

S u  m m a  r  y

The p ap er p ro v id e s  a  new p ro o f  o f  P o h lk e ’s theorem  co n cern in g  ob
l iq u e  axonom etric p r o je c t io n s .

The p ro o f  i s  r e a l i z e d  by means o f  th e  method o f  p r o je c t iv e  geom etry .


