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Ryszard BARTLOMIEJCZYK

WIELOMIANOWE METODY ITERACYJNE
DLA ROWNANIA x“ - A =0

Streszczenie. W niniejszej pracy podano nastepujaca metode ite-
racyjna:

1

y 1(n+l) ... r(@-Dn-n] A-Xs) s=0,1,2,..<
3 f'l il nl A >

o wykdadniku zbieznosci réownym k+1 (k e N).
Wykazano, ze jezeli
XoPk~xo" >0, gdy Kk jest liczbg nieparzystag
lub

XQ(A-x0)nP»0, gdy Kk jest liczba parzysta,

to ciag

jest monotoniczny i zbiezny.
W przypadku, gdy n jest liczbag parzysta i xQ< 0O, to

lim xs -" N~
B- a«

w pozostatych przypadkach

Iim x8 wF
S—

W pracy [i] zostat rozpatrzony szczegélny przypadek tej metody
iteracyjnej dla k-1, n«2.
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I. Rozpatrzymy obecnie zagadnienie konstrukcji wielomianowych metod ite-
racyjnych obliczania A (n”~ 2) o dowolnym naturalnym wyktadniku zbiez-

nosci > 2.
Méwimy, ze funkcja iteracyjna

X = <K) @

okresla metode iteracyjng obliczania tA owykkadniku zbieznosci réwnym
kt1 (k e N), jezeli

tpk (Ip) = a'A, @
(p~ASFA) -0 i = 1Q)k, [©)
<pEk+1) @A) ~ 0 @
(por. [2D).-
Zauwazmy, ze dla
A-xn 4
zachodzi tozsamos$c¢
« + X9 L(n+lfji-1jn+1] = njj; ®

Rozwijajac bowiem funkcje

w szereg potegowy, otrzymujemy

b —(.’_% d )-»1

skad po podstawieniu

otrzymujemy tozsamos$é (1).
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W zwigzku z tozsamoscia (5) wprowadzamy funkcje iteracyjna
k() = x +xy 1(ntl)-;- ®
i=1 I n
Zachodzi nastepujace
TWIERDZENIE 1. Funkcja iteracyjna (6) okresla metode iteracyjng obli-

czania n"T o wyk#adniku zbieznosci réwnym k+1. Pochodna funkcji (6) wy.
raza sie wzorem

Pl O = - Q)
k! n
Dowodd . Obliczajac pochodng funkcji (6) mamy
k
"W o-1+Y 1eW+lb tpé) +
K il n
n le (n+1)... [(@-1)n+1] MA-xn j inxn~1j

Przeksztalcajac ostatnig réwnos¢ otrzymujemy kolejno

K 3 L # A
g, =1+y Uh+u--- /wn o+
* f;l iln

LY 1. [G-D--+1] inZ WA
Ay il nl VA "

k
V1i1i((n+l)... [(-1)n+1] 1n/A-xn\

1 il nl " A
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PkG) - 1+ £

. (M+1). .. [G-1)n+1] {A-xn\
~ A Gi-Dinl AAT

skad wynika wzér (7).

Z (6 1 (D wynika, te funkcja Cp,(X) speinia odpowiednio warunki (2)

1 Q(?i_niczkujazc k-krotnie wzér (7) otrzymujemy dla x = rl’!;
cpk (k+D (M7) = (n+D)2n+1|...(nkTl) k, [_ y)n~1] k _

= (_Dk (n+1)(2n+1)m.. (nk+1) ~ Q@
«JiF
a wiec spedniony jest warunek (4).

Poniewaz funkcja iteracyjna (6) spednia warunki () - (4), wiec okre-
Sla metode iteracyjnag obliczania o wykdadniku zbieznosci réwnym k+1.

I11. Zbadamy obecnie przy jakich wartosciach przyblizenia poczatkowego XxQ
ciag

ngpq  TK(xg) s m0,1,2,... ®
jest zbiezny.
Jezeli
K (Xx0) - 0 lub xQ =6"T, ©
gdzie £ =1 dla n nieparzystych i £= - 1 dla n parzystych, to
x =0 lub x0=t*™4 s * 1,2,
a wiec

lim xg *0 lub [lim Xxg = £ "A.
8-*-0 8>
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Z (7)) wynika, ze

agn<p"k () - egnf(i"E-) j-

Na podstawie ostatnich wzordéw i warunkow

ttk(©) - 0, Ik(B6MA) -tL™Na

mozemy zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji (6)-

0 zbieznosci ciagu (8) bedziemy wnioskowa¢ z wykreséw funkcji (6), kto-
rych posta¢ zalezy od parzystosci lub nieparzystosci liczb n i k oraz
od znaku liczby A.

W rozpatrywanych dalej wykresach funkcji y mgk(X) przyjmujemy naste-
pujace oznaczenia:

- odcinkiem nad osig Ox (pod osig O0x) oznaczonym XxQ zaznaczamy zbidr
przyblizen poczatkowych, dla ktérych cigg (8) jest zbiezny do "A Z-1 /
- przez p, q, r oznaczamy kolejne przyblizenia xQ, x*, x2 ciagu (8).

Rozpatrzymy kolejno nastepujace cztery mozliwe przypadKi:

1° Zakkadamy, ze n 1 k sa liczbami nieparzystymi.. Na rys. 1 i 2
przedstawiono przebieg zmiennosci funkcji (6) w zaleznosci od liczby A.

Rys. 1 Rys. 2
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Zrys. 11 2 wynika, ze ciag (8) jest zbiezny do WYT, gdys
xqg> 0 i1 fk(Xo)>0 dla A >0,

<0 i k(X0)< 0 dla A <0.

Zatem jezeli

xoPk(x0)> °-

to ciag (8) jest zbiezny do IT'A.

2° Zakdézmy, ze n jJest liczba nieparzysta, a Kk jest liczbg parzys-
ta.

A>0

Rys. 4

Na poastawie rys. 3 i 4 wnioskujemy, ze ciag (8) jest zbiezny do ~Ja',
gdy j

>0 i A-xn>0 dla A> 0,

X
N
o

A—x0<0 dla A < O.

Stad wynika, ze jezeli

X,,(A - x*“)> 0,

to ciag (8) jest zbiezny do IMA.
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3° Zaktadamy, ze n i Kk sa liczbami parzystymi (A> 0).

Jezeli XQ >0 i1 A-x£>0, to limxg - MA;
8-"00
jeshi XxQ <0 1 A -Xx*<0, to limxg - - "MAL
Uwaga 1. Jezeliprzyblizeniepoczatkowe xQnie speinia warunkéw wy-

mienionych odpowiednio w punktach 1° - 3° i nie epednia warunkéw (9), to
dla A i O ciag (8 jest rozbiezny.

4°  Rozpatrzytby obecnie ostatni zprzypadkéw; n jest liczbgparzysta,
a k jest liczbag nieparzysta (A > 0).

Z rys. 6 wynika, ze jezeli

Xo"h{xo) > °*

to ciag (8) jest zbiezny; przy czym dla xQ< Ogranica tegociggu jest
réwna - MA*, a dla xQ> O granicaciagu Jest réwna *MA.

Uwaga 2. Zauwazmy jednak, ze istnieja w tym przypadku przyblizenia po-
czatkowe xQ, dla ktérych ciag (8) jest zbiezny mimo ze <0 (P*
XQ mp ha rys. 6).

Szczegbétowg analize przypadku 4° mozna przeprowadzicanalogicznie jak
w pracy JjI], gdzie zostat szczegétowo zbadany ten przypadek dla n=2, k«1.



22 Ryszard Barttomiejczyk

Rys. 6
Na podstawie rozpatrzonych przypadkéw mozna sformutowac
TWIERDZENIE 2. Jezeli
X "(z ) >0, gdy k jest liczbg nieparzysta
lub
xq(A-x°) > 0, gdy k jJest liczbg parzysts,
to ciag (B jest zbiezny, przy czym ciag

x1, Xg, )

jest silnie monotoniczny.
W przypadku, gdy n jest liczba parzysta i xQ< 0

lim xs - - ~™MA,
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w pozostatych przypadkach
lim xg -

S— oo

Wpdtyneto do Redakcji w grudniu 1974 r.
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IIQJIHHOMHHE HTEPAUHOHHHE METOfIH MR yPABHEHHH x“ _ A = 0
Fe3dve

B paCoie npe.ncTaB.neB cxeAymgHii HTepauaoHHufl ueTo™

c nopHAKOit cxohhmooth pabhum k+1 (KEN).
~OKaaaHO, hto ecaa

xo07~(x0) >0 BOXH K HBXHSTCH H6HSTHHM HHCJOM

Xq(@ - X°)> 0  ecjlH K HBIIHETCH HeTHUM HHOXOM,

TO p«A
X, Xg, x3,

HBXH6TOH MOBOTOBHHIt B CXOHHUHTt.
B caynae, ecjia n bbibstcb Hethum hhcxom a xQ< O, 1i0

lim xg . -
8—

b ociajikHux cjry’aflx
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THE POLYNOMIAL ITERATIVE METHODS FOR THE EQUATION xn - A =0
Summary

In the paper the following iterative method

ia given. The order of convergence of thia method ia equal k+1 (Kk6N).
It is proved that if

X B (xo}>0 when k 1#s an odd number
or

xq (A-x"}>0 when Kk is an even number,
then the sequence

X1* x2* x3* **

is monotonic and convergent.
In the case when n 1is an even number and xQ <0, then

in others cases



