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Ryszard BARTLOMIEJCZYK

WIELOMIANQOWE METODY ITERACYJNE
DLA ROWNAN ALGEERAICZNYCH

Streszczenie. W niniejszej pracy_podano algorytm pozwalajacy wy-
znaczy¢ dla danego réwnania algebraicznego stopnia n (nh> 2; wielo-
mianowa_metode iteracyjna obliczania pierwiastkéow tego roéwnania o
Wyk*(idml% zbieznosci rownym k + 1 (ke N), ktorej stopien jest
< + n.

Wykazano, ze jezeli pierwiastki rownania sg liczbami algebraicz-
nymi stopnia n_nad_najmniejszym ciatem liczbowym zawierajacym wspod-
czynniki tego réwnania, to istnieje dokdadnie jedna wielomianowa me-
toda iteracyjna spekniajaca podane wyzej warunki.

I. Rozpatrzmy zagadnienie konstrukcji metod iteracyjnych
xstl > V(xs) < 8=0,1,2,... (€))

gdzie cp(x) Jjest wielomianem zmiennej x, dla przyblizonego obliczania
pierwiastkow ustalonego rownania algebraicznego

WAQ) = a0xl + + eee + an ix +an * °, aD “ n>2 ()

o wspotczynnikach rzeczywistych lub zespolonych.
Przez R* =R (@Q,al,-..,an) oznaczmy najmniejsze podciato ciaka
liczb zespolonych zawierajace wsp&tczynniki

a0,al,...,am

réwnania ().

Zakkadamy, ze pierwiastki rownania (2) sa liczbami algebraicznymi sto-
pnia n nad ciatem R, skad wynika, ze jezeli wspokczynniki  wielomianu
UX) nalezg do ciala R 1 ~ jest pierwiastkiem wielomianu (2) to jest
spedniony warunek

st UX) <n 1 U™ » 0=>UX) s o. (©)
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Wynika stad w szczegdélnosci, ze
W (), WAG)) « 1. @

a zatem réwnanie (2) posiada pierwiastki jednokrotne.
Zaktadamy nadto, ze wspodczynniki wielomianu <p(X) okreslajacego metode
iteracyjng (1) nalezg do ciala R*.

Wprowadzimy obecnie definicje i udowodnimy 4 lematy charakteryzujace
budowe wielomianu @ (X) okreslajacego metode iteracyjng (Q)-

DEFINICJA 1. Mowimy, ze dla rownania (2) mamy okreslong wielomianowg
metode iteracyjng (w.m.i.) (@) o wykkadniku zbieznosci k+l (k € N), je-
zeli wielomian cp(x) wystepujacy w (1) spednia warunki

) -1 ©)
(i) =0 i =1 Kk, (6)
tk+D(p - O Q)

dla kazdego pierwiastka ~ roéwnania () (por. [i])-
Z (3 wynika:

Wniosek 1. Jezeli istnieje pierwiastek wielomianu (2) spekniajagcy wa-
runki &) - (7), to kazdy pierwiastek tego wielomianu speknia warunki &)
- .

Stwierdzamy bowiem, ze reszty z dzielenia wielomiandw

PEY - %, <prx) T =1Dk

przez wielomian W (X) sa tozsamosciowo réwne 0, a reszta 2z dzielenia
wielomianu

qk+D )

przez wielomian Wn(X) nie jest tozsamosciowo réwna O.

W zwigzku z powyzszym wnioskiem dalsze rozwazania przeprowadzamy dla
ustalonego pierwiastka £ rownania ).

Z wniosku 1 fatwo otrzymujemy

Wniosek 2. Wielomian @ (X) spekniajacy warunki

@)



Wielomianowe metody iteracyjne. 27

okresla dla réownania 2 w.m.i. o wykdadniku zbieznosci > 2; nadto

/) s O
Gdyby
(@) -0 1=1,2,...
(0}
p(X) = const,
a zatem wobec (8) -
Z ostatniej tozsamosci wynika, ze \ 6 R?cojest sprzeczne z zato-

zeniem, ze ( jest liczbg algebraiczng stopnia n >2 nadciatem R*.
Istnieje zatem liczba naturalna k taka, ze

P -0 1-1 Q) k, E&k+tD® fO.
Stad wobec definicji (1) i wniosku 1 otrzymujemy, ze wielomian (@E(X) okre-
Sla w.ra.i. dla réwnania (2) o wykdadniku zbieznosci réwnym Kk+1.

Stosujagc algorytm Euklidesa mozna dowolny wielomian (¢F(X) o wspokczyn-
nikach z ciala R* przedstawi¢ w postaci

cpu) - e”U) Miud]1L, C))
i=0
gdzie wielomiany

Ca i-0,1,2,...

stopni < n sg jednoznacznie wyznaczone przez tozsamosc(9), a wspok-
czynniki tychwielomianéw nalezg do ciata R*, przy czym

oi( s 0 dla i> “ . st <fX)-
Lemat 1. Wielomian () o wspokczynnikach z ciataR* mozna przed-

stawi¢ jednoznacznie w postaci

$x) « £ HU[wn)]i, k€N, 0)
i=k+1
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gdzie IMX) (@ » 0,1,2,...) sa wielomianami stopnia << n; wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy

«0 i=0 @ k. (@N))
Dowé6d . Obliczajac wartos¢ funkcji <) i jej kolejnych pocho-
dnych w punkcie x = ~ otrzymujemy réwnosci (11).«a

Zakozmy, ze dlawielomianu ™N(X) sa speknionewarunki (11). Z (O wy-
nika, ze wielomian (69) mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

$U) = vt a2

gdzie I~r) (@G » 0,1,2,...) sa wielomianami stopnia < n o wspokczynni-
kach z ciata R*.
Wykazemy indukcyjnie, ze
li® so i =0 () k-
Poniewaz S » wiecwo™ec () 300 s 0. Zatozmy, ze
It so i-0 ()j-1, Jj <k.

Wobec zatozenia indukcyjnego funkcja (12) ma postac:

$C) =~ 1AEN(r)]1.

i0

Stad wynika, ze

0-f@O - 1.G) MWD,

a zatem I.j(E) = 0, a wiec wobec (@) IJﬁt) ao0.*«

Lemat 2. Jezeli dla danego réwnania (@) w.m.i. P () posiada wyktadnik
zbieznosci > k+1, to

ip'(x) = 1) [wn (x)]k, @)
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gdzie I(X) f 0. Jesli nadto
Aaco, Wneo) » 1, a»
to w.m.i. cp(X) posiada wykkadnik zbieznosci réwny k+l.
Dowéd. Z zatozenia lematu mamy
V$) = ... -Tp()(E) = 0.
Przedstawiajac funkcje jp"(® weddug wzoru (9), otrzymujemy

VX) = £ 1w )]1.
i-0

Przyjmujac <€) mamy

$CO - "5 D® -0,
skad na mocy lematu 1
V(xX) =~ HE)TFAU)]L = n OOk 10O)-
i-k

Poniewaz YHx) ~0 (wniosek 2), wiec I(xX) E£O.
Z (14 wynika, ze I($) ™ 0, a zatem

V(k+1)($) - I(M)ki[wn(~)]k T o,

(gdyz w; (™ ~0) co oznacza, ze w.m.i. y (X) posiada wykkadnik zbiez-
nosci roéwny k+l.

Wniosek 3. Wykkadnik zbieznosci w.m.i. v(x) jest 1+ 1

Z lematu 2 wynika, ze st y(x) >k n, skad otrzymujemy kolejno

k < iitlfixit k<[517*17].-
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Bezposrednio z wniosl.u 3 uzyskujemy
Wniosek 4. Jezeli
st y(x) < (kt1) n (€3
to wyk#adnik zbieznosci w.m.i. ip () jJest < k+1.

Lemat 3- Dla danego réwnania (2) i danej liczby k &k tN) istnieje

co najwyzej jedna w.m.i. y>(x) o wykdadniku k+l spekniajgca warunek
15).
Dowod. Niech wielomiany y(x) 1 if(x) okreslajg dwie metody i-

teracyjne dla réwnania (2) spetniajace zatozenia lematu, tzn.

V(U =%. V~($) -o i=10)Kk, st VU) < (1) n
(16)
v(i®) *1> VA(E) =0 1 -1Q)K, st y?U) < (k+1l) n.
Przyjmijmy <P =y ) -yX)- Z (16) wynika, ze
$()® =0 i-0Q@ k,

zatem na podstawie lematu 1

i=k+1
a poniewaz st MXx) < (k+tl) . n, wiec >X) = 0.

Lemat 4. Jezeli dla danego réwnania (2) istniejew.m.i. y () o wykda-
dniku zbieznosci > k+l1, to dla kazdej liczby naturalnej s <k istniejag
takze w.m.i. ys(®) o wykdtadniku zbieznosci réwnym s+l takie, ze

stya(X) < (stl) n.

Dowdd. Z zakozenia lematu mamy

vip =*, v(@M® =0 i=1 Ok an
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Rozwijajac funkcje y(x) wedtug (O otrzymujemy
y 6 =" LC) Wigir)ll-
i-0

Wykazemy, ze w.m.i,

3
VBU) - X i ()NMU)]

posiadajg wykkadnik zbieznosci réwny s+l.
z wnioaku 4 wynika, ze wykdadnik zbieznosci w.m.i. Vs() jest <8+1.
Mamy
00
$CO =y() -ya® - " 1T COM GO,
i=s+l
stad na mocy lematu 1
=¥(M® -Y*"1~r) =01 =01)s-
Stad wobec (A7)
VS®) -1 - “0 1«1 (0 s,
co oznacza, ze wykdadnik zbieznosci w.m.i. yg() jest” s+l.
Il. W monografii [2] (str. 157) podano metode konstrukcji w.m.i. dla da-
nego réwnania algebraicznego o dowolnie wysokim wykdadniku zbieznosci .
Podamy obecnie pewien sposéb konstrukcji w.m.i. dla danego réwnania al
gebraicznego, pozwalajacy wyznaczy¢ funkcje iteracyjng o ustalonym wy-
k#adniku zbieznosci oraz jej pochodng.
Poniewaz jest spekniony warunek (4), wiec istnieja wielomiany p() i
q(x) takie, ze
POY WAGD) - aC) Wn () = 1. (€))

Jezeli

st p(x) n-1, stgX <n -2,
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to wielomiany p(xX) 1 qgq(x) sa okreslone jednoznacznie przez tozsamosc¢
8).

Niech

IAG 0 =1,2,... 9

oznacza cigg dowolnych wielomiandw.
Wprowadzmy nastepujgce wielomiany

@ =1

«i(X) S - =JMN_1(9) pCY + 1i () Wn(x9),

20
PLX) s - Pi_i(X) gixX) +CC) + i 12X wn(X), i=1,2,... €0
gdzie wielomiany p(X) i q(x) okresla tozsamos¢ (18).
TWIERDZENIE 1. Dla dowolnej liczby naturalnej k wielomian
k
Gk(x) = x + X °ti (*)[Wh(*)]i (21)

i-1

okresla w.m.i. dla réwnania () o wyktadniku zbieznosci >k+1.
Pochodna funkcji (21) wyraza sie wzorem

tp " k= fte®dwn &j k*

Dowodd. Wykazemy indukcyjnie wzor (22).
Dla k =1 mamy

QPLGY - x + 0N (1) Wn (),
CrU) » - p(x) + 1209 Wn (),
XY = - a0) et + LIG) W)
Obliczajac <p-,(X) i stosujgc (18) otrzymujemy
@LE) = 1+ (- pCY + 1,6 *n(Y) Wn"(G) + cCC) Wn () =

“- g0 Wn) + L,00 Wn() WAX) + ") Wn(X) = ) WnX)-
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Zakozmy, ze

Ok-1() - Pk-iCOK (J1k_1-
Poniewaz

cpkU) =~ -1~ + ock (x) [wn (x)] k,

wiec na mocy zatozenia indukcyjnego otrzymujemy:

tf,k(x) = Pk-1(x)[W(x)] k~1 +

L pk-1go poo + VO X) In(X)]k in QIKLIA(X) +renook co1k =

“ Ph=1 XAMNNAXATK 1 pAXAWANXA  + K IKASXAONINAX K WA A +
+ «¢ () [,C()]*,

skad po zastosowaniu (18) otrzymujemy(22).
Z (21) wynika, ze

K@ =1 .

natomiast z (22) wynika

YNE = ... =)@ - 0.u =

Wniosek 5« W.m.i. okreslona wielomianem

® -Rs®® r I
PE) - X+ T TL [ NIl »

=1

gdzie
PtU) = p(9, Pi+1() - pO)Y PG T i gC) pid
i=1,2,...

posiada wykdadnik zbieznosci > k + 1 (por. [2J).

33
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Z (20) wynika
*1+1(x) * 7 T+7 p(x) [ *I-10Q q() +0Ci()] =
» Y+r[pX” Pi-1~ " PW ~te)] -
= - [PCO «*(i) - T g0) i (] -
Przyjmujac w ostatniej tozsamosci

(1
*LA+1X> »TTTTTT pi (x) i - 0.1.2 —

otrzymujemy wniosek 5.

DEFINICJA 2. W.m.i. op(X) dla rownania (2) o wykkadniku zbieznosci ro-
wnym k+1l nazywamy optymalng w.m.i, jezeli

st < K+ D n
Z lematéw 3 i1 4 oraz twierdzenia 1 wynika

TWIERDZENIE 2. Dla ustalonego réwnania (2) i danej liczby naturalnej
k 1istnieje doktadnie jedna optymalna w.m.i. Optymalng w.m.i. o
wykdadniku zbieznosci réwnym k+1 mozna wyznaczy¢ na podstawie twier-
dzenia 1, obierajac wielomiany (19) tak by

stg+x@)<n -1 i»1Q k
Zauwazmy, ze w.m.i. dla réwnania
xn -A =0
podane w [3] sa optymalnymi w.m.i.
W.m.i. dla réwnania (2) mozna wyznaczy¢ stosujgc algorytm 2z twierdze-
nia 1 réwniez w przypadku gdy spednione jest tylko zatozenie (4). Jednak
w tym przypadku nie mozna zagwarantowaC jednoznacznosci optymalnych w.m.i.

Wyprowadzimy obecnie wzory na optymalne w.m.i. o wykdadniku zbieznosci
réwnym 2 i 3 dla réwnania

x3 + px+q-0. @3)
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Stosujac metode wspotczynnikéw nieoznaczonych wyznaczamy dla wielomia-
nu (23) wielomiany P(X) 1 Q() wystepujgce w tozsamosci (18).
Otrzymuj emy

Pix) =jJ 6 pi2 -5ql +4 p2)

Q) =5 (A8 px -27 g,

gdzie
A= 4 p3 + 27 g2.
Stad na podstawie wzoréw (20) mamy
ol ) = - POI,
UG =-QC) + 0™ = - Q) - P =
“ g A0 Px - 36 q)f
<K, =-N (- 243 pg x2 - 30 p3 x + 162 g2 x - 162 p20Q),
@) -p (¢ 1944 pg x - 210 p3 + 1134 g2).

Wstawiajac otrzymane wielomiany do wzorow (21) i (22) dla k=1,2 otrzy-
mujemy optymalne w.m.i. dla réwnania @3).

Wptyneto do Redakcji w grudniu 1974 r.
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IIOJIHHOMHHE HTEPAIJHOHHHE METOfIH jyiH AJirEBPAHHECKHX yPABHEHHii
Pe3»me

B padoie npefloraB”eH axropaiM, no3Boaflionnfi onpeflejiaib ajis flaHHoro aare-
bpamiecKoro ypaBHeHaa <cieneHa n (n>2), iiojibhomhh8 HTepamiOHHHft Meiofl
pacaeTa nopHefi bioto ypaBHeHaa O nopa®KOM cxogbmoctb k+1 (k6N) a OTeneHH
<(k +1)n.

JI,0Ka3aHO0, n o ecjia kophh ypaBHeHaa {{BJimoTCfl anre6paaaecKkHMa tocjismh cie-
neHH n nofl HaaMeHbniBM nojieM qjiceji, coflepxanaM KooilxJiHuaeHThi btoto ypaBHe-
»1l», to ojnqeoiByeT tojitko eflHHCiBeHHuii nojiaHOMHHit BTepanaoHHuit MeTo#, y~o-
BlieTBOpaiomafl npeflCiaBlieHHhiM Bume yojioBBHM.

THE POLYNOMIAL ITERATIVE METHODS POR THE
ALGEBRAIC EQUATIONS

Summary

In the paper there is an algorithm, which allows to assign for the gi-
ven algebraic equation of the n-th degree (n >2), the polynomial itera-
tive method of calcutating of roots of this equation, with the order of
convergence k+l (k € N), which degree is < (k+1) n.

It is proved, that if roots of the equation are algebraic numbers of
n-th degree on the minimal number body containing the coefficients of this
equation, then there exists exactly one polynomial iterative method ful-
filling conditions given above.



