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WIELOMIANOWE METODY ITERACYJNE 
DLA RÓWNAŃ ALGEERAICZNYCH

Streszczenie. W niniejszej pracy podano algorytm pozwalający wy- 
znaczyć dla danego równania algebraicznego stopnia n (n > 2) wielo­
mianową metodę iteracyjną obliczania pierwiastków tego równania o 
wykładniku zbieżności równym k + 1 (k e N), której stopień jest 
<  (k + 1) n.

Wykazano, że jeżeli pierwiastki równania są liczbami algebraicz­
nymi stopnia n nad najmniejszym ciałem liczbowym zawierającym współ­
czynniki tego równania, to istnieje dokładnie jedna wielomianowa me­
toda iteracyjna spełniająca podane wyżej warunki.

I. Rozpatrzmy zagadnienie konstrukcji metod iteracyjnych

xs+1 ’ V(xs) ‘ 8 = 0,1,2,... (1)

gdzie cp(x) jest wielomianem zmiennej x, dla przybliżonego obliczania 
pierwiastków ustalonego równania algebraicznego

Wfl(x) = a0xI1 + + ••• + an_ix + an * °, aD “ n > 2  (2)

o współczynnikach rzeczywistych lub zespolonych.
Przez R* = R (aQ,a1,...,an) oznaczmy najmniejsze podciało ciała 

liczb zespolonych zawierające współczynniki

a0,a1,...,am

równania (2).
Zakładamy, że pierwiastki równania (2) są liczbami algebraicznymi sto­

pnia n nad ciałem R, skąd wynika, że jeżeli współczynniki wielomianu 
U(x) należą do ciała R i ^ jest pierwiastkiem wielomianu (2) to jest 
spełniony warunek

st U(x) < n  i U(^) » 0 => U(x) s o. (3)
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Wynika stąd w szczególności, że

(Wn(x), W^(x)) « 1. (4)

a zatem równanie (2) posiada pierwiastki jednokrotne.
Zakładamy nadto, że współczynniki wielomianu <p(x) określającego metodę 
iteracyjną (1) należą do ciała R*.

Wprowadzimy obecnie definicję i udowodnimy 4 lematy charakteryzujące
budowę wielomianu (p (x) określającego metodę iteracyjną (1).

DEFINICJA 1. Mówimy, że dla równania (2) mamy określoną wielomianową 
metodę iteracyjną (w.m.i.) (1) o wykładniku zbieżności k+1 (k € N), je­
żeli wielomian cp(x) występujący w (1) spełnia warunki

łU) - l (5)

<p( i ) ( ^ )  = 0 i  =  1 ( 1) k ,  (6 )

tp(k+l)( p . O  (7)

dla każdego pierwiastka  ̂ równania (2) (por. [i]).
Z (3) wynika:

Wniosek 1. Jeżeli istnieje pierwiastek wielomianu (2) spełniający wa­
runki (5) - (7), to każdy pierwiastek tego wielomianu spełnia warunki (5) 
- (7).

Stwierdzamy bowiem, że reszty z dzielenia wielomianów

cp(x) - x, <p^(x) i = 1 (1) k

przez wielomian W (x) są tożsamościowo równe 0, a reszta z dzielenia 
wielomianu

cp(k+l)(x)

przez wielomian Wn(x) nie jest tożsamościowo równa 0.
W związku z powyższym wnioskiem dalsze rozważania przeprowadzamy dla 

ustalonego pierwiastka £ równania (2).
Z wniosku 1 łatwo otrzymujemy

Wniosek 2. Wielomian cp (x) spełniający warunki

(8 )
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określa dla równania 2 w.m.i. o wykładniku zbieżności >  2; nadto

cf/(x) $  0

Gdyby

cp(i)(i,) - 0 i = 1,2,...

to

cp(x) = const,

a zatem wobec (8) •
Z ostatniej tożsamości wynika, że \ 6 R? co jest sprzeczne z zało­

żeniem, że ( jest liczbą algebraiczną stopnia n >2 nad ciałem R*.
Istnieje zatem liczba naturalna k taka, że

cp(i)(̂ ) - 0 i - 1 (1 ) k, <f>(k+l)(̂ ) f 0.

Stąd wobec definicji (1) i wniosku 1 otrzymujemy, że wielomian (p(x) okre­
śla w.ra.i. dla równania (2) o wykładniku zbieżności równym k+1.

Stosując algorytm Euklidesa można dowolny wielomian (f (x) o współczyn­
nikach z ciała R* przedstawić w postaci

cpU) - e^U) [WjjU)]1, (9)
i=0

gdzie wielomiany

C(i(x) i - 0,1,2,...

stopni <  n są jednoznacznie wyznaczone przez tożsamość (9), a współ­
czynniki tych wielomianów należą do ciała R*, przy czym

ofi(x) s 0 dla i >  “ . st <f(x).

Lemat 1. Wielomian (x) o współczynnikach z ciała R* można przed­
stawić jednoznacznie w postaci

$(x) « £  liU)[wn(x)]i, k € N, 
i=k+1

(10)
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gdzie l^(x) (i » 0,1,2,...) są wielomianami stopnia •< n; wtedy i tyl­
ko wtedy, gdy

« 0  i = 0 (1) k. (11)

D o w ó d .  Obliczając wartość funkcji <f> (x) i jej kolejnych pocho­
dnych w punkcie x =  ̂ otrzymujemy równości (11).«a

Załóżmy, że dla wielomianu )̂(x) są spełnione warunki (11). Z (9) wy­
nika, że wielomian (x) można przedstawić jednoznacznie w postaci

$ U )  = Yt (12)
i=0

gdzie l^r) (i » 0,1,2,...) są wielomianami stopnia <  n o współczynni­
kach z ciała R*.

Wykażemy indukcyjnie, że

li(x) s o i = 0 (1 ) k.

Ponieważ $>(̂ ) » wi®° wo^ec (3) 30(x) s 0. Załóżmy, że

l±(x) s o i - 0 (1 ) j-1, j <k.

Wobec założenia indukcyjnego funkcja (12) ma postać:

$(x) = ^  1A (x) ̂ ( r ) ] 1.
i=0

Stąd wynika, że

0 - f(j)(̂ ) - l.(i,) j![w^(\,)]J,

a zatem l.= (£) = 0, a więc wobec (3) l.fjt) a O . * «J J
Lemat 2. Jeżeli dla danego równania (2) w.m.i. ip (x) posiada wykładnik 

zbieżności .> k+1, to

i p ' ( x )  = l ( x ) [ w n ( x ) ] k , (13)
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gdzie l(x) f 0. Jeśli nadto

(l(x), Wn(x)) » 1, (14)

to w.m.i. cp(x) posiada wykładnik zbieżności równy k+1.

D o w ó d .  Z założenia lematu mamy

V($) = ... - Tp(k)(t,) = 0.

Przedstawiając funkcję jp'(x) według wzoru (9), otrzymujemy

V(x) = £  li(x)[wn(x)]1.
i-0

.Przyjmując <£(x) mamy

$({) - ••• " $ (k_1)($) - 0, 

skąd na mocy lematu 1

V(x) = ^  !i(x) f^U)]1 = [wn(x)]k l(x).
i-k

Ponieważ Yf(x) ^ 0 (wniosek 2), więc l(x) ffe 0.
Z (14) wynika, że l($)  ̂0, a zatem

V ( k + 1 ) ( $ )  -  l ( ^ ) k ! [ w n ( ^ ) ] k f  0 ,

(gdyż w;(^  ̂0) co oznacza, że w.m.i. y (x) posiada wykładnik zbież­
ności równy k+1.

Wniosek 3. Wykładnik zbieżności w.m.i. v(x) jest ] + 1.
Z lematu 2 wynika, że st y(x) >• k n, skąd otrzymujemy kolejno

k < iitL£ixit k < [ 5 1 ^ * 1 ] . -
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Bezpośrednio z wniosl.u 3 uzyskujemy

Wniosek 4. Jeżeli

st y(x) < (k+1) n (15)

to wykładnik zbieżności w.m.i. ip (x) jest <  k+1.

Lemat 3- Dla danego równania (2) i danej liczby k (k t N) istnieje
co najwyżej jedna w.m.i. y>(x) o wykładniku k+1 spełniająca warunek 
(15).

D o w ó d .  Niech wielomiany y(x) i if(x) określają dwie metody i-
teracyjne dla równania (2) spełniające założenia lematu, tzn.

V(U = *> . V ^ ( $ )  - o i = 1 (1 ) k, st V U) < (k+ 1) n
( 16 )

v($) * l > V ^ ( £ )  = 0 i - 1 (1 ) k, st y^U) <  (k+1) n.

Przyjmijmy <|)(x) = y (x) - y(x). Z (1 6) wynika, że

$ (i)($) = 0  i - 0 (1) k, 

zatem na podstawie lematu 1

i=k+1

a ponieważ st ̂ (x) <  (k+1) . n, więc >̂(x) = 0.

Lemat 4. Jeżeli dla danego równania (2) istnieje w.m.i. y (x) o wykła­
dniku zbieżności >  k+1, to dla każdej liczby naturalnej s < k  istnieją
także w.m.i. y s(x) o wykładniku zbieżności równym s+1 takie, że

st y a(x) <  (s+1) n.

D o w ó d .  Z założenia lematu mamy

v(p =* , v (i)($) = 0 i = 1 (1 ) k. (17)
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Rozwijając funkcję y(x) według (9) otrzymujemy

y (x) = ^  ljC*) [Wjji*)]1- 
i-0

Wykażemy, że w.m.i,

3
V8U) - X  1i (x)fWnU)] i 

i=0

posiadają wykładnik zbieżności równy s+1.
Z wnioaku 4 wynika, że wykładnik zbieżności w.m.i. V s(x) jest <8+1. 
Mamy

oo
$(x) = y(x) - ya(x) - ^  li(x)[wn(x)]1,

i=s+1

stąd na mocy lematu 1

= ¥ (i)($) -Y^1^ )  = 0 1  = 0(1)s.

Stąd wobec (17)

V S(*,) - l • ‘ 0 1 “ 1 (O S,

co oznacza, że wykładnik zbieżności w.m.i. yg(x) jest ̂  s+1.

II. W monografii [2] (str. 157) podano metodę konstrukcji w.m.i. dla da­
nego równania algebraicznego o dowolnie wysokim wykładniku zbieżności.

Podamy obecnie pewien sposób konstrukcji w.m.i. dla danego równania al 
gebraicznego, pozwalający wyznaczyć funkcję iteracyjną o ustalonym wy­
kładniku zbieżności oraz jej pochodną.

Ponieważ jest spełniony warunek (4), więc istnieją wielomiany p(x) i 
q(x) takie, że

p(x) W^(x) - q(x) Wn(x) = 1. (18)

Jeżeli

st p(x) n - 1, st q(x) <  n - 2,
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to wielomiany p(x) i q(x) są określone jednoznacznie przez tożsamość 
(18).

Niech

lA(x) i = 1,2,... (19)

oznacza ciąg dowolnych wielomianów.
Wprowadźmy następujące wielomiany

(30(x) = 1,

«i(x) S - •j^i_1(x) p(x) + li(x) Wn(x),
(2 0 )

P1(x) s - Pi_i(x) q(x) + CĈ (x) + i l±(x) w'n(x), i = 1,2,... 

gdzie wielomiany p(x) i q(x) określa tożsamość (18).

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnej liczby naturalnej k wielomian

k
C<, k ( x )  = x  +  X ° t i ( * ) [ Wn ( * ) ] i  ( 2 1 )

i - 1

określa w.m.i. dla równania (2) o wykładniku zbieżności >k+1.
Pochodna funkcji (21) wyraża się wzorem

t p ' k = ftc(*)[wn(xj k*

D o w ó d .  Wykażemy indukcyjnie wzór (22).
Dla k =• 1 mamy

Cp1 (x) - x + 0̂ (1 ) Wn(x),

C^U) » - p(x) + l±(x) Wn(x),

^(x) = - q(x) + ci'(x) + l.|(x) W^(x).

Obliczając <p.,(x) i stosując (18) otrzymujemy

cp'1(x) = 1 + (- p(x) + l.,(x) *n(x)) Wn'(x) + cC*(x) Wn(x) =

“ - q(x) Wn(x) + l.,(x) Wn(x) W^(x) + cc'(x) Wn(x) = (x) Wn(x).



Załóżmy, że

(pk-i(x) - Pk-i(x)K (x)]k_1-

Ponieważ

cpk U )  =  ^ - 1 ^  +  ock ( x )  [wn ( x ) ]  k , 

więc na mocy założenia indukcyjnego otrzymujemy:

tf,k ( x )  = P k - 1 ( x ) [ Wn ( x ) ] k~ 1 +

+ [“ I  Pk-1(x) p(x) + V x) Wn ( x )]k [W n (x)]k_1 W ń (x) +rt'k(x)K (x)]k =
“ Pk-1 ̂x [̂Wn^x ]̂k_1 “ p x̂  ̂wń^x^  + k 1k^x ĈWn^x ]̂k Wń ^  +

+ «¿(x) [»„(*)]*,

skąd po zastosowaniu (18) otrzymujemy(22).
Z (21) wynika, że

<Pk($) = l .

natomiast z (22) wynika

y'n(£) = ... = <p£k)(ś) - 0. ■  ■

Wniosek 5« W.m.i. określona wielomianem
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co —' P-s (x) r I •
<pk(x) - X + ]T T !  [“ ’,Vn(x)] »

i= 1

gdzie

Pt U) = p(x), Pi+1(x) - p(x) p^(x) f i q(x) pi(x)

i = 1,2,...

posiada wykładnik zbieżności >  k + 1 (por. [2J).
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Z (20) wynika

*1+1( x )  * ” T + T  p ( x )  [" i*i-1(x) q(x) +0Ci(x)] =

» Y+r[p x̂  ̂ P i - 1 ^  " P W ^ t e ) ]  -

= - [p(x) «^(i) - i q(x) cCi(x)] .

Przyjmując w ostatniej tożsamości

( 1
* 1+ 1<X > » T T T T T T p i ( x )  i  - 0 . 1. 2 . —

otrzymujemy wniosek 5.

DEFINICJA 2. W.m.i. qp(x) dla równania (2) o wykładniku zbieżności ró­
wnym k+1 nazywamy optymalną w.m.i, jeżeli

st (f (x) <  (k + 1) n.

Z lematów 3 i 4 oraz twierdzenia 1 wynika

TWIERDZENIE 2. Dla ustalonego równania (2) i danej liczby naturalnej 
k istnieje dokładnie jedna optymalna w.m.i. Optymalną w.m.i. o
wykładniku zbieżności równym k + 1  można wyznaczyć na podstawie twier­
dzenia 1, obierając wielomiany (19) tak by

st a; ±(x) < n  - 1 i » 1 (1) k.

Zauważmy, że w.m.i. dla równania

xn - A = 0

podane w [3] są optymalnymi w.m.i.
W.m.i. dla równania (2) można wyznaczyć stosując algorytm z twierdze­

nia 1 również w przypadku gdy spełnione jest tylko założenie (4). Jednak 
w tym przypadku nie można zagwarantować jednoznaczności optymalnych w.m.i.

Wyprowadzimy obecnie wzory na optymalne w.m.i. o wykładniku zbieżności 
równym 2 i 3 dla równania

x3 + p x + q - 0. (23)
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Stosując metodę współczynników nieoznaczonych wyznaczamy dla wielomia­
nu (23) wielomiany P(x) i Q(x) występujące w tożsamości (18).

Otrzymuj emy

Pix) = j (6 p i2 - 5 q 1  + 4 p2)

Q(x) = 5 (18 p x - 27 q),

gdzie

A= 4 p3 + 27 q2.

Stąd na podstawie wzorów (20) mamy

oę1 (x) = - P(x),

(V| (x) •= — Q(x) + o^(x) = - Q(x) - P'(x) =

“ ” S ^30 P x - 36 q)f 

<X„(x) = -^ (- 243 pq x2 - 30 p3 x + 162 q2 x - 162 p2q),

(42(x) - p  (- 1944 pq x - 210 p3 + 1134 q2).

Wstawiając otrzymane wielomiany do wzorów (21) i (22) dla k=1,2 otrzy­
mujemy optymalne w.m.i. dla równania (2 3).

Wpłynęło do Redakcji w grudniu 1974 r.
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THE POLYNOMIAL ITERATIVE METHODS POR THE 
ALGEBRAIC EQUATIONS

S u m m a r y

In the paper there is an algorithm, which allows to assign for the gi­
ven algebraic equation of the n-th degree (n >2), the polynomial itera­
tive method of calcutating of roots of this equation, with the order of 
convergence k+1 (k € N), which degree is <  (k+1) n.

It is proved, that if roots of the equation are algebraic numbers of 
n-th degree on the minimal number body containing the coefficients of this 
equation, then there exists exactly one polynomial iterative method ful­
filling conditions given above.


