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0 PEWNYCH DWUPUNKTOWYCH METODACH PODWYŻSZANIA 
WYKŁADNIKA ZBIEŻNOŚCI METOD ITERACYJNYCH

Streszczenie. W niniejszej pracy podano dwie metody podwyższania 
o 1 wykładnika zbieżności (rzędu zbieżności) danej metody iteracyj- 
nej

zostały otrzymane na podstawie pracy [1] .
Podano interpretację geometryczną wprowadzonych metod iteracyjnych 
(w przypadku gdy f(x) jest funkcją rzeczywistą). Rozpatrzono szcze
gólne przypadki tych metod, gdy za funkcję cp(x) przyjęto funkcję

ślają w tym przypadku metody iteracyjne, z których pierwsza została 
szczegółowo zbadana w [2], natomiast druga określa metodę iteracyj- 
ną, której nie znalazłem w dostępnej literaturze.
Porównano wskaźniki efektywności wprowadzonych metod i metody New
tona. Podano również inny dowód dwóch metod podwyższających wykład
nik zbieżności funkcji iteracyjnych zawartych w [3] i [4J. Metody
te korzystają z pochodnej funkcji iteracyjnej wyjściowej.

I. Rozpatrzmy równanie

x * Cp(x)

dla równania

f(x) = 0

posiadającego pierwiastek oę taki, że f’(oC) f  0. 
Metody te określone wzorami

iteracyjną Newtona

f(x) = 0, (1)

gdzie f(x) jest funkcją zmiennej rzeczywistej lub zespolonej posiadają
cej pierwiastek x = (X, .
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Niech dla równania (1) będzie dana funkcja iteracyjna

x » ęp(x) (2)

o wykładniku zbieżności równym k (k 6 N), tzn.

IcpU) - oę | = 0(|x -cę|k)f x-~oę.

Jeżeli przybliżenie xQ jest dostatecznie bliskie « i  k 2, to ciąg

xn+1 = n “ 0,1,2,... (3)

jest zbieżny do pierwiastka cę równania (1), przy czym

Ixn+1 -ocl= 0(K  n—

Jeżeli funkcja (2) jest k-krotnie różniczkowalna w pewnym otoczeniu 
C )punktu x = oę i (f (x) jest ciągła w tym otoczeniu, to wykładnik

zbieżności funkcji iteracyjnej (2) jest równy co najmniej k, gdy

cp(OC) =CC, cf'(oę) - ... =<p(k-l)(0?) » 0. (4)

Jeżeli nadto

<f>(k)(cę) 4 0,

to wykładnik zbieżności funkcji iteracyjnej (2) jest równy dokładnie k.
Załóżmy, że funkcja cp(x) jeBt klasy a funkcja f(x) klasy

C^k+1  ̂ w pewnym otoczeniu punktu x » CC oraz f̂ OC) 4 0.
W pracy [i] na podstawie metody iteracyjnej (2) o wykładniku zbieżno

ści ^  k skonstruowano następujące dwie metody iteracyjne

$  o(x) “ x----------‘ ~ k -^ '

i»1
f W  jcp(x) - x]i_1

^ i ( x )  =  x  "  7 ®  '  T T x 7  X !  -f  T T ^  [ » U )  -  x ] 1

i=2

o wykładniku zbieżności >k+1.
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Zauważmy, ze podane metody iteracyjne można przedstawić w postaci

f  ^ 2  [»(X) -  x ] 1
i*0£ 0 (x) = c p ( x )  £■I i ^ d [ » ( x )  -x ] 1-'
i=1

(5)

k (i)/
(x) - »(*) - jifcrj E  “ *]x*

i=0

Na podstawie wzoru Taylora mamy

k
f(cp(x)) = f ( x  + (cp(x'j -  x ) )  «3 ^  -i— *4^ [cp(x) -  x ] 1 .

i-0

Wzory (5) można zatem zapisać w postaci

, x , x [q>(x) - x] . f(«p(x)) w(x) f(x) - x . f(®(x))
Tp0(x) - cp(x) - V  ((pixjr- 'rtxT = f(x) - ¿(yfx))™ ■

^(x) - cp(x) -
(6)

Wykażemy obecnie twierdzenie o wykładniku zbieżności funkcji iteracyj- 
nych (6).

TWIERDZENIE 1. Załóżmy, że funkcja <p(x) jest klasy C^1 ,̂ a funkcja 
f(x) klasy C^^ w pewnym otoczeniu punktu x - oc . Jeżeli funkcja ite- 
racyjna (2) posiada wykładnik zbieżności k (k ̂  2), to funkcje iteracyj 
ne (6) posiadają wykładnik zbieżności S=-k--1.

D o w ó d .  Z (6) wynika, że

U )

Vl (x) - cę - [ytx) gfcj -
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Na podstawie wzoru Taylora mamy:

f'(x) = f'(ct) + 0( |x -oę|) 

f (x) = f'(oc) (x - o() + 0( |x -cc|2) 

f(cp(x)) = f'idf) [ep(x) -cc] + 0 (| cp (x) - OC | 2) - 

Stosując ostatnie warunki w (7) otrzymujemy

yQ(x) [(P(x) - W]0(lx (8)

yi(x) - cc = b W  -*1 Q(lx ~ Ą [ ]  o)

Zauważmy, że

lim fW  ; = lim [f'(x) - f'(tp(x)) . cp'(x)l = f'(cc) f 0 (10)
x — cę R a L

Z (10) na podstawie (8) wnioskujemy, że

ip0U) - CC = 0(|x - cc|k+1 ),

natomiast z (9) wynika

1 (x) -  oę =  0 ( | x -  cc|k+1).

Rozpatrzmy obecnie metodę iteraoyjną V0(x ) w przypadku, gdy funkcja
iteracyjna (2) spełnia warunek

y(ce) = k f  o, (11)

tzn. gdy ciąg (3) jest zbieżny, a metoda iteracyjna (2) posiada wykładnik
zbieżności równy 1.

TWIERDZENIE 2. Jeżeli k  ̂ 1, to funkcja iteracyjna V 0 W  posiada wy
kładnik zbieżności ^  2 .

D o w ó d  przeprowadzimy wykorzystując (8).
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Z (11) otrzymuj emy

cp (x) - oc = 0(]x - «]), x — oę

skąd wynika warunek

[cp(x) - Of ] . 0( | x - tę|2) - (x — OC) • 0(| cp(x) -ocl") = 0 (| x — oę j 3), x — oc
(1 2)

Na podstawie (10) mamyt

lim f(x) - f ( ^ ) )  _ ' (, . k) j o, (1 3)
x— oc

Z (12) i (13) na podstawie (8) wnioskujemy, że

i p 0 ( x )  -  cę = o ( | x  -  « 1  ) ;  x — oc

Wniosek. Jeżeli k f  1, to dla funkeji Tp0(x ) pierwiastek ocjest pun
ktem przyciągania, tzn. istnieje otoczenie pierwiastka, cc , że dla xq na 
leżącego do tego otoczenia ciąg

xo> xi =?Po(xo) xn+1 " V0(*n>.-"

jest zbieżny do pierwiastka CC równania (1).

II. Rozpatrzmy obecnie interpretację geometryczną metod iteracyjnych (6) 
w przypadku, gdy f(x) jest funkcją rzeczywistą.
Oznaczając

X 1 ='P(xo)

mamy:

■» fr 1 X1 ~ f(X0) ~ X0 ' f(x1}
Y 0(V  f u 0; - »

f (x1 )
- xi “ Tun--

(14)
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Niech

yi+1 " Yo^i* 1 = 1*2....

Z (14) wynika, że przybliżenie y !+1 otrzymujemy, stosując metodę siecz' 
nych do równania

Natomiast przybliżenie y^+1 otrzymujemy stosując uproszczoną metodę 
stycznych, tzn. w punkcie krzywej y « f(x) o odciętej tp(y^) prowadzimy 
prostą równoległą do stycznej do tej krzywej w punkcie o odciętej (ry
sunek 2).

Rozpatrzmy metody iteracyjne (6), gdy za metodę iteracyjną (2) przyj
miemy w szczególności metodę Newtona, a więc

f(x) - 0

w punktach o odciętych y^, cpiŷ ) (rys. 1).

/ Y

Rys. 1 Rys. 2

Pierwszą z tych metod można określić następująco»

f (y^
zi = yi “ TTy“7’ yi+i

zi • f(yi) - yi • f(zi}. ny-j-rnip • i = 0,1,2,... (15)
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Jej interpretację geometryczną podano na rys. 3. Drugą z metod określają 
wzory

yi - i*(y i)’ yi+i = zi "
f(z±)
f ^ )

(16)

Metody iteracyjne określone wzorami (15) i (16) posiadają wykładnik zbiea- 
ności równy 3.

Metoda (15) została szczegółowo 
zbadana w pracy [2]- Porównamy o- 
becnie wskaźniki efektywności me
tody Newtona i metod (15) i (16).

Zgodnie z [5] (str. 332) wskaź
nik efektywności danej metody ite- 
racyjnej jest równy

(17)

gdzie p jest wykładnikiem zbież
ności metody, natomiast -i> kosztem 
wykonania jednej iteracji.

Koszt jednej iteracji zależy 
głównie od tego, ile razy oblicza się wartość funkcji f(x) i jej pocho
dnych w każdym kroku, a mało zależy od operacji arytmetycznych wykonywa
nych w funkcji iteracyjnej (por. [5])-

Przyjmijmy koszt obliczenia wartości funkcji f(x) równy 1, a koszt 
obliczenia pochodnej f*(x) równy J .

Wskaźnik efektywności metody Newtona wynosi więc

61 - 2 ^ ,

natomiast wskaźnik efektywności metod iterscyjnych określonych wzorami 
(15) i (1 6) wynosi

t _ 3̂

Metody (15) i (16) mają większy wskaźnik efektywności niż metoda Newtona, 
gdy

1 1 

3 ^  >  21+!f,
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stąd wynika

log 4
T >  — Ą  » 0,7092 

log f

Zatem gdy koszt obliczenia pochodnej f'(x) jest większy niż 0,7092 kosz
tu obliczenia wartości funkcji f(x), to metody (15) i (1 6 ) są lepsze w 
sensie podanego przez A. Ralstona kryterium (wskaźnika efektywności).

III. V/ pracach [3] i [4] podano dwa sposoby podwyższania wykładnika zbież
ności funkcji iteracyjnej (2) (tzn. konstrukcji na podstawie (2) nową) funk
cji iteracyjnej o wykładniku zbieżności równym co najmniej k+1), które o- 
becnie podamy.

TWIERDZENIE 3. Jeżeli funkcja iteracyjna (2) posiada wykładnik zbież
ności równy k oraz funkcje (fi (x) i f(x) są klasy w pewnym
otoczeniu punktu x = oę , to funkcje iteracyjne

V (x) - tf i x )  - f'to) 4 o, (18)

® ( x )  -  4  ( p ' ( x )  .  X

v ( x ) --------r --------- * * k*
1 - 4 . V'(x)

posiadają wykładnik zbieżności równy co najmniej k+1.
Podwyższając wielokrotnie wykładnik zbieżności metody Newtona

(o wykładniku zbieżności ro-.vnym 2) według wzoru (18), otrzymujemy metody 
iteracyjne Schrodera; stosując natomiast do podwyższania wykładnika zbież
ności wzór (19), otrzymujemy metody iteracyjne Königs (por. [3], [4]). 

Podamy obecnie inny niż w [3] i [4] dowód tw. 3-

D o w ó d .  Zauważmy, że

ip (cę) = cc , Tp (cc) = cc .

Z (18) i (19) otrzymujemy

V (x) - cc - k • (20)
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[cp(x) -cc]- ¿(fUHx - cc)
Y(x) -CC « ------------S----------- (20)

1 - ^ ( z )

Rozpatrzmy funkcje

L(x) - k . f’CxjftfCx) - oę] - f(x) . tp'(x)

L(x) - [tp(x) -cc] - £ . cp'(x)(x - cc).

Z (4) wynika, że

L(«) - l'(0C) - ... - L(k-l)(cę) - O

L(cc) - L'(OC) . ... - L{k-I)(tt) » 0.
*•

Obliczając k-te pochodne funkcji L(x) i i(x) otrzymujemy (uwzględnia
jąc niezerowe czynniki pochodnych)

L (k)(oc) - (k )* • f'(cc)cp(k)(oc) - (k) i W ł ^ ( c O  - 0 , 

tfk >(cę) -<p(k\cc) - (k ) . 1 .cp(k)(oę) . 1 - 0.

Stąd wobec wzorów (20) mamy

V(oę) = ... - v (k)(cę) - o, Y f(«c) - ••• - v (k)(«c) - 0 .

Wpłynęło do Redakcji w grudniu 1974 r.
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JtfiyiCPiEHHHE METOJIH yBEJIHIEHliH II0KA3ATEJIH CXOSHMOCTH 
RTEPAHHOHHHX MEIOflOB

P e  3  10 m  e

B H a c T o a m e i i  p a S o i e  ^ a H u  p a  M e r o n a  y B e jiH n e H H H  H a  e ^ H H H u y  n o K a 3a T e j i n  c x o  

^ h m o c t h  s a H H o r o  M e i o .u a  H T e p a n a f l

Aaa ypaBHeHHH f(x) = 0, HMetoąero KopeHŁ x = oę laKOft, h t o f^cę) / 0. 
C o r j i a o H o  [ l ]  s t h  M e i o ^ n  o n p e f l e j u n o T O H  c J i e f ly io ą i i M H  $ o p M y x a M H s

J J a n a  r e o M e i p u n e c K a a  H H T e p n p e i a r p i H  n p H B e ^ eH H Ł D c m e p a i m o H H ł o c  $ o p M y ji  ą j m  B e -  

ą e c i B e H H O i i  $ y H K U H n  f  ( x ) .  P a o o M O T p e H H  n a c T H u e  c j i y n a a  b t h x  M e iO f lO B ,  o n p e -  

A e x e H H H x  B b rpasceH H eM

x = <p (x)

I I p H B e A e K a  c p a B H H T e j ib H a a  o n e H ic a  3$ e K T H B H 0C i H  n o a a a a i e j i e B  c x o a h u o c t h  n o  

yKa3aHHOMy Merony h no MeTojty HbKaoHa. IIpaBefleHn apyrae flOKa3aTeabcTBa o- 
6o h x  M e io f l O B  y B ejiH H B H H H  n o K a 3a T e J ie f t  o x o a h u o c t h  y K a 3a H H u x  b  [ 3 ]  u  [ 4 ] .
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ON ONE TY/O-POINT METHODS OP RAISING OP THE 
ORDER OP ITERATIVE METHODS

S u m m a r y

In this paper there are given two methods of raising on 1 of the order 
of convergence of the iterative method

x = <f (x)

for an equation f(x) = 0, which has a root x = cc such that f'(cc) f  0.  
These methods defined by formulas

V^x) = tp(x) -

are obtained on the basis [l]. It is given the geometric interpretation of 
infroduced iterative methods (in the ease when f(x) is the real func
tion). There are considered the particular cases of these methods when
<p(x) = x - (Newton’s method).

There is comparison of the index of effectiveness of these functions 
with the index of effectiveness of Newton’s method. It is given also ano
ther proof of two .methods, which raise the order of convergence cf itera
tive functions contained in [3] and w -


