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0 UOGÓLNIONEJ METODZIE ITERACYJNEJ KÓNIGA

Streszczenie. W pracy tej wyprowadzono wzór na pochodną funkcji 
iteracyjnej, która to funkcja została podana w pracy [1] .

I. W niniejszej pracy zachowamy oznaczenia z [1], a cytowana dalej nume­
racja podwójna (np. Lemat 3.1) także będzie dotyczyła pozycji [1].

Dla równania

f (z) - 0

rozpatrujemy funkcję iteracyjną postaci

n- 1

(1 )

$

V 1 ot.u a*k_j 1 n-i- 1  o i-0
ao n *

V  oę.u a1 Z-i 1 n-i o i-0

(2 )

gdzie cęQ ^ 0,  0̂  (n £ N) są dowolnymi liczbami zespolonymi,
zaś u — 1 , u, - a. oraz o 1 1

a 1 9^ 0 . . .  0

a« ••• 0Ł 1 o

a a . a ... a. p p- 1 p- 2  1

(3)

W wyznaczniku (3)

aQ - f(z), = { 7  f(l)(z), (i = 1 (1 ) n) (4)

W pracy [1] wyprowadzono wzór na pochodną funkcji iteracyjnej (2), gdy 
C(0 i 0, of ■ ... « (( . o. Funkcja (2) jest wtedy funkcją iteracyjną Ko- 
niga.
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Obecnie wyprowadzimy wzór na pochodną funkcji (2) przy założeniu

Zauważmy, że funkcję iteracyjną (2) można przedstawić w postaci

n- 1 (5)

gdzie

0 0 

0 0

ak ak- 1 ak- 2

Pk ftc- 1 Pk- 2  ‘ "  ?1 (o

(6)

przy czyn

po “ < V  Pj “ <*y j “ 0 (1) k-

Rzeczywiście, rozwijając wyznacznik (6) według ostatniej kolumny otrzymu­
jemy dla k = n - 1  i k = n  odpowiednio licznik i mianownik wyrażenia 
(2 ).

Oznaczmy przez (por. [i] def. 3.2) wyznacznik otrzymany z wy­
znacznika up+i przez skreślenie w nim wiersza k i ostatniej kolumny 
dla 1 <  k <  p, gdy k > p przyjmujemy = up*

Przyjmując we wzorze (3-8) n = p, t + 1 = p otrzymujemy tożsamość

W (a.u.1 p p + 1 ). (7)

Analogicznie stosując podstawienia

t ; = n - t ,  s - 1 : « n - i 

we wzorze (3.7 ) otrzymujemy

u . u .u , . u , , n-t n-i- n+1-l n-t- 1

n-t w(t+1-i) dl i ^ t < no n-i ^

n+1 -i(i-1 -t)
*o W

dla t = i - 1 (8)

dla O <  t <  i-1
n - t - 1
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gdzie

u_1 = 0, t =■ O (1 ) n

i « O (1 ) n.

Do dalszych rozważań wykorzystamy poniższy 

Lemat 3.1. Niech

b 11 b 1k

b21 b2k

gdzie są dowolnymi liczbami zespolonymi.
Jeżeli Bi (i = 1 (1) k) oznacza wyznacznik utworzony z wyznacznika B 

przez zastąpienie wiersza i wierszem

°, d1bi1, d2bi2,... ,dk_.,bik_i.

to

I  Bi - °-
i=1

Liczby dg (s = 1 (1) k-1) są dowolnymi liczbami zespolonymi.

II. Obecnie wykażemy dwa lematy.

Lemat 1. Pochodna wyznacznika (6) (względem zmiennej z) wyraża się 
wzorem

Pk ~ kaI 1 â1Pk ~ %  uk+1^ " Sk* (9)

gdzie

k-1
3k = £  (k_i)Cfi+1 Uk-i Vi=0
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D o w ó d .  Różniczkujemy wyznacznik P̂  według wierszy, korzystając 
ze związków

(i + 1 ) ai+1 ' i - 0 (1 ) k

wynikających z (4) i wtedy marays

B1 + ... + B̂ ,

gdzie oznacza wyznacznik jaki otrzymamy po zróżniczkowaniu w Pfc wier­
sza 1 ( 1 - 1 (1 ) k).

W każdym z wyznaczników z wyjątkiem ostatniego, od wiersza 1 odej­
mujemy wiersz 1+ 1 pomnożymy przez 1 +1 , wtedy P^ wyrazi się wzorem:

p!

0 1a1 f\) 0» O a • O 0 a1 8O 0 0 0
a2 81 8 • • • 0 O 0 a2 a i a0 0 0

a k a k-1 ak-2 * * •  S1 a0 0 ak - i 28k-2 . . .  ( k —1) a k a Q

Pk Pk-1 Pk-2 Pi Po 8 k

Pk

a k-1
Pk-1

a k-2
Pk-2

. . .  a ,  a1 o

Pi Po

a1 a o 0 • • 0 0
a2 a1 a o • • 0 0
• • • • • • • “  B1 + • • • + B, + B • k-1 k

a k-1 8k - 2 a k-3 a0 0
( k +1) ak+1 k a k ( k -1) a k _i • • 2a2 a1

P k Pk-1 Pk-2 • • Pi Po

Aby zastosować lemat 3.1 należy dodać i odjąć wyznaczniki i Bic+2'
które są równa
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k+2

Tak więc

Zauważmy dalej, że

k+1

a a 0 01 0

a2 a1 0 0

• . . •

a1£ ®k-1 '• a1 ao

0 Pk - :(k-i)p2 k ft

3.1 suma

+ Bg + • * + 1 + Bk+1 + Bk+2 0.

pi
m

i Bk " Bk+1 " Bk+2*

a „ a 0 0
1 0

a2 ai 0 0

ak- 1 ak- 2 ... 0

(k+1)ak + 1(k+1)ak ... (k+l)a2 (k+1 )a1

Pk Pk- 1 Pi Po

Rozwijając ten wyznacznik według ostatniej kolumny dostajemy

Bk - Bk+i “ (k+1)[Po wik) + ir0 (pk " Po uk+i}]-

Na podstawie tożsamości (7)

(10)

“ Bk+1 a
k + 1(a. P. - c( u, ,).1 k o k+1 (1 1)
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Po kolejnym rozwijaniu wyznacznika według ostatniej kolumny jest

k- 1

Bk+2 " I  fr-^i+l V i  ao*
i-0

Wstawiając (11) i (12) do (10) otrzymujemy (9). 

Lemat 2. Dla i - 0  (1) n zachodzi tożsamość

Pn un-i ‘ Pn- 1 un+1-i

a" Vcc+ - V  «♦ a**1 " 1o Lt t n-i L  t n-t- 1 o
t=i t- 0

D o w ó d. Ponieważ

P, = y  a,, u . ap, k Li i k-i o’
i-0

więc

(12)

(13)

P u , - P  .u - j = V  cę. (u .u . - u  - .u . ,) a1,n n-i n- 1  n+1-i Li t n-t n-i n+1-i n-t- 1 ot-0

Korzystając w powyższej równości z tożsamości (8 ) otrzymujemy wzór (13). 

TWIERDZENIE. Pochodna funkcji iteracyjnej (2) wyraża się wzorem 

i- 2

i'
■; i  2  «. 'Hi-TtJ ■ * ’ z « «  'iS'-1’]

i-0 L ________t-0______________________t—i__________ J (14)

lub

an y  y  a ^ w “ ;1)
o Li Li ° n-i+z i- 0  t- 0___________

(n+1-i+t)cf._t
(n-i)otl+ 1 «i

(15)

W powyższym wzorze przyjmujemy oc_ 1 ■ 0.



D o w ó d .  Z (5) wynika, że

, P2 - A + C
§ ” —  , (16)

P*

gdzie

A « a, P , P , C - a (P , P' - P' , P ).1 n-1 n* oy n-1 n n-1 n

Korzystając z lematu 1 dla k»n i k»n-1 obliczamy wartość wyrażenia Cs

C « P . T(n+1 )(a,P -cif u ) - a S 1- P fn(a,P , - O f u ) - a S  ,1*n-1 L 1 n o n+1 o nj n^ 1 n-1 o n o n-lj

“ ai 1 + w Tnu ~ C°+1) u ,P ,1 + a (P S . - P ,S ) =1 n n-1 oL n n n+1 n-1J o n n-1 n-1 n

n-1 0
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■ A + Fn l  (n"i)cti Un-i ao - Pn-1 I  i“*1*1) «i Un+1-i ao ’ 
i-0 i-0

n n
- A - Pn + Pn I  «iUn-iao - Pn-1 I  <n+1-i} «i un+1-i ao “

i—0 i-0

» A - P2 + D. n

Ponieważ po wstawieniu do wzoru (1 6) wartości C dwa pierwsze składniki 
w liczniku się redukują, więc należy obliczyć D.

D " Pn Ś  (n+1- ^  «i un-i ao - Pn-1 2  (n+1“i ) «i Un+1-i ao 
i-0 i-0

n

■ I  [^n+1- ^  «i ac (Pn V i  " Pn-1 Un+1-i)]‘ 
i-0

Na podstawie lematu 2 możemy napisać:
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Stąd po wymnożeniu i odpowiednim pogrupowaniu otrzymujemy:

Z podanego twierdzenia wynika, że wykładnik zbieżności funkcji itera- 
cyjnej (2) przy założeniu jednokrotnosci pierwiastka równania (1) jest 
równy n+1.

Wpłynęło do Redakcji w październiku 1974 r.
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0 OBOBD®HHOM HTEPPARHOHHOM METCWE KEHHrA 

P e 3 o u e

B c ia ie  [ l]  flJia ypaBHeHHH

f ( z )  -  0 (1 )
paccuaTpHBaeica HieppaiwoHHaa $yHKEjLa

n-1

(2)

ł
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a1 ao 0

a2 a1 ao

8 8 - 8 o • • «p p-1 p-2

P >  2, (3)

r^e b onpe^eJiHTeJie

a0 * f(z). ai = f[z) 1 ” 1 n-

B [1] n0Ka3aH0 *jto (JyrncitHH (2) HMeei nopanOK c x o ä h m o o t h n+1.
B Haciaaneil paßoie flOKa3HBaeToa, aio npoHSBO^aaa no $yHKH»iH (2) HMeei 

b h a

a11 y  y  w(tr1.}o o n-i+1
i-0 t-0

(n + 1 - i+ t  )°CL_t cci _ 1+t 

(n-i)oci+i oci

(p,
Ak)r#e Wp 03HaaaeT onpeneaHTejik nojiyvaromniicH H3 onpeaejimeJiH UB+-| Buaep- 

KHBaHHeM K-oä cxpOKH h nocjie.n,Hero o Ton Spa jyia 1 <  K <  p, a nnn k>P qa-
„(k) _ „xaeM W

ON THE GENERALIZED ITERATIVE METHOD OP KÖNIG 

S u m m a r y

In the paper [l] it la conaiderated for the equation

f(z) - 0 (1)

the following iterative function

n-1I *i un-i-1 a0

 *  <2>t «i Un-i* 8o
i-0
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where oco f 0, OC^.,.,0^ (n fe N) are arbitrary complex, numbers, and
u0 =■ 1, u, = ai

a, a 01 o
a2 a1 ao

8P ap-1 ®P-2

(3)

In this derminant

aQ = f(z), a± - jy fjjj i - 1 (0 a.

In [l] it is proved that the function (2) has an order of convergrence 
n+1.

In this paper it is deduced that the derivative of the function (2)
with respect to a variable z, is given by the formula

(k)

n i 

i=0 t»0
i-t w(t+1) 
o n-i+1

(n+1-i+t )cCi_t
(n-i)cci+1 oę ±

where W denotes a determinant obtained from the derminant u , by P P+1canceling in it the k-th row and the last column for 1 ̂  k <^p.
When k > p we put = u .P P


