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Jerzy KACZMARSKI

ZAGADNIENIE TRANSPORTOWE W ZWIAZKI™ Z BUDOWA SIECI

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie pewnego
algorytmu rozwigzania zagadnienia transportowego w danej sieci trans-
portowej. = _ _ ) L _

Zagadnienie transportowe formutuje sie tu wkasciwie na gruncie
programowania wypukdego, lecz wykorzystywane macierze 1 ich specy-
ficzne wkasnosci, w pierwszym rzedzie catkowita unimodularnos¢, po-

woduja, ze proponowane postepowanie nie nastrecza specjalnych trud-
nosci rachunkowych.

Czes¢ 1

j 1. Formalizacja zagadnienia

Niech G = (U,K) bedzie grafem niezorientowanym, bez petli i1 krawedzi
wielokrotnych, w ktorym JUI =ce®, |KI =cch.
Na zbiorze U okreslona jest funkcja q

q:prtU gt 6 R 1.1.D)
spetniajaca warunki:
(e oug
£ qi=0 (1.1.2)
i1

Na zbiorze ponumerowanych krawedzi grafu G okreslona jestfunkcja c

c :kI€K =£ c*6R, c*> 0 (1.1.3)

Graf G ztak okreslonymi funkcjami ci q nazywacbedziemy siecig
transportowsg G.
Krawedziom grafu G nadajmy dowolng orientacje i oznaczmy:

K? - zbior dukéw wychodzacych z p»

K‘? - zbior tukow koﬁvczazcych siew p.
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Planem przewozéw zgodnym z funkcja produkcji i1 zapotrzebowania q nazy-
wamy kazda funkcje X

X kN6 K # x» eR, 1.1.9

przy czym spednione sg warunki:

S xs- X2xsE*py 1 - 1.2,....« (1.1.5)

stign seiq

Przez X oznaczmy zbidr wszystkich planéw przewozéw zgodnych z dang fun-
kcja - g
Nalezy wyznaczy¢ minimum funkcjonatu

P :x eX =» 7 °i = |xi] (1.1.6)

albo inaczej, wyznaczy¢ minimum formy ~ ¢ . |xi] przy warunkach (1.1.5).

i-1

8§ 2. Kilka podstawowych poje¢ i twierdzen teorii graféw

DEFINICJA 1.2.1. Liczbe i (G) - L - <° + p nazywamy liczbg cykloma-
tyczng grafu G - (U,K), gdzie Ju] =o, |k| -cocl, a p oznacza liczbe
spdjnych skdadowych tego grafu. ©

Lema -1 2.1. Liczba cyklomatyczna w(G) grafu G roéwna jest malgy—
malnej I|OSCI cykli niezaleznych.

DEFINICJA 1.2.2. Graf zorientowany G - (U,K) (elementami zbioru K
sg teraz uporzadkowane pary wierzchokkow, Huki, k3j - yp*.PJJ) nazywamy
antysymetrycznym, jesli zachodzi warunek:

[Pi.Pj] 6 K Pj.Pj I k=
DEFINICJA 1.2.3. Jezeli G = (U,K) Jest grafem zorientowanym i zbidr

jego tukéw ponumerowano jednym tylko wskaznikiem - j-, to wéwczas macierz
S-(@))» 1 1..... J °fL j “ 1,...,cc0, o elementach

™ - [1] str.
¢ - [ str.
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1 jesli p. 6 u jest poczatkiem k. 6 K

-1 " " 1 koricem
0 7 " nie jest ani poczatkiem, ani koricem
+uku K

nazywamy macierza incydencji 4ukéw grafu G.

Lemat 1.2.2. Macierz incydencji 4ukéw jest macierza catkowicie unimo-
dutarna. e«

TWIERDZENIE. (Poincare - Veblen - Alexander) (#***)

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, zebywektorc=(cl,...,c )
reprezentowat cykl lub sume cykli grafu antysymetrycznego G jest, zeby

S.c=0 (1.2.1)

Jezeli liczbacyklomatyczna grafu G wynosi ~(G), towdwczas baze
przestrzeni rozwigzan ukdadu (1.2.1) mozna wybra¢ w ten sposéb, ze ma-
cierz, ktorej kolumnami sg wektory tej bazy, bedzie postaci:

c -(?). (1-22)

gdzie E jest macierzg jednostkowg o wymiarach <(@G) xi?2(G) a C ma-
cierzg o elementach c~ =03 1,-1

i=4d@ + 1 al; j-1 ).

Macierz C postaci (1.2.2) nosi nazwe macierzycyklomatycznej lub funda-
mentalnej macierzy cykli.

Lemat 1.2.3. Fundamentalna macierz cykli grafu antysymetrycznego G jest
macierza catkowicie unimodulama. (@)

9 3. Istnienie planu przewozéw zgodnego z funkcja produkc.li i zapotrzebo-
wania

Rozwazajac zagadnienie transportowe mozna zaktozy¢, ze graf G jest
spojny. Oznacza to, ze ~G) = cl -ad + 1, a rzad macierzy S rowna sie
ol - V(G) * «° - 1, jest wiec o jeden mniejszy od liczby wierszy tej ma-
cierzy. Uwzgledniajac wprowadzone w poprzednim paragrafie oznaczania, wa-
runki (1.1.5) mozna zapisa¢ w postaci:

) _ [i] str. 137
- [I] str. 142
™ -2 luw 5.
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S .x=aq, 1.3-1)

gdzie S jest macierzg incydencji Hukéw danego grafu, po nadaniu jego
krawedziom pewnej orientacji

Cc

X = GaeeeX Do 0% (@eneeend )

Poniewaz suma wszystkich wektordéw - wierszy macierzy S jest wektorem ze-
rowym, kazda kolumna tej macierzy zawiera doktadnie jedng jedynke i jedng

a®

71l a )_(l H “ O» wiec ukbad (1.3.1) posiada rozwigzania, czyli istnieje
1=
plan przewozéw zgodny z funkcja produkcji i zapotrzebowania.

8§ 4. Wykluczenia Jordana. Catkowita unimodularno$¢ macierzy jako niezmien-
nik wykluczenn Jordana

DEFINICJA (1.4.1). Wykluczeniem Jordana dokonanym nad macierzg A z
elementem rozwigzujacym af f 0 nazywamy przeksztakcenie tej macierzy w
macierz B, ktorej elementy wyznacza sie na podstawie wykonywanych w po-
danej kolejnosci prawidet: (@)

a) element zastapiony zostaje jedynka,
b) pozostate elementy 1-tej kolumny nie ulegaja zmianie,
c) elementy r-tego wiersze, zmieniajg znaki,
d) miejsce dowolnego innego elementu a" zajmuje liczba s an - -

* ak”
e) wszystkie uzyskane w ten sposéb wielkosci dzielimy przez a".

m
Niech dany bedzie ukdad Yy = ST axX y-
_ e r, .

Wykluczenie Jordana z elementem rozwiazujacym a™ # 0 jest schematem ope-
racji wyznaczania zmiennej X, 2z rownania

j“1
i podstawienie jej do pozostakych rownan ukdadu.

TWIERDZENIE (1.4.1). Jezeli wszystkie formy liniowe ukdadu ajxj

Jj=1
i =1,...,nj -sg liniowo niezalezne, to wykonujac dokdadnie n odpowied-

ni - [7] lub [9] str. 10
) - [9] str. 13
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nich wykluczen Jordana, mozna wszystkie zmienne zalezne vy.,...,yn prze-
ksztatci¢ w zmienne niezalezne. -

Lemat (1.4.1). Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby macierz
A byta macierza catkowicie unimodularng jest, zeby macierz uzyskana z
niej przez dowolne wykluczenie Jordana byta takg macierza.

§ 5. zg°onv z funkc.ia orodukc.ii i zapotrzebowania.
Pierwsze whasnosci

Rozwazmy dalej ukd#ad (1.3.1)

Sj e X| ¥Feee +S1eX1aum P

82-x'\+-.-+s%-x13’\2

o X1+ ... +s1l _.x1-q9qo

Poniewaz rzad macierzy S roéwny jest ce° - 1, jesli przyjaé, ze rozwaza-
ny graf jest spojny, wiec mozna wykona¢ dok#adnie o0e®° - 1 wykluczen Jor-
dana i zadne dwa elementy rozwigzujace nie beda nalezaty ani do tego sa-
mego wiersza, ani do tej samej kolumny.

Ostateczny rezultat mozna, pomijajac nieistotna zmiane wskaznikéw, za-
pisa¢ nastepujaco»

al + ... +al . x+a’,ql+ ... + Jom>1 - x,+1

(1.5.1)
an 1 + ...+ aM - X+ at+-t o ogq.ot... Vol x-it«i>1
0 + ... +0 + a«®, N +..+a«+0p_~ qC_ 1 -

gdzie #»4 (0 & - + 1L

Z lematu (1.4.1) wynika, ze macierz ukdadu (1.5.1) jest macierza cat-
kowicie unimodularng, poniewaz w mysl lematu (1.2.2) jest niag macierz in-
cydencji dukéw S.

Zauwazmy, ze jesli wartosci planu przewozow na dukach kM, ...,kM, wybrac
dowolnie, to na pozostatych bedzie on juz Scisle zdeterminowany. Pakt ten
ma prosta interpretacje geometryczng. Usuniecie z grafu krawedzi k™, ...,k
(odpowiadajacym zmiennym niezaleznym x1,...,xJ wystepujacym w (1.5.1)

(***)_
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nie narusza spojnosci, redukujagc go do drzewa. Schematycznie dowolny plan
przewozow zgodny z funkcjg q bedziemy zapisywaé

gdzie

«,°-1

§ 6.

Rozwazmy przestrzen wektorowg R”», do ktoérej naleza wektory-wiersze ma-
cierzy (1.5.2), bedace jednoczes$nie wektorami normalnymi V- 1 - wymiaro-
wych hiperptaszczyzn x1=0,...,x* =0

iti =7 X5 " P

Wszystkie one zanotowane sg w bazie jaka tworzy ukdad wektoréw normalnych
hiperptaszczyzn x* =0, i1 =1,...,V.

Zmiany bazy w przestrzeni R~ niszcza na ogét specyficzng posta¢ ma-
cierzy (1.5.2), ktéra z kilku wzgledow godna jest troski. Mozna jednak
wsréd wszystkich baz przestrzeni wyrézni¢ te, w ktérych macierz utworzona
z wektorow normalnych rozwazanych hiperptaszczyzn bedzie macierza catko-
wicie unimodularng, zawierajacg macierz jednostkowg o wymiarach V x € i
ktore wystarczg do rozstrzygniecia sformutowanego w pierwszym paragrafie
zadania.
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W [4] wprowadzono miedzy innymi operacje Sri» kt°rej specjalne whas-
nosci wykorzystamy w dalszych rozwazaniach. Jezeli A jest macierza o e-

lementach 0,1 lub -1, przy czym e; 3||: © woéwczas S~i (A) = Bl gdzie
=
bi " al
jezeli aj=1, to b[.: a. - ax
J
B! jezeli aj 1 to 8 + i ©
= - = - = «
1 jezeli al J 5 b J
jezeli ar v aj = 0, to 86

(element a’i nazywamy rozwigzujacym a symbolami a . 3 i b'J oznaczono wek-
tor - kolumny odpowiednich macierzy).

TWIERDZENIE (1.6.1). Jezeli A jest macierza catkowicie unimodularng
o wymiarach n x m, przy czym rz A = n, to macierze Sri(A) oraz A.B ,
gdzie B jest macierza o wymiarach n x n wyjeta z A, réwniez majg te
ceche. Rozwazmy dalej uktad wektordow - wierszy macierzy A nie identyfi-
kujac go juz z samg macierza. Mnozenie A . B~ mozemy woWwczas interpre-
towa¢ jako zmiane bazy w R* na baze w ktorej ustalony wektor x, owspok-
rzednych x1t...,x4 w starej bazie uzyskuje wspédrzedne wyrazajace sie
zwiazkami: ¢ *

W mysl definicji macierzy przejsSciastwierdzamy, ze wrozpatrywanej sy-

tuacji jest nig macierz B*. Nowag baze przestrzeni RJtworza wiec te

wektory-wiersze macierzy A, z ktorychzbudowana jest macierz B. Przej-
Scie do nowej bazy, a wiec mnozenie macierzy A przez macierz B mozna
prosto wykona¢ korzystajac z operacji St Przypusémy, ze macierz B zbu-
dowana jest z wierszy o numerach 1i.,...,in. Nieosobliwos¢ macierzy B
wskazuje, ze nad macierza A wykona¢ mozna kolejno n - operacji  S1j

Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazah mozemy zatozy¢, ze kl= 1,...,kn = n
oraz ze wszystkie elementy rozwigzujace bydy jedynkami. Poniewaz wykona-

O - M
&> - 4
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nie w macierzy A operacji S roéwnowazne jest z prawostronnym mnoze-
niem jej przez pewng macierz elementarng a

wiec *atwo zauwazy¢, ze

Czesc 11

J 1. Minimum badanego funkcjonatu w przypadku gdy -Hg) = 1

Poszukujac efektywnej metocy rozwigzania stawianego zagadnienia, przyj-
rzyjmy sie blizej szczegblnej sytuacji, gdy (G) = 1 i kazdy punkt jest
punktem dwukrotnym. Krotnoscig lub rzedem punktu w grafie nazywamy liczbe
krawedzi incydentnych z danym punktem. Wybierzmy dowolny punkt pQ. Jedng
z krawedzi mu odpowiadajacych zorientujmy jako wychodzacg z pQ. Wszyst-
kie pozostate krawedzie zorientujmy kolejno w ten sposob, aby w kazdym
punkcie koriczyt sie jeden duk i z kazdego punktu jeden duk wychodzit oraz
ponumerujmy je wskaznikiem i = (krawedzie o numerach 1 i1 W
sg incydentne z punktem PO)-

Kazdemu punktowi, z wyjatkiem pQ, przyporzadkujemy wskaznik 4uku wcho-
dzgacego do danego punktu. Dowolny plan przewozéw x - (&, X2,...,x&l)
zgodny z funkcjg produkcji i zapotrzebowania mozna wowczas wyrazic:

i1 J=1

Postawiony problem sprowadza sie do wyznaczenia minimum funkcji

gdzie
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Chcac uprosci¢ zapis przyjmijmy dodatkowo, ze liczby b~ spekniajg nie-

réownosci b < b ... <b « 0«... <b < b . Aby wyznaczy¢ warto-
. i i p ool @ S
Sci zmiennej dla ktoérych funkcja P przyjmujeswoje minimum, wysta>

czy znalez¢ te wartosci parametru k, dla ktorych:
k-1 ocl
i*1 i=k+1
lub wyznaczy¢ - k z réwnowaznego warunku
Z °i< Z Oi i z ci>nN Z (11-1-2
i1 i1 i=1 i=1
8 2. Przypadek V (G) > 1. Twierdzenie podstawowe i kryterium optymalno-
Sci

Przeprowadzone w 1.5 rozwazania dowodzg, ze aby wyznaczy¢ minimum fun-
kcjonatu

cl
P :x6X :b:z ° i Rii
=1
wystarczy znalez¢ minimum funkcji
ol

n xp-Z dbd +Z qUZ a""% - vj

»id i«l

Moze sie zdarzy¢, ze dla kilku réznych wartosci parametru j otrzyma-
lismy identyczne formy liniowe, wéwczas w badanej funkcji zapiszemy je
wraz ze wspodczynnikiem ¢ roéwnym sumie odpowiednich wspédczynnikow.

Ostatecznie:
P(XL  .,xV) « + Z ay <i bd 11.2.1)
i=1 J = el i1
gdzie
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Wystepujace w (11.2.1) formy liniowe sg wierszami macierzy (1.5.2).
Badajac funkcje (11.2.1) bedziemy w tablicy (1.5.2) wykonywa¢ operacje o-
pisane w 1.6, zachowujace identycznos¢ wektoréw-wierszy i rownos¢é wspot-
czynnikéw ostatniej kolumny, odpowiadajacych tym wierszom.

DEFINICJA (11.2.1). V- 1 - wymiarowe hiperptaszczyzny x" =m0; i =
= 1,...,m nazywa¢ bedziemy hiperpkaszczyznami granicznymi.
Przez Xi(P°) = x (X°,...,Xy) oznaczaC¢ bedziemy uchylenie punktu P° od
hiperptaszczyzny = 0; t=n.

Xx° dlai< i<V

Xi(P)

o —— -
xJ(P) ¥1a|. 1x b dila j>V

a przez p(P°) - maksymalng liczbe tych liniowo niezaleznych hiperptasz-
czyzn granicznych Xi = 0, dla ktérych xi(P°) = 0.

TWIERDZENIE (11.2.1). Jezeli (KP°) = k<V , to istnieje punkt P ta-
ki, ze

»P) = i p(™ < F(p°).

Dowéd. Twierdzenie (1.6.1) oraz okreslenie wielkosci () poz-
walajg zatozy¢, ze hiperplaszczyznami granicznymi spedniajacymi  warunek
x™p ) = 0 sg hiperptaszczyzny =0,...,X]J£=0, k<V oraz np. hiper*

pkaszczyzny x*+1 =0, xv+2 =0,...,xi#l =0; 1> O.

Oznacza to, ze punkt P° ma wspodrzedne (O,...,0,xE+1>e=<) gdzie x°/
~ 0 dla 13X Kk+l, a sama macierz form liniowych jest postaci:

X1 X2 R ket ot Xos
1 1 0 0 0 0 0
xk 0 0 1 0 0 0
kil 0 0 .0 1 o o
| P }
0 0 0 1
1 0 0
7+l al a2 ai
1% )
x>+ al a2 ajr O 0 0
+
X-0+H1 atag @bl at 8 b
- me. ]
m m
Xm ai a2 o ak ai2+1 & -br
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Przez F(P°) oznaczamy funkcje zmiennej jaka otrzymamy z F(P) pod-
stawiajac w miejsce zmiennych x1, N, XN+, X~ wspotrzedne
punktu P°; x°, x?_1, x°+1, X°.
Tak wiec
FP?) =C+ AXj+ ejla"‘ixv: gjl
Jav+i+l
gdzie
uk-1 1
° =1L ciixxi» Bj = - (£ al x° - bt
i=k<-1 i=k+1

Zbior wszystkich tych wartosci zmiennej xv, dla ktérych realizuje sie
minimun funkcji F(P°), mozna wskaza¢ wtaki sam sposéb jak to podano w

8§1.

Zauwazmy, ze w zbiorze tym zawsze istnieje przynajmniej jedna wartosc¢
xJ 1 przynajmniej jeden wskaznik jO*jo alho j >."i+ 1 + 1 taki,
ze wektory normalne hiperpkaszczyzn x1 =0, , Xx.= 0, X. =0 two-
rzy¢ beda ukdad liniowo niezalezny i x» (X°, ..., X -], *)]/) = O«

Niech PN bedzie punktem o wspotrzednych X, X°_1,x™, woéwczas:

F(P°)> min F(Py) = F(P®), a spos6b wyboru parametru j pozwala stwier-

dzi¢, z “pehH =k + 1.
Jezeli  jJQ =P, to mozemy przystgpi¢ do nastepnego etapu rozumowania.

Gdy jJ>"i +1+ 1, wbierzmy w RV baze utworzong przez wektory nor-
malne hiperptaszczyzn X. =0, ..., X -=0, x“:(L) =0i przesunmy  uk#ad

wspodrzednych w ten sposob, aby podane hiperptaszczyzny bydyJ -1-wymiaro-
wymi hiperptaszczyznami tego ukdadu.
Przejscie do nowej bezy uzyskamy wykonujac nad macierzg (11.2.1) operacje

S:Ij Aby odpowiednio przesungé¢ ukdad wspétrzednych wystarczy, jak datwo
o
zauwazy¢, pomnozy¢ \ -tg kolumne przezb .

Jo

i d da c'ja do kolumny wyra-
zow wolnych, gdy a%°" =1  Iwodjac, jesti v %=-

Nierownosc ad)_tkf 0, umozliwiajaca wykonanie podanych przeksztatcen,
gwarantuja dgcznie warunki: x:JOG:’°) if 0, min F(P°) = F(P1), x, (Pl) = 0.

Przejscia do nowego uk#adu wspodrzednych, konieczne w podobnych do roz-
wazanej sytuacjach, wykonywane sg zwykle za pomoca wykluczen Jordana. Uzy-
cie operacji S, mozliwe dzieki calkowitej unimodularnosci mecierzy (11.2.1)
i niezmienniczosci tej cechy wobec przeksztaktcen S, jest praktycznie du-
z0 wygodniejsze i pozwalajace w jakim$ sensie na wyznaczanie catych kolum
szukanych macierzy.
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Wykonanie podanych czynnosci umozliwia przejscie do nastepnego etapu
rozumowania, w ktorym szuka¢ bedziemy minimum funkcji F )= Oczywiste
jest, ze jesli proces opisany w pierwszym etapie przeprowadzimy jeszcze
dok#adnie V-k-1 razy otrzymamy punkt P o wkasnosciach wymienionych w
tezie dowodzonego twierdzenia. Mozliwos¢ wielokrotnego powtarzania propo-
nowanych operacji i rozumowan wynika oczywiscie z whkasnosci przeksztatkcen
S1 zachowujacych "postac¢™ macierzy (11.2.1).

Niech A bedzie zbiorem tych wszystkich elementéw przestrzeni R , dla
ktorych realizuje sie minimum funkcji P(x1, ..., Xy),

Oznaczmy

A* ={peA |p(P) =

Przy wprowadzonych zatozeniach zbiér A nie jest pusty, wiec z twierdze-
nia (11.2.1) wynika, ze A* ~ 0.

Niech P°(x° ..., x£)eA*. Oznacza to, ze plan przewozéw odpowiadajacy
punktowi P  przyjmuje co najmniej V -wartosci réwnych zeru. Otrzymujemy
w ten sposéb

Wniosek 11.2.1. Dla kazdego zagadnienia transportowego istnieje taki
optymalny plan przewozéw, ze graf G = (U,K) zbudowany z tych krawedzi,
na ktérych funkcja; x : przyjmuje wartosci roézne od zera,

nie posiada cykli. Jesli ponadto P°eA*’, a liczba hiperptaszczyzn gra-
nicznych incydentnych z P° wynosi V + p, to rozkkada sie on na p+l
skdadowych.

Wniosek 11.2.2. Jezeli P° jest punktem ekstremalnym zbioru A
P°e A*

, to

Wniosek 11.2.3. Wykluczajac przypadki trywialne mozna dowies¢, ze A
jest zbiorem domknietym i ograniczonym, stanowi wiec powloke wypukda roz-
ciggnieta na swoich punktach ekstremalnych, a na mocy wniosku a1.2.2)
mozna go traktowac¢ jako powloke wypukda rozciagnieta na zbiorze A
Z catkowitej unimodularnosci macierzy (11.2.1) wynika

Wniosek 11.2.4. Jezeli funkcja q : p*6U => 6R przyjmuje wartosci
catkowite, to wspédrzedne dowolnego punktu P°e AF sg liczbami catkowi-
tymi.

Jezeli p(P°) =7, to istnieje przynajmniej jeden ukdad wspotrzednych,
ktérego -V -1-wymiarowymi hiperptaszczyznami sa hiperptaszczyzny graniczne
incydentne z P°. Kazdy taki ukdad nazywa¢ bedziemy odpowiadajacym punk-
towi P°.
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TWIERDZENIE 11.2.2. Min FP) = P(P°) wtedy i tylko wtedy, gdy w kaz-
Pe R

dym ukdadzie odpowiadajgcym punktowi P  zachodzi:

min F(P°) = F(P°)
X1

Poniewaz konieczno$¢ tego warunku nie nastrecza zadnych watpliwosci, be-
dziemy bada¢ jego wystarczalnos¢. Z uwagi na wypuk#os¢ funkcji F(P), wy-
starczy pokaza¢, ze jeSli w kazdym ukdadzie odpowiadajacym punktowi  P°,
min F(P?) = F(P°), to istnieje takie otoczenie punktu P°, A(P°), ze dla

)Iir:\zdego P«A(P°), F(P)> F(P°). Dowdd przeprowadzimy w dwoéch przypadkach
1) istnieje doktadnie jeden uktad odpowiadajacy P°,
2) liczba hiperptaszczyzn xi = 0, dla ktérych x1(P°) = 0 réwna jest +s
s > 0.
Zakozmy, ze przyjety w R ukdad wspétrzednych jest ukdadem odpowiada-
jJacym punktowi P°, a wiec punkt ten ma wspédrzedne (O, ..., 0).

1) Niech A(P®) ={P€RV] £x2 <(E)2},

m
?2<Pj) =C~) + £ cjlai“™i * bjlI" bj * °*
j= 4
Jezeli P"eA(P°), to

m

FPY) =Ct +cixi]+ Y Cj\4a~\ - Bjil*
=1

gdzie:
Ci =S °kIxkl " Bji =*“ 72 ak xk ~ bj5

ki
k<V k<<
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i przyjete zatozenia powoduja, ze dla kazdej pary wskaznikéw

i,j; 1<14it V+i<j<m, *0
Niech bowiem , =0. Oznacza to, ze punkt Pl o wsp&trzednych (xlI,...
Xt 1t 0, Xxj 9-1, x\ll)fe&(F ) lezy na hiperptaszczyznie x. =
Vo o-v 0 bi | 0
* Xla.0 Xi —b. =0. Stad wynika, ze IP° P1l|> — 0 >21, a to
1=1 f e (ai"Vv}2

przeczy przynaleznosci punktu P1 do A(P°).
Skoro jednak P"eA(P°), to x*(P)xj(P" ) >0, j>V , a poniewaz punkt

Ple ACP?) i x~(P1¥ -B~» ~ 0; "™(P0O) = -bj k0O, otrzymujemy
dla bj!>0 Bji > O
dla b, <0 Bji <O,
skad na mocy zatozenia min F(P°) = P(P°), po uwzglednieniu wzoréw (1.1.1)

Xi
czy (11.1.2) wynika rownosc:

min F(pD = F(P1)

przy dowolnie wybranym, ustalonym i. Dokonujac kolejno V-2 podobnych i-
teraeji, ze wzgledu na pozostate zmienne, otrzymamy ciag punktéw P , ...,
PV~1, PPe A (P°) takich, ze

F(PA-1)< FP™=2)< ... <F(P1).

Punkt PV_1 ma co najwyzej jedna, powiedzmy xgt rézng od zera wspodrzed-
na. Poniewaz jednak

min F(P**1) = min F(P°) = F(P°),
3 Xy S
wiec F(PH>F(P°).

2) Niech dla j =0+ ,®+2, ..., -its, X,(P°) = 0 i przyjety uktad wspok-
rzednych jest jednym z ukdadéw odpowiadajacych punktowi PO oraz

ACP) ={p*r|n Uj.)2< 612},
i=1
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gdzie

min |b.
£= J i

A M\ A (@D
i u=1

Jezeli P, ..., X 6A(P°), to funkcje F(P°), F(PY) mozna teraz zapi-
sa¢ w postaci

V+s
FCP) =Cind + 1T cigar 1xy + £ cjlai“’xi - bj|i
k=Vv+1 J=istl
V+3
PP =C+clxj+ £ eJa™-% - Bki|+ £ cjlai“% “ Bjil
k=v+1 leii>istl
gdzie
Ci = £ clixil” Bki =- (£ ar"VxP~ *+l<*<*+m
15 r=1
1<V r<v
Bj+x = - ar-1>xr “ bj)> ~2i+s+l < j <m.
r#i
r<i

Zauwazmy, ze jesli tylko P"e A(P°) , to dla kazdych ustalonych; v+1<k<#fs

«+s+i<j<m zachodzi warunek: |Bid | |Pjil * Bki “ 3est uchyleniem pun-

ktu ], xj_ 1, 0, x|]+1, Xt;) od hiperpkaszczyzny xk = 0 incy-

dentnej z poczatkiem ukdadu wspotrzednych, czyli z P°, - jest uchy-

leniem tego punktu od hiperplaszczyzny x* = 0, do ktdrej punkt P° nie

nalezy. Wybierzmy dowolng pare wskaznikow; V+1<JkQ< i +e, 1I+s+l <jQ< ®

i przyjmijmy oznaczenia

d - odlegto$¢ punktu (X, ---, x/_1, 0,,x/+1, ..., >§,) od hiperpkaszczyz-
ny xk =0

d - odleg+8éé tego punktu od x:]0 =0

d.- odlegtos¢ zbioru A(P°) od hiperptaszczyzny x. =0

Jo
i zauwazmy, ze skoro macierz (11.2.1) jest catkowicie unimodularna, wieo
wektory normalne hiperptaszczyzn granicznych majg w mysl twierdzenia 1.6.1,
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w kazdym ukdadzie przez nas wykorzystywanym, wspotrzedne O; 1; -1. Dhu-
gos¢ kazdego takiego wektora nie moze wiec przekraczaé¢ 3(7 .

-.pi k z .
Bk il=d\Z (@ } <d~» £
0 11=1

i,V 2 IN 1

)

JL
B il =dX (@ )>«>«!-
0 i /\i <.pv
u=1

min b.,
n j————————— f=3fV7- t=£@™"”- D
Otrzymane zwigzki uzasadniaja nieréwnosc¢ | ~Nl< IB. I
o] o)
Warunek ten gwarantuje, ze min F(P°) osiagane bedzie w punkcie leza-
X1 o
cym na hiperptaszczyznie incydentnej z P°, co wobec zatozenia min F(P") =
X1

= P(P°) , w kazdym uktadzie odpowiadajgcym punktowi P°, pozwala przyjac,
ze bedzie ono realizowane w punkcie lezacym na hiperptaszczyznie xi =0

nalezacej do uktadu, w ktérym zapisana jest funkcja F(P). Dalszy ciag ro-
zumowania - identyczny jak poprzednio - pomijam.

§ 3. Algorytm

Jezeli punkt P° jest poc .atkiem przyjetego uktadu wspédrzednych, o-
znaczmy

z, = min F(P°), 1 <1c<<

*i

zQ = mun~zl, .,z

Gdy zQ = F(P°) i przyjety uktad wspétrzednych jest jedynym uktadem
odpowiadajacym punktowi P°, to P°(0, ..., 0 jest, w mysSl twierdzenia
(11.2.2) punktem, w ktérym realizuje sie min F(P).

Gdy punktowi P° odpowiada kilka uktadéw wspodrzednych, to w kazdym z
nich nalezy przeprowadzi¢ ldentyczne badania. Jezeli zQ ~ F(P°), oznacza

to, z2 min F(P°) # F(P°) dla pewnego ustalonego i .Hiperptaszczyzne gra-
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niczng Xj = 0, na ktérej lezy punkt realizujacy minimum funkcji F(P°)
oznaczmy dla wygody Kj_ = 0.
i

Jezeli

zo ~ zi = F(x1" Xi-1» "r-"¢F *i+l " 4),
a.

gdzie

to za nowy uktad wspoétrzednych przyjmijmy ukdad, ktdérego hiperptaszczyzna
mi sa hiperptaszczyzny x» = 0, »e. =0, x» =0, x™1=0,...,xv = 0.

tatwo zauwazy¢, ze hiperptaszczyzny te mogg tworzy¢ nowy ukdad wspot-
rzednych. Punkt P1(, ..., 0) - w nowym uk#adzie - spedniajgcy warunek
F(P°) >F(P1) poddajmy identycznej analizie.
Zbieznos¢ wskazanego algorytmu jest oczywista a trywialne oszacowanie licz-
by krokéw daje liczba drzew w danym grafie.

Wpdyneto do Redakcji w listopadzie 1974 r.
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TPAHCIIOPIHAH 3AMHA B CBH3H C KOHCTpyKUHEil CETH
Pe3ion e

B paboxe npejtoTaBjiHeTCH HeKoiopua ajiropniM, odyoaoBjieHHii CBoitciBaVin rpa-
$ob axx HaxoweHHA oniHViajibHoro pemeHHH ipaHonopxHosi Baj.a"iH.

THE PROBLEMS OP THE FLOWS IN TRANSPORT NETS
Summary

There iIn the article it is jshom basing on the properties of the graphs
one algorithm fixing the maximum flow in nets.



