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0 STABILNOSCI ROZWIAZAN ZAGADNIENIA TRANSPORTOWEGO

Streszczenie. Artykut poswiecony jest badaniom warunkéw stabil-
nosci~rozwigzin danego zagadnienia transportowego przy uzyciu metod
opisanych w pracy: '"Zagadnienie transportowe w zwiazku z budowg sie-
ci. Czes¢ i 11",

Czes¢ 111. Stabilnos¢ rozwigzan

1. Oznaczenia i pierwsze uwagi

Poniewaz bardzo czesto bedziemy zmuszeni korzysta¢ z oznaczenh i faktow
wprowadzonych w [i] , dlatego zachowujemy ciagta numeracje nowo formutowa-
nych twierdzen i pojeé¢, zgodnga z numeracja uzywang w wyzej wspomnianej
pracy. Odwotujgac sie do wzoru czy twierdzenia z niej zaczerpnietego poda-
waé jedynie numer pod jakim tam wystepuje.

Przyjmijmy wiec, ze dla danej sieci transportowej G = (X,U), minimum
funkcjonatu

F: x 6X £ cilxil
i=1
uzyskuje sie dla x1 =x2 = ... = x*, = 0 (Vv - oznacza, tak jak poprzednio
liczbe cyklomatyczng grafu G) i hiperptaszczyzny x1 = 0, XN = 0 sa
jedynymi hiperptaszczyznami incydentnymi z punktem P°(0, ..., 0), co o-

znacza, ze w macierzy 11.2.1 parametr 1=0.

Niech g : p» qi + i funkcja spedniajgca warunek 1.1.2.
Poniewaz funkcja g takze spednia ten wagpinek, wiec funkcja q bedzie
go spedniata wtedy i tylko wtedy, gdy: T] = 0. Celem obecnych rozwazan
bedzie opisanie zbioru tych wartosci parametrow <&, dla ktérych minimum
funkcji F(P) otrzymanej z F(P) po uwzglednieniu funkcji ¢ osiggane
bedzie w wyznaczonym uprzednio punkcie.
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0g6+ dostepnych informacji zawiera powstajgca z macierzy 1.5.1, po pod-
stawieniu do niej w miejsce qgi wielkosci ql + ¢it tablica:

XV
-1
0
c O
c-1
1 A>+1 *0+1 0+2 a0+a?-1 0 +1
(i1
+2 02 L V42 a0+«=-1 Pywz
1 a°-1 a0D-1
’ ag0»1
w+@C-1 V=oe -1 " orn %2 0+a
Oznaczmy
1 - 1
av P+ @0 *
2
A* = 1= M0+l *4+2 . v+ce-1
V“«*:- 1 S;O—I
4l at+2 -O+ce —1
gdzie E jest macierzg jednostkowa o wymiarach fiV, a 0 - macierza
zerowg O x (0e°-1).
® - (1. ©%)
£*- <$+1. )

00, )" «dzle Ickl = °0+kl k <ot -1-

llc&|] niech oznac-za wektor o wspédrzednych réwnych bezwzglednym warto-
Sciom odpowiednich wspé4rzednych wektora c+ A+, czyli
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A = {c* lick Al < ¢}

gdzie nieréwnos¢ Jc* Al ~ X oznacza, ze kazda wspoétrzedna wektora licc il
jest rowna lub mniejsza od odpowiedniej wspodrzednej wektora c.
Ustalone elementy zbioru A* oznacza¢ bedziemy symbolami;

1 1 1 2 2
c* = (C*, .»«, C YFC = (", ===, C "~ ) 1ltde
0e°-1 1 @ -1
W celu uproszczenia zapisu przyjmijmy dalej, ze bj > O dla j = +,

x+ 00 _1. Do sytuacji takiej mozna zawsze doprowadzi¢ mnozac przez -1 te
wiersze tablicy 111.1»1 wraz z kolumng wyrazéw wolnych, dla ktérych bj <0
i zmieniajac na przeciwng przyjeta uprzednio orientacje odpowiadajacych
mnoznym wierszom krawedzie grafu G.

Lemat 111.1.1

a) macierz A jest macierzag catkowicie unimodularng,
b) macierz X jest macierza nieosobliwg.

a) Macierz (A* X) jest macierza wyjeta z catkowicie unimodularnej ma-
cierzy uktadu (1.5.1). Jest wiec macierza catkowicie unimodularng, a do-
pisanie do niej bloku postaci (E O0) nie moze zniszczy¢ tej whasnosci.

b) Teza ta wynika bezposrednio z faktu, ze macierz X jest macierza
odwrotng do macierzy

sl sl

8Si+i» eee* v

wyjetej z macierzy incydencji *ukéw danego grafu.

Lemat 111.1.2. Wymagane algorytmem przeksztaktcenia uk#adu wspotrzed-
nych zmuszaja do wykonywania w macierzy A operacji sformutowanych w 1.6,
zachowujacych posta¢ macierzy A, tzn. po kazdym omawianym przeksztakceniu
uzyska sie macierz catkowicie unimodularng zawierajacg blok:

'l 0o ... 0 0 ... 0\
0 1...0 0 ... o'\
o* 0 1 0 0/

o wymiarach #x (V + ce°-1).
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Lemat 111.1.3. Zbi6ér A* nie jest pusty, gdyz wektor c eA .

Dowoéd . Poniewaz:

aP 1
F(P?) = clIxi] + T4 °V4slaixi - bv+si™*
3=1
wiec zaktadajac dodatkowo, te np.:
1 2 . -
ai = ai =d =0
k+1 0k+2 )
ai = ai = ai = ~1
1+1 1+2 _
ai = ai tef-1= 1
mozemy napisac
P(P?) =C +cjn™l + v c*+slxi + N+sl + Z °*+sIXi - b/+sl
s=k+1 3=1+1
gdzie
c = z Cl¥s Ib"iss |
3=
Warunek: min F(P°) = F(O0....... 0 i=1, ...,V , przy zatozeniu b, >0
X1
j =v+1, ._..,V+or-1; oznacza, ze
«°-1
z °<+S z C +s
s=k+1 s=1+1
lecz
1 ce°-1 1 <f°_1
2 cxs3 -~ Z Cri+a = ~ z c,s+s + S cii+s | =
s=k+1 s=1+1 s=k+1 3=1+1
1 oe°— 1 oce-1
]°*+a ai + z ai " z C*+s ai | 1 cV+s i

3=1 s=k+1 3=1+1 3=1
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wiec dla danego
0ce°-1

2]

3=1

N>+s ai I ci*

co dowodzi
Wprost z okreslenia zbioru A* wynika

tezy twierdzenia.

tetat 111.1.4. c*e A*¥—- -0*6A*, gdzie
ny do wektora c*.
Lemat 111.1.5. Jezeli c*s A“, to
N i+cf-1 Vv
mig I"P) = min ( £ cilhdl+ 2 iai~ xi~bjin
gdzie
b= - b. d R -
7o Pape A T Gy
b* =-bj, gdy c*= -cv+j,i < j <cN-1.
W przypadku gdy c* = ¢, teza jest oczywista - niech wiec c*» c. W ce-

lu uproszczenia zapisu przyjmijmy dodatkowo,

ki+1 <
k+1
ull+1
1+1

1241 =

dla dowolnie ustalonego

ak+1

FL o oeee = »12 5 ool _gpicL

c*

~°-F+1» 2

G*
c-i+k.,+1» “k1+2
*

“cv+k+1» Ck 2

*
omi+ll+1 * C1_j+2

*
0-0+1+1 * cl+2

*

c-0+12+1 7 °12+2

ze:
= eee = I
—all — eee —al

coyize - ER2

c-J+k1+2* ck

R c.n
c-H+11+2» ===V

#

_o_ = eee» ct

0+1+2 5

*

+12+2 * e**» 6 0

CSI+12+2 »

- -1

KAk

»

103

-c* oznacza wektor przeciw-

Oy



104 Jerzy Kaczmarski

Uwzgledniajac powyzsze warunki, otrzymamy

min F*(P°) = min(C + ¢c.~J + £ AN+ Ixi - bv+j| +
X1 X1 J=k+1

12 cc-1

+L cH X +bf|j|+L CHjIx +b\I1I+L G+j|X l<HiJ

=11+1

leez min F*(P?J = ?*(P°) wtedy i tylko wtedy, gdy

X1
1 12 11 cco 1
IC L cvxj+ L W m (L c*+6+ L 1 < ci-
j=1 d=1+1 J=k+1 k-l2+1

Poniewaz jednak

(<1 c*o > * («1 af" 1) = 1 cj * ai
a J=1
1 12 11 cc-1 ,
= - [CL cN+j+ L oc<+j) m (Zi c<+j+ Z cv+d}Jd
j=11+1 5=1+1 Jj=k+1 Jj=12+1

a w mysl zatozenia
cce-1

IL °* e ai I<=1i*
5=1

wiec zadany warunek jest rzeczywiscie spedniony.

§ 2. Zasadnicze twierdzenie o stabilnosci

o
Niech R bedzie przestrzenia wektorowg o elementach Q(d ,..., §

6 ). Ustalone punkty tej przestrzeni oznacza¢ bedziemy: Q°(cS?,...
%) <m, 1 1

°0>, 9 Ao llitd*
Funkcje:

@
,d®
<1
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gdzie
oc®
1 h -
F(?) = £c.|x.] + £ colzal "% -~1%*
1=1 Je=tl i=1
gdzie
-1
*J =~ (1 <s -V
3=1

nazywa¢ bedziemy indukowanymi przez Q.
Méwigc o ustalonym punkcie Q°

czy Q1 funkcje
datkowo wskaznikiem punktu np.

q°, 7°, g\ F1 itp.

Lemat 111.2.1. Jezeli

i.
c £A , to istnieje niepusty zbiér

Al = {"3(01-----. sQ™ JO]J1 A V n > °)i <+l <j <N>+ ceg°-1,

b* = b*“+k = b-»+k edy ck = c-fk

bj = by+k + -b~+k edy IC|: = -cv+k
Warunki TI‘_J R h3 > 0 mozna zapisac;
b*+1 (aV+1 ~1 + eee + aV+ce°—1 Ci0O-1 " b2i+11)/\ 0
- M*+2(al+161 + ... + atHcto_"0_1 " b-C+2)™ O

b<+cce-1(@ 1N + + @ +cf-1 ree-1 "W -1 > >

(a1.2.1)

105

indukowane oznaczymy do-
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Sugerowana teza wynika z nieosobliwosci macierzy ukdadu (I111.2.1) - we-
dtug przyjetych oznaczen jest ona macierzg -« - dowodzonej w lemacie
(111.1.1). Oczywista jest rowniez z tego wzgledu struktura geometryczna

zbioréw Al.
Zauwazmy jeszcze, ze zbiory A* sa zbiorami otwartymi i rozdgcznymi a

czes¢ wspolna ich domknie¢ jest zbiorem punktow

TWIERDZENIE 111.2.1. Jezeli

a) c*6A*
b) QL@ --., & , 6l )eAl,
CCe-1 a
to min F1P) = FLO, ..., O
Pe R
Dowéd. Z a) na podstawie lematu 111.1.5 wynika, ze min F*(P) =
P6R
= F*(0, ..., 0), co przy wymienionych na wstepie rozdziatu zatozeniach o
funkcji F i punkcie P°(0, ..., 0) réwnowazne jest, zgodnie z twierdze-
niem 11.2.2 i zwiagzkami 11.1.1 warunkom;
1
<0
u 3. » 0
Z b), wobec definicji zbioréw A oraz lematu 111.2.1 wynika ze wspot-
czynniki F. Wwyatepujace w funkcji F1 indukowanej przez punkt Sg

wszystkie rézne od zera (przyjety uktad wspédrzednych jest wiec roéwniez
dla funkcji F1 jedynym uktadem odpowiadajgacym punktowi P°) i majg zna-

ki zgodne ze znakami wspédczynnikow skad otrzymujemy, ze dla dowol-

1«
Jj*

nej wartos$ci parametru s, 1<s<i?
S S u - s
i i
*
iiTb<o0 b b
J1"7j'v ~ 0 3; -r >0
as as

Ostatnie zwigzki dowodzg przedstawionej tezy.
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tatwo mozna pokazac¢, ze

Lemat 111.2.2. Jezeli min, F(P) = F1(@O, .... 0), gdzie F1 Jest funk-
PefT
cja indukowang przez punkt Q1(6], ..., <€Q) i przyjety uktad wspotrzed-

*k
nych jest réowniez dla funkcji Fl jedynym uktadem odpowiadajacym punkto-
il i *i
wi P°, to istnieje taki wektor c* ze Q 6 A _ Warunki naktadane na
o]
wspédrzedne punktéw przestrzeni R , dla ktérych minimum rozwazanej fun-

kcji pozostaje w punkcie P°(0, 0), dotycza przy przyjetych zatoze-
niach jedynie wspé4rzednych cL, 6 , Poniewaz jednak musi takze
Cv-1
¢
zachodzié¢ réwnosé & = 0, wiec z podanych rozwazan wynika:

TWIERDZENIE III.2I.:%'. Zbiér tych wszystkich punktéw przestrzeni R ,

dla ktérych minimum badanej funkcji pozostanie w punkcie P°(0, ..., 0) i
przyjety uktad wspétrzednych jest dla wszystkich funkcji indukowanych ty-
mi punktami, jedynym ukdadem odpowiadajacym punktowi P°, jest czescia
wspodng hiperptaszczyzny ” =0 i zbioru A= _61A ! , gdzie ¢ ozna-
i=
i=1 1-1

cza liczbe elementéw zbioru A* .

Wpdyneto do Redakcji w listopadzie 1974- r.
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THE STABILITY uF THE TRANSPORT TASK SOLUTION

Summary

There is found in the article the conditions of the stability of the
solution of cairten transport problem on the base of the methods shown in:

"The Problems of the Plows in Transport Nets".



