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Olga MACEDONSKA-NOSALSKA

O NIELACZNOSCI 1LOCZYNU GRUENBERGA-SZMIELKINA

Streszczenie. W artykule dowodzi sie, ze wsrod rodziny iloczynow
pu Oruenberga-Szmielkina nie ma iloczynéw 4gcznych za wyjagtkiem

klasycznych iloczynéw wolnego i1 prostego.

Algebraikom dobrze znane sa pojecia prostego i wolnego iloczynu grup.
Iloczyny te pozwalajg z dowolnych grup budowa¢ nowe lub stwierdzac¢ w jaki
spos6b dana grupa jest skonstruowana ze swych podgrup. Dwa wymienione kla-
syczne iloczyny posiadaja szereg wspolnych wkasnosci, na przyktad sa prze-
mienne, #aczne i1 indukujg na podgrupach czynnikéw ten sam iloczyn.

Dobrze znana jest olbrzymia rola, jaka odgrywaja te klasyczne iloczyny
w teorii grup..Jeszcze w roku 1944 w pierwszym wydaniu "Teorii grup" A.G.
Kurosz postawit problem znalezienia i zbadania innych iloczynéw grup, po-
siadajacych te lub inne wkasnosci iloczynéw klasycznych. Pierwsze wyniki
w tej dziedzinie pojawity sie dopiero po wojnie. Pierwszym przyktadem no-
wego iloczynu grup, réwniez przemiennego, #acznego iposiadajgcego pewne
inne (nie wszystkie) whasnosci iloczynéw klasycznych by+ iloczyn nilpo-
tentny [3]- Ten przyk#ad zostat pozniej uogolniony przez S. Morana, ktéry
zdefiniowat cata serie tak zwanych iloczynéw werbalnych [9] <Pojawiaja sie
nowe przyktady i serie iloczynéw grup [8], [Il]-

W roku 1962 powstaje nowa teoria iloczynéw poliwerbalnych [*]e

W procesie badan iloczynéw okazato sie, ze kazdyz przykkadéw iloczy-
néw grup posiadat te lub inne wkasnosci iloczynéw klasycznych, zaden ilo-
czyn nie posiadat jednak wszystkich tych wkasnosci.

Whasnoscia szeroko rozpowszechniong okazata sie dgcznos¢. Natomiast do
roku 1956 nie znano zadnego nieklasycznego przyk#adu iloczynu grup, ktory
Indukowatby na podgrupach czynnikéw ten sam iloczyn. Pierwszy taki przy-
kkad by* podany w pracy [10].

W roku 1957 cata seria iloczynéw z taka wkasnoscig znaleziona zostaka nie
zaleznie przez Gruenberga [3] i1 Szmielkina [i2].
Pézniej zaczedy pojawiac¢ sie inne przykdady podobnych iloczynéw.

0d 25 lat pozostaje otwarty problem sformutowany przez A.l. Malcewa,
dotyczacy istnienia regularnego iloczynu, ktéry indukuje ten sam iloczyn
na podgrupach czynnikéw i jest jednoczesnie daczny. Dla rozwigzania tego
zagadnienia wystarczytoby znalez¢ przykdad #acznego iloczynu wsréd iloczy-
néw nieklasycznych typu Gruenberga-Szmielkina.
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Proby badania #acznosci iloczynéw tego typu bydy czynione od roku 1956
[10]-

Postugujac sie aparatem teorii iloczynéw poliwerbalnych wykazemy Jed-
nak, ze kazdy iloczyn nieklasyczny typu Gruenberga-Szmielkina nie Jest
+aczny.

I. Definicje i1 oznaczenia

Piech A - podzbior elementéw grupy G.

Oznaczamy przez J|a} najmniejsza podgrupe w G, zawierajaca podzbior A.
Oznaczamy przez AG najmniejszy dzielnik normalny w G, zawierajacy pod-
zbidér A.

»lech A 1 B beda podgrupami grupy G.

Oznaczamy przez [AfB] podgrupe, generowang w G przez wszystkie komu-
tatory [a,b] = a-1lb-lab, gdzie a i b sg dowolnymi elementami odpowied-
nio z A1 B.

Przez kG oznaczamy k-ty wyraz dolnego szeregu centralnego, gdzie G =G
kG = [k-1G,C]- r Joa
Méwimy, ze element geG Jest komutatorem wagi k. Jezeli gt G, ge G.
ilech G”, w61 rodzina dowolnych grup @G>. lloczyn wolny tych grup ozna-
czamy przez P = GN.

Iloczyn prosty oznaczamy przez G = GM.

Podgrupa kartezjanska w P nazywamy Jadro {, homomorfizmu naturalnego P
na G. Jasne Jest, ze elementy tworzace Cp jako dzielnik normalny sag
komutatorami postaci [g",gj], gdzie gj~tG”, gj *G# -

1 _

Przez V(G) bedziemy oznacza¢ werbalna podgrupe grupyJ G,okreslong przy
pomocy werbalnej podgrupy V pewnej grupy wolnej X.

Iloczynem Gruenberga-Szmielkina (lub V(C) - iloczynem) rodziny grup G»,

V €1, odpowiadajacym werbalnej podgrupie V nazywa sie grupa ilorazowa ilo-
czynu wolnego tych grup wzgledem werbalnej podgrupy w podgrupie kartezjan-
skiej:

o* = PA(Cp)
ntl

Wszystkie potrzebne definicje mozna znalez¢ w W . M -

TWIERDZENIE. Operacje Gruenberga-Szmielkina rézne od Kklasycznych sa
nielaczne.

Iloczyn Gruenberga-Szmielkina jest, jak datwo sprawdzi¢, iloczynem neu-
tralni  poliwerbalnym, wiec przypuszczajgc Jego dacznosS¢ mozemy korzystac
z warunku koniecznego dla #gcznosci iloczynéw neutralnych poliwerbalnych,
udowodnionego przez autorke w [1]- Warunek ten zapisany dla V(C)-iloczynu
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i grupy P = AoB, generowanej przez podgrupy A i B z warunkiem i?l B =
= Ni = 1, bedzie miat postac:

V(LF.fD A [ablP = [v ([a ,2a]),b]FIv ([b ;b 1),alF7([a ,]F) @

Dowdéd polega na dobraniu odpowiednich grup A, B, F = A°B dla kto-
rych réwnos¢ () nie zachodzi, co bedzie sprzeczne z przypuszczeniem dgcz-
nosci T(C)-iloczynu.

Dowdd sktadaC sie bedzie z dwéch czesci, w zaleznosci od tego czy spek-
niony jest warunek VS[x,xJ. Przypusémy najpierw, ze Vi[x,x]-

Wtedy dla pewnego naturalnego K zachodzi VSkX 1 V/k+1X. Stad wyni-

ka, ze V([F,F1)s$k|>F Ss2®B, V([f.f]D ™ 2k+1F dla dowolnej grupy F.

Przyjmijmy teraz jako grupe F iloczyn wolny F = A*B, gdzie A = {aj nie-
skonczona grupa cykliczna.

B = {bj* {cj 1iloczyn wolny dwéch nieskoriczonych grup cyklicznych. Ponie-

waz [A,A] =1 réownos¢ (1), zapisana dla wybranej grupy F, przyjmuje po-

stac :

v([f.f]) n [a,p]f = [v([b,b]),a]lfv([a,b]f) ()]

Oznaczmy przez Z pierscien liczb catkowitych, przez AQ wolng ¥aczng
Z-algebre z wolnymi tworzacymi X,y,z. Oznaczmy przez A Q wolng Z-algebre
Liego w Ag z wolnymi tworzacymi X,y,z wzgledem operacji (@9 =cGRC
Zgodnie z [6] oraz z twierdzeniem 5.6 elementy 1+x, 1+y, 1+z tworzg wolng
grupe 7 w A q wzgledem operacji (C,Q . Kazdy element ¥ ma postac:

f=1+"T Pi(x,y,2), (©)
i

gdzie Pi(X,y,z) jest wielomianem jednorodnym stopnia i zmiennych X,y,z.
Stopniem elementu ¥ nazywamy minimalny stopien wielomianéw jednorod-
nych PN (X,y,z) w jego zapisie (3)» Tak wiec element stopnia n ma postac

1+ 2 pix»y»z> P,(XxYy,2) f 0.

=N

Zgodnie z 12 i twierdzeniami 5.7, 5.12 kazdy element z nF ma stopien
> n.

Zidentyfikujemy grupy 7 i F, przyjmujac a = 1+x, b = 1#x, c = 1+z.
Nie uwzgledniajac czynnikéw liczbowych mozemy zapisa¢ dowolny element z A
w postaci 1+x+x? + .., element z B w postaci 1+y+z+y2 + yz+z2 + ...Jak
mowilismy wyzej V([F.,f])5 2kF, wiec elementy z V([f.,f]) maja stopien
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> 2k, a elementy z [ V([B,B]).,a]" maja odpowiednio stopien >2k+1. Sto-
pien elementéw z T([A,B]?J jest réwniez 2k z tym, te elementy maja-
ce stopien 2k sag postaci y = y(g-,, q2> ===, gk)» gdzie

yeV/»kX,  +4 k+1X,

a skkfadowe gl lezgw [A,B]JF i maja stopien réwny 2. Korzystajac z po-
staci elementéw z A i B widzimy, ie komponenty g~ maja pof.tac:

1+ x(y +2) - (y+2z)x + ... Sl+XxXy+Xz-yx-zx+...,
a wiec zawieraja zmienng X w kazdym Jednomianie stopnia 2. Wynika stad,
te kazdy element z prawej strony réwnosci (2) posiada albo stopien > 2k,
albo, posiadajac stopien réwny 2k, zawiera w kazdym jednomianie tego stop-
nia k razy zmienng X.

Znajdziemy teraz w lewej czesci réwnosci (2) element stopnia 2k, nie
posiadajacy powyzszej postaci. Dla znalezienia takiego elementu w

V([F.FD) a k.bTIp

wezmiemy w V dowolny komutator y o wadze k. Zapiszemy element yel modulo
€+1K w postaci

gdzie - komutatory o wadze k postaci

Ci * [*** [xin» xi2]*xi3J *e** xif]*

Wybierzemy w tym zapisie czynnik zawierajacy najmniejsza ilos¢roz-
nych X, jako komponent. 0

i
Zasta;pimyj/ jednosciag wszystkie x. , ktdore nie sa komponentami C. . Otrzy-

mamy przy tym element vy, kt()regojodpowiednia wartosé¢ w TA,BjF begzie po-
szukiwanym elementem £ .

Pozostaje wskaza¢ elementy z[A,B]P Jako komponenty dla 7. W charak-
terze jednej z Jego komponent wezmiemy element [a,b] w 1 + xy- yx
a w charakterze pozostatych - element [b,c] = 1+ yz - zy + ..., ktdérego
jednomiany nie zawieraja zmiennej Xx. Dostaniemy element

I = y([a,b], [b.cl, ---, [b.cD,
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ktéry Ipzy w lewej czesci (2), ma stopien 2k, ale Jednomiany stopnia 2k
zawieraja mniej niz k razy zmienng X.
Wynika stad, ze réwnos¢ (2) nie Jest prawdziwa, co oznacza brak dgcznosci
rozpatrywanych V(C)-iloczyndéw.

Pozostaje przypadek V(C)—iloczynéw, dla ktérych V <i[x,x]. Oznacza to,
ze dla pewnego n mamy XD$V, tj. dla dowolnego x€X, xneV.
Bedziemy uwaza¢, ze n > 1, bo dla n * 1 odpowiedni V(C)-iloczyn jest
iloczynem prostym.
Potozymy A = {a}n “ cykliczna, rzedu n,

3 r ({b}2 = {c}2y {[h.c10}

- grupa ilorazowa iloczynu wolnego dwéch grup cyklicznych rzea*™> 2 wzgle-
dem n-tej potegi komutanta. Oznaczmy X a 1 ixAh - 1iloczyn prosty grup
6B

o

Ajj, z ktérych kazda jest izomorficzna z A i odpowiada pewnemu elementowi
z B. Okreslimy F 3 A wr B Jako splot (wreath product) A i B, to znaczy

F ={K,B]bl a abb™"* a€ Aj b,b™ tbI<
Zgodnie z [2] i twierdzeniem 1 F s A,* B, gdzie wkasnie bedziemy rozpa-

trywa¢ warunek #acznosci (1). Zauwazmy, ze podgrupy [B,B] i [a”,B] sa gru-
pami abelowyral eksponenty n, wiec

V([B,B]) > V([A1tB ) a 1
Oprocz tego [ANAjJ = 1, wiec rownos¢ (1) przyjmuje postac:
V(LF,F1)A[ALfB]F . 1 (@)
Rozpatrujmy teras element ~ postaci:
[a1l a[b,cd «“ a[bfCle-1" °J =

-1 -1 -1
gxxx —
al fb.cj b.c]" [b,c]n 1

Wskazniki czynnikéw tej postaci ”~ sa réznymi elementami B, skad wynika,
ze £~ 1. Sprawdzimy teras przynaleznosé¢ | do lewej czesci rownosci @)
Z podanej postaci ~ wynika, ze J e [A»B]
Wystarczy wiec stwierdzi¢, ze J* V([F,Fj)-
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Zgodnie z zatozeniem x7(V, stwierdzimy, ze

£ = b[aibtcInble v ([p D

Stosujemy dalej datwe do sprawdzenia réwnania:
D baasa ab,
1 b-1

2) [an.c] = [31,c]bb,c]

3) [b,clb1 = [c.b]
oraz metode indukcji matematycznej wzgledem n. Dla n = 1 otrzymujemy:

b[a.,b,c]b-1 = ([al,o]b[b,cDb = [alfc][c,b]

= a"lac[°«b] = ci[c»D}> gbézie OFf = a~lac.

Dla n =2 b[a.,b,c]2b-1 = <l [c,b] a™lac]o,b]

=cCl[b,c]-1a71ac[b,c] [c,b]2 = «la]b,c]ac[b,c] It™b]2 =*2M 2.

gdzie
c2 =cM a[bpclac[b,c]
Zakozmy, ze
b[alb,c]n_1b~1 =0Cn_i [c,b]n_1, gdzie <5,.,=0e, 2a[b,c]ln-2 ac[b,c]n-2
Wowczas
b [a-]b,clnb~1 =a;n_1[c,b]n-1a71a0[c,b] =
=0Mm_i[b*c]-Mm_1)aTlacth *8n 1 [°.b]n =
:Cm—la[}g’cjn—lsclﬂ_é:]in—ltc,bln =< IS
Poniewaz w F [c,b]n = 1 oraz

c[b,c] L = [c.b]® ¢ = [b.cjO-" c.
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mamy, ze

b[, b,c:.')ln/l:;_l =on = a:laca_i;Dijac b(Cj --- 1
[b.c]"*“1 ac[b,c]"-1

-1 X
eee 7 ooe
[b,c]n-1 a° a[b»c3c agb,ch" o c

Znalezlismy w ten sposéb element £ f 1, ktéry lezy w lewej czesci roéw-
nosci @).

Wynika stad, ZzZe réwnos¢ (4) nie jest stuszna, a wiec rozpatrywany V(C)
-iloczyn nie jest 4gczny. Twierdzenie zostato w pedni dowiedzione.

Wp4yneto do Redakcji w listopadzie 1974 r.
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0 HEACCOUHATHBHOCIH OUEPAUHH mHBEPrA-mMEJIhKHHA
Pe3eme

B «aHHOO eiaTfce Maéioa AOKa3aiejii>CTBO HeaccouHaTHBHOCTH onepaunii rpicHieg™
ra-HIMeaBKHHa hjih V(C) onepamia , OIJiirHboc oi np«Moro h CBodoAHoro yuHose-

HHH.

ON NONASSOCIA.TIVITY OF GRUENBERG AND SMEL"KIN®"S OPERATIONS
Summary

It is shown here that each operation of above type different from free
and direct product is not associative.



