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Jan STOLARZ

0 PEWNEJ KLASIE EKSTREMALNYCH RÓWNAŃ FUNKCYJNYCH

Streazczenie. W pracy niniejszej dowodzi się twierdzenie o ist- 
nieniu i Jednoznaczności rozwiązania równania

ft(x) * sup fg(p) + h(q) + ft(ap + bq + x - p - q)],
(p,q)e St(x)

ft(0) =0, 0 < t

oraz podaje się pewien związek między rozwiązaniami tej klasy rów
nań w zależności od parametru t.

Rozważać będziemy następującą klasę ekstremalnych równań funkcyjnych

ft(x) « sup |g(p) + h(q) + ft(ap + bq + x - p - q)l, (1)
(p,q)e st(x)

ft(0) . O

zależną od parametru t przyjmującego wartości z przedziału <0,1>.
W "równaniu (1) x jest zmienną niezależną przebiegającą przedział X w 

W <0, + *•=), (p,q) € St(x) C R 2, St jest daną funkcją przyporządkowującą 
każdej liczbie x e C  zbiór Ŝ .(x)

St(x) = {(p,q)e R2 : p 0, q >  0, tx <  p + q <  x),

g i h są danymi funkcjami rzeczywistymi określonymi i nieujemnymi w X, 
g(0) = h(0) =» 0,
a i b są danymi liczbami z przedziału (0,1), 
f* : X — 1—  R1 jest funkcją poszukiwaną.

TWIERDZENIE 1. Jeżeli istnieje liczba A taka, że

g(x) <  Ax 1 h(x) <  Ax dla każdego x 6 X, (2 )
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to dla każdej wartości parametru te <0,1 >  równanie (1) posiada roz
wiązanie: jednoznaczne (w klasie funkcji ograniczonych w każdym przedzia
le I C X  i ciągłych prawostronnie w zerze) , gdy t 6 (0,1> , w i e l o 
z n a c z n e  dla t = 0.

D o w ó d .  Każdej liczbie t fe<0,1> 
przyporządkujemy ciąg 
gdzie

[g(p) + h(q) + f*_.| (ap + bq + x - p - q)], (3)

n = 2 f 3 f •••
Na mocy nierówności (2)

(p,q)e St(x)sup lg(P> + 1 ̂  3UP A P̂ + = Ax) ci . i -r) *- i-n.nif5 S.ix)(p,qje St(x)

dla każdego x fcX 
Zatem

fi(x) <  Ax dla x 6X.

Zakładając, że dla każdego x t X

f?(x) < A M x 9 gdzie Mn = 1 + c + . . * + c n-1
n n'

c = max(afb)f otrzymujemy

$ (p,q) e St(x)
sup

«g(p,q)6 S0(x)
sup [A(p + q) + AMn (ap + bq + x - p - q)]

= Ax . max(Mn, 1 + aM^, 1 + bMn )

<  Ax . max(Mn, Mn+1 , Mn+1 ) = AMn+1x.
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Zatem i na mocy indukcji matematycznej

f*(x) A(1 + c + ... + cn-1)x

dla n = 1,2, ... i dowolnego xeX.
Ponieważ 1 + C  + ... + cr,_1 <C T~ć’« więc

fn (x) ̂  x t X ' " = 1,2, ... U)

Z nieujemności funkcji g i h w X wynika nierówność

aup |g(p) + h(q)l > 0 ,  x e X,
(p,<ł) 6 St(x)

co oznacza, że

f h x ) >  0 dla x eX. (5)

Zatem

f«(x) = sup fg(p) + h(q) + fi(ap + bq + x - p - q)]
(p,q)e St(x)

sup ¿g(p) + h(q) = fi(x).
^  (p,q.) 6 S t U ) 1"

Załóżmy, że

Wobec tego

fn(x> >  fn-1 (x) dla x 6 X ‘

f„+l(x) = S“P [g(p) + h (q) + f„(ap + bq + x - p - q)J 
(p,q)

>  sup fg(p) + h(q) + fi 1 (ap + bq + x - p - q)]
(p,q)£St(x) L

= fnt(x),

co oznacza niemalenie diągu | f^(x) j dla każdego xćX.
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Stąd oraz z (4) i (5) wynika, że

O ć't x ć X * n = 1,2> *•* 6̂)

Zatem ciąg { f„(x)} Jest ograniczony i niemalejący dla każdego iel, a 
więc zbieżny. Istnieje więc funkcja f^(x) taka, że

lim f*(x) = ft(x). (7)
n—-“o

Stąd i z (6)

0 <  ft(x) x feX

Ponadto ft(0) = 0. Stąd i z ostatniej nierówności wynika ciągłość prawo
stronna funkcji f* w zerze.
Z monotoniczności ciągu wynika nierówność

ft(x) aę sup [g(p) + h(q) + f*(«P + bq + x - p - q)] .
n (p,q)6 St(x) L

Wobec tego

ft(x) sup [g(p) + b(q) + f^iap + bq + x - p - q)J . (8)
(p,q)€ St(x)

Na podstawie własności operacji "supremum"

f*(x) g(p) + h(q) + f„-1(ap + bq + x “ P “ q)

dla każdego punktu (p,q)6 St(x). Stąd po przejściu do granicy przy
n—  '■"= otrzymujemy

> g(p) + h(<łJ + i*(ap + bq + x - p - q) dla (p,q)^ St(x) .

Zatem

ft(x) ^  sup |g(p) + h(q) + ft(ap + bq + x - p - q)]. (9)
(p,q) € st(x)



O pewnej klasie ekstremalnych równań funkcyjnych 121

Z (8) i (9) wynika równość

ft(x) = sup Fg(p) + h(q) + ft(ap + bq + x - p - q)] ,
(p,q) 6 St(x)

która oznacza, że funkcja ft(x) jest rozwiązaniem równania (1). Równa
nie (1) posiada więc rozwiązanie przy każdej wartości parametru te<0,1>. 
Rozważmy funkcję

f(x) = Mx gdzie M^-max(ą-™, x 6 X,

Ponieważ funkcja

G(P,<ł) = g(p) + h(q) + M(ap + bq + x - p - q)

przyjmuje w punkcie (0,0)6 S0(x) wartość Mx, więc

sup ig(p) + h(q) + M(ap + bq + x - p - q)J Mx.
(p,9.) t  s o (x)

Z określenia liczby M wynika, że

A + Mai^M i A + Mb <  M.

Wobec tego

sup [g(p) + h(q) + M(ap + bq + x - p - q)]
(P,<ł) t SQ(x)

sup [a (p + q) + M(ap + bq + x - p - q)]
<(p,q) fc SQ(x)

= x max(M, A + Ma, A + Mb) = Mx,

co wraz z nierównością uzyskaną wyżej daje równość

sup ig(p) + b(q) + M(ap + bq + x -  p -  q)J = Mx
(p,q)6 s0(x)

mówiącą o tym, że równanie (t) dla wartości parametru t = O posiada nie
skończenie wiele rozwiązań, i



Niech t będzie dowolną liczbą z przedziału (0,1>, a F, i 
funkcjami ograniczonymi w każdym przedziale ICX, ciągłymi 
w zerze, P-| (0) = P2(0) = ®  ̂Poriadto

p.(x) = sup G-.(p,q),
(p,q) e st(x)

F (x) = sup G?(p,q),
2 (p,q) 6 St(x)
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gdzie

G^P.G) * g(p) + h(q) + F1 (ap + bq + x - p T q), 

G2(P»<ł) = g(p) + h(q) + F2(ap + bq + x - p - q) .

Niech

H(x) = sup |F1(z) - F 2(z )|.
0<z iix

Funkcja H jest ciągła prawostronnie w zerze i H(0) = 0. 
Ponieważ dla każdego punktu (p,q) 6St(x)

| G1 (p,q.) - &2(p,q)| =

= | F1(ap + b q + x - p - q )  - ?2(ap + bcł + x ” P “

s-up |Fi(z) ” F2(z)j = H(dx) 
0 < z < d x

gdzie d = max(a,b, 1 + at - t, 1 + bt - t) <  1, więc dla 

G2(p,q) - H(dx) <  G1(p,q) <  G2(p,g) +H(dx),

skąd

- H(dx) + sup G?(p,q) <  sup G1(p
(p,<ł) e st(x) (p,q) 6 St(x)

<  H(dx) + aup G2(p,q);
(p,q) 6 Ŝ .(x)

w takim razie

Jan Stolarz

F2 dowolnymi 
prawostronnie

<ł)|

(p,q)6 St(x)

, q )
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Wobec tego

sup |F1 (u ) - F p(u)| sup sup If.U) -Fp(z}|
0 <u  <x 0 < u < x 0 < z i Ł d u

Zatem H(x) <  H(dx), bo

sup sup IF1(z) - Fp(z)I = sup |F1(z) - F2(z) | = H(dx).
0 < u < x  0 < z < d u  0 < z < d x

Z ostatniej nierówności wynika, że

H(x)< H(dnx) dla każdego n = 1, 2, ...

Stąd po przejściu do granicy przy n — - otrzymujemy nierówność H(x)^0
Ponadto H(x) 3=- 0. Zatem H(x) = 0, więc F1 (x) = Fg(x), co oznacza, że
równanie (1) dla t e (0,1 >  posiada jednoznaczne rozwiązanie określone wzo
rem (7).

TWIERDZENIE 2. Jeżeli
1° funkcje g i h są ciągłe w X,
2° istnieje taka liczba A, że dla każdego x e X

g(x) <  Ax i h(x) <  Ax,

3° max [g(x) , h(x) ] > 0 dla x 6 X, to

lim + ft(x) = f°(x), 
t—  0

gdzie f \  t fc<0,1> są funkcjami określonymi wzorem (7).
Twierdzenie 2 oznacza, że rozwiązanie f°(x) równania (1) przy t = 0 moż
na otrzymać jako granicę lim f ^ W ,  gdzie f*(x) jest jednoznacznym

t —  0+
rozwiązaniem równania (1) przy t 6 (0,1>.

D o w ó d .  Wykażemy najpierw, że dla każdej ustalonej liczby t 6 (0,1> 

f°(x)> f^(x) dla każdego x e X, (10)

gdzie i ifn^x }̂ są ciągami funkcyjnymi określonymi wzorami
(3). Prawdziwość nierówności (10) dla n = 1 wynika z inkluzji S^.(x)CS0(x), 
Zakładając, że

f°(x) >f*(x).
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otrzymujemy:

(*) = SUP [g(p) + nil) t i ^ aP + bq •>• x - p - o)]
0+1 (p,q)€30(x)1 n

>  sup |g(p) + h(q) + f*(ap + bq + x - p - q)J
(p,q)€ 30U)

>  sup Fg(p) + h(q) + fi(ap + bq + x - p - q)l
^  (p,q) t St(x)

= fn+1ix )•

Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej nierówność (10) jest prawdzi
wa dla każdej liczby n = 1,2, ...
Ponieważ dla każdego t 6 <0,1> i dowolnego x tX

lim f*(x) = ft(x), 
n —»-o«

więc

f ° ( x ) > f t(x) (11)

dla każdego t t (0,1> i dowolnego x tX.
Postępując podobnie można wykazać, że jeśli

0 <  t. <  t2 <  1,

to

f (x) >  f (x) dla każdego x tX. (12)

Dla dowolnego x i X  definiujemy ciąg zbiorów {s„(x)}, gdzie 

s.,(x) a | (p,q) 6 Se(x) : f°(x) = g(p) + h(q)} ,

sn (x) = {(p»q) iS0W  : f°(x) = g(p) + h(q) + f°_-| (»P + bq + x - p - q)j

n = 2,3, •••#

i ciąg liczb jrn (x)}

rn (x) * inf{p + q : (p,q) 6 s n (x)}
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O funkcjach ^n(x). n “ 1»2* •••» można wykazać (dowód pomijamy), że dla 
każdego >  0

r (x)
inf —  > 0  (13)

x 6 (0,xQ>

Ponadto

f°(x) = sup [g(p) + h(q)] , 
p+q=r1(x)
p,q>0

f"(x) = sup [g(p) + h(q) + f°_T (ap + bq + x - p - q)] ,n
p,q»0
p+q=rn(x)

Niech ( ■ >  0 i x > 0  b<jdą chwilowo ustalonymi liczbami.
Z (13) wynika istnienie ciągu { t^}, takiego, że dla każdego n = 1, 2,

0 <  t̂  <1

rn(u) r inf -i~- = t'
u t (0,x>

Istnieje liczba N taka, że

f°(x) - f°(x)< i (14)

Łatwo udowodnić, że dla każdego n = 1,2, ...

f°(x) = f^(x), (15)

gdzie = min(t ̂ ̂ • • • 9 j •
Na mocy niemalenia ciągu |f^(x)J

f / ( x ) <  f N (x). (16)

Z (12) wynika nierówność

f N (x) <  ft(x) dla każdego t f(0,t#). (17)
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Uwzględniając (15), (ió) i (17) mamy

f°(x) <  ft(x) dla t € (0, tN ). 

Stąd oraz z (11) i (14) wynika, że

0 <  f°(x) - ft(x) <f°(x) - f°(x) <  E

co kończy dowód.

Wpłynęło do Redakcji w grudniu 1974 r.
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0 HEK0T0P0M  KJIACCE SKCTPEMAJIbHHX <łyHKUHOHAJIBHHX yPABHEHIW 

P e 3 b  m  e

B jiaHHoa paóoTe AOKa3aHa TeopeMa cyąeci B O B a H M  h  eAHHCTBeHHOCTH pemeHHH 
ypaBHeKHH

ft(x) = sup |g(p) + h(q) + ft(ap + bq + x - p - q)l ,
(p,q)« St(x)

ft(0) =0, 0 <  t <1,

a TaKKe ycTaHOBOTBaeica HeKOTopan CBa3b M e « y  pemeHHHMH ypaBHemiił H3 SToro 
Kjiacca b  3aBncnM0CTn o t napaMeipa t.
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ON SOME CLASS OF EXTREMAL FUNCTIONAL EGUATIONS 

S u m m a r y

The paper contains the proof of the theorem of unigue existence of the 
solution of the eguation:

ft(x) = sup [g(p) -t h(q) + ft(ap + bq + x - p - q)l ,
(p,q) 6 St(x)

ft(0) =0, 0 <  t <1.

Moreover it is given one relation between solutions of this class of egua- 
tions in dependence on parameter t.


