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ban STOLARZ

O PEWNYM PROBLEMIE PLANOWANIA DYNAMICZNEGO

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwaza sie funkcje rzeczywistg
f, zmiennej rzeczywistej X przebiegajacej przedziat X = [0,«] ,
o wartosciach f(xX) = sup{F(x,y) : yeS(x)}, gdzie S jest dang fun-
kcja przyporzadkowmaca kazdej liczbie xeX zbidér S(x) uporzad-
kowanych par y = ({PD}» {dn}) wszystkich ciagéw liczbowych |pnd i

{an] o wyrazach nieujemnych i takich, ze p, + g®<x, Pn +4q,¢S

n-1
cx - £ [(1-a)pk + (I-b)gk] n = 2,3,..., gdzie a i b sg danymi
k=1
00
liczbami z przedziat!» (0,1), P(x,y) 3L [~Pnl + h(gn,J,przy czym
n=1

g i h 33 danymi funkcjami ciagdymi i nieujemnymi w X, a ponadto
g(0) = h(0) s 0. Zagadnienie polegajace na wyznaczaniu funkcji ¥,
zgodnie z terminologig wprowadzong przez J. tosia_ w [Z, jest pew-
nym problemem planowania dynamicznego i ma szerokie zastosowanie w
tej dziedzinie. W pracy dowodzi sie miedzy innymi, ze jesli g(x).

grO)x 1 hX)I£ h+(0)x, dla xeX, to f(xX)= x max[g j-(©O) (1-a)
h* (0) (1-b)“1] . W przypadku gdy g i h sg funkcjami wypukdymi w X,
funkcja f jJast jednoznacznym rozwigzaniem pewnego ekstremalnego
réwnania funkcyjnego.

Dane sg dwie funkcje rzeczywiste g i h jednej zmiennej rzeczywistej
X przebiegajacej przedziat X = [o,cc], ciagte i nieujemne w tym przedzia
le, przy czym ¢g(0) = h(0) a 0 oraz istnieje liczba C taka, ze g() < Cx
i h(X) sgCx dla kazdego x 6x. Ponadto dana jest funkcja S przyporzad-
kowujgca kazdej liczbie xfcX zbidér S(x) uporzadkowanych par y = ({p..} >
{<In}) wszystkich ciagéw liczbowych {pnj i |Jgn] o wyrazach nieujemnych
i takich, ze

Pi + *1
@
n-1
pn >gn< x - £ [(I-a)pk + (1-b)gkJ, n=2,3, ...,
k=1

gdzie a i b ag danymi liczbami z przedziatu (0,1). Niech x bedzie dowo#*

ng ale chwilowo ustalong liczba z przedziatu X, a y = ({pJ* {gn»
nym elementem zbioru S(X).
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Wykazemy zbieznos¢ szeregu

V. [g(pn) + h(<n)]-
n=1
Udowodnimy najpierw, ze dla kazdego n = L=<
£ [o(pk> + h(gk)] <C (1-c)*1x

k=1

gdzie o = max(a,b). Korzystajac z (1) i zaktadajac, ze dla pewnego

Zfrk + gk)<x Z ck°1l-
k=1 k=1

otrzymujemy:
n+l n ' o 00+1 ”1
Z ok + k3< X+ Z (apk + bgk) &« X+ XZ °k=°Z »
k=1 k=1 k=1 k=1

co oznacza, ze
n n
Z Pk + gk & XZ °k”1 <d-0)-1x
k=1 km1

dla kazdego n. Stad i z nieréwnosci

Z [siPki +h(qgk,] <Cz (k + gk
k=1 k=1

©)

wynika nieréwnos¢ (@), ktéra wraz z nieujemnoscig wyrazéw szeregu Q) da-

je jego zbieznosé.
Niech F bedzie funkcja okreslong w zbiorze

P={y xUX, y= {p}, fIn}) tSGO},
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o wartosciach

oe

?(x,y) a £ + hgn™]™
n=1

z (3 wynika, ze F(x,y) = C(1-c)-1x dla kazdego yeS(x). Zatem dla kaz-
dego x fX istnieje sup {F(X,y) :yeS(X)}-

Bozwazac¢ bedziemy funkcje rzeczywista F, zmiennej rzeczywistej x prze-
biegajacej zbidér X, o wartosciach:

TGO = sup{?(x.y) :yeS(X)}-

Zagadnienie polegajace na wyznaczeniu funkcji f, zgodnie z terminolo-
gia wprowadzong przez J. tosia w pracy [2] jest pewnym problemem planowa-
nia dynamicznego 1 ma szerokie zastosowanie w tej dziedzinie (p-[11, 3D
Niech

n
rmeey) =2~ [9(pk) + h(gk)], (.,y) eP, n=1,2,
k=1
Z uwagi na nieréwnos¢ (3) mozemy okresli¢ dla kazdego if X ciag
Q) = sup{?n(X,y) :yeS(x)}-
tatwo zauwazy¢, ze dla kazdego xe X

160 =supjg(P +h(@ :p>0, g> 0, p+qg 4.x) @

(G = 8uplg(p) + h() + fn_1 (aptbgtx-p-q) :p>0, 9>0, p+qg ~ Xj

TWIERDZENIE 1. Dla kazdego xfcX Llim fTnU) = f(x). Funkcja f jest
n— »0
rozwigzaniem réwnania

OO = supig(p) + h(@) + F(aptbgtx-p-q) = p> 0, g O, p + a<« x|
®
Dowodd. Niech x bedzie dowolng, ale chwilowo ustalong liczbg =z

przedziatu X. Z (@) wynika #atwo niemalenie ciagu {£,(™)}» a z (3 Jjego
ograniczonos$¢. Zatem istnieje funkcja 7taka, ze dla kazdego x6X,
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m fn®) =7(X) . Z nierdéwnosci Fp(Xx,y)< F(x,y) dla kazdego ytS(i),

2, wynika nieréwnos¢ £,,(*) < f(xX), n=1,2, ..., a stad po
przejsciu do granicy otrzymujemy

7)) < T dla kazdego X tX. (N1

Poniewaz Fn(x,y) <fn®) i lim Fp(X,y) = F(x,y) dla kazdego ytS(x),
N— —<ox<

wiec F(X,y)-sg 7(x). Stad wynika nieréwnos¢ Ff(x)=s7(x), ktéra wraz =z

nieréwnosciag (6) konczy dowéd pierwszej czesSci twierdzenia. Druga czesé

twierdzenia wynika z twierdzenia 2 podanego w [4]. Réwnanie (5) posiada

nieskonczenie wiele rozwigzan (p- [4] tw. 1) i z tego powodu nie okresla

jednoznacznie funkcji T.

TWIERDZENIE 2. Jezeli funkcje gin sg wypukltew przedziale X, to
funkcja f jJest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania

H() = aupjg(p) + h@) + H(ap + bg) :p> 0, <> 0, p+qg=xji @

w klasie funkcji ciagtych prawostronnie w zerze i posiadajacych w nim war-
tosci zero.

Dowdéd. Z wypukdosci funkcji g i h w przedziale X wynika wypu-
k¥os¢ funkcji &(p,q) = g() + h(@) w zbiorze R(X) = |(p,q) - P>0 1>0
p+q9gx} dla kazdego x 6X. Stad i z (4 oraz na mocy nieujemnosci fun-
kcji g i h wprzedziale X @) fl1() = max[g(xX), h(x)J dla kazdego itl
Zatem Tfunkcja fl jest wypukda w X. Korzystajac z (@) +4atwo wykaza¢ na
drodze analogicznego rozumowania,ze z wypukdoscifunkcji f w X wy -
nika wypuktos¢ funkcji “n+i w ty* przedziale, a to wrazz zasadginduk-
cji matematycznej oznacza wypukdos¢é kazdej funkcji ciagu |fpj w przedzia-
le X. Stad wynika, ze

FCO = max M_i (), g #fp_1 (@), h¢C) + fp_1(09] , ®

xtxf d—2131 e--
Poniewaz fl jest funkcja nieujemngw X, wiec dla kazdego x 6 X max[g(x) +
+ fl @) , h(X) <« f.,(x)]> max @) ,h(x)J = F~(X), a stad oraz z (9;

otrzymujemy 12 () = max[g(x) + 2 (@), h(x) + f1(bx)J dla X 6X.
Zat6zmy, ze dla pewnego n> 2

fp ) = max[g(x) + fn_1(ax), hG) + fp_1 ®I] - 10)
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Stad i z niemalenia ciagu jfn (X)| wynika, ze

max [g(x) + fn(ax), h(x) 4 fn x)]

>e max[g(x) fn_1(@x), h(x) + fn_1 ()] =

Zatem i1 na mocy (9

f,+1 () = max[g(x) + fn(ax), h(xX) + fn(bx)],

co oznacza prawdziwo$¢ réwnosci (10) dla kasdego n = 2,3, ... 1 dowolnego
x £Z. Korzystajac z wypukdosci funkcji g, h i fQ, n 1,2, ... otrzymu-
Jemy:

aup(g(p) + h(@® :p>0, >0, p + g =xJ =max[g(x), h(x)] ,

supjg(p) 4 h() + fn_i(agp +b) :p 0, g> 0, p +q=x)

=— [«W 4 f,.1 (ax), h(xX) 4 fn_1(bx)], n=2,3, ...,

a stad oraz na mocy () i1 (10)

100 * supjg(p) + h(@ :p>0, gq> 0, p+ q * i],

') * supjg(p) a4h(q) ¢ fn-1(@@p a4bg) :p>0, g >0, p+q =x]

ns 2|3y ee-

Poniewaz dla kazdego n » 1f2# eee

fn(x) < supjg(p) 4 h(a) 4 f(ap 4 bg) :p> 0, g >0, p 449 »x}

1

f,.(x) > g(p) 4 h(q) 4 fP 1(ap 4 bq), dla p >0, g> 0, p 4 o0 - X,
wiec

TGO < supjg(p) 4 h(a@) 4 f@ 4 ba) :p”™ 0,°a> 0, p4g«x) a
oraz

() > g(p) 4 h(a) 4 f(ap 4 bg),p 0, >0, p4q=r.
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Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze
OO = sup{g(p) + h(@ + f(ap + bg) - p> 0, g> C, p + g = Xj.

Zatem i na mocy (11) funkcja F jest rozwigzaniem réwnania (7).

Poniewaz f(0) =0 i 0< fX ™ C(1-c)-1x dla x6X, wiec lim fX) =
X - 0+

= f(0), skad wynika ciggtos¢ prawostronna funkcji f w zerze. Réwnanie
() przy naszych zatozeniach posiada jednoznaczne rozwigzanie w klasie
funkcji ciagtych prawostronnie w zerze i posiadajacych w nim wartos¢ zero
(- [i1 tw. 1), Wobec tego funkcja T jest jednoznacznym rozwigzaniem réow-
nania (7).

TWIERDZENIE 3. Jezeli g i h sg funkcjami liniowymi w przedziale X,
to T Jest réwniez funkcja liniowg w X i jest okreslona wzorem F(x)=Mx
M = max[A(1-a) , B(1-b)~1] , gdzie A i B sa odpowiednio wspétczynnika-
mi kierunkowymi funkcji g i h.

Dowéd. Wystarczy pokaza¢, ze funkcja F(x) = Mx jest rozwigzaniem
réwnania (7). Niech M = A(1-a) \

W takim razie
A+Mas (I-aM + Ma =M
B+ Mb = (1-b) . B(1-b)~1 + Mb = (1-b)M + Mb =M.
Wobec tego
suplAp + Bg + M(ap + bg) :p>0, >0, p+q=x}
= x max(A + Ma, B + Mb) = Mx
W przypadku gdy M = B(1-b)-\ dowdd przebiega analogicznie.

TWIERDZENIE 4. Jezeli istnieje liczba xl e (0,0¢) taka, ze w przedziale

[o.x-]] g i h sg funkcjami liniowymi owspédczynnikachkierunkowych odpo-

wiednio ag iah, to dla kazdego x eX

f(x)> xmsx[ag(l-a)-1, ah (1-b)-1J

Dowdd. Prawdziwos¢ twierdzeniaw przedziale [o.xX] wynika z twier-
dzenia 3. Niech x bedzie liczbg z przedziatu (Xl f chwilowo ustalong
oraz x2, ..., XN = x punktami z przedziatu (1, x] takimi, ze dla kaz-
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dego k = 2, N O < xk - xk_1 -gO-aix.,. Na mocy twierdzenia 1 dla
kazdego

ud fW> g + flu+ (a-1)p],

gdzie p jestdowolna liczbg z przedziatu [0O,u], Zatem 1 na mocy zatoze-

nia dlakazdegou c [x1,a] i dowolnego pel[o-xj
f(U) - ffu + (@ - - =Jl!s
S p(l - a)( p(?(p—)a) 1 -"a
Podstawiajgc w ostatniej nieréwnosci
u = xk, p:XK_ékl, k=2, ..., N

otrzymujemy:

f(xk) - f(xk
000 2 TOED) gy

k=2, ..., N.

Na mocy twierdzeria 3 T(x")”N ag(1-a)-1x*. Zakkadajagc, ze dla pewnego
ni{l, N-1} Ff(xn) it ag(l-a)-1xn oraz korzystajac z (12) otrzymuje-
my:

fUnkl) - F(xj - _
f(xnt1> 3 f(xr> + ),{j: % X —  XNHL ¢ X > xn+1

-1
Zatem na mocy zasady Indukcji matematycznej nieréwnos¢ f(n)i~a”0-a) xn
jest prandziwa dla kazdego n = 1,2,

.., N. Poniewaz x" « X, wiecC
f(x) > ag(l-a)"1x
dla kazdego x eX. Podobnie dowodzi sie nieréwnoscé
f(x) > eh (-b)“1x
dla kazdego x €X, ktéra wraz z poprzednig daje teze twierdzenia.
TWIERDZENIE 5. Jezeli istniejg pochodne prawostronne g+(@ i1 h+ (),

a ponadto dla kazdego xeX g(x) « g+(@)x i hX) * h+(Q)x, to funkcja f
w przedziale X okreslona jest wzorem

f(xX) a x max[gl(0)(1-a)“1l, h]_(0) (1-b)”1] .
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Dowoéd . Przeprowadzimy najpierw w przypadku gdy g~(0}> O0ih”r(0)> 0
Stad i1 z zatozenia wynika istnienie takiego ciggu liczb xR € (0,cc) , ze dla

kazdego X t[o,xn) g(x) > [OI®) - f1x i h(x)>[h"(0) - £]x dla dowol-
nego n = 1,2, ..., gdzie
d = minjg~(0), h](®)] -

Rozwazmy nastepnie dwa ciagi funkcyjne

[o+ () - 11x dla x t[u,x]j

«“n@) = gnU) dla x6 (x ,J,
[b;(0) - dla x f[°'xnl
hnU)
H,,(X) dla x€EXx , ],
gdzie gn i Ejj, n = 1,2, ..., sa dowolnie ustalonymi funkcjami nieujemny

mi w swojej dziedzinie, spedniajacymi nastepujace warunki:

Limgn® * [0:;(0) - ¢Ixn, Lim Kn() = [h;(©0) - £jxn,
X*%Xn Xn

g(x)>1,,(*) i h(x)>En(®) dla xt(xn,oc]
Poniewaz dla kazdego n = 1,2,
g,,() < g(x) <g™.(0)x i hn (x)<h(x) = h”~(0)x dla X iX,
wiec na mocy twierdzenia 3 i 4 nie trudno zauwazyé, ze
xmax[(g; (0) ;@ -D@A-b)-1q < )

N x max [g™N0) (1~a)-1, hn(0) (1-b)“1]

dla x«X i kazdego n * 1,2, ... Stad po przejsciu do granicy przy
n— «o otrzymujemy teze twierdzenia. Jezeli w powyzszym dowodzie przyj-
miemy 30 x*X 1 kazdego n = 1,2, ... oraz d = h™0) w
okresleniu ciagu » to otrzymamy dowdéd twierdzenia w przypadku

g™0) a 0, hJ(@©) > 0. Podobnie Jest w pozostatych przypadkach.
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Na zakonczanie zauwazmy jeszcze, ze otrzymane wyniki sg réwniez stusz-

ne w przedziale X = [0, + =~).

Wptyneto do Redakcji w wrzesniu 1974 r.
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OB (W10/1 K3 HPOEJIra JUHAIDNiSCKurO iijIAHHPOSAHHH
Pe3bme

ii AaHHCii padoie paccMa-rpiiEaercs AeaciBHiejib.HaH sYHKUHH f(x), r,je x -
AeftcTCBTejibHoe nepeMeHHoe H3 KHTepBa.ua X=[o,cc], f(x)=sup{p(X,y):yeS (X))},
e 3 aBJiHeicK ipyHKHeit CTaBrageft b cooTBeTciBze K.a«o»y 3Ha<ieHH» xtX mho-
sceciBo S(X) ynop)WO-JeHHax nap y = ({pDj, bccbo3MO*hux  uhcjiobhuc no-
caeAOBaieJiBHoCTei i H { <n) HeoTpHuaienBHha <de.s tbkhx bto P-j+°i «C
pn + gn < x - jr [(I-a)pk + (1-b)o.k], n =2,3, ...,rAe a h b JieKaT b
HHiepBajie (0,11'.' F(x,y) = Y, [gP..) + h(®n)] rae g & h AaHHue Henpepua-
HBie AyHKIIHH B X H g(0) = h(0) = 0.

SaAa”a oiucKaHiih lynKuHii f aBzeeilcn onpeAeneHHCH npoSjieMoil AKHaMH”ec—
Koro nraHMpoBaHKS ccmacHO Tepsomoliornn jloca [2]. B pa6oie noKasbiBaeica ito
ecjiz g(x) < g+(0)x h h(x) ™ hn(O)x to FxJ = xmax[g]l(0}(1 - a)-~,
h+ (@©) (1-b)~ ] - B cjiynae ecjiH g h h HBjwioTCH euryKiiuMii  eyHKuzaVMH b X, 10
ayHKUZH 1 HBIIHeTCH: 0AHO3HaHHHM pCtieHHeu HCKOTOporc SKCTpeMalloHOrO tyHKUHO-
naxbHoro ypauHeHHs.
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ON SOME PROBLEM 0? THE 3INAMIC PLANNING
Summary

In this paper it is considerated the real function f of real variable
x Ffrom the Interval X = [0,oc] and with values f(X) = sup|F(X,y) :yeS()}

Here S is the given function, which assigns to each number x eX the set
S(X) of ordered pairs of all number sequences {pn} and {In}» where pn”~ 0

n-1
gn >0, pl +q9gl< x, pn +gb~*x - £ [(1-&)pE+ (1-bJgqd, n =2, 3,
k=1
and a,b are the given numbers from the interval (0,1).
PC
FCy) =72 [g(Pn) + h(gn)J, whre g and h are the given functions, conti-
r=l

nuous and non-negative in X, and g(0) = h(0) = 0. The problem of the de-
termination of the function f, according to the terminology which J. Los
had introduced in [2], is a some problem of the dynamic planning and has
a vast application in this field. In the paper it is proved, (among others)
that if g&xX) » g~ (O)x and hXx) ™ h™(0)x for X 6 X, then f(xjJ =
= x max[g™(0) (1-a)-1, "(0) (A-b)~1]- In the case when g and h are the
convex functions in X, the function f is the unique solution of the
some extremal functional equation.



