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ban STOLARZ

O PEWNYM PROBLEMIE PLANOWANIA DYNAMICZNEGO

Streszczenie. W niniejszej pracy rozważa się funkcję rzeczywistą 
f, zmiennej rzeczywistej x przebiegającej przedział X = [0,«] , 
o wartościach f(x) = sup{F(x,y) : yeS(x)}, gdzie S jest daną fun­
kcją przyporządkowującą każdej liczbie x e X  zbiór S(x) uporząd­
kowanych par y = ({PD}» {<ln} ) wszystkich ciągów liczbowych |pnJ i
{ąn| o wyrazach nieujemnych i takich, że p-, + q^ < x ,  Pn + q„ ¿S

n-1
c x  - £  [(l-a)pk + (l-b)qk] n = 2,3,..., gdzie a i b są danymi 

k=l
oo

liczbami z przedział!» (0,1), P(x,y) 3 L  [^Pn 1 + h(qn,J ,przy czym
n=1

g i h 3ą danymi funkcjami ciągłymi i nieujemnymi w X, a ponadto 
g(0) = h(0) s O. Zagadnienie polegające na wyznaczaniu funkcji f, 
zgodnie z terminologią wprowadzoną przez J. Łosia w [2], jest pew­
nym problemem planowania dynamicznego i ma szerokie zastosowanie w 
tej dziedzinie. W pracy dowodzi się między innymi, że jeśli g(x). 
g^(0)x i h(x)i£ h+(0)x, dla xeX, to f(x) = x max[g_j.(0) (1-a)

h' (0) (1-b)“1] . W przypadku gdy g i h są funkcjami wypukłymi w X, 
funkcja f jast jednoznacznym rozwiązaniem pewnego ekstremalnego 
równania funkcyjnego.

Dane są dwie funkcje rzeczywiste g i h jednej zmiennej rzeczywistej 
x przebiegającej przedział X = [o,cc], ciągłe i nieujemne w tym przedzia 
le, przy czym g(0) = h(0) a 0 oraz istnieje liczba C taka, że g(x) <  Cx 
i h(x) sg Cx dla każdego x 6 X. Ponadto dana jest funkcja S przyporząd­
kowująca każdej liczbie xfcX zbiór S(x) uporządkowanych par y = ({p„} > 
{<łn}) wszystkich ciągów liczbowych {pnj i |qn| o wyrazach nieujemnych 
i takich, że

Pi + *1
(1 )

n- 1

pn => qn <  x - £  [(l-a)pk + (1-b)qkJ, n = 2,3, ..., 
k=1

gdzie a i b aą danymi liczbami z przedziału (0,1). Niech x będzie dowoł* 
ną ale chwilowo ustaloną liczbą z przedziału X, a y = ({pJ* {qnJ ̂ 
nym elementem zbioru S(x).
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Wykażemy zbieżność szeregu

V  [g(pn) + h(<łn)]-
n=1

Udowodnimy najpierw, że dla każdego n = ..•«

£  [g(pk> + h(qk)] < C ( 1-c)*1x (3)
k=1

gdzie o = max(a,b). Korzystając z (1) i zakładając, że dla pewnego n

Z f r  k + qk)< x  Ż  ck‘1'
k=1 k=.1

otrzymujemy:

n+1 n " 0+1 k 1
Z (pk + qk} < x + Z (apk + bqk ) « x + XZ °k = °Z 0 ” »
k=1 k=1 k=1 k=1

co oznacza, że

n n
Z  P̂k + qk ^  XZ  °k”1 < d - o ) -1x
k=1 km1

dla każdego n. Stąd i z nierówności

Z  [siPki +h(qk,] < CZ  (pk + qk>
k=1 k=1

wynika nierówność (3 ), która wraz z nieujemnością wyrazów szeregu (2 ) da­
je jego zbieżność.

Niech F będzie funkcją określoną w zbiorze

P = { (x,y) : x t X, y = ({p„}, fln}) tS(x)},
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o wartościach

CX>
?(x,y) a £  + h q̂n^]"

n=1

z (3) wynika, że F(x,y) = C(1-c)-1x dla każdego yeS(x). Zatem dla każ­
dego x fcX istnieje sup {F(x,y) : yeS(x)}.
Bozważać będziemy funkcję rzeczywistą f, zmiennej rzeczywistej x prze­
biegającej zbiór X, o wartościach:

f(x) = sup{?(x,y) : yeS(x)}.

Zagadnienie polegające na wyznaczeniu funkcji f, zgodnie z terminolo­
gią wprowadzoną przez J. Łosia w pracy [2] jest pewnym problemem planowa­
nia dynamicznego i ma szerokie zastosowanie w tej dziedzinie (p.[l], [3]) 
Niech

n
rn (x,y) = ^  [g(pk) + h(qk)], (x,y) eP, n = 1 ,2 ,

k=l

Z uwagi na nierówność (3) możemy określić dla każdego if X ciąg 

fn(x) = sup{?n(x,y) : yeS(x)}.

Łatwo zauważyć, że dla każdego x e X

f1 (x) = supjg(p) + h(q) : p > 0 , q >  0, p + q 4 . x) (4)

fn(x) = 8up|g(p) + h(q) + fn_ 1 (ap+bq+x-p-q) : p > 0 , q > 0 , p + q ^  xj ,

n — •••

TWIERDZENIE 1. Dla każdego xfcX lim fn U) = f(x). Funkcja f jest
n — »o

rozwiązaniem równania

f(x) = supig(p) + h(q) + f (ap+bq+x-p-q) : p >  0 , q 0 , p + q «£ x|.
(5)

D o w ó d .  Niech x będzie dowolną, ale chwilowo ustaloną liczbą z 
przedziału X. Z (4) wynika łatwo niemalenie ciągu {£„(*)}» a z (3) jego 
ograniczoność. Zatem istnieje funkcja 7 taka, że dla każdego x 6 X,
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lim fn(x) = 7(x) . Z nierówności Fp(x,y)<  F(x,y) dla każdego ytS(i), 
n *- •*=*
n = 1 ,2 , wynika nierówność £„(*) <  f(x), n = 1 ,2 , ..., a stąd po
przejściu do granicy otrzymujemy

7(x) <  f (x) dla każdego x t X. (6 j

Ponieważ Fn (x,y) < f n (x) i lim Fp (x,y) = F(x,y) dla każdego ytS(x),
n—-«»«

więc F(x,y)-sg 7(x). Stąd wynika nierówność f(x)=s7(x), która wraz z 
nierównością (6 ) kończy dowód pierwszej części twierdzenia. Druga część 
twierdzenia wynika z twierdzenia 2 podanego w [4]. Równanie (5) posiada 
nieskończenie wiele rozwiązań (p. [4] tw. 1) i z tego powodu nie określa 
jednoznacznie funkcji f.

TWIERDZENIE 2. Jeżeli funkcje g i ń  są wypukłe w przedziale X, to
funkcja f jest jednoznacznym rozwiązaniem równania

H(x) = aupjg(p) + h (ą) + H(ap + bq) : p >  O, <£> 0, p + q = xj (7)

w klasie funkcji ciągłych prawostronnie w zerze i posiadających w nim war­
tości zero.

D o w ó d .  Z wypukłości funkcji g i h w przedziale X wynika wypu­
kłość funkcji &(p,q) = g(p) + h(q) w zbiorze R(x) •-= |(p,q) : P > 0  1>0
p + q x }  dla każdego x 6 X. Stąd i z (4) oraz na mocy nieujemności fun­
kcji g i h w przedziale X (8) f 1 (x) = max[g(x), h(x)J dla każdego i t l
Zatem funkcja f1 jest wypukła w X. Korzystając z (4) łatwo wykazać na
drodze analogicznego rozumowania, że z wypukłości funkcji f w X wy­
nika wypukłość funkcji ^n+i w ty“ przedziale, a to wraz z zasadą induk­
cji matematycznej oznacza wypukłość każdej funkcji ciągu |fpj w przedzia­
le X. Stąd wynika, że

f(x) = max [i'n_i (x), g(x) -t- fp_ 1 (ax), h(x) + fp_ 1 (bx)] , (9)

x t X f t\ — 213 1 • • •

Ponieważ f1 jest funkcją nieujemną w X, więc dla każdego x 6 X max[g(x) +
+ f 1 (ax) , h(x) -«- f.,(bx)]> max [g(x) , h(x)J = f-(x), a stąd oraz z (9;
otrzymujemy f2 (x) = max[g(x) + f2 (ax), h(x) + f1 (bx)J dla x 6X. 
Załóżmy, że dla pewnego n >  2

fp (x) = max[g(x) + fn_ 1 (ax), h(x) + fp_ 1 (bx)] . (1 0)
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Stąd i z niema lenia ciągu j fn (x)| wynika, że

max [g(x) + fn (ax), h(x) 4 fn (bx)]

>• max[g(x) fn_1(ax), h(x) + fn_1 (bx)] =

Zatem i na mocy (9)

f„ + 1 (x) = max[g(x) + fn(ax), h(x) + fn(bx)|,

co oznacza prawdziwość równości (10) dla kaśdego n = 2,3, ... 1 dowolnego 
x fc Z. Korzystając z wypukłości funkcji g, h i fQ, n =t 1,2, ... otrzymu­
jemy:

aup(g(p) + h(q) : p > 0 ,  q > 0 ,  p + q = xj = max[g(x), h(x)] , 

supjg(p) 4 h(q) + fn_i (ap + bq) : p 0, q >  0, p + q = x)

= — [ « W  4 f„. 1 (ax), h(x) 4 fn_ 1(bx)], n = 2,3, ..., 

a stąd oraz na mocy (S) i (10)

f1(x) * supjg(p) + h(q) : p >  0, q >  0, p + q * i], 

fj!(x) * supjg(p) 4 h(q) ♦ fn-1 (ap 4 bq) : p > 0 ,  q >0, p + q = x]

n s 2|3y •••

Ponieważ dla każdego n » 1f2# •••

fn (x) <  supjg(p) 4 h(q) 4 f(ap 4 bq) : p >  0, q > 0 ,  p 4 q » x }

1
f„(x) >  g(p) 4 h(q) 4 f|J_ 1 (ap 4 bq), dla p >  0, q >  0, p 4 o - x, 

więc

f(x) <  supjg(p) 4 h(q) 4 f (ap 4 bq) : p ̂  0,' q >  O, p 4 q « x) (11)

oraz

f(x) >  g(p) 4 h(q) 4 f (ap 4 bq), p 0, q > 0 ,  p 4 q =. r.
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Z ostatniej nierówności wynika, że

f(x) = sup{g(p) + h(q) + f(ap + bq) : p >  0, q >  C, p + q. = xj.

Zatem i na mocy (11) funkcja f jest rozwiązaniem równania (7).
Ponieważ f(0) = 0  i 0 <  f (x) ^  C(1-c)-1x dla x 6 X, więc lim f(x) =

x - 0+
= f(0), skąd wynika ciągłość prawostronna funkcji f w zerze. Równanie 
(7 ) przy naszych założeniach posiada jednoznaczne rozwiązanie w klasie 
funkcji ciągłych prawostronnie w zerze i posiadających w nim wartość zero 
(p. [i] tw. 1), Wobec tego funkcja f jest jednoznacznym rozwiązaniem rów­
nania (7).

TWIERDZENIE 3. Jeżeli g i h są funkcjami liniowymi w przedziale X, 
to f jest również funkcją liniową w X i jest określona wzorem f(x)=Mx
M = max[A(1-a) , B(1-b)~1] , gdzie A i B są odpowiednio współczynnika­
mi kierunkowymi funkcji g i h.

D o w ó d .  Wystarczy pokazać, że funkcja f(x) = Mx jest rozwiązaniem 
równania (7). Niech M = A(1-a) \
W takim razie

A + Ma s (1—a)M + Ma = M 

B + Mb = (1-b) . B(1-b) ~ 1 + Mb = (1-b)M + Mb = M.

Wobec tego

sup|Ap + Bq + M(ap + bq) : p > 0 ,  q > 0 ,  p + q = x}

=. x max (A + Ma, B + Mb) = Mx

W przypadku gdy M = B(1-b)-\  dowód przebiega analogicznie.

TWIERDZENIE 4. Jeżeli istnieje liczba x 1 e (0,oę) taka, że w przedziale 
[o,x.|] g i h są funkcjami liniowymi o współczynnikach kierunkowych odpo­
wiednio ag i ah , to dla każdego x eX

f(x)> x msx[ag(1-a)-1, ah (l-b)-1J .

D o w ó d .  Prawdziwość twierdzenia w przedziale [o.x^] wynika z twier­
dzenia 3. Niech x będzie liczbą z przedziału (x1 fc<] chwilowo ustaloną 
oraz x2, ..., xN = x punktami z przedziału (x1, x] takimi, że dla każ-



dego k = 2, N 0 <  xk - xk_ 1 -gO-aix.,. Na mocy twierdzenia 1 dla
każdego

u d  f (u) >  g(p) + f[u + (a-1 ) p] ,

gdzie p jest dowolną liczbą z przedziału [0,u], Zatem i na mocy założe­
nia dla każdego u c [x1, cc] i dowolnego p e [o.xj

f(U) - ffu +. (a - g(p.) = J!s_p (1 - a) p (1 - a) 1 - a

Podstawiając w ostatniej nierówności

xk “ xk 1u = xk, p =  ̂ _ a , k = 2, ..., N

otrzymujemy:

f(xk) - f(xk 1) a
  -------—  dla k = 2 , ..., N.

xk - xk- 1

Na mocy twierdzeria 3 f(x^)^ ag(1-a)- 1x^. Zakładając, że dla pewnego
ni{l, N—1} f(xn) ił ag(1-a)-1xn oraz korzystając z (12) otrzymuje­
my:

f U nł1) - f(x j  . _
*«+1 * ^
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f (xn+1> 3 f ( x n> + X**) -  x~...-  x̂n+1 “ xn> >  xn+1

— 1Zatem na mocy zasady Indukcji matematycznej nierówność f (xn) i^a^O-a) xn 
jest prandziwa dla każdego n = 1,2, ..., N. Ponieważ x^ « x, więc

f(x) >  ag (1-a)"1x

dla każdego x e X. Podobnie dowodzi się nierówność

f(x) >  eh (1-b)“1x

dla każdego x € X, która wraz z poprzednią daje tezę twierdzenia.

TWIERDZENIE 5. Jeżeli istnieją pochodne prawostronne g+(0) i h+(0), 
a ponadto dla każdego x e X  g(x) «  g+(0)x i h(x) * h+(0)x, to funkcja f 
w przedziale X określona jest wzorem

f(x) a x max[g|(0)(1-a)“ 1, h|_(0) (1-b)”1J .
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D o w ó d .  Przeprowadzimy najpierw w przypadku gdy g^(0}> 0 i h^(0) >  0 
Stąd i z założenia wynika istnienie takiego ciągu liczb xR € (0 ,c c )  , że dla
każdego x t [o ,xnJ g(x) >  [g|(0) - f]x i h ( x ) > [ h ^ ( 0 )  - £]x dla dowol­
nego n = 1,2, ..., gdzie

d = minjg^(O), h|(0)] .

Rozważmy następnie dwa ciągi funkcyjne

«n(x) =

hnU)

[g+ (°) - |]x dla x t [u,xj 

dla x 6 (x , J ,gnU)

[b;(o) - dla x f [°'xnl
H„(x) dla x fc (x , ] ,

gdzie gn i Ejj, n = 1,2, ..., są dowolnie ustalonymi funkcjami nieujemny 
mi w swojej dziedzinie, spełniającymi następujące warunki:

lim gn (x) * [g;(0) - ¿]xn, lim Kn(x) = [h;(0) - £jxn, 
x~*'xn xn

g(x)>!„(*) i h ( x ) > E n(x) dla xt(xn,oc]

Ponieważ dla każdego n = 1,2, ...

g„(x) <  g(x) <g^.(0)x i hn (x)<h(x) = h^(0)x dla x i X,

więc na mocy twierdzenia 3 i 4 nie trudno zauważyć, że

xmax[(g;(0) (h;(0) -|)(1-b)-1] <  f(x)

^  x max [g^(0) (1~a)-1, h^(O) (1-b)“1]

dla x « X  i każdego n * 1,2, ... Stąd po przejściu do granicy przy 
n — «o otrzymujemy tezę twierdzenia. Jeżeli w powyższym dowodzie przyj­
miemy 3 0 x * X  i każdego n = 1,2, ... oraz d = h^(0) w
określeniu ciągu » to otrzymamy dowód twierdzenia w przypadku
g^(0) a 0, h|(0) >  0. Podobnie Jest w pozostałych przypadkach.
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Na zakończanie zauważmy jeszcze, że otrzymane wyniki są również słusz­
ne w przedziale X = [O, + =~).

Wpłynęło do Redakcji w wrześniu 1974 r.
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OB (W10/1 K3 HPOEJIra JUHAiDNiSCKurO iijlAHHPOSAHHH 

P e 3  b  m e

ii AaHHCii paóoie paccMa-rpiiEaercs AeaciBHiejib.HaH ŝ yHKUHH f ( x ) ,  r,ie x -  
AeftcTCBTejibHoe nepeMeHHoe H3 KHTepBa.ua X = [o ,c c ] , f ( x ) =sup{p(x,y):ye S (x)}, 
i\ae 3 aBJiHeicK ipyHKUHeił CTaBraąeft b cooTBeTciBze K.a«o»y 3Ha<ieHH» x t X  mho- 
sceciBo S(x) ynopJWO-JeHHax nap y = ({pDj, bccbo3M0*hux uhcjiobłuc no-
caeAOBaieJiBHoCTeii M  H {  <łnJ  HeoTpHuaienBHha <łnce.s tb k h x  b t o  P - j+ ° i  «C 
pn + qn <  x - jr [(l-a)pk +_ (1-b)o.k] , n =. 2,3, ..., rAe a h b jieKaT b
HHiepBajie (0,11'.' F(x,y) = Y, [g(P„) + h (9n)] ra e  g a h AaHHue Henpepua-
HBie ĄyHKIIHH B X H g(0) = h(0) = 0.

SaA a^a oiucK aH iih lynKuHii f  aBzeeicn onpeAeneHHCń npoSjieMoil AKHaMH^ec— 

K oro nraHMpoBaHKS ccm acH O  Tepsom oJiornn jlo c a  [ 2 ] .  B p a ó o ie  n o K asb iB aeica  i t o  

e c jiz  g(x) <  g+(0)x h h(x) ̂  h^(0)x to f(xj = x max[g|(0}(1 - a)- ’,
h'+ (0) (1-b)~ ] . B cjiynae ecjiH g h h HBjwioTCłi eunyKiiuMii ęyHKuzaMH b X, 10
ayHKUZH i HBJIHeTCH: 0AHO3HaHHHM pCŁieHHeu HCKOTOporc SKCTpeMaJIbHOrO tyHKUHO- 

naxbHoro ypauHeHHs.
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ON SOME PROBLEM 0? THE 3INAMIC PLANNING 

S u m m a r y

In this paper it is considerated the real function f of real variable
x from the Interval X = [0,oc] and with values f(x) = sup|F(x,y) :yeS(x)}
Here S is the given function, which assigns to each number x eX the set
S(x) of ordered pairs of all number sequences {pn} and {ln} » where pn ̂  0

n—1
qn >0, p1 + q1 <  x, pn + gD ^ x  - £  [(1-a)pfc + (1-bJqJ, n = 2, 3, ...

k=1
and a,b are the given numbers from the interval (0,1).

PC

F(x,y) = ^  [g(Pn) + h(qn)J, whre g and h are the given functions, conti- 
r.=1

nuous and non-negative in X, and g(0) = h(0) = 0. The problem of the de­
termination of the function f, according to the terminology which J. Los 
had introduced in [2], is a some problem of the dynamic planning and has 
a vast application in this field. In the paper it is proved, (among others) 
that if g(x) ^  ĝ _(0)x and h(x) ^  h^(0)x for x 6 X, then f(xj = 
= x max[g^(0) (1-a)-1, h^(0) (1 —b)~1 ]. In the case when g and h are the 
convex functions in X, the function f is the unique solution of the 
some extremal functional equation.


