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PEWNE TOPOLOGICZNE WŁASNOŚCI PRZEKSZTAŁCEŃ PUNKTOWO-ZBIOROWYCH 
I FUNKCJI MAXSIMUM

I .  W pracy n i n i e j s z e j  uogóln ia  s i ę  pewne twierdzenie dotyczące własno­
ś c i  topologicznych fu n k c j i  maksimum (p .  [1] i  [ 3 ] )  oraz udowadnia s i ę  pew­
ne nowe w łasn o śc i  p rz e k sz ta łce ń  punktowo-zbiorowych.

Przekszta łceniem  punktowo-zbiorowym nazywa s i ę  ta k ie  p rzek sz ta łcen ie  f  
k tóre  każdemu punktowi x e X  przyporządkowuje new len podzbiór f ( x )  usta-

Ylonego zb ioru  Y; sym bolicznie f :  X—2 .
Funkcją maksimum nazywa s i ę  natom iast  funkcję

M(x) a sup cp (x ,y ),  x  fe X, 
y i  f  ( i )

gdzie  ¡f j e s t  daną fun kc ją  o w artośc iach  rzeczyw istych ,  okreś lon ą  na wy­
k r e s ie  G  ̂ p r z e k sz ta łc e n ia  punktowo-zbiorowego f ,  p rzy czym

Gf  a { (x ,y ) ;  x 6X, y e  f  ( x ) }

I I .  Na użytek da lszych  rozważań przytoczymy pewne d e f i n i c j e  oraz  twier­
dzenia  zn a jdu jące  s i ę  w pracy f i ]  . W tym p a r a g r a f i e ,  Jak  i  w da lszych ,  za 
kłada s i ę ,  że X 1 Y s ą  p rze s trzen iam i topologicznym i. 0 zb iorach  obra­
zach f ( x )  zakładamy, że s ą  n iepu ste  d la  każdego x  e X.

YDEFINICJA 1. P rz e k sz ta łc e n ie  f :  X—2 nazywać będziemy półciągłym z
dołu ( p . z . d . )  w punkcie x Qe X ,  j e ż e l i  d la  każdego otwartego zb ioru  U ta­
k ie g o ,  że U n f  (xQ) f  ff, i s t n i e j e  otoczen ie  V(x0 ) punktu xQ, że

( x 6 V ( x 0 j )  =i> ( f ( i ) n u  4 0)

Y
DEFINICJA 2 .  P rz e k sz ta łc e n ie  f :  X-*-2 nazywać będziemy półciągłym  z

góry ( p . z . g . )  w punkcie x Q e X, j e ż e l i  d la  każdego otwartego zb ioru  U, za­
w iera jącego  zb ió r  f ( x Q)» i s t n i e j e  o toczenie  V(x0 ) punktu xQ t a k i e ,  że
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DEFINICJA 3 .  P r z e k sz ta łc e n ie  f s  X ~ 2 Y p . z . d .  i  p . z . g .  w każdym pun­
k c ie  zb ioru  X i  mające zwarte zb iory  obrazy f ( x )  d la  każdego i f i  na­
zywać będziemy ciągłym  w X.

DEFINICJA 4 .  P r z e k sz ta łc e n ie  f s  X— 2Y nazywać będziemy domkniętym w 
punkcie x Q 6 X j e ż e l i  d la  dowolnego punktu yQ 6 Y i  yQ i  f  (xQ) i s t n i e j ą  
o to czen ia  V(xQ) i  odpowiednio punktów x Q i  yQ t a k i e ,  że

( x € V ( x 0 )) = »  ( f (x )  n O (y 0 ) = ęf)

TWIERDZENIE 1, J e ż e l i  f s  X-*2Y j e s t  p rzeksz ta łcen iem  p . z . d .  i  funkcja
cps X x Y — R j e s t  p . z . d . ,  to funkc ja  M(x) = sup y (x ,y )  j e s t  p . z . d .

y fc f  (x)

TWIERDZENIE 2 .  J e ż e l i  f s  X—2Y j e s t  przeksz ta łcen iem  p . z . g .  o zwar­
tych zb iorach  obrazach f ( x )  i  f  s I  i  Y-“- R j e s t  fu n k c ją  p . z . g . ,  to
fu n k c ja  M(x) = max cp(x,y) j e s t  p . z . g .  

y 6 f  (x)

TWIERDZENIE 3 .  J e ż e l i  f s  X—2Y j e s t  p rzeksz ta łcen iem  ciągłym i  y s Y—-R 
j e s t  fu n k c ją  c i ą g ł ą ,  to funkc ja  M(x) = max cp(y) j e s t  c i ą g ł a  w X i

r I 'I y 6 f ( x )f ( x )  = | y [ y e f ( x ) ,  y (y) = M (x ) j  j e s t  p rzeksz ta łcen iem  p . z . g .  o zwartych
zb iorach  obrazach .

DEFINICJA 5 .  Rodzinę zbiorów K = { x j «  € A] zwartych w Y nazywać bę­
dziemy s e l e k c j ą  (względem fu n k c j i  cp s Y-—R ) ,  j e ż e l i  d la  każdego oę e A i s t ­
n i e je  dokładnie jeden element a^ ,  że a ^ e  KR i  cp (a^) = maxcp(y).

y 6  X 0C
TWIERDZENIE 5 .  Niech f s  X-~?.Y będzie  przeksz ta łcen iem  ciągłym . J e ż e l i  

rodz ina  | f ( x ) | x 6 X }  j e s t  s e l e k c j ą ,  to i s t n i e j e  p rz e k sz ta łce n ie  6  s X-~Y, 
że 6  (x) e f ( x )  d l a  każdego x  €X.

TWIERDZENIE 6 .  J e ż e l i  f 1 s X— 2Y j e s t  p rzeksz ta łcen iem  domkniętym 1 
fgS X-”-2Y j e s t  p rzek sz ta łcen iem  p . z . g .  o zwartych zb iorach  obrazach fg(x j 
to p r z e k s z ta łc e n ie  f  = f  1 f\ f 2 j e s t  p . z . g .  o zwartych zb iorach obrazach 
f  (x) = f 1 (x) /i f 2 ( x ) .

TWIERDZENIE 7 .  Warunkiem koniecznym i  wystarczającym  na t o ,  aby 
f s  X-— 2Y było p rzek sz ta łcen iem  p . z . g .  j e s t ,  aby d la  każdego otwartego 
zb ioru  U w Y zb ió r  f + (U) był otwarty w X, gdzie  f + (U )* {x  e X : f  (x) <  U}.

I I I .  W d a lszych  rozważaniach przyjmujemy za p rz e s trz e ń  Y zb ió r  f (X )  =
= U [ f ( x ) ]  , zwany obrazem zb ioru  X przy p rz e k sz ta łc e n iu  f .

x 6 X



DEFINICJA 6 .  Niech f :  X—2Y będzie przekształceniem  p . z . d .  Funkcję 
<p: R nazywać będziemy f  -  p ó ł c i ą g ł ą  z do łu1  ̂ ( f . p . z . d . )  w punkcie
(x0 ,y 0) 6 Gf , j e ż e l i  d la  dowolnego f > 0  i s t n i e j ą  otoczenia V(xc ) 1 U(yQ) 
odpowiednie punktów x 0 i  yQ t a k i e ,  że d la  każdego x e V ( x Q) i s t n i e j e  
y e f  (x) A U(yQ) t a k i e ,  że cp ( x , y ) >  cp U 0 ,yQ) -  i
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Uwaga 1 . Funkcja <p : Gf— R p . z . d .  j e s t  f . p . z . d . ,  a l e  n ie  odwrotnie, o 
czym świadczy n as tęp u jący

Przykład 1. Nieci. X = [ 0 , 2 ] ,  Y = [0,2] , f (x )  = jx ,  -x+2) d la  każdego 
X 6 X.
Powyższe p rz e k sz ta łce n ie  j e s t  c i ą g ł e ,  a więc w szczegó ln ośc i  jest ono p . z .d  
w X. Rozważmy funkc ję  cp : X x Y— R daną wzorem

1 1
* 2 /o _ — W o ̂  “ X . \ //  o o — \ I ̂  i

cp (x ,y )

( x - y ) s i n ( x - 1 ) / 2 ( x - 1 ) -  ( 2 - x - y ) ( 2 l - I - 1 ) / ( 2 - 2 x ) ( 2 l - I + 1 )

d la  (x,y) fi (1 , y ) , y e Y 

0 d la  (x,y) = (1 ,y) , y 6 Y.

J e ż e l i  funkcję  cp rozważymy na wykresie G^ p rzek sz ta łcen ia  f ,  to jak  
łatwo spraw dzić ,  j e s t  ona f . p . z . d .  w punkcie ( 1 .1 ) ,  a n ie  j e s t  w tym pun­
k c ie  p . z . d .
Udowodnimy obecnie t r z y  twierdzenia będące uogólnieniami twierdzeń 1 , 2 1  
3.

TWIERDZENIE 1*. J e ż e l i  f :  X--2Y j e s t  przekształceniem  p . z . d .  i  cp : 
G.*-R j e s t  fu n k c ją  f . p . z . d . ,  to funkcja M(x) »  sup cp (x ,y )  j e s t  p .z .d
w x .

D o w ó d .  Niech x Q e X. Wówczas d la  dowolnego f > 0  i s t n i e j e  yQ e f ( x Q) 
że V ( x 0 ,Y0 ) >  M(x 0 ) -  £ •  Z f . p . z . d .  fu n k c j i  <f  na Gf  wynika I s t n i e n i e  
otoczeń V(x0) i  U(yc ) t a k ic h ,  że d la  każdego x eV(xQ) i s t n i e j e  
y s f ( x ) A U ( y 0) i  cp ( x , y ) c p  (x0 ,y Q) -  £ >  M(xQ) -  2£. Z za ło ż e n ia  p . z . d .  
p rz e k sz ta łc e n ia  f  wynika i s t n ie n ie  otoczenia  Vr(x0 ) punktu x Q ta k ie g o ,  
że d la  każdego xeV '(xQ) j e s t  f ( x ) n U ( y Q) ^ 0 .  Zachodzi więc im p lik a c ja

(x 6 V(xQ) n V'(xQ) ) (M(x) >  M(xq ) -  2£)

'D e f i n i c j a  fu n k c j i  f . p . z . d .  na S . C R n x Rm wprowadzona z o s t a ł a  po raz  
p ierwszy w pracy [ 3 ] .
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TWIERDZENIE 2'. J e ż e l i  f : X— 2Y j e s t  p rzeksz ta łcen iem  p . z . g .  o zwar­
tych zb iorach  obrazach f ( x )  i  fun kc ja  cp: G^—R j e s t  p . z . g . ,  to funkcja
M(x) = max cp (x ,y)  j e s t  p . z . g .

y 6 i  (x)

D o w ó d .  Niech x Q £ X, y € f ( x Q) .  I s t n i e j ą  o toczenia  Vy (xQ) i  D(y) 
t a k i e ,  że d la  każdego (x ,z )  6 (V (xQ) x U ( y ) ) n G f  j e s t  cp ( x , z X c p ( x o ,y) + £. 
Ponieważ z b ió r  f ( x Q) j e s t  zwarty, więc ma skończone pokrycie U(y.|), 
U(y2 ) ,  . . . ,  U(yn) .  Przyjmijmy V'(xQ) = vy J D[f x̂ o ,J  =

Wówczas d la  (x ,y )  6 (VVq) x  U [f (xQ)] ) A Gf  mamy cp (x ,y )  ^  max C p U ^ y ^  + 
+ Ł < M ( x 0 ) + 6 .  Z za ło żen ia  p . z . g .  p r z e k sz ta łc e n ia  f  wyni4a i s t n ie n ie  
o to czen ia  V(xQ) ta k ie g o ,  że x fcV (xo ) =$> f  ( x ) c  G [ f  (xQ)] .
Zatem

( x f T ' ( x „ l A V ( x J ) ^ >  (M(x) = max cp (x ,y )  <  M(x ) + £)
0 0 y 6 f  (x)

Wniosek 1 . J e ż e l i  f s  X— 2^ j e s t  p rzeksz ta łcen iem  ciągłym i  cp s Gf  — R
j e s t  fu n k c ją  f . p . z . d .  oraz p . z . g . ,  to fun kc ja  M(x) = max cp(x,y) j e s t  

. ,  y e f ( x )c i ą g ł a .

TWIERDZENIE 3', J e ż e l i  spełn ione s ą  za ło żen ia  wniosku 1, to  p r z e k s z ta ł ­
cenie  f  dane wzorem f ( x )  = j y l y e f U ) ,  cp (x ,y )  = M(x) = max cp(x,z)}

1 z e f ( x )
j e s t  p . z . g .  o zwartych zb iorach  obrazach.

D o w ó d .  P rz e k sz ta łc e n ie  f  j e s t  domknięte I s t o t n i e ,  niech x Q f i  
1 y $ f ( x 0 ) , wówczas możliwe są  dwa przypadki:

1°  y0 6Y 1 y0 * f ( V

2°  y o € f ( x o J 1 y0 ^ (xo ) *
W pierwszym przypadku z domkniętości p r z e k sz ta łc e n ia  f  wynika i s t n i e ­

n ie  otoczeń v (x0 ) i  ta k ic h ,  że

(x 6 V (xq )) =5> ( f ( x ) A U ( y 0 ) = 0)

Ponieważ f ( x ) c f ( x )  d la  każdego x  6 X, więc prawdziwa j e s t  także im p li­
k a c ja  (x € V (x q )) =i> ( f ( x ) n u ( y 0 ) = 0) .

W przypadku 2 °  mamy

(P(xo ' yo) < M (x o>

S tą d ,  wobec c i ą g ł o ś c i  fu n k c j i  M, otrzymujemy nierówność Cp(xQ,y o )<M(x) -£  
d la  dowolnego £ > 0  1 każdego x z pewnego oto czen ia  V ( *0 ) punktu x Q.
Z p . z . g .  f u n k c j i  Cp wynika i s t n i e n i e  otoczeń v (xQ) i  G(yQ) ta k ic h ,  że
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cp(x,y) tp (x0 ,y 0 ) + (• d la  x e V'(xQ) i  y e f ( x )  n U(y0 ) .  Zatem, d la  
x 6 V(x / A V(x0 ) i  y e f < x ) r t  l '(y0 ) ,  mamy cp(x,yj < M ( x ) ,  co oznacza praw­
dziwość im p l ik a c j i

(x 6 V (3t0 ) o V'(xQ) ) = >  ( ( f ( x ) n  U(yQ)) a  f (x )  = 0) .

S tą d ,  ponieważ f ( x ) c f ( x )  d la  każdego x eX, otrzymujemy im p lik ac ję

(k T ( i 0] a V'(x0 )) ( i ( x ) / i u ( y 0 ) = 0)

Ponieważ p rz e k sz ta łce n ie  f  można przedstawić jako  i loczyn  p r z e k s z ta łc e ­
n ia  i  p . z . g .  o zwartych zb iorach obrazach i  p rz e k sz ta łce n ia  domkniętego 
f ,  więc (p. tw. 6) j e s t  ono p . z . g .  i  ma zwarte zb iory  obrazy.

IV. W punkcie tym zajmiemy s i ę  pewnymi własnościami p rz e k sz ta łce ń  pun­
któw o- zbiorowych.

TWIERDZENIE S .  Niech f :  X—2Y będzie przekształceniem  p . z . g .  o s p ó j ­
nych zbiorach obrazach f ( x ) .  Wówczas ze spó jnośc i p r z e s t r z e n i  X wynika 
spó jność  j e j  obrazu f ( X ) .

D o w ó d .  Przypuśćmy, że f(X) nie  j e s t  p r z e s t r z e n ią  sp ó jn ą .  Wów­
czas i s t n i e j ą  zb iory  A i  B otwarte w f(X) i t a k i e ,  że f(X) = AOB,
A 4 <t> f  B, A A 3 = 0 .  Ponieważ f(X )  = (J f ( x ) ,  więc f ( x )  C A t 3  d la  każ-

X£ X
dego x c X. Z d ru g ie j  s tro n y ,  ze sp ó jn o śc i  obrazów wynika, że d la  każdego 
x eX j e s t  f ( x )  CA a lbo  f ( x ) C B .  W przeciwnym bowiem wypadku d la  pewne­
go x Q e X mielibyśmy f ( x Q) c A t B ,  f ( x Q) aA  *  0 i  f ( x Q) AB f  0 .  Oznacza­
łoby to możliwość przedstaw ienia  zb ioru  f ( * 0) jako sumy dwóch zbiorów 
f 1 (x0 ) i  f 2 (x0 ) n iepustych 1 tak ich ,  że f 1 (xQ)C A  i  f 2 (xQ) c B ,  co prze­
czy sp ó jn o śc i  zb ioru  f ( x 0 ) . Wobec powyższego

X = f + (A)u f + (B ) , gdzie  f + (A) = { x | x e X ,  f ( x ) C A } ,

f + (B) w { x| x e X, f ( x )  C B }.

Zbiory f + (A) i  f + (B) są  n ie p u s te ,  co wynika z n ie p u s to śc i  zbiorów A i  
B oraz roz łączne  i  o tw arte .  Otwartość zbiorów f + (A) i  f + (B) wynika z 
o tw artośc i  zbiorów A i  B i  z p . z . g .  p rz e k sz ta łce n ia  f .  (p . tw. 7 ) .  
Otrzymaliśmy więc sprzeczność ze sp ó jn o śc ią  p rz e s t rz e n i  X.
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TWIERDZENIE 9. Niech X będzie  p r z e s t r z e n ią  l in io w o -sp ó jn ą1  ̂ oraz f : 
X—2Y przeksz ta łcen iem  ciągłym o spójnych zb iorach  obrazach f ( x )  i  takim 
że rodz ina ( f ( x ) | x e X )  j e s t  s e l e k c j ą .  Wówczas wykres G  ̂ p r z e k s z ta łc e ­
nia f  j e s t  zbiorem spójnym.

D o w  ó d .  Wystarczy pokazać, że każda para punktów (x 1 , y 1 ) ,  (x2 ,y 2 ) 
należących do Gf  d a je  s i ę  połączyć zbiorem spójnym zawartym całkow icie  
w Gf. Z tw ierdzenia 5 wynika i s t n i e n i e  p r z e k sz ta łc e n ia  6 :  X — Y tak ie g o ,  
że y 1 = Cj(x.,) t f ( x . | )  i  y2 = 6 ( x 2 ) ć f ( x 2 )< Z l in iow ej sp ó jn o śc i  prze­
s t r z e n i  X wyniita i s t n i e n i e  c ią g łe g o  odwzorowania h p rz e d z ia łu  [0 ,1  ] w 
łuk  x^x2 , łą c z ą c y  punkty x 1 i  x2 , całkow icie  zawarty w X.R. zważmy prze­
k s z t a łc e n ie  Cj zawężone do d ziedz iny  x.,x2 i  oznaczmy je  przez g ,  tzn .  
g :  x"jx2 — Y, przy czym g(x)  = 6 (x) d la  każdego x c j f jx 2 . B iorąc  h jako 
z łożen ie  g i  h , t j .  h ^ j ^ h  otrzymujemy p r z e k sz ta łc e n ie  c i ą g ł e  prze­
d z ia łu  [0 ,1 ]  w łuk ( x r , y 1) ,  £ > , $ , )  ca łkow icie  n a leżący  do Gj.. Zbiór 
będący sumą mnogościową łuku (x., , y 1) , (x2 ,y2 I oraz zb ioru  spójnego f(x.,)  
łączącego  punkt (x 1,y . j ) z punktem ( x , , y 1 ) i  zb ioru  spójnego f ( x 2 ) ł ą c z ą  
cego punkt (x2 ,y 2 ) z punktem (x2 ,y 2) j e s t  zbiorem spójnym łączącym punkt 
(x.|,y.,)  z punktem (x2 ,y 2 ) .
Wprowadzimy n as tę p u jąc ą

DEFINICJE 7 .  Niech f :  X—2^ będzie  p rzeksz ta łcen iem  punktowo-zbtoro- 
wym. P r z e k sz ta łc e n ie  g :  f(X) -*-2X, k tóre  każdemu elementowi y e f ( X )  przy 
porządkowuje zb ió r  g (y )  = [ x | x t X ,  y e f ( x ) }  nazywać będziemy odwrotnym 
do f  i  oznaczać sym bolicznie g = f - 1 .

TWIERDZENIE 10. J e ż e l i  f t  X—2Y j e s t  przeksz ta łcen iem  domkniętym, to 
f -1 j e s t  także p rzeksz ta łcen iem  domkniętym.

D o w ó d .  Gf  j e s t  zbiorem domkniętym w X x f(X) (p .  [ i ] ) .  Ponieważ 
Gj. = Gf - 1 ,  więc Gf -1 j e s t  domknięty. Dowodzi to domkniętoścl p r z e k s z ta ł ­
cen ia  f - 1. Natom iast j e ż e l i  f  j e s t  p . z . d .  w X, to f -1 n ie  musi być 
p . z . d .  w f(X) o czym świadczy

Przykład 2 . Niech X -  [ 0 ,  + ° ° ) ,  Y = [ 0 ,  +«*•>) a f s  X—-2Y dane będzie

f  (x) =

[O] d la  x = 0

[ i  , 1 / x ]  d la  x 6 (0 ,1 ]

( l / x  } d la  x e (1 , + ~  )

Podobnie z p . z . g .  p r z e k sz ta łc e n ia  f  n ie  wynika p . z . g .  p r z e k sz ta łc e n ia  
f _ 1 , co i l u s t r u j e

T J D e f in ic ja  p r z e s t r z e n i  l in iow o -apó jn e j  zn a jdu je  s i ę  w [ 2 ] .
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Przykład 3 . Niech X = [0 ,  + =»=), 
wzorem

( [o 1

, ( I )  ’  | t O . ' ] \ »

gdzie  W -  z h ić r  l i c z b  wymiernych. 
Również c i ą g ł o ś ć  p rz e k sz ta łce n ia  
cen ią  f  ' ;  i l u s t r u j e  to

Przykład 4 . Niech X = [ o , ] ,  Y =

f ( x )  = { * , 1 }

y = [0 ,1]  a f :  X—2Y dane będzie

dla x e [0 ,1] 

d la  i i  (1 ,+  ° » ) ,

f  n ie  im plikuje c i ą g ł o ś c i  p r z e k s z ta ł -

[ 0 ,1 ]  a f :  X—2Y dane będzie wzorem 

d la  x fc [ 0 , 1]

Wpłynęło do R edakc ji  w kwietniu 1974 r .
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HEKOTOPHE TO U O JlO im SCK H E CBOilCTBA lOUHHO-MKOEECTBEHHMX OTOBPAjtOiHHd 
H t&yHKUHH MAKCHMA

P e  3  k > m  e

B siott paboie HaxoflSTCH Henoiopue obobmeHHH TeopeM othocjhkhxck l o n o j r o r n -  

UeCKHM CBOftCTBOM (JyHKUHH MaKCHMa, a T0*ce A0Ka3UBaeTCH HeKOTOpUe HOBhie cboH- 
CT3a ToieuHO-MHOxeCTBeHHUx orobpaaceHnS.
OTobpaseHKeM TOHeHHu-MHoxecTBeHHUM Ha3biBaeTca Tanoe oTObpasceHHe f ,  Koropoe 
K a s y ; o 2  T o u K e  x e X  c o n o c T O B J i a e T  H e a o T o p o e  n o f l M H o a c e c T B o  f ( x )  y c T a n o B j i e H H o r o  

MHOscecTBa Y 4>yHKUHS MaKCKwa oto (pyHKUza:

M(x) = sup c p (x ,y ) ,  x fcX, 
y e  f (x )

r - f le  <p . n a H H a n  B e q e c s B e H H a n  i y H i c A H s  o n p e ^ e j i e H a  H a  r p a S n K . e  3 ^  r o y e u K o - M H o -  

j i c e c T B e n H o r o  O T o b p a s c e H H H  f .
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SOME TOPOLOGICAL PROPERTIES OP THE POINT-TO-SET MAPPINGS 
AND OP THE MAXIMUM FUNCTION

S u m m a r y

In the a r t i c l e  some p r o p o s i t io n s  concerning the to p o lo g ic a l  p r o p e r t ie s  
o f  the maximum fu n c t io n ,  have been g e n e ra l i se d  and some new p ro p e r t ie s  o f  
the p o i n t - t o - s e t  mappings have been proved. The term " p o i n t - t o - s e t "  i s  
given to such a mapping f ,  which su b o rd in a le s  a su b - se t  f ( x )  o f  the 
f ixe d  s e t  Y to every p o in t  x f X .  The term "maximum fu n c t io n "  i s  given 
to a function

M(x) = sup m (x ,y ) ,  x e X ,  
y 6 f  (x)

where cp i s  the given function  o f  r e a l  v a lu e s ,  determined on the diagram 
G  ̂ o f  the p o i n t - t o - s e t  mapping f .


