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PEWNE TOPOLOGICZNE WAASNOSCI PRZEKSZTALCEN  PUNKTOWO-ZBIOROVWYCH
I FUNKCII MAXSIMUM

I. Wpracy niniejszej uogdlnia sie pewne twierdzenie dotyczace wiasno-
§ci topologicznych funkcji maksimum (p. [1] i [3]) oraz udowadnia sie pew
ne nowe wtasnosci przeksztatcen punktowo-zbiorowych.

Przeksztatceniem punktowo-zbiorowym nazywa sie takie przeksztatcenie f
ktore kazdemu punktowi xeX przyporzadkowuje newlen podzbidér f(x) usta-
lonego zbioru Y; symbolicznie f: X—2 .

Funkcjg maksimum nazywa sie natomiast funkcje

M(x) a sup cp(x,y), x X,
y i f(i)

gdzie if jest dang funkcja o wartosciach rzeczywistych, okreslong na wy-
kresie G przeksztatcenia punktowo-zbiorowego f, przy czym

Gf a { (x,y); x 6X, ye f(x)}

Il. Na uzytek dalszych rozwazan przytoczymy pewne definicje oraz twier-
dzenia znajdujace sie w pracy fi] . Wtym paragrafie, Jak i w dalszych, za
ktada sie, ze X 1Y sg przestrzeniami topologicznymi. 0 zbiorach obra-
zach f(x) zaktadamy, ze sg niepuste dla kazdego x eX.

DEFINICJA 1. Przeksztatcenie f: X—2Y nazywac bedziemy potciggltym z
dotu (p.z.d.) w punkcie xQeX, jezeli dla kazdego otwartego zbioru U ta-
kiego, ze Unf(xQ) f ff, istnieje otoczenie V(x0) punktu xQ, ze

(x6V (x0j) =i> (f(i)nu 40
. Y ) .
DEFINICJA 2. Przeksztatcenie f: X-*-2 nazywac bedziemy potciggtym z

gory (p.z.g.) w punkcie xQe X, jezeli dla kazdego otwartego zbioru U, za-
wierajacego zbior f(xQ» istnieje otoczenie V(x0) punktu xQ takie, ze
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DEFINICJA 3. Przeksztatcenie fs X~2Y p.z.d. i p.z.g. w kazdym pun-
kcie zbioru X i majace zwarte zbiory obrazy f(x) dla kazdego ifi na-
zywa¢ bedziemy ciggtym w X.

DEFINICJA 4. Przeksztatcenie fs X—2Y nazywac¢ bedziemy domknietym w
punkcie xQ6 X jezeli dla dowolnego punktu yQ6Y i yQi f(xQ istnieja
otoczenia V(xQ) i odpowiednio punktéow xQ i yQ takie, ze

(x€V(x0)) =» (f(x) nO(y0) = ef

TWIERDZENIE 1, Jezeli fs X-*2Y jest przeksztatceniem p.z.d. i funkcja

s Xx Y—R jest p.z.d., to funkcja M(x) = sup vy (x,y) jest p.z.d.
y fef (x)

TWIERDZENIE 2. Jezeli fs X—2Y jest przeksztatceniem p.z.g. o0 zwar-
tych zbiorach obrazach f(x) i fs |l i Y-“-R jest funkcja p.z.g., to
funkcja M(x) = max cp(x,y) jest p.z.g.

y 6f(x)

TWIERDZENIE 3. Jezeli fs X—2Y jest przeksztatceniem ciagtym iy s Y—R
jest funkcja ciggta, to funkcja M(x) = max cp(y) jest ciggta w X i

f(x) = |rytyef(x), y(y) = M(x)jJ jest p¥z%f<(sxz}a+ceniem p.z.g. o zwartych
zbiorach obrazach.

DEFINICJA 5. Rodzine zbiorow K = {xj« € A] zwartych w Y nazywa¢ be-
dziemy selekcja (wzgledem funkcji @ s Y—R), jezeli dla kazdegocee A ist-
nieje doktadnie jeden element a”, ze a”e KR i @ (a®) = maxcp(y).

y 6 X0C

TWIERDZENIE 5. Niech fs X-~?.Y bedzie przeksztatceniem ciggtym. Jezeli
rodzina |f(x)|x6X} jest selekcjag, to istnieje przeksztatcenie 6 s X-~Y,
ze 6 (x) e f(x) dla kazdego x €X.

TWIERDZENIE 6. Jezeli fls X—2Y jest przeksztatceniem domknietym 1
fgS X-"-2Y jest przeksztatceniem p.z.g. o zwartych zbiorach obrazach fg(xj
to przeksztatcenie f = f1Af2 jest p.z.g. o zwartych zbiorach obrazach
f(x) = f1(x) /i f2(x).

TWIERDZENIE 7. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby
fs X-—2Y byto przeksztatceniem p.z.g. jest, aby dla kazdego otwartego
zbioru UwY zbior f+(U) byt otwarty w X, gdzie f+(U)*{x e X:f(x) < U}.

I1l. Wdalszych rozwazaniach przyjmujemy za przestrzen Y zbidér f(X) =

= U [f(x)] , zwany obrazem zbioru X przy przeksztatceniu f.
x 6 X
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DEFINICJA 6. Niech f: X—2Y bedzie przeksztatceniem p.z.d. Funkcje
o R nazywa¢ bedziemy f - potciggta z dotul” (f.p.z.d.) w punkcie
(x0,y0)6 Gf, jezeli dla dowolnego f >0 istniejg otoczenia V(xc) 1 U(yQ)
odpowiednie punktow x0 i yQ takie, ze dla kazdego xeV (xQ istnieje
yef(x) AU(yQ takie, ze @(x,y)> @UO0,yQ) - i

Uwaga 1. Funkcja 9 : GF—R p.z.d. jest f.p.z.d., ale nie odwrotnie, o
czym Swiadczy nastepujacy

Przyktad 1. Nieci. X = [0,2], Y = [0,2], f(x) = jx, -x+2) dla kazdego
X 6X.
Powyzsze przeksztatcenie jest ciagte, a wiec w szczegdlnosci jest ono p.z.d
w X. Rozwazmy funkcje @: X x Y— R dang wzorem

1

1
(x-y)sin(x-1)/2(x-152 - (2-x-yYVoT- X 1)/{8-9x){21-141)
®(X,y) dla (x,y) fi 1,y), yeY
0 dla (x,y) = (1,y), y6Y.

Jezeli funkcje @ rozwazymy na wykresie G" przeksztatcenia f, to jak
tatwo sprawdzi¢, jest ona f.p.z.d. w punkcie (1.1), a nie jest w tym pun-
kcie p.z.d.

Udowodnimy obecnie trzy twierdzenia bedace uogélnieniami twierdzen 1,21
3.

TWIERDZENIE 1* Jezeli f: X--2Y jest przeksztatceniem p.z.d. i @:
G.*-R jest funkcjg f.p.z.d., to funkcja M(x) » sup @ (x,y) jest p.z.d
W X.

Dowdd. Niech xQeX. Wbwczas dla dowolnego f>0 istnieje yQef(xQ
ze V(x0,Y0)> M(x0) - £« Zf.p.z.d. funkcji € na Gf wynika Istnienie
otoczen V(x0) i U(yc) takich, ze dla kazdego x eV (xQ) istnieje
ysf(x)AU(y0) i @(x,y)cp (x0,yQ - £> M(xQ) - 2£. Z zatozenia p.z.d.
przeksztatcenia f wynika istnienie otoczenia W x0) punktu xQ takiego,
ze dla kazdego xeV'(xQ) jest f(x)nU(yQ ~ 0. Zachodzi wiec implikacja

(x 6V(xQ nV'(xQ)) (M(x) > M(xq) - 2£)

'Definicja funkcji f.p.z.d. na S.CRn x Rmwprowadzona zostata po raz
pierwszy w pracy [3].
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TWIERDZENIE 2'. Jezeli f: X—2Y jest przeksztatceniem p.z.g. o zwar-
tych zbiorach obrazach f(x) i funkcja cp: G*—R jest p.z.g., to funkcja
M(x) = max @(xy) jest p.z.g.

y 6i(x)

Dowo6d. Niech xQfE X, y€f(xQ). Istniejg otoczenia W (xQ) i D(y)
takie, ze dla kazdego (x,z) 6 (V (XxQ) x U(y))nGf jest @(x,zXcp(xo0,y)+£.
Poniewaz zbiér f(xQ) jest zwarty, wiec ma skohczone pokrycie U(y.]),
U(y2), ..., U(yn). Przyjmijmy V'(xQ) = vy J D[f xo0,] =
Woéweczas dla  (x,y) 6 (VVq) x U[f(xQ])AG many @ (x,y) » max CpU~ryn +
+ £<M (x0) + 6. Z zatozenia p.z.g. przeksztatcenia f wynida istnienie
otoczenia V(xQ) takiego, ze xfcV(xo) =5 f (x)c G[f (xQ)] .

Zatem

(xfT'(xd,IAV(éJ)"> (M(x) = ynéa?(x)cp(x,y) < M(x ) + £)

Whniosek 1. Jezeli fs X—2~ jest przeksztatceniem ciggtym i q@s Gf —R

jest funkcjg f.p.z.d. oraz p.z.g., to funkcja M(x) = max cp(x,y) jest
ciagta. yef(x)

TWIERDZENIE 3', Jezeli spetnione sg zatozenia wniosku 1, to przeksztat-

cenie f dane wzorem f(x) = jlylyer), @ (x,y) = Mx) = ma}g( )cp(x,z)}
z ef(x
jest p.z.g. o zwartych zbiorach obrazach.
Dowo6d. Przeksztatcenie f jest domkniete Istotnie, niech xQfi

1 y $f(x0), woéwczas mozliwe sg dwa przypadki:
1° y0o6Y 1 y0*f(V
2° yo€f(xoJ 1 y0~™ (x0)*
Wpierwszym przypadku z domknietosci przeksztatcenia f wynika istnie-
nie otoczeh v(x0) i takich, ze

(x 6V(xq)) =5> (f(x)AU(y0) = 0)

Poniewaz f(x)cf(x) dla kazdego x 6X, wiec prawdziwa jest takze impli-
kacja (xX€V(xq)) =i> (f(x)nu(y0) 0) .
Woprzypadku 2° mamy

P(xo'yo) <M(xo>

Stad, wobec ciggtosci funkcji M, otrzymujemy nieréwnos¢ Cp(xQyo)<M(x) -£
dla dowolnego £>0 1 kazdego x z pewnego otoczenia V(*0) punktu xQ.
Zp.z.g. funkcji @ wynika istnienie otoczen v (xQ i G(yQ takich, ze
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cp(x,y) t(x0,y0) + ¢ dla x e V'(xQ i yef(x) n U(y0). Zatem, dla
Xx6V(x /AV(x0) i yef<x)rt I'(y0), mamy cp(x,yj <M (x), co oznacza praw-
dziwos¢ implikacji

(x 6V@E0) o V'I(xQ) => ((f(x)n U(yQ)a f(x) =0).
Stad, poniewaz f(x)cf(x) dla kazdego x eX, otrzymujemy implikacje

(k T(i0]aV(x0)) (i(x)/iu(y0) = 0)

Poniewaz przeksztatcenie f mozna przedstawi¢ jako iloczyn przeksztatce-

nia i p.z.g. o zwartych zbiorach obrazach i przeksztatcenia domknietego
f, wiec (p. tw. 6) jest ono p.z.g. i ma zwarte zbiory obrazy.
V. Wpunkcie tym zajmiemy sie pewnymi wiasnos$ciami przeksztatcen pun-

ktéwo- zbiorowych.

TWIERDZENIE S. Niech f: X—2Y bedzie przeksztatceniem p.z.g. o spéj-
nych zbiorach obrazach f(x). Wowczas ze sp6jnosci przestrzeni X wynika
spéjnos$¢ jej obrazu f(X).

Dowo6d. Przypusémy, ze f(X) nie jest przestrzenig spoOjng. Wow
czas istniejg zbiory Ai B otwarte w f(X) i takie, ze f(X) = AOB,
A4 ¢&f B, AA3 =0. Poniewaz f(X) = X(g ;(x), wiec f(x) CAt3 dla kaz-
dego x cX. Z drugiej strony, ze spOjnos$ci obrazow wynika, ze dla kazdego
x eX jest f(x) CA albo f(x)CB. Wprzeciwnym bowiem wypadku dla pewne-
go xQe X mielibysmy f(xQ cAtB, f(xQaA * 0 i f(xQ) AB f 0. Oznacza-
toby to mozliwo$¢ przedstawienia zbioru f(*0) jako sumy dwoch zbiorow
f1(x0) i f2(x0) niepustych 1 takich, ze f1(xQCA i f2(xQ cB, co prze-
czy spojnosci zbioru f(x0). Wobec powyzszego

X = f+(A)u f+(B), gdzie f+(A) ={x|xeX, f(x)CA},

f+(B) w{x|x eX, f(x) CB}.

Zbiory f+(A) i f+(B) sg niepuste, co wynika z niepustosci zbioréw A'i
B oraz roztgczne i otwarte. Otwarto$¢ zbioréow f+(A) i f+(B) wynika z
otwartosci zbiorbw Ai B i z p.z.g. przeksztatcenia f. (p. tw. 7).

OtrzymaliSmy wiec sprzeczno$¢ ze spéjnoscig przestrzeni X.
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TWIERDZENIE 9. Niech X bedzie przestrzenig liniowo-sp6jngl” oraz f:
X—2Y przeksztatceniem ciagtym o spojnych zbiorach obrazach f(x) i takim
ze rodzina (f(x)|xeX) jest selekcjag. Wowczas wykres G przeksztatce-
nia f jest zbiorem sp6jnym.

Dow 6 d. Woystarczy pokaza¢, ze kazda para punktéw (x1,y1), (x2,y2)
nalezagcych do Gf daje sie potgczy¢é zbiorem spojnym zawartym catkowicie
w Gf. Z twierdzenia 5 wynika istnienie przeksztatcenia 6: X —Y takiego,
ze yl = Cj(x.,) tf(x.]) i y2 =6(x2)¢f(x2)< Z liniowej spo6jnosci prze-
strzeni X wyniita istnienie ciggtego odwzorowania h przedziatu [0,1 ] w
tuk x”x2, taczacy punkty x1 i x2, catkowicie zawarty w X.R.zwazmy prze-

ksztatcenie G zawezone do dziedziny x.x2 i oznaczmy je przez g, tzn.
g: X"jx2— Y, przy czym g(x) =6(x) dla kazdego xc jfjx2. Biorgc h jako
ztozenie g i h, tj. h "~j~h otrzymujemy przeksztatcenie ciggte prze-

dziatu [0,1] wtuk (xr,yl), £>,$,) catkowicie nalezacy do Gj.. Zbiér
bedacy sumg mnogosciowg tuku (x.,,y1), (x2,y21 oraz zbioru spdéjnego f(x.,)
taczgcego punkt (x1,y.j) z punktem (x,,y1l) i zbioru spdéjnego f(x2) tgcza
cego punkt (x2,y2) z punktem (x2,y2) jest zbiorem spojnym tgczacym punkt
(x.],y.,) z punktem (x2,y2).

Woprowadzimy nastepujaca

DEFINICJE 7. Niech f: X—2~ bedzie przeksztatceniem punktowo-zbtoro-
wym. Przeksztatcenie g: f(X) -*-2X, ktére kazdemu elementowi yef(X) przy
porzadkowuje zbior g(y) = [x|xtX, vy ef(x)} nazywa¢ bedziemy odwrotnym
do f i oznacza¢ symbolicznie g = f-1.

TWIERDZENIE 10. Jezeli ft X—2Y jest przeksztatceniem domknietym, to
f-1 jest takze przeksztatlceniem domknietym.

Dowé6d. Gf jest zbiorem domknietym w X x f(X) (p. [i]). Poniewaz
G. = Gf-1, wiec Gf-1 jest domkniety. Dowodzi to domknietoscl przeksztat-
cenia f- 1. Natomiast jezeli f jest p.z.d. wX, to f-1 nie musi byé
p.z.d. w f(X) o czym Swiadczy

Przyktad 2. Niech X - [0, +°°), Y =[]0, +«*>) a fs X—2Y dane bedzie

[O] dla x=0
f(x) = [i,1/x] dla x6(0,1]
(I/x } dla xe (1, +~ )
Podobnie z p.z.g. przeksztatcenia f nie wynika p.z.g. przeksztatcenia

f_1, co ilustruje

TJDefinicja przestrzeni liniowo-ap06jnej znajduje sie w[2].
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Przyktad 3. Niech X = [0, +=»=), y = [0,1] a f: X—2Y dane bedzie
wzorem

([o 1 dla  x e[0,1]
(1) 7 [tO T dla i (1,+ °»),
gdzie W- zhiér liczb wymiernych.

Rowniez ciggtosé przeksztatcenia f nie implikuje ciggtosci przeksztat-
cenig f '; ilustruje to

Przyktad 4. Niech X = [o,], Y =[0,1] a f: X—2Y dane bedzie wzorem

f(x) = {*1} dla xt[0,1]

Whptyneto do Redakcji w kwietniu 1974 r.
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HEKOTOPHE TOUOIJIOIimSCKHE CBOIICTBA IOUHHO-MKOEECTBEHHMX OTOBPAjtOiHHd
H t&yHKUHH MAKCHMA

Pe3swne

B siott paboie HaxoflSTCH Henoiopue obobmeHHH TeopeM othocjhkhxck tonojrorn-
UeCKHM CBORCTBOM (JyHKUHH MaKCHMR, a TO*ce AOKa3UBaeTCH HeKOTOpUe HOBhie cboH-
CT3a ToieuHO-MHOxeCTBeHHUx orobpaaceHnS.

OTobpaseHKeM TOHeHHu-MHoxecTBeHHUM Ha3biBaeTca Tanoe oTObpasceHHe f, Koropoe

Kasy;o02 TouKe XeX conocTOBJiaeT HeaoTopoe noflMHoacecTBo f(X) ycTanoBjieHHoro

MHOscecTBa Y 4yHKUHS MaKCKwa oto (pyHKUza:

M(x) = sup cp(x,y), x feX
ye f(x)

r-fle <p .naHHan BegecsBeHHan iyHicAHs onpe”ejieHa Ha rpaSnK.e 37 royeuKo-MHo-
jicecTBenHoro OTobpasceHHH f.
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SOME TOPOLOGICAL PROPERTIES OP THE POINT-TO-SET MAPPINGS
AND OP THE MAXIMUM FUNCTION

Summary

In the article some propositions concerning the topological properties
of the maximum function, have been generalised and some new properties of
the point-to-set mappings have been proved. The term "point-to-set" is
given to such a mapping f, which subordinales a sub-set f(x) of  the
fixed set Y to every point xfX. The term "maximum function" is given
to a function

M = Y, X,
x) ysg;f) (X)m(x y) xe

where @ is the given function of real values, determined on the diagram
G" of the point-to-set mapping f.



