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WARUNKI WYSTARCZAJACE DLA POLCIAGELOSCI Z DORU
PEUNEGO PRZEKSZTALCENIA PUNKTOWO-ZBIOROWEGO

I. Wpracy rozwaza sie przeksztatcenie punktowo-zbiorowe, ktére kazde-
mu punktowi xep(G) przyporzadkowuje zbior

f(x) =fyl y)eg}

gdzie G jest podzbiorem wypuklym i zwartym przestrzeni Rc, za$ P(G)
jest jego rzutem na ustalong podprzestrzen przestrzeni Rn.

Wmetodzie optymalizacji podanej przez J. Warge w pracy [5] wazng sprawg
jest ciggtos¢ pewnych funkcji, ktéra - jak pokazano w pracy W - mozna
zagwarantowa¢ sobie przez zatozenie poétciggtosci z dotu przeksztatcenia
punktowo-zbiorowego zdefiniowanego wyzej.

Wniniejszej pracy omawia sie pewne warunki wystarczajgce dla po6tciggto-
§ci z dotu wyzej wymienionego przeksztatcenia.

Il. Przytoczymy definicje oraz lematy, z ktérych bedziemy korzystali
nizejo”~. Wtym celu niech X i Y beda ustalonymi podzbiorami przestrzeni
euklidesowych skonczenie wymiarowych.

DEFINICJA 1. Przeksztatcenie f: X—2Y bedziemy nazywa¢ domknietymw
punkcie x0t X, jezeli prawdziwajest implikacja x0t yn~""yo"' Xr€

yn~f(xn,) e (yo6fuU 0)}*

DEFINICJA 2. Przeksztatcenie f: X—2Y bedziemy nazywa¢ poéiciggtym z
gory w punkcie xQe X, jezeli dla dowolnego otoczenia U zbioru - obrazu
f(xQ) istnieje otoczenie V punktu xQ takie, ze f(V)cU, gdzie f(V) =
= V/ f(2).

zeV

DEFINICJA 3. Przeksztatcenie f: X~2Y bedziemy nazywa¢ poiciggtym z
dotu w punkcie xQ€ X, jezeli dla dowolnego y06f(xQ), przy warunkach
Xn—xQ, xn 6X, istnieje cigg {yD} taki, ze yné6fUn) i vy, yo-

~Dowody przytoczonych tu lematéw oraz cytowane definicje znajdujag sie

* [2], [8] 1 [4].
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DEFINICJA 4« Przeksztatcenie f: -"‘-2Y bedziemy nazywaé¢ poétzwartym z
géry w punkcie xQ6 X, jezeli z faktu, ze xn-*xo, xn tX, ynt f(xn) wyni-
ka istnienie podciggu ciggu |ynJ zbieznego do pewnego y06f(xQ).

DEFINICJA 5. Przeksztatcenie poétzwarte z géry i poéiciggte z dotu nazy-
waé bedziemy ciggtym.

Lemat 1. Jezeli przeksztatcenie f: —*—2Y jest domkniete i Y jest
zwarty, to f jest péizwarte z géry.

Lemat 20 Jezeli przeksztatcenie f: X—2* jest ciggte i funkcja
g: Gr-«-R jest ciggta, to funkcje m(x)= max g(x,y) i M(x)= min g(x,y)
y ef(x) y f1(x)
sg ciggte.

W pracy [5] rozwaza sie¢ problem wyznaczania maksimum funkcji g w zbio-
rze G, gdzie zbiér G jest wypuklym i zwartym w Rn , a g jest funkcja
rzeczywista, ciggta i silnie wklestg w zbiorze G. Zagadnienie to realizu-
je sie w sposéb nastepujacy. Niech

P+@G) =[x = U1,x2,...,xi_1,0,xi+",...,Xxn)jx =

= (x1,...,xi_21,xt xl+1r...,xn)6 g}

a f~ bedzie przeksztatceniem punktowo-zbiorowym przyporzagdkowujgcym kaz
demu xfeP”~(G) zbiér

x) ={y= (0,...,Xi,...,0) f(x,y) = (x1,...,x1-1.x"x*41,...,xn)6 g],
i —Jfeeetn
Zatem = G dla kazdego przeksztatcenia (i = gdzie =
= |(x,y)|x ©Pi (G) i ye fjIx)} - wykres przeksztatcenia f~.

Z lematu 1 i stad, ze przeksztatcenie f~ jest domknietewtedyi tylko

wtedy, gdy zbiér G, jest domkniety w Rn~1 x R1 wynika, ze f, jest
li 1
przeksztatceniem poétzwartym z gory.

Problem wyznaczenia maksimum funkcji g w zbiorze G mozna sprowadzi¢ do
problemu n-krotnego wyznaczenia maksimum funkcji jednej zmiennej w opar-
ciu o zwigzek

max g(x) = max max g(x,y) (i =1,...,n)
xeG xePr"GJ yefl(x)

W catej pracy obowigzujg podane tu zatozenia dotyczgce zbioru G.
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/Efektywnos’é tego rodzaju podejsScia jest uzalezniona od ciggtosci funkcji

m (x) = y max  g(x,y) i f.ox) o= (yly tf.U), m(x) = g(x.y)

dXs i —1lyeee

W [ij wykazano ciggto$¢ funkcji f~A.xj przy zatozeniu, ze brzeg zbio-
ru G nie posiada odcinkéw réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych. Oka-
zuje sie jednaj (p. [4]J, ze dla ciggtosci funkcji m~x) i fi(x) wystar-
cza poOtciggtos¢é z dotu przeksztatcenia f~. Dlatego nasuwa sie¢ pytanie,
przy jakich zatozeniach o zbiorze G przeksztatcenia f* bedag poéiciggte z
dotu.
W zwigzku z powyzszym rozwazmy zdania:
(a) Przeksztatcenia fi (i = 1,...,n) sa po6iciggte z dotu.

(b) Funkcje a~x) i b~x) (i =1,...,n) sag ciagte.
(0) Brzeg zbioru G nie posiada odcinkéw réwnolegtych do osi uktadu wspét-
rzednych, gdzie a.(x) = min h(y) ib,(x) = max h(y), przy
yefrx) ytfrx)

czym h(y) =vy.
TWIERDZENIE 1. (a) O (b).

Dowoéd, (a) =»(b) - wniosekz lematu 2. (b) =£>(a). Niech xQfcPi (G)
{xnJcPi (G), xR—xQ i yQ6f+(x0). Wowczasistnieje 07~kQ<1l, ze yQ =
= (1-k0) . ai (x0) + kQ . bi(xQ). Bioragc cigg yn=0 -koJa”)+kOb ~ 6 f £(x"
i przechodzac do granicy przy n—z ciggtosci an(x) i b™(x) mamy

yn ~ yo*

TWIERDZENIE 2. (c) => (a).

Dowod. 1° Niech xQ bedzie punktem brzegowym zbioru P~"G).
Z zatozenia wynika, ze fi(x0) jest jednoelementowym zbiorem-obrazem.Po-
niewaz f~ jest przeksztatceniem poétzwartym z géry w punkcie xQ, wiec
dla dowolnego ciggu {Bn}< (G), xn-~xQ i yn*fi(xn) wynika istnienie
podciggu ciggu fynj zbieznego do pewnego yQ¢ fi (x0). Nie zmniejszajac
og6lnosci mozemy przyjaé, ze yn—y0, gdzie {yo} = FAX™. A wiec dla kaz-
dego {x”eP~G), xn”xo mozna wskaza¢ ciag {y.}, “*n”i”n) ta_
ki, ze yn—y0 6fi (x0)> Dowodzi to po6tciggtosci z dotu przeksztatcenia f*
w punkcie xQ.

2° Niech teraz xQeint ?i (G) jf O.
(Jezeli int PAG) =0, to fx jest funkcjg ciagta).
Wtedy istnieje kula domknieta o promieniu r i o $rodku w punkcie xQ,
K(xQ,r) CPA"G) . Poniewaz xn~ x0» wiec istnieje NQ takie, ze dla n> NQ
jijcl!t(x0,r). Niech |xn]CK(xQ,r) bedzie takim ciggiem, ze p(xn»0)=r
oraz xn = (1-'tn)*x0 + tn*xn» gdzie p - metryka wRn, a 0 < tn< 1. Roz-
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wazmy cigg yn = (1— ).yQ + tn.yn, gdzie jyj je3t dowolnym ciggiem

spetniajacym warunek y 6 * Ka mocy wypuktosci zbioru Gynefj(*n).
Oczywiscie xn—x0 przy tn*-0, a to oznacza, ze yn~*"y0*
Jednakze implikacja w druga strone nie zachodzi, to znaczy (a) (c), o

czym $wiadczy nastepujacy

Przyktad 1. Niech G = [(x1,x2,x")] (x.,-1)2 + x2<1 i x2 + (x2-1)2"1 i
1<Xj<2| Pj(G) = ](x1,x2,xj)] (x.]-1)2 + x2<1 i X2 + (x2-1)2<1 i Xj = o}

f5(x) = ™| (x1,x2,0) ePj(G) i (x1,x2,x5)e g}.

Zauwazmy, ze brzeg zbioru G posiada odcinki réwnolegte do osi Xj, a mimo
to przeksztatcenie jest potciggte z dotu na P~(G).

Zatem warunek (c) dotyczacy zbioru G nie jest konieczny dla zapewnienia
pétciggtosci z dotu odpowiednich przeksztatcen (i =1, ..., n).

Powstaje pytanie, jakie zbiory G nie speiniajgce warunku (c) gwarantuja
po6tciggtos¢ z dotu odpowiednich przeksztatcen f,.

TWIERDZENIE 3. Niech xQ bedzie punktem brzegowym zbioru P~G) oraz
{x0J x f.j(x0) bedzie odcinkiem nie zredukowanym do punktu. Wtedy warun-
kiem koniecznym na to, aby przeksztatcenie byto poétciggte z dotu w xQ
jest, aby dla kazdego ciggu {xn}CP~*(G), xn—xQ istniato NQtakie, ze
dla kazdego n>NQ zbiory |[xnj x fj_(xn) byly odcinkami nie zredukowa-
nymi do punktu.

Dowodd. Niech xQ bedzie punktem brzegowym zbioru P~AG), {x@x
- odcinkiem, fi - przeksztatceniem poétciggtym z dotu oraz niech istnieje
cigg ("jJdP~G), xn—xO0 taki, ze istnieje Nqg, ze dla n>NQ (xn]x (5en)
sg odcinkami zredukowanymi do punktéw (innej mozliwo$ci nie ma - to zna-

czy |xnj x f~(xn) moga byé¢ jedynie punktami badZ odcinkami - na mocy wy-
pukto$ci zbioru G)e Poniewaz G = G jest zbiorem zwartym w X x Y, wiec
{*n} x fi(*n} (xo»y) 6G» y 6fl(x"). Niech yQ" vy i yQ6f+(xQ). Wtedy

dla yQ i dla ustalonego ciggu xn—xQ nie mozna wskaza¢ ciggu |yn| ta-
kiego, by ynefi(xn) 1 yn-*yo’ co Przeczy zatozeniu poéitciggtosci z do-
tu przeksztatcenia fi w punkcie xQ.

O tym, ze jest to tylko warunek konieczny $wiadczy nastepujacy

Przyktad 2. Niech G = EA"G 2, gdzie

Gl = |x = (x1,x2,x5)|3x2 + 3x2 + 2x1(x5-4) <0 i 1<x?<4}

G2 a {x = (x1,X2,X3)| (x.,-1 12 + x2 <1 i 0< Xj <1},

tj. G. jest cze$cig stozka o wierzchotku w punkcie (0,0,4) i kierownicy
(xl—l)2 + x% =1, Xj =1, a G2 czes$cig walca o kierownicy )2 + xg =1
Xj = 0.

Przeksztatcenie nie jest poitciggte z dotu w punkcie x = (0,0,0).
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Zatem, nie wszystkie zbiory spetniajgce wyzej podany warunek konieczny
zapewniajg po6tciggtosé z dotu odpowiednich przeksztatcen f*» W zwigzku z
tym uzyteczne jest

TWIBRDZ3NIE 4. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby istnia
to takie "i", ze w kazdym punkcie brzegowym xQe PACG) f~ nie bedzie pot-
ciggte z dotu, jest, aby

lim b.(x) <bi(x ) lub lim ai(x)>a.(x ).
—% X%
Dow 6 d. Warunek konieczny
Z wyputctosei i zwarto$ci zbioru G wynika, ze lim bi (x) = b"(x0) oraz
X~ X0
lim = ai (xQ). Poniewaz f\ nie jest przeksztatceniem pédiciggtym z
X X0

dotu w punkcie xQ,wiec na podstawietwierdzenia 1niejest ciggta w tym
punkcie funkcja lub a”(xj.
Z wklestosci funkcji b~ (x) wynika, ze limbi (x)w b~ (x), za” 2 wypu-

X~ X0
ktosci funkcji a”i). wynika, ze lim a”~i) = a.(xQ), wiec otrzymamy

X" X0
ostatecznie alternatywe

lim bi (x) = bl1(xQ) > ym bi (x) lub lim a”~i) =ai(x0"< Ilim ai "
Warunek wystarczajgcy
Niech

Iim bi(® =bi(xQ) > Ilim bt lub lim a~Ci) = ai xQ)< lim a”™i)

Oznacza to, ze a”(x) lub bi(x) nie jest ciggta w punkcie xQ. Wopar-
ciu o twierdzenie 1 mozemy stwierdzi¢, ze w punkcie x0 nie jest poéitcig-
gte z dotu przeksztatcenie f~.

Wptyneto do Redakcji w styczniu 1975 r.



152 Stanl3yaw Kieltyka, Wleslaw Soble3zek
LITERATURA

[1] Kanxan A.: HeKnxopbie cBoiiOTBa onepaxcpa noKoopxHHOXHoro cnycica. OnxH-
MalibKOe njiaanpoBaiine, 7, cid. ¢(5-30 1967.

[2] Karlin S.: Mathematical methods and theory in games, programming and
economics. london-Paris 1959.

[3] Nikaido H.: Convex structures and economic theory. New York and Lon-
don 1968.

[4] Sobieszek W.: On the point-to-set mappings and functions maximum re-
lated to them. Demonstratio Mathematics, 4, p. 483-494, 1974.

fsl Warga J.: Minimizing certain convex function. J. Soc. Indust. Appl.
Math., 3, p. 588-593, 1963.

50CTATOHHHS yCJIOBHK AJH nofflTHhillPSaiBHOCTH
CHiiSy TOHEHHO-iiHOIEOTBEHKOrO CTOBPAjijIHKii

Pe3®eme

B padoxe paccsioxpeHo xoueuHO-MHOxecxBeHHO oxodpaxeHHe, KOTopoe KaxAOti
TOUKe X€P(G) COIIOCTaBJWei MHOXeCIBO

fu) =1yl(x.yjeag}

rxe G HBjiseTCH BHnyKjitiM h KOMriaKiHbiM noAMHOXxeciB'ui npocipaHoTBa Rn a P(G)
ero npoeKuaeft ita onpeAexeHHoe noAnpocrpaHCiso npocipaHCXBa Rn. B Mexofle on-
THMajiHsauMH noflaHHHM H. BaproM b paboxe M  BaacHbiM HBjiaeTca to, 'iTo icacaeT-
ch HenpephiBHOCTH neKOTopux $yHKi;Hft, KOTopyio, KaK npeACTaBjieHO b paboTe M

moxho obecneHBTb cede hcxoah h3 noxyHenpepuBHOcin CHH3yxoueqHO-MHQxecxBeH-

Horo oxodpaxeHHH, onpeACJieHHoro Bbime. B Kacxoameit padoxe o06cyxAeHH HeKoxo-
pue AOCTaxouHue ycxoBHa «ijix noxyHenpepuBHOCXH CHH3y, BameynoMaHyioro oxodpa-
xeHHfle

THE SUFFICIENT CONDITIONS OF LOWER SEMI-CONTINUITY
OF SOME POINT-TO-SET MAPPING

Summary

In this paper is considered a point-to-set mapping which for each of
points x P(G) assigns a set

f(x) = (yl(x.,y)6 G},

where G is convex and compact subset of Rn, space, and P(G) is  his
projection on the fixed subspace of a space Rn. In the method of optimi-
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zation given "by J. Warga in a paper [5] very important is a continuity of
some function which, as it is shown in the paper [4], we can guarantee
ourselves by assumption of lower semi-continuity of the point-to-set map-
ping defined above. In this paper some sufficient conditions of lower
semi-continuity of a mapping mentioned above are discussed.



