
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

S e r ia :  M atem atyka-Fizyka z .  26

_________1975

Nr k o l .  441

S ta n is ła w  KIEŁTYKA, W iesław SOBIESZEK

WARUNKI WYSTARCZAJĄCE DLA PÓŁCIĄGŁOŚCI Z DOŁU 
PEUNEGO PRZEKSZTAŁCENIA PUNKTOWO-ZBIOROWEGO

I .  W p racy  rozważa s i ę  p r z e k s z ta łc e n ie  punktow o-zbiorow e, k tó r e  każde­
mu punktowi x e p (G )  przyporządkow uje zb ió r

f  (x ) = fy| (x,y) e g } ,

g d z ie  G j e s t  podzbiorem  wypukłym i  zwartym p r z e s tr z e n i Rc , z a ś  P(G) 
j e s t  jeg o  rzutem  na u s ta lo n ą  p o d p rzestrzeń  p r z e s tr z e n i Rn .
W m etod zie  o p ty m a liz a c j i  podanej p rzez  J .  Wargę w pracy [ 5]  ważną sprawą 
j e s t  c ią g ło ś ć  pewnych fu n k c j i ,  k tó rą  -  jak pokazano w p racy  W  -  można 
zagwarantować s o b ie  p rzez  z a ło ż e n ie  p ó łc ią g ło ś c i  z dołu  p r z e k s z ta łc e n ia  
punktow o-zbiorow ego zd efin iow an ego  w y ż e j.
W n in i e j s z e j  p racy  omawia s i ę  pewne warunki w y sta rcza ją ce  d la  p ó łc ią g ło ­
ś c i  z d o łu  w yżej w ym ienionego p r z e k s z t a łc e n ia .

I I .  Przytoczym y d e f i n i c j e  oraz lem a ty , z k tórych  będziem y k o r z y s t a l i  
n i ż e j 0 ^. W tym c e lu  n ie c h  X i  Y będą u sta lon ym i podzbioram i p r z e s t r z e n i  
eu k lid esow ych  sk o ń czen ie  wymiarowych.

DEFINICJA 1 . P r z e k s z ta łc e n ie  f :  X—2Y będziem y nazywać domkniętym w
punk cie x 0 t X, j e ż e l i  prawdziwa j e s t  im p lik a c ja  x 0 t yn~"“y o ' x n€

yn ~ f ( x n , )  e  (y 0 6 f U 0 ) } *

DEFINICJA 2 .  P r z e k s z ta łc e n ie  f :  X-—2Y będziem y nazywać p ó łc ią g ły m  z
góry  w punkcie x Qe X, j e ż e l i  d la  dowolnego o to c z e n ia  U z b io r u  -  obrazu  
f ( x Q) i s t n i e j e  o to c z e n ie  V punktu x Q t a k ie ,  że f ( V ) c U ,  g d z ie  f(V ) =

= V/ f  ( z) .
z e V

DEFINICJA 3 .  P r z e k s z ta łc e n ie  f :  X ~ 2 Y będziem y nazywać p ó łc ią g ły m  z
d o łu  w punkcie x Q € X, j e ż e l i  d la  dowolnego y0 6 f ( x Q) ,  p rzy  warunkach 
xn—  x Q, xn 6 X , i s t n i e j e  c ią g  {yD}  t a k i ,  że yn 6 f U n) i  y „ ^ y o -

^D owody p rzy toczon ych  tu  lematów oraz cytowane d e f i n ic j e  zn a jd u ją  s i ę
* [ 2 ] ,  [3 ]  i  [ 4 ] .
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YDEFINICJA 4« P r z e k s z t a ł c e n i e  f :  X-*-2 będz iem y nazywać p ó łzw arty m  z

g ó r y  w p u n k c ie  x Q 6 X, j e ż e l i  z f a k t u ,  że x n- * x o , xn t X ,  yn t  f ( x n ) w y n i­
ka i s t n i e n i e  p o d c ią g u  c i ą g u  | y nJ z b ie ż n e g o  do pewnego y 0 6 f ( x Q) .

DEFINICJA 5 .  P r z e k s z t a ł c e n i e  p ó łz w a r t e  z g ó ry  i  p ó ł c i ą g ł e  z d o łu  n azy ­
wać będz iem y  c i ą g ł y m .

YLemat 1 . J e ż e l i  p r z e k s z t a ł c e n i e  f :  X-*-2 j e s t  do m k n ię te  i  Y j e s t
z w a r ty ,  t o  f  j e s t  p ó ł z w a r t e  z g ó r y .

Lemat 2 0 J e ż e l i  p r z e k s z t a ł c e n i e  f :  X-~2* j e s t  c i ą g ł e  i  f u n k c j a
g :  Gr -«-R j e s t  c i ą g ł a ,  t o  f u n k c j e  m(x)= max g ( x , y )  i  M(x)= min g ( x , y )

y e f ( x ) y  f f ( x )
s ą  c i ą g ł e .

W p r a c y  [ 5 ] ro zw aża  s i ę  p ro b lem  w y z n a c z a n ia  maksimum f u n k c j i  g  w z b io ­
r z e  G, g d z i e  z b i ó r  G j e s t  wypukłym i  zwartym w Rn , a  g j e s t  f u n k c j ą  
r z e c z y w i s t ą ,  c i ą g ł ą  i  s i l n i e  w k l ę s ł ą  w z b i o r z e  G. Z a g a d n ie n ie  t o  r e a l i z u ­
j e  s i ę  w sp o s ó b  n a s t ę p u j ą c y .  N iech

P±(G) = [x = U 1,x2 ,...,xi_1 ,0 ,xi+',...,xn)jx =

= ( x 1 , . . . , x i _ 1 , x ł , x l + 1 r . . . , x n ) 6  g}

a f ^  b ę d z i e  p r z e k s z t a ł c e n i e m  punktow o-zbiorow ym  p rzyp orządkow ującym  k aż  
demu x feP ^ (G )  z b i ó r

(x)  = { y =  (0 ,  . .  . ,xi, .  . .  ,0 )  f ( x ,y )  = ( x 1, . . . , x 1-1 . x ^ x * 4-1 , . . .  , x n ) 6 g ] ,

i  — J f • • • f n

Zatem = G d l a  każdeg o  p r z e k s z t a ł c e n i a  ( i  = g d z ie  =

= | ( x , y )  | x  fc P i  (G) i  y e  f j l x ) }  -  w ykres  p r z e k s z t a ł c e n i a  f ^ .
Z le m a tu  1 i  s t ą d ,  że p r z e k s z t a ł c e n i e  f ^  j e s t  d om k n ię te  w ted y  i  t y l k o
w te d y ,  gdy z b i ó r  G„ j e s t  d o m kn ię ty  w Rn~ 1 x R1 w y n ik a ,  że f ,  j e s t

I i  1
p r z e k s z t a ł c e n i e m  pó łzw ar ty m  z g ó r y .
P ro b lem  w y z n a c z e n ia  maksimum f u n k c j i  g  w z b i o r z e  G można sp ro w a d z ić  do 
p ro b lem u  n - k r o t n e g o  w y z n a c z e n ia  maksimum f u n k c j i  j e d n e j  zm ienne j  w o p a r ­
c i u  o zw ią z e k

max g (x )  = max max g ( x , y )  ( i  = 1 , . . . , n )  
x e G  x e P ^ G J  y e f 1 (x)

W c a ł e j  p r a c y  o b o w ią z u ją  podane  t u  z a ł o ż e n i a  d o ty c z ą c e  z b i o r u  G.



E fe k ty w n o ść  te g o  r o d z a j u  p o d e j ś c i a  j e s t  u z a l e ż n io n a  od c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  
/

m. (x) = max g ( x , y )  i  f . ' x )  = (y | .y  t f . U ) ,  m ,(x) = g ( x , y )  
y

dXs i  — 1 y • • • •
W [ i j  wykazano c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  f ^ . x j  p r z y  z a ło ż e n iu ,  że b r z e g  z b io ­

r u  G n i e  p o s i a d a  odcinków ró w n o le g ły c h  do o s i  u k ła d u  w s p ó ł r z ę d n y c h .  Oka­
z u je  s i ę  j e d n a j  ( p .  [ 4] J , że d l a  c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  m ^ x )  i  f i (x )  w y s t a r ­
cza  p ó ł c i ą g ł o ś ć  z d o łu  p r z e k s z t a ł c e n i a  f ^ .  D la te g o  nasuwa s i ę  p y t a n i e ,  
p r z y  j a k i c h  z a ł o ż e n i a c h  o z b i o r z e  G p r z e k s z t a ł c e n i a  f^  b ę d ą  p ó ł c i ą g ł e  z 
d o ł u .
W zw iązku  z powyższym rozważmy z d a n ia :
( a )  P r z e k s z t a ł c e n i a  f i  ( i  = 1 , . . . , n )  s ą  p ó ł c i ą g ł e  z d o łu .
(b) F u n k c je  a ^ x )  i  b ^ x )  ( i  = 1 , . . . , n )  s ą  c i ą g ł e .
(o) B rzeg  z b i o r u  G n i e  p o s i a d a  odcinków ró w n o le g ły c h  do o s i  u k ła d u  w sp ó ł ­

r z ę d n y c h ,  g d z ie  a . ( x )  = min h (y )  i  b , ( x )  = max h ( y ) ,  p r z y
y e f ^ x )  y t f ^ x )

czym h (y )  = y .

TWIERDZENIE 1 .  (a )  O  ( b ) .

D o w ó d ,  ( a )  = » (b )  -  w n io sek  z le m a tu  2 .  (b) =£>(a). N ie ch  x QfcPi (G)
{xnJ c P i (G ) ,  x R— x Q i  y Q 6 f ± (x0 ) . Wówczas i s t n i e j e  0 ^ k Q< 1 ,  że y Q =
= ( 1 - k 0 ) .  a i (x0 ) + kQ . b i (x Q) .  B io rą c  c i ą g  y n= O - k o J a ^ ) +k0 b ^ 6 f ± (x ^  
i  p rz e c h o d z ą c  do g r a n i c y  p r z y  n —- z c i ą g ł o ś c i  a^ (x )  i  b ^ (x )  mamy

y n ~ y o ‘

TWIERDZENIE 2 .  (c )  =>  ( a ) .

D o w ó d .  1° N ie c h  x Q b ę d z ie  punktem brzegowym z b io r u  P ^ G ) .
Z z a ł o ż e n i a  w y n ik a ,  że f i ( x 0 ) j e s t  jednoelementowym z b io re m -o b raz em .P o ­
n iew aż  f ^  j e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e m  pó łzw artym  z g ó ry  w p u n k c ie  x Q, w ię c  
d l a  dowolnego c i ą g u  {3cn } <=: (G ), xn- ~ x Q i  yn * f i ( xn ) w ynika  i s t n i e n i e
p o d c ią g u  c i ą g u  f y n j  z b ie ż n e g o  do pewnego y Qć f i (x 0 ) .  N ie  z m n i e j s z a j ą c  
o g ó ln o ś c i  możemy p r z y j ą ć ,  że y n—- y0 , g d z ie  {yo} = f^x^.  A w ię c  d l a  każ- 

dego { x ^ e P ^ G ) ,  x n ^ x o można w skazać  c i ą g  {y„} , ^ n ^ i ^ n )  t a _
k i ,  że y n— y 0 6 f i (x 0 )> Dowodzi to  p ó ł c i ą g ł o ś c i  z d o łu  p r z e k s z t a ł c e n i a  f ^  
w p u n k c ie  x Q.

2° N ie ch  t e r a z  x Q e i n t  ? i (G) jf 0.
( J e ż e l i  i n t  P ^ G )  = 0, t o  f x j e s t  f u n k c j ą  c i ą g ł ą ) .
Wtedy i s t n i e j e  k u l a  d o m k n ię ta  o p ro m ie n iu  r  i  o ś ro dk u  w p u n k c ie  x Q, 
K(xQ, r )  C P ^ G )  . Poniew aż x n~ x 0 » w ięc  i s t n i e j e  NQ t a k i e ,  że d l a  n >  NQ 
j i j c l ! ( x 0 , r ) .  N iech  | x n] C K(xQ, r )  b ę d z ie  tak im  c ią g ie m ,  że p ( x n »x 0 )= r  
o r a z  x n = ( 1- ' t n )*x 0 + t n *xn » g d z ie  p -  m e try ka  w Rn , a 0 <  t n <  1 .  R oz-
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ważmy c i ą g  y n = (1 — ) . y Q + t n . y n , g d z ie  j y j  j e 3 t  dowolnym c ią g ie m  
s p e ł n i a j ą c y m  w arunek  y 6 • Ka mocy w y p u k ło śc i  z b i o r u  G yn e f j ( * n ) .
O c z y w iśc ie  x n—~x 0 p r z y  t n-* -0 ,  a t o  o z n a c z a ,  że y n ~*"y0 *
J e d n a k ż e  i m p l i k a c j a  w d ru g ą  s t r o n ę  n i e  z a c h o d z i ,  to  znaczy  (a)  (c) , o
czym ś w ia d c z y  n a s t ę p u j ą c y

P r z y k ł a d  1 . N ie c h  G = | ( x 1 ,x 2 ,x ^ ) |  (x . , -1)2 + x2 <1 i  x2 + (x2- 1 ) 2 ^ 1  i  

1 < X j < 2 |  Pj(G)  = | ( x 1 , x 2 , x j ) |  (x . | -1 )2 + x2< 1  i  x2 + (x 2- 1 ) 2 < 1  i  Xj = o} 

f 5 (x) = |^x5 | (x1 , x 2 ,0)  e Pj(G) i  (x1 ,x 2 ,x 5 ) e g}.

Zauważmy, że b r z e g  z b i o r u  G p o s i a d a  o d c in k i  r ó w n o le g łe  do o s i  X j ,  a  mimo 
to  p r z e k s z t a ł c e n i e  j e s t  p ó ł c i ą g ł e  z d o ł u  na P ^ (G ) .
Zatem w aru nek  (c)  d o ty c z ą c y  z b i o r u  G n i e  j e s t  k o n ie c z n y  d l a  z a p e w n ie n ia  
p ó ł c i ą g ł o ś c i  z d o ł u  o dp o w ied n ich  p r z e k s z t a ł c e ń  ( i  = 1 ,  . . . ,  n ) .  
P o w s ta j e  p y t a n i e ,  j a k i e  z b i o r y  G n i e  s p e ł n i a j ą c e  w arunku (c)  g w a r a n tu j ą  
p ó ł c i ą g ł o ś ć  z d o łu  o d p o w ie d n ich  p r z e k s z t a ł c e ń  f , .

TWIERDZENIE 3 .  N ie c h  x Q b ę d z i e  punktem brzegowym z b i o r u  P ^ G )  o ra z  
{x0J x f . j ( x 0 ) b ę d z i e  o d c in k iem  n i e  zredukowanym do p u n k tu .  Wtedy w arun­
kiem kon iecznym  na t o ,  aby  p r z e k s z t a ł c e n i e  b y ło  p ó ł c i ą g ł e  z d o łu  w x Q 
j e s t ,  a b y  d l a  każdego  c i ą g u  { x n } CP^^(G), x n—- x Q i s t n i a ł o  NQ t a k i e ,  że
d l a  każdeg o  n > N Q z b i o r y  | x nj  x  fj_(xn ) b y ły  o dc ink am i n i e  zredukow a­
nymi do p u n k tu .

D o w ó d .  N ie c h  x Q b ę d z i e  punktem brzegowym z b i o r u  P ^ G ) ,  {xQ}x 
-  o d c in k i e m ,  f i  -  p r z e k s z t a ł c e n i e m  p ó łc i ą g ły m  z d o łu  o r a z  n i e c h  i s t n i e j e  
c i ą g  ( ^ j J d P ^ G ) ,  x n— x 0 t a k i ,  że i s t n i e j e  Nq , że d l a  n > N Q ( x n] x  (5cn ) 
s ą  o dc in k am i zredukowanymi do punktów ( i n n e j  m o ż l iw o śc i  n i e  ma -  to  z n a -  
czy  | x nj  x  f ^ (x n ) mogą być j e d y n i e  pun k tam i bądź od c in kam i -  na mocy wy­
p u k ł o ś c i  z b io r u  G) • P on iew aż  G = G^ j e s t  zb io rem  zwartym w X x  Y, w ięc 

{*n} x f i (* n } (x o»y) 6 G» y 6 f 1 ( x ^ ) .  N iech  y Q ^ y i  y Q 6 f ± (xQ) .  Wtedy 
d l a  y Q i  d l a  u s t a l o n e g o  c i ą g u  x n— x Q n i e  można w skazać  c i ą g u  | y n|  t a ­
k i e g o ,  by y n e f i ( x n ) 1 yn~“ y o ’ co Pr z e c z y z a ł o ż e n i u  p ó ł c i ą g ł o ś c i  z do­
łu  p r z e k s z t a łc e n ia  f i  w p u n k c ie  x Q.
O tym, że j e s t  t o  t y l k o  w arunek  k o n ie c z n y  św iadczy  n a s t ę p u j ą c y

P rzyk ład  2 . N iech  G = E ^ G 2 ,  g d z ie  

G1 = | x  = (x 1 , x 2 , x 5 ) | 3x2 + 3x2 + 2 x 1 (x5- 4 )  < 0  i  1 < x ? < 4}

G2 a { x  = ( x 1 ,X2 ,X3 ) | (x .,-1 I2 + X 2 <  1 i  0 <  Xj <  1 } ,

t j .  G. j e s t  c z ę ś c i ą  sto ż k a  o w ie r z c h o ł k u  w p u n k c ie  ( 0 , 0 , 4 )  i  k ie r o w n ic y
2 2 2 2 ( x 1- 1 )  + x 2 = 1 ,  Xj = 1 ,  a  G2 c z ę ś c i ą  w a lc a  o k i e r o w n ic y  ) + x 2 =1

Xj = 0 .
P r z e k s z t a ł c e n i e  n i e  j e s t  p ó ł c i ą g ł e  z d o ł u  w p u n k c ie  x = ( 0 , 0 , 0 ) .
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Zatem , n i e  w s z y s t k i e  z b i o r y  s p e ł n i a j ą c e  w yżej podany w arunek k o n ie c z n y  
z a p e w n ia j ą  p ó ł c i ą g ł o ś ć  z d o łu  o d p o w iedn ich  p r z e k s z t a ł c e ń  f^» W zw iązku  z 
tym u ż y te c z n e  j e s t

TWIBRDZ3NIE 4 .  Warunkiem koniecznym  i  w y s ta r c z a ją c y m  na to ,  a b y  i s t n i a  
ł o  t a k i e  " i " ,  że w każdym p u n k c ie  brzegowym x Qe P^CG) f ^  n ie  b ę d z i e  p ó ł -  
c i ą g ł e  z d o ł u ,  j e s t ,  aby

l im  b . ( x )  < b i (x ) lu b  l im  a i ( x ) > a . ( x  ) .
X—X X— x„o o

D o w  ó d . Warunek k o n ie c z n y  
Z w yputc łośe i  i  z w a r t o ś c i  z b i o r u  G w y n ik a ,  że l im  b i (x) = b^ ( x 0 ) o ra z

x ~ x o
l im  = a i (xQ) .  P on iew aż  f \  n i e  j e s t  p r z e k s z t a ł c e n ie m  p ó łc i ą g ły m  z

x x o
d o łu  w p u n k c ie  x Q, w ięc  na p o d s ta w ie  t w i e r d z e n i a  1 n i e  j e s t  c i ą g ł a  w tym
p u n k c ie  f u n k c j a  lu b  a ^ ( x j .
Z w k l ę s ł o ś c i  f u n k c j i  b ^ (x )  w y n ik a ,  że l im  b i (x )w  b ^ (x  ) ,  z a ^ 2 wypu-

x ~ x o
k ł o ś c i  f u n k c j i  a ^ i ) .  w y n ik a ,  że l im  a ^ i )  = a;. (x Q) , więc otrzymamy

x ^ x o
o s t a t e c z n i e  a l t e r n a t y w ę  

l im  b i (x) = b 1 (xQ) >  y m  b i (x) lu b  l im  a ^ i )  = a i ( x 0  ̂ <  l im  a i ^

Warunek w y s t a r c z a j ą c y  
N iech

lim bi(x) = bi(xQ) >  lim bt(x) lub lim a^Ci) = ai (x()) <  lim a^i)

Oznacza t o ,  że a ^ ( x ) lu b  b i (x) n i e  j e s t  c i ą g ł a  w p u n kc ie  x Q. W o p a r ­
c i u  o t w i e r d z e n i e  1 możemy s t w i e r d z i ć ,  że w p u n k c ie  x 0 n ie  j e s t  p ó ł c i ą -  
g ł e  z d o łu  p r z e k s z t a ł c e n i e  f ^ .

Wpłynęło do R e d a k c j i  w s t y c z n i u  1975 r .
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50 CÏAT0HHHS yCJiOBHK ÂJ1H nofflTHhillPSaiBHOCTH 
CHiiSy TOHEHHO-iiHOlEOTBEHKOrO CTOBPAjijlHKii

P e 3 œ m e

B p aô o x e  paccsioxpeHo xoueuHO-MHOxecxBeHHO oxoôpaxeH H e, KOTopoe KaxAOtî 
TOUKe X € P ( G )  COIIOCTaBJWei MHOXeCIBO

f U )  = |  y | (x ,y j  e g }

r x e  G HBjiseTCH BHnyKjitiM h KOMriaKiHbiM noAMHOxeciB'ui npocipaHoTBa Rn a  P(G)  
e ro  npoeKuaeft ita onpeAexeHHoe noAnpocrpaH Ciso npocipaHCXBa Rn .  B Mexofle o n -  
THMajiHsauMH noflaHHHM H. BaproM b paôoxe  M  BaacHbiM HBjiaeTca t o ,  'iTo icacaeT - 
ch HenpephiBHOCTH neKOTopux $yHKi;Hft, KOTopyio, KaK npeACTaBjieHO b  paôoTe M  
moxho obecneHBTb c eô e  hcxoah  h3 noxyHenpepuBHOcin CHH3y xoueqHO-MHQxecxBeH-
Horo oxoôpaxeHHH, onpeACJieHHoro Bbime. B Kacxoameit paôoxe oôcyxAeHH HeKoxo-
pue AOCTaxouHue ycxoBHa k j i x  noxyHenpepuBHOCXH CHH3y, BameynoMaHyioro o x o ô p a -  
xeHHfl•

THE SUFFICIENT CONDITIONS OF LOWER SEMI-CONTINUITY 
OF SOME POINT-TO-SET MAPPING

S u m m a r y

In  t h i s  p a p er  i s  c o n s id e r e d  a p o i n t - t o - s e t  m apping w h ic h  f o r  e a c h  o f
p o i n t s  x  P(G)  a s s ig n s  a s e t

f ( x )  = ( y | ( x , y ) 6 G },

w here G i s  c o n v e x  and com pact s u b s e t  o f  Rn , s p a c e ,  and P(G)  i s  h i s  
p r o j e c t i o n  on th e  f i x e d  su b sp a c e  o f  a sp a c e  Rn .  In th e  m ethod o f  o p t im i­
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z a t i o n  g iv e n  "by J .  Warga i n  a p a p e r  [ 5 ] v e ry  im p o r t a n t  i s  a  c o n t i n u i t y  o f  
some f u n c t i o n  w h ic h ,  a s  i t  i s  shown in  th e  p a p e r  [ 4] ,  we can g u a r a n t e e  
o u r s e l v e s  by  a s s u m p t io n  o f  lo w er  s e m i - c o n t i n u i t y  o f  th e  p o i n t - t o - s e t  map­
p in g  d e f i n e d  a b o v e .  In  t h i s  p a p e r  some s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  of low er  
s e m i - c o n t i n u i t y  o f  a mapping m en t io n e d  above a r e  d i s c u s s e d .


