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0 WSPOLCZYNNIKACH FUNKCJI GWIAZDZISTYCH SYMETRYCZNYCH

Nr kol» 441

Streszczenie. Korzystajac z wkasnosci wspétczynnikédw Funkcji
lomorficzne j o czesSci rzeczywistej nieujemnej, podano doktadne osza-
cowanie z dotu wspétczynnika a, TFunkcji gwiazdzistej o wspoétczyn-

nikach rzeczywistych
2 3
f(z) =z + 222" + a3z +

oraz przedziat, w ktérym miesci sie infranJ .

ho-

Oznaczmy przez Sg klase funkcji jednolistnych w kole K (0,1) postaci

f(z) =z + agZz™ + a™z™ + ...,

odwzorowujacych K(0,1) na obszar Df gwiazdzistywzgledem poczatku u-
ktadu. FunkcjeklasySq nazywaja sie funkcjami gwiazdzistymi.
ze funkcja jednolistna postaci (1) jest gwiazdzista wtedy

gdy
Re{z £[fjj >0 dla Jz]< 1
Funkcja
M«) -5®

jest znang funkcja Caratheodory’ego. Jest to funkcja
siadajaca cze$¢ rzeczywista nieujemng w kole K (0, 1),

2
p(z) = 1+ arz +02z + e

Wiadomo, ze

(€

Wiadomo,
i tylko wtedy,

<>

holomorficzna i po-

0 rozwinieciu

©)
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i ze oszacowanie to jest dokkadne* Funkcja ekstremalng jest rp. funkcja
p@) = =1+ 2z + 222 + ...

Wyznaczajac i@ z (2 otrzymamy:

@i = zexp | \]* PLk-"y,d dt I G
Zwigzek ten Hgcznie z oszacowaniem (4) postuzyt do udowodnienia hipo-
tezy Bieberbacha dla funkcji klasy Sg, a mianowicie, ze

lan < n n=2,3, ... ®)
Funkcja ekstremalng dla nieréwnosci (6) jest funkcja Koebego

K(zd ="-~1* - z + 2z~ #3223 + ... nzn + ... @
a-2

Oznaczmy teraz przez gé() podrodzine rodziny Sg funkcji gwiazdzistych
o pierwszych k wspétczynnikach: 1, a0, a®, ... a", rzeczywistych. Siech
Sg oznacza podrodzine rodziny 3g Ffunkcji gwiazdzistych 6] wszystkich
wspoédczynnikach rzeczywistych. Funkcje tej rodziny bedziemy w dalszym cig-
gu nazywa¢ funkcjami gwiazdzistymi symetrycznymi.

Na mocy (6) i (7) mamy oczywiscie dla rodzin ég(k' i ég
sup{and = n, n=2,3, ...
Wiadome dalej, ze
inf{an)>-n

i ze dla n parzystych

inf{an) = -r
bo Istnieje funkcja kiasy gg, dla ktérej an = -n dla n parzystych,
mianowicie
K(@z) = ~ - = z - 222 + 325 - 4z4 +

_(l+z)2
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Inaczej ma sie rzecz w przypadku n nieparzystych. Okazuje sie bowiem, ze

Inf
fe

Aa3r = "1 @

Wprowadzmy teraz odpowiednie oznaczenia, analogicznie do oznaczen

i fio.
1 tak: rodzine wszystkich funkcji Caratheodory®ego o k pierwszych wspot-
czynnikach rzeczywistych oznaczmy przez Sc, rodzine wszystkich

funkcji Caratheodory“ego o wspéiczynnikach rzeczywistych przez Se.
Jest oczywiste, ze

2(D_ >

gcd E §éz ) 5 °

eee § Cc

Wynik (8) uzyskujemy, korzystajac z nastepujacego twierdzenia Caratheo-

dory“ego [i]-
Niech

«l * «2* **** «n ®

bedzie uktadem n dowolnych liczb zespolonych. Na to, by istniata funkcja
postaci (3 holomorficzna w kole |z] <1 o czeSci rzeczywistej nieujem-
nej i1 o pierwszych n wspétczynnikach danych uktadem (9), potrzeba i wy-
starcza, by punkt (9) nalezat do wypukkego n-wymiarowego obszaru domknie-
tegol Th, ktérego wnetrze okreslone jest przez nierdéwnosci

2
. «k-1
>0 k=1,2,...,n o)
«k  Fk-1
Zauwazmy, ze jezeli T(2) e , to p(z) okreslona wzorem (@) nalezy

do S<k) i odwrotnie, jezeli p(2) 685 , to f(z) okreslona wzorem (5) na-
IeZyOdo §Sk). Podobnie, jezeli ff&) ég to p(2)e i odwrotnie.
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Z (5) otrzymamy nastepujace zwigzki:
a2 = ofi, a, =\ @ + 1)

Zajmijmy sie teraz oszacowaniem z dodu wspéiczynnika aj w klasie *®
Na mocy zwiazkéw (11) i przytoczonego twierdzenia Caratheodory®"ego zada-
nie sprowadza sie do znalezienia minimum funkcji

(12)

dwéch zmiennych ce,, QJg w obszarze domknietym TI,,, ktérego wnetrze okres-
lone jest nieréwnosciami

2 06,
2 «l
«l 2 7 0 i «l 2 «1 >0 a3
cc2 2

Wiadomo réwniez, ze obszar T2 zawarty jest w kostce: -2<ofi”~2, 1*1,2,...
Przeksztatcajac nierdéwnosci (13) otrzymamy

4 -ce™ >0 i 2« - 20M4, + - 8<0,
czyli
-2 < CF. <2

a»
-2 + 0N < «2 <2

Stad i z (11) oraz z uwagi na to, ze CC, = a2 obszar zmiennosci wspodczyn-
nikéw (a2, aj) funkcji klasy okreslony jest nieréwnosciami

«2n 82N 29
a2 - 1™a3"5a2+1,

a wiec potozony jest miedzy dukami pa-
rabol

Rys. 1
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Wynika stad miedzy innymi, ze

inf (a,}= -1 (15)
9(3)1 3i

Funkcja realizujaca ekstremum (15) jest funkcja

f(2) = ---~ - z - z3 + z3 @)
1+z”

Funkcja ta odwzorowuje kodo Izl < 1 na obszar, ktéry powstaje przez usu-
niecie z ptaszczyzny dwéch pétprostych f-»o , - i [j, +0g . Funkcja
(16) nalezy do klasy Sg, a wiec mamy réwniez

inf{a3} = -1
S,,

Zajmijmy sie z kolei oszacowaniem z dotu wspéiczynnika a™ funkcji kla-
sy < Niestety ze wzgledu na bardzo ucigzliwe rachunki trudno jest o-
trzyma¢ doktadne infja~J, mozna jednak wyznaczy¢ przedziat, w ktérym za-
wiera sie kres dolny tego wspétczynnika.

Korzystajac z (5) otrzymamy

JA (6cf4 + 3<A + 8ce,0c3 + 6cgoc2 + 0ij) an

lub ktadac y = 24aj,

y = 6cf4 + 30M + 8(M0N + 6C°CR2 + ocj (8)

W celu oszacowania inija®j z gory
znajdzmy wspodrzedne jednego z pun-
ktéw obszaru T\, Oznaczmy ten
punkt przez PQ = (of°, cf°, 0e°, x&°) .
Rozwigzujac uktad nieréwnosci (14)
otrzymamy obszar zawarty miedzy
prosta @ = 2 i parabolg a2=0"-2
- rys. 2.

Dla uproszczenia dalszych ra-
chunkéw wybierzmy z tego obszaru
punkt (1, 0), czyli

Rys. 2 =1 @=0 (19)



166 Olga Beresniewicz-Rajca

Bioragc pod uwage trzecig z nieréwnosci (10) oraz (19), otrzymamy

2 10 g%
2 1 o0
1 2 1 = -30(i- 2 + 5" 0,
o 1 2
stad
Przyjmijmy oc® = -1 i oszacujmy cc® korzystajac z czwartej nieréwnosci

(10) po wstawieniu do niej ce®° = 1, cge® = o, ceg° = -1, otrzymujemy

2 1 0 -1
1 2 1 0 -1
0 1 2 1 0 = 4(-c - 2«,) > 0,
-1 0o 1 2
-1 o 1 2
skad
-2 0.

Mozemy przyjaé ce® = -2.
Wstawiajac otrzymane powyzej wspédrzedne punktu PQ do (17), otrzymamy

19
stad

inf{as} - 7S*3 - °=79

Zajmijmy sie teraz oszacowaniem od dodu infjaj.
W tym celu policzmy minimum wielomianu (18) w pasie P

2 4l 2

P: i=2,3,4
-°o< a2 < + =0 ,
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w ktoérym zawarty jest obszar TI. Przypusémy, ze tominimum y*przyjete
jest w punkcie (og*, og*, ce*, og®) 1?7, a wiec

3c(*2 + 6 ce*20e* + (6ce* + 8otj +cc*4 - y*)=0 (20)
Z (20) wida¢, ze rownanie kwadratowe
3x2 + 6gfx + (Beg* + 8NN + «*4 - y*) =0

o wspotczynnikach rzeczywistych i o rzeczywistym pierwiastku ce™ musi miec
nieujemny wyréznik, a wiec ze

2c<t4 - (6g* + 8ofog* - y*) > 0,

czyli
y* - (60$ + 8c?,ct - 2¢4) > 0.
tatwo wida¢, ze ze wzgledu na to, iz y* jest wartoscigminimalng, musi
by¢é
6 A + Sogogt - 2074 = min (6c + 8205 - 204),
l«i I< 2
1-1,3.4

a to ostatnie minimum przyjete jest, jat; fatwo wida¢ w punktach

el =2, ce, = -2, a = -2

lub
L = -2, cg = 2, @™ = -2.
W obu przypadkach z (18) otrzymamy

y*> - 76,
stad
inf{a5} 5 - SS- 3,2

Ostatecznie wiec

- 3,2 < inf{a5j <- 0,79.

Wptyneto do redakcji w styczniu 1974 r.



16i3 Olga Beresnlewicz-Rajca
LITERATURA

[1] Caratheodory C.s Theory of functions. Vol. 2 New York 1954.

KOSi ™1 "HUHEHTH 3BE3.HOOEPA3HHX CHMETPHOECKHX 4>yHKUHM

Pe3mme

110J1b3ySCh OBOISOIBaMH KO03$$HhHeHTOB rOJIOMOpifHOft $yHKIiHH, KOTOpofi fleaoiBH-
xejibHa« 'lacib HeoTpHuaieaBHaa, HaaaeHO hhshkio rpajamy KosiMimHeHTa a® 3Be3-
A006pa3HOa $yHKIiHH O fleaCTBHiejlbHUMH KOSiXfHhHeHTaMH
0 7
f(z) =z + a2z + a*z + ...

H HHTepBaX, B KOTOPOM COAepaCHTCA inf R

ABOUT THE COEPPICIENTS OP SYMMETRICAL STARLIKE FUNCTIONS

Summary

Making uae of the properties of the coefficients of a holomorphic func-
tion with a real non-negative part, the paper provides an exact estima-
tion from below of the coefficient a® of a starlike function with the real-
coefficients

Also the range, in which inf[a™]is comprised, has been given.



