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OSZACOWANIE DRUGIEJ I  TRZECIEJ POCHODNEJ 
W RODZINIE FUNKCJI ŚREDNIO p-LISTNYCH

S t r e s z c z e n i e . W p r a c y  rozw aża  s i ę  k l a s ę  f u n k c j i  ś r e d n io  p - l i s t -  
nych w s e n s i e  B ie r n a c k ie g o  w k o le  jednostkowym K, t z n .  t a k i c h  f u n -

1 2 X  2k c j i ,  d l a  k t ó r y c h  /  n(Re 'Odtp < p  d l a  każdego R >  0, g d z ie  
0

n(w) = n ( u ,  k ,  f )  o zn ac za  l i c z b ę  ro z w ią z a ń  rów nan ia  f ( z )  = co w K. 
W p r a c y  w ykazano , że d l a  f u n k c j i  t e j  k l a s y  prawdziwe s ą  n a s t ę p u ją c e  
o s t r e  o sz aco w an ia  d r u g i e j  i  t r z e c i e j  p o c h o d n e j :

j f " ( z ) |  <1 [ ( p + 1 ) r 2 + 2 ( p + 1 ) r  + p—1J d l a  |z|  = r ,

I I  <  - P~  ~ L +;  [(p 2 + 3 p + 2 ) r3 + 3 ( p 2+ 3 p + 2 ) r2 + 3 (p 2 + p -2 ) r+ p 2-3ptó] 
( 1 - r )

d l a  | z |  a  r .

F u n k c ją  e k s t r e m a ln ą  j e s t  f u n k c j a  f * ( z ) =   t t — ’5“  w punkcie  z =
= r e - i t .  (1 - e  z) p

Weźmy pod uwagę f u n k c j ę  h o lo m o r f i c z n ą  p o s t a c i  f ( z ) = zp+ap+1zp+1 + . . .  
w o b s z a r z e  A . N iec h  n(u>) = n ( u ,  A ,  f )  oznacza  l i c z b ę  ro z w ią z a ń  rów nan ia  
f ( z )  = cj w A .

DEFINICJA. F u n k c ję  f ( z )  nazywamy f u n k c j ą  ś r e d n i o  p - l i s t n ą  w o b s z a rz e
231

A w s e n s i e  B ie r n a c k ie g o ,  j e ż e l i  ^  f n(Re^*fydcp ^ p  d l a  każdego R >  0 .
O

O graniczym y s i ę  do f u n k c j i  ś r e d n i o  p - l i s t n y c h  o k r e ś lo n y c h  w k o le  K. 
D la  ty c h  o s t a t n i c h  w p rz y p a d k u  p = 1 znane s ą  o s t r e  o szac o w an ia  d ru g ie g o  
i  t r z e c i e g o  w sp ó łc z y n n ik a  W .  t 2 ] o r a z  modułu f u n k c j i  i  modułu j e j  p i e r 
w s z e j  po ch o d n e j  ( [3] s t r .  1 2 1 ) ,  i  t a k ,  j e ś l i  cp(z) = z + a 2 z2 + . . .  j e s t  
f u n k c j ą  ś r e d n i o  j e d n o l i s t n ą ,  to

1a 2 i ^  2 » (1)
I ¿ 3
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( 1- r )
(2 )

|cp'(z)| < - ^ 3 .
( 1 - r ) 5

g d z ie  | z ) = r .
N iech  z ,  z £ 0 , b ę d z i e  dowolnym s t a ły m  punktem z k o ła  | z  | <  1 .  F u n k c ja  

g ( i )  = ■ z* 3 odwzorowuje k o n fo re m n ie  k o ło  l ł | < 1  na s i e b i e ,  j e s t  f u n k c j ą
1+ź-'}

j e d n o l i s t n ą  i  p o n a d to

¿ty = l - J ? ! 2 (3)
1 (1 + ż t y 2

N ie c h  d a l e j  {p b ę d z i e  dow olną  f u n k c j ą  ś r e d n i o  j e d n o l i s t n ą .
R ozpa trzm y f u n k c j ę

h ( 5 , „  .  (4 ) 
7>'(z) ( 1  -  I z l 2 )

J e s t  ona o c z y w iś c i e  h o lo m o r f i c z n a  i  ś r e d n i o  j e d n o l i s t n ą  w k o le  | j | < . 1  o -  
r a z  h ( 0 ) = O, h'(0) = 1 .
K o r z y s t a j ą c  ze znany ch  oszacow ań | h " ( 0 ) |  ^  2 . 2 ! ,  | h m (0 ) |  3 .3 !  o r a z  ze
w zo ru  ( 2 ) j a k  ró w n ie ż  z p r a c  [ 1]  , [ 4 ]  otrzymamy o s t r e  o sza co w an ia  d r u g i e j  
i  t r z e c i e j  p o ch o d n e j  f u n k c j i  ś r e d n i o  j e d n o l i s t n e j

|<p"(z ) |  <: •̂ -2- J ~ y£ a l a  M  = r * <5a)

| cpm( z ) I <  + r i  d l a  | z | -  r .  (5b)
(1 -  r )

Równości w n i e r ó w n o ś c i a c h  (5a)  i  (5b) o s i ą g n i ę t e  s ą  p r z e z  f u n k c j ę

z
(1 -  e Atz)

w p u n k c ie  z = r  e“ ^ t , k t ó r a  j a k o  j e d n o l i s t n ą  j e s t  ś r e d n i o  j e d n o l i s t n ą .
O becn ie  k o r z y s t a j ą c  z oszacow ań (5a) i  (5b) i  podstawowego zw iązk u  mię

d zy  fu n k c ja m i  ś r e d n i o  j e d n o l i s t n y m i  i  ś r e d n i o  p - l i s t n y m i ,  podamy oszacow a
n i e  d r u g i e j  i  t r z e c i e j  p o c h o d n e j  f u n k c j i  ś r e d n i o  p - l i s t n e j  w k o le  K.
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N iech  f ( z )  = z?  + a p + -)ZP+1 + • • •  b ę d z i e  f u n k c j ą  ś r e d n i o  p - l i s t n ą  w 
s e n s i e  B i e r n a c k i e g o .  Wówczas tp(z) = [ f ( z ) ] 1/ p̂= z + . . .  j e s t  f u n k c j ą  ś r e d 
n io  j e d n o l i s t n ą  w s e n s i e  B ie r n a c k ie g o  ( [ 3 ] ,  s t r .  1 2 0 ) .
Mamy w ięc

f  (z) = [cp(z)] P .  (7)

R ó ż n ic z k u ją c  w zór ( 7 ) ,  o trzymamy;

f*(z) = p [ < p ( z ) ] P ~ 1 . tp ' ( z ) ,  

a  s t ą d  p r z e z  ponowne ró ż n i c z k o w a n i e :

f " ( z )  a  p(p-1)[<f>{z)]p- 2 [ip'(z)] 2 + p [ tp (z ) ]P _ 1 . tp"(z),
(8)

f " ( z )  = p ( p - 1 ) (p-2)[(f> (z ) ]  P- 5 [(p’(z)]  3 + 3 p ( p - 1 ) [tp(z)] p-2tp' ( z ) . <p"(z) +

+ p [ tp (z ) ]P “ 1 . cp" (z )  .

Zatem p r z y  pomocy ( 2 ) ,  (5 a )  i  (5b) otrzymamy oszaco w an ia

| f ” ( z ) |  ^  ^ L g R p ^ D r 2 + 2 ( p + 1 ) r  + p-1] d l a  | z | = r ,  (9a)
( 1 - r )  p

I f " ( z ) | ^  VlcV~\v^  [(p2+3p+2)r3+3(p2+3p+2)r2+3(p2+p-2)r+p2-3p+2] dla | z| =r.
( 1 - r )  (9b)

Równości (9a)  i  (9b) o s i ą g n i ę t e  s ą  p r z e z  f u n k c j ę

f , ( - ) ■

w p u n k c ie  z = r  e - i t
Co w i ę c e j ,  pon iew aż  k aż d a  f u n k c j a  p - l i s t n a  w zwykłym s e n s i e ,  t o  z n a czy ,  
d l a  k t ó r e j  l i c z b a  ro z w ią z a ń  ró w n a n ia  f ( z )  = cj w k o le  | z |  <  1 j e s t  co 
n a jw y ż e j  równa p ,  a  co n a jm n ie j  d l a  jed n e g o  łj d o k ła d n ie  równa p ,  j e s t  
f u n k c j ą  ś r e d n i o  p - l i s t n ą ,  w ięc  o sza co w an ia  (9a)  i  (9b) s ą  oszacow an iam i 
dokładnym i t a k ż e  w k l a s i e  w ę ż s z e j ,  a  m ia n o w ic ie  w k l a s i e  f u n k c j i  p - l i s t -  
nych w zwykłym s e n s i e .
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Uwagi.  J e ż e l i  za ło ż y m y ,  że d l a  w spó łczynn ików  f u n k c j i  ś r e d n i o  j e d n o -  
l i s t n y c h  j e s t  p raw dziw a h i p o t e z a  B ie h e r b a c h a ,  t o  p o d o b n ie  j a k  w [ i ]  i  [ 5] 
otrzymamy d o k ła d n e  o sz a c o w a n ie  n - t e j  p o ch o d n e j  f u n k c j i  ś r e d n i o  j e d n o l i s t -  
n e j  a  m ia n o w ic ie

|y( n ) (z ) l  <  n! ■ n^ + r , I z | = r .  (10)
( 1 - r )

K o r z y s t a j ą c  z o sz a c o w a n ia  (10) możemy u z y s k a ć  o szaco w an ie  n - t e j  po ch o d n e j  
f u n k c j i  ś r e d n i o  p - l i s t n e j  d l a  każdego  p .  O graniczym y s i ę  t u  do p o d a n ia  
o s z a c o w a n ia  n - t e j  p o c h o d n e j  f u n k c j i  2 , 3  i  4 - l i s t n e j .
1 .  p = 2 ,  f  (z )  = [cp ( z ) ] 2 .
Ze w zo ru  L e i b n i z a  mamy

f ( n ) (z) = f  (£)<f(n - k ) (z )  • <11>
k=0

K o r z y s t a j ą c  ze wzorów (10) i  ( 1 1 ) ,  otrzymamy

k+r

= 71_7T^rŻ(n'k+r)(k+r)'
k=0

S tąd

| f ( n ) ( z ) |  <   " ’’n ^ y  (n -k + r )  (k-t-r), | z | = r .  (12)
(1" r )  k=0

2 .  p = 3 ,  f  (z )  = [v?(z)J 3 .
Ze w z o ru  L e i b n i z a  i  (11) otrzymamy:

f ( n ) ( Z) = f  ( ; > (n- k J (z ) . [c p 2 ( z ) ] < k ) = f  [(“ )v>(n- k , ( . ) | ; ( i ) V(k - 1 , ( z ) ę><i , (p j-
k=0 k=0 i= 0

■ i < i e r S i i r r - T T T f c l T T  ■̂
k=0 i= 0

= n ! X !  ^  ( n - k ) '!  ( ' k - i ) ' ! i !  k )  ( z )  * ^  * <ir' i  ̂ ^z )   ̂ •
k = 0  i= 0
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S tąd  i  (10) otrzymamy:

n k

k=0 1=0

3 .  p = 4 ,  f ( z )  = [ * ( ■ ) ] < .
P rz e p r o w a d z a ją c  podobne r a c h u n k i  j a k  w p rzy p ad k u  p = 2 i  p = 3 otrzymamy

Gdy p > 4  w zór na n - t ą  p ochodną  s t a j e  s i ę  c o ra z  b a r d z i e j  skom pliko
wany.

W płynęło  do R e d a k c j i  w maju 1974 r .
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B CPĘĘHEM

P e  3 to m e

B HaCTOHueíí p a ó o i e  p a c c M o ip H B a e T c a  K jia c c  ¡pymcunK p - j i h c t h h x  a  cpeflHeM  b 

CMHexe B e p H ap K o ro  b eflHHH'iHOM K p y r e  K , T . e .  la K n x  ifyHKUHH a jib  k o t o p h x

0
p e n e m »  y p a B H e m a  f ( z )  = W b  K . B p a b o i e  n o K a 3 a H o ,  m o  a a h  $ y H K m n  exoro

n n -k  k

A A h  B C H K o r o  R >  0 r ^ e  n (u )  = n ( u , k , f )  o ó o 3 H a v a e T  m c j i o
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tu iacca HMeei Meoio cjiexyiomas opeHKa fljia BTopolt h Tpeibeit npoH3BO,HHo08

4  ,^ r P ~gt |+g- i ( p + 1 ) r 2 + 2 (p+1 ) r  + p - 1 j
(1 - r )

a,M | z j = r ,

i^ '" ( z ) I '<  - ^ - y g -p ^  [(p2+ 3 p + 2 ) r3 + 3 ( p 2+ 3 p + 2 ) r2 + 3 (p 2+ p - 2 ) r  + p2 -  3p +2]  

fljia | z |  * r ,

3KCTpeMajii.Ho8 iJyHKpaeS HBxaeTCH (gyHKpaa f * ( z )  = . b TOPKe z s r e - ^ .
(1 - e l t zTp

ESTIMATES OP THE SECOND AND THIRD DERIVATIVES IN THE CLASS 
OF MEAN P-VALENT FUNCTIONS

S u m m a r y

We c o n s i d e r  the class of mean p - v a l e n t  f u n c t i o n s  i n  B e rn a c k i  s e n s e ,  d e f i n e d
201

in  the unit disk K, i . m .  f u n c t i o n s  su c h  t h a t  ^  j* nC Re^Jdq) < p  f o r  every R > 0
0

w here  n(wj = n ( u ,  k ,  f )  i s  a  number o f  s o l u t i o n s  o f  e q u a t i o n  f ( z )  = o  in  
K. A u th o r  o b t a i n e d  th e  s h a r p  i n e q u a l i t i e s

< (f ^ v 4 (p+1|r2 + 2(p+1)r + p-1]» lzl = r

l f m( z ) |  < - p rP ~ L . w [(p2+ 3 p + 2 ) r3 + 3(p 2+ 3 p + 2 ) r2+ 3 (p2+ p - 2 ) r + p 2- 3 p + 2 l , | z |  = r
( 1 - r )  p

f o r  t h e  sec o n d  and t h i r d  d e r i v a t i v e s  o f  f u n c t i o n s  from  t h i s  c l a s s .  The
e x t r e m a l  f u n c t i o n  i s  f * ( z )  » - £ £ --  — __ t n p o i n t  z = r  e - i t .

(1 - e  z) p


