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ROZWIJANIE FUNKCJI f(x,y) e Lp(x y)[a,b;a,b] W SZEREG FOURIERA

Streszczenie. W pracy podano kryteria zbieżności w przestrzeniach- , T

Łp(x y )[a,b;a,b] szeregów Fouriera wielomianów Jacobiego oraz 
funkcji układów Haara, Rademachera, Walsha i Franklina.

Oznaczenia
Lp(x>y) [a .b;a,b] , gdzie P = (p1tp2), 1 <  p1 ,p2 < ~  i funkcja wagcwa p(x,y) =

= p(x)p(y), Jest przestrzenią funkcji mierzalnych f(x,y) określonych w 
kwadracie [a,b;a,b] , dla których ||f(x,y) II p < ~

LP [a,bja,b] Jak wyżej, przy czym p(x,y) = 1

b r b P
J  j 'p íx . y )  | f  (x ,y )|  1 dx

, b rb

llf (x,y)|| p
■hpU.y)

norma w Lp(Xfy)[a,b;a,b]

p U . y )

P2/P i l 1/p 2 dyl

W k i^x »y  ̂ ortonormalny układ funkcji z wagą p(x,y)

(f) p = inf ||f(x,y) - O (x,y)|| p
> n  T. ,  . Û  m  n  TiŁp(x,y) Qm,n 'p(x,y)

gdzie Qm>n(x,y) = £  2  ak,lw k,l(x'y)
k=0 1=0

'p(t,T) ,p(x,y)

( « » I I I <łi I'lp^l 1/̂ 2|Pl l ^ D2
= | |  J p ( x , y )  I (J | j p ( t , T )  |Km fn ( t» t» x , y ) |  d t|  d t ) | dx dy f

[a La a a J J

1 1  1 1  gdzie p-| >  1 » p2 >  1 i —  + —  = 1  oraz —  + —  = 1
Pi *1 P2 <ł2
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I. Wstęp

Szereg Fouriera dla funkcji f(x,y) t Lp(x,y) !>' bja.b] jest postaci

gdzie

k=0 1=0

b b
CK 1  ' i  /*<* ,t)f(t,t) u k x(t,t)dt dt

a |<j k ^(x,y)} jest ortonormalnym układem funkcji z wagą p(x,y). 
Sumą częściową tego szeregu jest

k=0 1=0
Sm,n f^*x »y] * Z  Z.'ck,lidk,l(x 'y) =

j* Jpit.TJfit.T)
b b m n

Z  Z w k,i(t't ) w k,i(x'y)
k=0 1=0

dt dt

Wyrażenie

K»,n(t’t,X'y) = Z  Z W k,l{t't) u k,l(x'y) =
k=0 1=0

m n
= Z W k (t) - k W Ż « L P I  W l<y) =

k=0 1=0

nazywa się jądrem całki (1). 
Można zatem zapisać

b b
Sm,n[f;x'y] = i i p(t fT)f(t,T)Km>n(t,Tjx,y)at dt.

(1)
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Ze związku (1) wynikają następujące własności:

Własność 1

Sm,n[f - 6 i x «y] = Sm ,n[f 5x -y ] “ Sm,n [g ; x ’y l

Własność 2
m n

Je ś U  Pm,n(x'y) = Pm (x)Pn (y) b l (Jl(y )' gdzie funkcje
k=0 1=0

u^(x) i o 1(y) są funkcjami układów ortonornalnych w [a,b] z wagami od
powiednio p(x) 1 p(y), to Sniin[Pinłn;X,y] = Pm>n(x,y).

D o w ó d
b b

Sm,n [Pm,n 'x,y ] = f f p(t ’T)Pm,n (1 *X) Km,n(*’X*x ’y,d* dt =
a a

b  ̂ b
= j>p(t)Pm (t)Km (t,x)dt j  p(T)Pn (T)Kn(7,y)dT = 

a a

b m m b n n
= ffp(t,S acętJcc(t,Z ° k (t,uk(x)at i p(t)Z  V ? (T)S w l('i)cJ1(y)d't = 

a cC=0 k=0 a JsO 1=0

m n

= Y  ak lJk(x ) S bl W l(y) = Pm<x,Pn(y) = P m,n(x’y)* 
k=0 1=0

II. Zbieżność szeregów Fouriera funkcji f(x.y) -•) [a,b;a,b]

Lemat 1

Jeśli f (x,y) e LP x̂>y) [a,b;a,b], to dla p1 >  1, p2 > 1 i ^- + ^- = 1,
1 1 9 '+ _L_ = 1 jest 
P2 <ł2

II Sm,n[f !x'y]llTP < II f(x’y)ILp llKm.n(t«T5x'y)llT(Q,P)
p(x,y) p(x,y) p(t,T) ;p(x,y)
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D o w ó d .  Korzystając dwukrotnie z nierówności Hóldera otrzymuje się

J  JpU.y) lsm ,n [f^.y]|Pldx|P2/Pldyl /x>2 =II Smn[f i x ’y] l lTP
p(x,y) 

b b
J  J p U . y )  |l Jp(t,t)f (t,T)Km>n(t,i ;x,yjdt dt| PldxjP2//Pldy

1/p,

p(x,y) J(J|p(t,t)1/Plf(tpt) |Pldt)1/T>1 x 
a a

X (||p(t,t)1/'llKn!łn(t,t;xfy)|<lldt)l/qidt|Pldx|P2/Pldy|

[p(x,y) | (J||p(t,t)f(t,t)|Pldt|P2/,l>1dt)1/P2 x

1/p2

(f|fP (. r , K t n ( t.T}x , y f 1d t r 2 /qid,)1/H ^ x ] P2/Pldy]
a a  J

= || f(t,T)|j p |Km,n^t't;x*y,I (Q,P)
up(t,t) 'p(t,t)p(x,y)

a stąd teza.

TWIERDZENIE 1. Jeśli 

rPf(x,y)e L p ( x , y ) [ a * b J a , b ]  i  ( * .y ) |  P = Em,n<f)TP
p(x»y) p(x,y)

(2)
to

II f (X'y) - Sm,n[f ix«y]flTP ^
p(x,y)

<  Em,n(f)TP <1 + l|Kn>n(t,t;x,y)l (QfP) )
p(x,y) P(t,t),p(x,y)



Rozwijanie funkcji.. 179

D o w ó d .  Ponieważ na podstawie własności 1 i 2

f(x*y) " Sm,n[fix 'y ] = f<x ’y) - Pm,n(x’y) + Sm,n[Pm,n " f5x *y ]’ 

więc stąd z założenia (2) i lematu 1

||f (X »y)-S n [/*x *y]ll p < Em,n(f)TP + llSm,n[Pm,n-fix 'y]|lTP 4
Lp(x,y) p(x,y) p-x,y)

< Em,n<f \p + HKm,n(t't{X’y)|lT(Q.P) 3
P(x,y) p(t,T),p(x,y)

III. Kryteria zbieżności szeregów Fouriera wielomianów Jacobiego
Wielomiany Jacobiego dwóch zmiennych, to wielomiany stanowiące w kwa

dracie [-1,1; -1,1] układ ortogonalny z wagą

p(x,yj = [(1-x) (1-y)] [(1+x) (1+y)]1 , gdzie cC>-1, p>-1.

Oznacza się je

Jf t p,(x ’y> - j f ^ y )

Wielomiany Jacobiego unormowane z dodatnimi współczynnikami przy najwyż
szych potęgach x i y oznacza się:

j ^ *  ̂  (y)

Jako szczególne przypadki otrzymuje się z wielomianów Jacobiego przy:
1. cc = f> = 0 wielomiany Legendre*a Xm n(x,y)
2. cę = f s - j wielomiany Czebyszewa Tm n (x,y)

3. CC = P = wielomiany Czebyszewa rodzaju drugiego Um n (x,y)
1 14. c( = ■£, (* = - wielomiany wm>n(x»y)*

Szereg Fouriera wielomianów Jacobiego dla funkcji

f(x,y) ( Lp(x,y)[-1’1* ~1»1] jest postaci £  £  ck, 1 (x = y) *
k=0 1=0

gdzie
1 1

ck i = | j‘p(t,t)f(t,X)J^{P) (t,T)dt dt 
-1 -1
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Z twierdzenia 1 wynikają następujące wnioski dla wielomianów Jacobiego: 

Wniosek 1. Niech

6 = max|oę,(ij ^  - -jr, 6 Lp(Xfy)[-1 .1 »-1*1] i

lim (mn)2ei+2Em (f) p = 0  (3)
n —  2  Lp(x,y)

Jeśli cę > o i (3>0, to funkcja f(x,y) w Lp(x y)[_1*1 i-1*1] jest su
mą szeregu Fouriera wielomianów Jacobiego w Lp(x y j[-1,15-1,1].Natomiast 
jeśli o? 6 (-1,0) lub ¡3 £(-1,0), to funkcja f(x,yj jest w tej przestrzeni 
sumą szeregu Fouriera wielomianów Jacobiego tylko dla tych P i Q, dla któ- 

f Pi li ]rych max j- — , - —  j- jest mniejsze zarówno od cę jak i od (3 .

D o w ó d .  Z [1]( str. 419) dla m >  1 i n 1 wynika, że

II Km,n^t,l: ; x ' y ^iL (Q,P) ^
p(t,T) ,p(x,y)

j j  J* [ (1-x)(1 - y )  ĵ ( 1 +x) ( 1+y) ] |̂ ( J  | J* [ (1 - t ) (1 -  t ) ]  ^
- 1  -1 -1 -1

X

gdzie M jest stałą zależną tylko od oę i (3 
Ponieważ

Jil-x)^ (1+x)^dx = 2CC+i'+1 J*( 
-1 0

jest całką Eulera i jest zbieżna dla cę>-1, |3>-1, więc dla cę>0 i (?>0
całka (4) jest zawsze zbieżna, czyli

II ^m,n II p ^  M(mn) C (p̂  ,p£
Lp(t,T)p(x,y)

a stąd z twierdzenia 1 i warunku (3) wynika, że f(x,y) jest sumą szeregu 
Fouriera wielomianów Jacobiego.
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Natomiast jeśli cce(-1,0) lub f>6(-1,0), to całka (4) jest zbieżna tyłr
ko dla tych P i Q, dla których

«*ł2 v tCPp ft>2— >  - 1 i -1 oraz — - >  -1 i — - >  -1,1-, q, Pt Pi

i p 1 qllczyli dla cę 1 (ł większych od max j- — , - —
Z wniosku 1 wynikają natychmiast wnioski 2, 3, 4 i 5.

Wniosek 2 Jeśli

f(x,y) e lP[-1,1;-1,l] i lim(mn)2Em (f) p = 0,
m —. oo 9 Ii
n — *o

to funkcja f(xpy) jest w przestrzeni LP [-1,1;-1,1] sumą szeregu Fou
riera wielomianów Legendre's n (x,y).

Wniosek 3. Jeśli

cę=«p=i, f(x,y)eLP ( j f-1.1 *-1.1 ] 1 lim(mn)3E (f) p = 0 ,P U . y U  m 'n Lp (x>y)

to funkcja f(x,y) w Łp(x y j [-1,1 ;-1,1 ] jest sumą szeregu Fouriera wie
lomianów Czebyszewa rodzaju drugiego Um tf(x,y)

Wniosek 4. Jeśli cę*p* - f (x,y)tLP (x>y) [-1,1 ;-1,i], n i n ( ^ f \

i lim mn Em n(f) p = 0, to f(x,y) Jest w l L x yj [-1,1 ;-1,1 ] su-
* 2 Z  ’ Lp(*.y)

mą szeregu Fouriera wielomianów Czebyszewa T _(x,y).Uly li

1?_1 ll_ min,
p 2

*1
Wniosek 5. Jeśli c( w •£, p = - ■jr, f (x»y)*̂ p(x,y) [-1 *1 *-1,11* m^n p̂̂ *

1L) >  I i lim<m,n)3E (f) - = 0, to f(x,y) jest w LP , [-1,1 ;-1 ,l]
*2 2 m— »o m »n Lp , . P-*»yi L

n— oo P<x »y>
sumą szeregu Fouriera wielomianów n(x,y) o
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IV. Kryteria zbieżności szeregów Fouriera funlcc.1l układów Haara. Radema- 
ehera, Walsha 1 Franklina

a) układ Haara

Funkcje dwóch zmiennych układu Haara określa się następująco:

x i ^ U . y )  = * ! k)(x) x ^ i y ) ,

gdzie

dla t [23C-2 2K-]

dla t e t p . - f l r

n dla pozostałych punktów przedziału |0,ll, przy czym
u 11 = 0,1,2,..., JC = 1,2,...2? . 1 J

Układ funkcji Haara jest układem ortonormalnym z wagą p(x,y) = 1 w kwa
dracie Jo,1; 0,l].

Dla układu Haara z twierdzenia 1 wynika wniosek:

Wniosek 6. Jeśli

f(x,y)ilP [o,1;0,l] i lim(2m+1-1) (2n+1-1)Em>n(f) p = 0 (5)m — «»o
n

to funkcja f(x,y) jest sumą szeregu Fouriera funkcji układu Haara w 
LP [0,1;0,1] .

D o w  ó d . Dla układu Haara

l K m , n ( t ' T J x ’ y ) | =  | K m < t » x > | | K n ( T * y ) I =

m 2

i=0 k=1 j=0 U l

n 2
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n • 2' (1)
< 1  | l ^ k ) ( t ) ^ k ) (x)| I  | £ * 5  ^)^j(1,(y)|<
1=0 k=1 j=0 1=1

<  £  2i][ 2i = (2B+1-1)(2Bł,1-1).
i=0 j=1

Zatem

a stąd z warunku (5) i twierdzenia 1 wynika teza.

b) układ Rademachera
Funkcje dwóch zmiennych układu Rademachera określone są następująco: 

r5c>i(x,y) = rk.(x)r1(y), gdzie

n _ r* . o

fj ( t) =•

0 dla t = — r, gdzie n = 0,1,2,...,2
2

(-1)n dla 2-r <  t <  Sil, gdzie n = 0,1,2,... ̂ - I
2 2

Układ funkcji Rademachera jest układem ortonormalnym w kwadracie [o,1; 
0,1] z wagą p(x,y) = 1.

Dla tego układu wynika z twierdzenia 1 następujący wniosek:

Wniosek 7. Jeśli:

f(x,y) e IiP [o,1 ;0,l] i lim(mn)Em n (f) p = 0, (6)
m — o. ’ 1
n «=*>

to funkcja f(x,y) jest 3umą szeregu Fouriera funkcji układu Rademachera 
w przestrzeni I/2 [o, 1 ;0,i] .

D o w  6 d. Ponieważ

m n

|Km,n(t’T ix *y)| <  Z  |rk (t,rk (x)Z  |rl(T >rl(y>|< 
k=1 1=1
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więc

l l K m , n ( t ’ T 5I ’ y ) H L ( Q , P )  4 m n  C ( P 1 ' P 2 )

a stąd z warunku (6) i twierdzenia 1 wynika teza.

c) układ Walaha

Funkcje dwóch zmiennych układu Walaha określone są następująco:

v m ^ 1 ) ( x *y) =■ v  <k) (x)v <1) (y),

(at)gdzie (t) określa się za pomocą funkcji Haara

(t) = x ^ j ( t )  - ^ ! ^ ( t )  ± ...

przy 1, X = 1,2,...f2^-1.
Układ funkcji Walsha jest układem ortonormalnym w kwadracie [o,1jO,l]. 
Dla tego układu prawdziwy jest

Wniosek 8. Jeśli:

f(x,y) 6 LP [o,1;0,l] i lim(2m-1 H 2 n-1 )Em (f) p = 0, (7)
m—  *° 9 L
n—*•*

to w przestrzeni LP [0,1;0,1] f(x,y) jest sumą szeregu Fouriera funkcji 
układu Walsha.

D o w  ó d. Dla układu Walsha 

,1-1 ,3-1
K (1)
m,n(t'X 5x «y)h  S I U  £  Y, v j ‘'(t)xj1}(y)

1=1 k=1 j=1 1=1

<(2m-1)(2n-1),

bo

(8)

,1-1 ,1-1
Y  ^ v } k,( t ) \ ? ^ Y < k,(x) = 21-1 ^  Y i k)(t)vlk)(x)
k=1 k=1
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a stąd

,i-1

I
k=1

, (k) (t)y|k)(x) ^  21-1

Analogicznie

V  i-1 )v> j1  ̂(y) 
1=1

/ 2j-i

Z (7), (8) i twierdzenia 1 wynika teza.

d) układ Franklina
Funkcja dwóch zmiennych układu Franklina jest postaci cpmn(xy) 

gdzie fp^(t) są funkcjami ortonormalnego układu otrzymanego merodą Schmid
ta z układu funkcji joę^(t)j. Natomiast funkcje of^(t) są określone nastę
pująco: niech |ui| będzie ciągiem punktów ju j  = {a,b,u] ,Ug,Ug jUg.u^»u^,...J,

gdzie uk = a + -^ (b_a) i = 1,2,3,... k = 1,2.... 21-1, cę. (t) niech
1 2

będzie funkcją liniową taką, że o(1 (a) = 1, cę, (b) = 0, cCgit) funkcją li
niową spełniającą warunki CC2(a) = 0, cę̂ (b) = 1 ,  dla i>2, odcinek [a,b] 
należy podzielić na i-2 części punktami CJ1, Wg,..., w i_1 i jeśli w ^ w ^ ,  
u l ] ,  to poza tym przedziałem cę^(t) =  0 ,  a wewnątrz funkcja «^(t) jest 
łamaną o wierzchołkach cĈ Ccô ) = cCj.(Ł̂ c) = 0 oraz eC^(w^) = 1.
Z oszacowania podanego w [2] wynika, że:

, ( ), < c  7  1 tT - ^i" l|cfi(t) I ^  °i i q *

gdzie C1 i q są  stałe, 0 <q < 1 , t  = ^  = a + — ^j-(b-a) i=2'U + V ,

V = 1, . . . ,2̂ *, — 0,1,..«
Ponieważ Ti y  ■- należą do przedziału [0,1] , więc |T- zatem

1

|<1P i (t) | <  c2 i?.
Stąd

m n

lKm,n(t'T ;x 'yJl ^  S k (t]cPk(x)l £  kPl(t)?l(y,l <  
k=1 1=1

m n
sj ^3^  1 = C4 mn(m+1)(n+1) <  C^(m+1)2(n+1)2

k=1 1=1
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Jest więc

||Kmln(t,T;x,yj|| , p) 4  C(p,,p2) (m+1)2 (n+1 )2 .
L *

Wynika stąd, że prawdziwy jest następujący wniosek z twierdzenia 1

Wniosek 9. Jeśli

f(x,y) 6 lP [a,b;a,b] i lim(m+1)2 (n+1) 2Effl (f) p = 0,
9 L

n —»- »o

to f(x,y) jest sumą szeregu Fouriera funkcji układu Franklina w lP [a,b; 
a,b].

Panu Profesorowi Julianowi Musielakowi pragnę podziękować za wiele cen
nych uwag dotyczących tej pracy.

Wpłynęło do Redakcji w maju 1974 r.
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TffifiH 4>yPbE śtyHKUHM f (x,y) t  L p ( x  y j [a,b;a,b]

P e 3 10 m e

B siofi ciaTbH npeAOTaBJieHH K p m e p H H  cxoahmocth  phaob  iypte b npocipaHC- 

t Bax y)[a »9;a,b]. PacCMaipHBaeiCH psflM $ypbe noCTpoeHu H 3 iiojihhomob

H x o 6 h , ctyHKUHH QHCTeMOB Xaapa, PaaeMaxepa, yojima u 3>paHKjiHHa.
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FOURIER SERIES FOR THE FUNCTION f(x,y) 6 I'p(x y ) [a,t.;a,b]

S u m m a r y

In this paper there are given convergence criteria for Fourier series 
in the spaces lp(x y)[a,b;afb] with mixed norm, where Fourier series are 
taken with respect to systems of Jacobi, Haar, Rademacher, Walsh and Fran
klin functions.


