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0 STABILNOŚCI PEWNYCH RÓWNAN HIPERBOLICZNYCH 
Z LOSOWYMI WSPÓŁCZYNNIKAMI

Streszczenie. Rozważamy zagadnienia związane ze stabilnością roa- 
wiązań pewnych równań hiperbolicznych, których współczynniki są cza 
sowo-przestrzennymi procesami stochastycznymi z niejednorodnymi wa
runkami brzegowymi. Do badania używamy między innymi zmodyfikowa
nych nierówności energetycznych.

Wstęp
W pracy rozważamy dwa różne zagadnienia mieszane dla pewnych układów 

hiperbolicznych. W części pierwszej rozważymy zadanie mieszane dla równa
nia hiperbolicznego spełniającego warunki Łopatińskiego i do badania sta
bilności wykorzystamy nierówność energetyczną wyprowadzoną przez Rentaro 
Agemi w pracy [i] . W części drugiej uogólnimy wyniki uzyskane przez P.K.C 
Wanga na przypadek niejednorodny. W całej pracy przyjmujemy założenie, że 
realizacje występujących procesów stochastycznych są na tyle gładkie, że 
zapewniają istnienie i jednoznaczność rozważanych zadań brzegowych.

1. Nierówność energetyczna 1 zadanie mieszane (P.B)
Niech R" będzie otwartą półprzestrzenlą x - (x,xn),xn cł , a R® jest

jej domknięciem.
Rozważmy w [o , Tj x R^ (T>0) operator hiperboliczny:

2 B 2 n 2
P(t.x.c*D) = 7 -^ - 2£a.j(t,x,u) - Y  ajlc(t,x,U ) (1.1)

j- 1 3 j ,kał 3 K

gdzie łj jest elementem pewnej przestrzeni probabilistycznej.
Założymy, że dla prawie każdego O) , dowolnego (t,x) fc(o,T]xR” i dowolnego

... ^ n) 6 Rn i różnego od zera zachodzą nierówności
n

{ajk^t,x,lĴ + aj(t»*»t‘>)ak(t,x,«j)j > (1 .2 )
j,k=1 l

ann(t,x,o) > 0  (1.3)

Przyjmiemy także, że dla każdego u , a ^  są symetryczne.



190 Adam Czech

Na [o»TJ x rozpatrzymy operator brzegowy:

n- 1
B(t,x',co;D) = ■jj—- - ̂  hj(t,x’,tj) - c(t,x',io) + g(t,x',(j) (1.4)

n j- 1  i

Przyjmiemy, że zadanie (P,B) spełnia następujące

Założenie 1 . 1.  Niech (L1)

Pjo: ann(t,x,w)c(t,x',w) +a(t,x,(j)> o j  =  1 ( 1. 5)

(Lg) dla prawie każdego to forma kwadratowa H(t,x,6) jest dodatnio pół- 
określona, gdzie:

H(t,x,6) =. (annc+an)2 (anni-6)2-2(aDnc+an)(ann«-an)(aDnc<-anó),

(an n M )  " (ann+an)(annP+ó)2

n n- 1
a = V  â  (t,x,o>) ój p= ^  bj(t,x,u)6.j 

j=1 j=1

n- 1  n- 1

ć " Z  anj<t'x*u)6J *" Z  ajk(t«x'W,6j6k 
J-1 J,k=1

óe Rn- 1

Rozważymy zadanie mieszane

P ( t , x , t o ; D ) u  * N ( u , u )  + f ( t , t o )  N ( 0 , w )  = 0

u ( 0 ,X , to )  a T ^ U . t o )  (0 ,X ,to )  = t 2 2 (x,W ) (0 ,X ,to )  = (^ (» .« o )  ( 1 . 6 )

B(t,x',u;D)u = Ç(t,x',to)
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Wprowadzimy definicję stabilności:

DEFINICJA 1.1. Rozwiązanie trywialne zadania mieszanego (1.6) nazwiemy 
stabilnym wg średniej w przedziale [o, T], jeżeli:

TWIERDZENIE 1.1. Niech będzie spełnione założenie 1.1 oraz warunek:

Wtedy rozwiązanie trywialne zadania (1.6) jest stabilne w sensie defini
cji 1 .1 .

D o w ó d .  Ustalimy o i rozpatrzymy odpowiadającą mu realizację 
u (t,x). Realizację współczynników spełniają warunki (L^) o (I2)» a "ięc 
na mocy rezultatów osiągniętych w pracy [1 ] ma miejsce następująca nierów
ność energetyczna:

i > 0 ó >0
A A E [llu(0,o ,CJ) || 1 + <<u(t, ,0,0»* + II f (t,x,o) II* 1 < ć  =»

y\ Eiiu(t,x,o)n. < f 
t e [ o , T ]

l|N(u,o) ||0<  < C 1Ju| 1

t t
II U (t,o )||f + j « UM(a,o,0)»2<K(jy(PuJ(8,.)||;; +

O o

t
+ J«(BuJ (s,o,0)>>^ds + II uu(0,o)||2 ,

O

gdzie:

n

natomiast
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jest normą indukowaną przez iloczyn skalarny <C° ,°> w przestrzeni Ii2 (R°\r“). 
Nierówność energetyczna zachodzi dla tfc[o,T],
Biorąc pod uwagę, że drugi człon po lewej stronie nierówności energetycz
nej jest dodatni, możemy ją przepisać w postaci:

t t
¡|uw(t,°)||2 4Kj Puu(s,o)||2ds +KlJ«Buu(8,o,0»2ds+||uj0,o)||2 (1.7)

0 o

Wykorzystując założenie dotyczące nieliniowości, mamy:

ll(Puu) (s,°)ll2 = II N(u,co) + fw (t, ° ) | | 2 4 2||N(u,n>)||2+2 ||f(t, ° ) | | 2 (1 .8)

Uwzględniając (1.8) z (1.7) otrzymujemy: 

t 

0
Hujt , ° ) | | 2 «KjflNiu.uJI^+llf (s,O)||2]ds+K1(f«Buo)(s,ot0)» 2ds+K||uCJ(0,o)||2, 

0 0 (1.9)

t T
ponieważ J*(°)ds ^Jiojds, gdy funkcja podcałkowa jest dodatnia,to przyj

miemy:

[<<(BuJ(s,°,0)> > * ]2 = |«(ButJ)(s,o,0)»2ds (1.10)

T
[II f^Ct.c) * ] 2 = |llfw (s,o)||2dS (1 .1 1 )

o

Nierówność (1*9) może być przepisana w postaci:

t
ucJ(^°}||i<ciKi[J||uJ s,°)||ids+Ki [f(t,°)|ro2+«BuJs,o,0)»*2] (1 .1 2 )

Wykorzystując nierówność Gronwalla-Bellmana z (1.12), mamy:
9 r #9 ^91 KC1TIKJt.^Bl^KiIHfJt , . ) ! ! * 2 +<<3ujt,»,0)»12]e (1.13)
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Ponieważ powyższa nierówność zachodzi dla prawie każdego cj , więc

KC T
| j u ( t , | | ^ C i c ,  [ | | f ( t ,  °,cj)!|*2 + < § B u ( t , ° ,O f< j ) » * 2] e  1 (1 .14)

Pierwiastkując obustronnie 1 wykorzystując oczywistą nierówność:

^ a2+b2 <  a+b

dla a,b > 0 mamy:

li u ( t , ° , u ) | | * < D  [ ||f  ( t , ° , u ) | *  + < c B u ( t , ° ,0 , i j )  (1 .15)

gdzie D = YKexpfKC.T]. Uśredniając obustronnie i biorąc pod uwagę, że
nierówność (1 .1 5) zachodzi dla dowolnego t 6 [ o , T ] .otrzymujemy tezę twier
dzenia.

Przykład
Rozpatrzymy jako przykład równanie struny:

ć>2u 1__ 0 i i > Bu |
^ 7  3 r|jr Bx LpU) toj

u(0,x) = cp(x) ut(0,x) = y (x) 0 ^ x ^ 1  (1.16)

u(t,0) = ^(t.u) u(t,1 ) = Ś2 (t,co)

przy czym na warunki brzegowe i początkowe nałożymy następujące ograni
czenia:

<p(0) =V>(0)  = 0  P { u :  ^i  [0,u) = 1 2 (0,a>) = 0 $ = 1 ( 1 . 1 7 )

cp( 1)  = V ( 1)  = 0  P { o :  ^ ( l . u )  =* ^2 ( 1 ,<j ) = O $ = 1 ( 1 . 1 7 )

Dla badania stabilności zadania (1.16) wyprowadzimy pewną nierówność ana
logiczną do nierówności energetycznej. Oznaczymy:

1

E(t) = ^ J(r(x) [ut] 2 + p(x) [ujc]2)dx (1.18)
0
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Wykonując proste przekształcenia (patrz [3]> (1.18) można przedstawić w 
postaci:

Będziemy badać stabilność rozwiązania trywialnego zadania (1.16) w klasie 
procesów, których prawie wszystkie realizacje są ograniczone i mają ogra
niczoną przez wspólną stałą M pochodną . Przyjmiemy, że funkcje p(x) i 
r(x) są ciągłe i nie mają zer w przedziale [o,l]. Wtedy istnieje stała 
M1 taka, że:

E(t) = E(0) + j[p(1)ux(1,t)ut(1,t)-p(0)ux(0,t)ut(0,t)]dt (1.19)
0

|E(t)| «  |E(0) | + |J,p(1)ux(1,t)ut(1,t)dt| + |j,p(0)ux(0,t)ut(0,t) dt| (1.20)
0 0

I E ( t ) I <|E(0)I + M1 [|t;i(t,cj)| + |^(t,o)|] ( 1 . 2 1 )

Z kolei

E(0) = ̂ J(r(x)[x’(x)]2+p(x) [tp'(x)] 2 )dx^N1 J  [(¿U)] 2+[x/(x)] 2 )dx (1.22)
0 0

gdzie

max { r(x),p(x)|.
x  eL °  > U

Przyjmiemy:

0

Ponieważ nierówność (1.21) zachodzi dla dowolnego ti [o ,t1, więc:(A)
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Otrzymujemy podstawową nierówność:

|u(t,x,w) ||4N2|E(t) | l / 2  (1.25)

z której wynika, że:

1
[ J|u(t,x,o)| 2dxj1/24 N3lE(t)| 1//2 (1.26)

0

Oznaczając tym razem wartość przeciętną przez M i  II u II przez

[j|u(t,xfu)l 2] 1 / 2 (1.27)
0

otrzymujemy:

M ||'0(tfx,u)||4N3M E(t)j 1//2

Z nierówności (1.27) i (1.23) otrzymujemy tezę przykładu.

2. Badanie stabilności pewnego układu hlperbollcznego
Rozpatrzymy teraz symetryczny hiperboliczny układ postaci:

N
)+(BQ(x)+B1 (t,x))+f(t,u), (2.1)

i=1 1

gdzie i Bq są NxN wymiarowymi macierzami, których elementy są funk
cjami x,f(t,u) jest n-wymiarowym wektorem, którego składowe są procesami 
stochastycznymi, podobnie jak niezerowe wyrazy macierzy B1. Macierze Ai 
są symetryczne i ciągłe różnlczkowalne.
Przyjmiemy, że układ jest określony w pewnym obszarze D n-wymiarowej prze
strzeni x, te[O, Macierz BQ jest ciągła w U. Wprowadzimy normę

V = ||u(t,x,u)||2 ■ i *  t,x)u(t,x)dli = <u(t,x) ,u(t,x)> (2 .2 )
O

znak " " oznacza transpozycję.
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Mamy:

N
dv ✓ V  ödl = 07~(Ai(x)u(t»x)>u(t»x)>+

i=1

NIt=1
<u(t,x),^T (A^(x)u(t,x) >  + <u(t,x),(B^. + B0)u(t,x)>

+ <u(t,x), (B̂  (t,x) + B 1 (t,x),u(t,x) > +

+ <f(t,u),u(t,x)>+<u(t,x),f (t,u)> (2.3 )

Wykorzystując założenie, że A^ są symetryczne i ciągłe różniczkowalne w 
D, można (2 .3 ) przedstawić w postaci:

N
dv 
Tt ^-(u' (t,x)Ai(x)u(t,x))d> +

P i=1

Ji, (x)
+ < B q(x) + B0(x) + 2^ — u(t,x),u(t,x) >  + 

i-1 1

+ <(B 1 (t,x) + B 1 (t,x) )u(t,x),u(t,x)> +

+ <  f (t,u) ,u(t,x) > + <u(t,x),f (t,u)> (2.4)

Oznaczając przez n^ składowe wektora normalnego do brzegu obszaru D któ
ry oznaczymy przez 3 D, mamy:

N
d v 
ćTt

0D i=1
■ i i  u1 (t,x)A^(x)u(t,x)n^d (OD) (2.5)

Przyjmiemy dla układu (2.1) lokalne warunki brzegowe postaci:

NI
t)D r =1
J u'it.xH^xMt.xJn^iöD) » (,(t,u) (2 .6)
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gdzie | jest procesem stochastycznym. Oznaczymy:

J* SA (x)
J(x) = Bq (x ) + Bq (x ) + £  (2.7)

r=1

i przez (j(J(x)) oznaczymy spectrum J(x) przy ustalonym x. Przyjmie
my:

Założenie 2.1. Niech:

(1 ) <f (t,u),u(t,x)> + <u(t,x)f (t,u)<f (t,Ł»)v

(2 ) istnieje sup <3(j(x)) <  0
x 6 D

Mamy:

|̂|(t,co)( . [sup ¿(J(x)) + || B' (t,x) + B 1 (t,x)Hl +i^(t,u)]v (2 .8 )
x € 0

t t
v ( t ) - v(0) ̂  f |£(s,«j) | ds . j* [sup<i(J(x)) +||B^(s,x) + B1 (s,x)|| Jvds (2.9)

o o x

Dla układu (2.1) z warunkiem brzegowym (2.6) możemy udowodnić następujące 

TWIERDZENIE 2.1. Niech
t ,

sup <S(J(x)) + lim ifIb'(s,x) + B1 (s,x)||1 +17 (s,u)| ds <  0 (2.10) 
x £ D t— «

oraz niech wypełnione będzie założenie (2.1). Wtedy układ (2.1) jest sta
bilny asymptotycznie w sensie Lapunowa o ile realizacje procesów B^it.x) 
i 12 (t,x) są ciągłe z prawdopod. 1 .

D o w ó d .  Zastosujemy do (2.9) nierówność Gronwalla-Bellmana. 
Otrzymamy wtedy:

t

t
+ j J[llBi (0>x) + B 1 (s,x)||1 + 1 (̂3 ,CJ)] ds | (2.1 1 )

0
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z (2.1 1 ) wynika przy założeniu, że:
<»©
$(a,w) |ds <  ««

0

lim v(t) = 0 (2 .1 2 )t—

Dla prawie każdego tj funkcja

t
exp t[sup <5 ( J(x) ) + J J[llBi (0«x) + B1 (s,x) ||  ̂ +î  (s ,ą>)] dsj

X6D 0

jest ciągła w przedziale [o,00) , a z (2 .1 2 ) wynika, że jest w tym prze
dziale ograniczona przez pewną stałą M. Z (2.11) mamy:

®o
v(t) <  [v(0) + J | £(s,o) | ds] I-I. (2.13)

0

uśredniając, otrzymujemy:

[E v(t)] 1 / 2 <  [(v(0) ) 1 / 2  + (E |°|̂ (a,<u)|ds| 1/2]m (2.14)

przyjmując jako normę z warunków brzegowych

H^t.w)^ = e J| |$(s,u) |ds]

i jako llu(0,x/j)|lo= \v(0) oraz II u(t,x, w)II » [Ev(t)J1/2 otrzymujemy tezę
twierdzenia w sensie definicji o stabilności wg trzech norm.

Wpłynęło do Redakcji w listopadzie 1973 r.
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CTAEHJIHTIi HEKOTOPHE rHIlEPBOJIHHEC1ÍHX yPABHEHHH

P  e 3 » m e

B pafioTe ynaaaHbi acjiOBua ycioSnHBOCTH ypaBHeHHit rnnep6ojiHvecKoro Tana.
K HCJie^OBaHHio ycioSaHBOCTH npHMeHeHHs HepaBeHCTBO rpoHyojijia-Beji-riMaHa a 

oóobiąeHHHe sH epreTaąecKae HepaBeHCTBa.

ON THE STABILITY SOME HIPERBOLIC EQUATIONS

S u m m a r y

In this paper we investigate two different mixed problems for some hi- 
perbolic systems. In part one we consider a mixed problem for hiperbolic 
equations fullfiling Lopatinski s conditions and to investigation stabi
lity we opply energetic inequality deceived by Rentaro A gemi in work (I) 

We generalized results deceived by P.K.C. Wang in part two.


