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0 STABILNOŚCI PEWNYCH UKŁADÓW CIĄGŁYCH 
Z OPÓŹNIONYM ARGUMENTEM

Streszczenie. W pracy tej badana jest stabilność pewnych układów 
równań różniczkowych cząstkowych z opóźnionym argumentem przy zabu
rzeniach losowych. Uzyskano dla nich szereg kryteriów stabilności 
wykorzystując półgrupowy operator przejścia.

I. Uwagi wstępne

Rozpatrzymy układ postaci:

= L0 u(t,x) + B(t,x,io)u(t-T,x) +

+ h(t,x,u(t,x), u(t-T,x)) + FQ (t,x)u(t,x) +

+ F 1 (t,x)u(t-T,x) (1 )

z warunkiem początkowym

u(t,x) » v(t,x) dla t 6

1 warunkiem brzegowym

j3u(t,x) = 0 dla (t,x)e ^Gx[to,00,) (3)

gdzie Lq jest macierzowym operatorem różniczkowym, zawierającym pochodne 
względem zmiennych przestrzennych o stałych współczynnikach, B jest n x n 
wymiarową macierzą, której niezerowe elementy są czasowo - przestrzennymi 
procesami stochastycznymi, h(t,x,u,v) jest n wymiarowym kolumnowym wek
torem funkcyjnym, PQ i F 1 są pewnymi całkowymi operatorami ograniczo
nymi (w sensie ograniczonej normy IIP.II = sup IIP.uli).

1  llull = 1
Przyjmujemy, że układ określony jest w zbiorze walcowym Gx[t0,°°), gdzie G 
pewien zbiór otwarty i spójny w przestrzeni Rn , t może w szczególności 
być równe zeru. Przez oznaczymy stan rozpatrywanego układu w chwili
t i przestrzeń stanów oznaczymy przez T
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Niech w dalszych rozważaniach spełnione będzie 

Założenie A :
a) przestrzeń stanów P  jest przestrzenią Banacha z ustaloną normą tiuli 

i II u II dla dowolnego stanu,
b ) L przy warunku brzegowym f i u - 0 generuje półgrupę operatorów przej

ścia { 0  o < t , t o < ° ®  ,
c) II 0(t, T) || <  C exp - (t - T),
d ) II h(t,x,u,v) II ^  Kq (t) Hull + K 1 (t)Hvll gdzie KQ (t) i K.,(t) są ciąg

łymi, nieujemnymi funkcjami dla dowolnych, ograniczonych u i v oraz 
h(t,x,0 ,0 ) » 0 .
Założenia b) i c) są równoważne temu, że zdeterminowana i liniowa część

układu ma własności układu, którego stan zerowy jest asymptotycznie eks-
potencjalnie stabilny. Rozpatrywane układy można interpretować jako ukła
dy dynamiczne z przesuniętym w czasie kontrolnym sprzężeniem zwrotnym. 
Wprowadzimy następującą definicję stabilności:

DEFINICJA 1. Mówimy, że rozwiązanie trywialne układu (1) jest asympto
tycznie stabilne, jeśli

\ y  sup llv(t.x) II <  S =£ llu(t,x) II <  6 (4)
£ > 0  <5>0 te[t0-X,to] t > t ; 0

lim llu(t,x)lł » 0. (5)
t — ««

Jeśli powyższe relacje są prawdziwe dla prawie każdego o , mówimy o sta
bilności z prawdopodobieństwem jeden. Jeśli zachodzi tylko (4), mówimy o 
stabilności w sensie Kozina. Normy i|B|, I|F0II» II F-ji S3 normami operato
rów generowanymi przez normę ||. |.

II. Kryteria stabilności

Wykorzystując operator przejścia <f> możemy układ (1) zapisać w posta
ci równania całkowego

t
u (t,x ) - 0(t,to )v(to,x) + J* <l> (t,f) [B(t' ,x,u) u(t-t,x) +

*o

+ h(t',x,u(t',x), u(t' -T,x)) + Fo (t',x) u(t',x) + F.,(t',x) u(t-l,x)]dt' (6)



Przechodząc w (6 ) do normy i wykorzystując założenie A, mamy 

llu(t,x) 11« C II V (tQ ,x) || exp - <f(t-to) +

t
+ C J exp - y(t-t') j[Ko(t') + BPo(t',x)||] u(t’,x) II +

* 0

+ [K1 (tr) + iF^t'.x) II + HB(t,,x,w)||]llu(t,-t,x)»} dt' (7)

Dla skrócenia zapisu wprowadźmy następujące oznaczenia:

K0(t) + IIP0 (t,x) II = R0(t)

K1 (t) ■ l|F1 (t,x) II = R1 (t)

Związek (7) przybierze więc postać:

llu(t,x)!l<C exp “ T (t—tQ) II v(tQ,x) II + 

t
+ C i exp - tf(t-t') R0(t') ||u(t',x)II dtr + 

ło
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t
+

t„

(8 )

vC  J  e x p  -  T f  ( t - t i )  J l?1 ( t 1)  +  II B ( V , x , u > )  II ]  I l u ( t — t , x )  II d t '  ( 9)

Wprowadźmy podstawienie t* « t'- T w drugiej całce. Mamy wtedy 

llu(t,x)ll « C  exp -y(t-t0 )ll V (to,x)|| +

t
+ C §  exp -fl(t-t') Ro(t')llu(t',x) II dt' +

*o

t-T
+ J  C exp -T(t-t"-t) [R^t'+t) + llB(t’ + t,x,w)ll]llu(t’,x)Hdt' (10)

‘o“1"
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Ponieważ wyrażenia podcałkowe są nieujemne, mamy oczywiście 

t-T t t-T t t

/  - f  * /  «  f  * Jt -t t -T t t - T  to o o o o

A więc

llu(t,x)ll exp II Y (tn,x) +

tt
+ C J* R0 (tO l|u(t,x)|| dtr + c f  exp - yit-t") exp (t+T) +

*0 t o"i:

+ llBit*+t,x,u) i] ||TP (tn ,x)l|dt" +

t
+ J  c j R ^ t ' + t )  + H B i t ' + t . x . O ) » ]  llu(t",x)ll x

* 0

x exp 7 I exp dt" (1 1 )

Biorąc pod uwagę, że 7 , 1  > 0 ,  mamy exp 7  t >  1 , • więc nierówność
(11) będzie prawdziwa, jeśli stałą C zastąpimy przez stałą 5 » C exp^t 

Wykażemy obecnie następujące

TWIERDZENIE 1. Zakładamy, że HB(t,x,u)|| jest ciągła względem t z praw
dopodobieństwem 1 oraz, że spełnione jest założenie A.

Jeżeli

sup [R (t) + H.(t)] + sup || B(t , x , c j ) II <  — , 
t>tQ-T 0 cj,t>t0-t C

to rozwiązanie trywialne równania (1 ) jest asymptotycznie stabilne w sen
sie definicji 1 , a w przypadku słabej nierówności jest stabilne w tym sa
mym sensie z prawdopodobieństwem jeden.

Uwaga! sup ||B(t,x,u)|| brane jest po pewnym zbiorze miary jeden.
10



O stabilności pewnych układów ciągłych. 205

D o w ó d .  Zauważmy, że 

t
C exp ( -  jt) r e x p j t *  jR 1 ( t *  + t )  + IIB( + t ,x , t j ) 8  ]  li ’•P ( t" ,x ) l l  dtff

to“T

<  Ć -  sup N V(t,x)HM exp(-Jt) «  B sup llij>(t,x)liexp(- yt),
C te

JP H v
P o  - X ' XJ

sup
‘ • P o ^ ^ J

gdzie:

O
i exp jt" dt" | B . C £  K - TM.
J  r.

Mamy więc

V T

i u(x,t) II < 5  exp - 7 (t-tQ ) sup ^IHf(t,x) II +

+ U exp - f(t-t ) aup IW(t,x)l x

• w r r ;  * ' i  K “ '

+ » B(t* +T,x ,«j) l]lu(tff,x)Bdt" ( 12)

|u(x,t)l s$C exp - T (t-t ) sup llv(t,x)H +
t €

JD
Ć o - ^ o J

B jf  H0 (t") + B, («*+«) +

(13)

gdzie:

C - C + M/exp 7 t
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Wykorzystując obecnie uogólnioną nierówność Gronwalla-Bellmana, mamy

u(x,t)ll < C  sup IIV (t,x)llexp C (t-t j [ -  “ +
- p o - ' - ' o ]t e

+ sup [rq( 1:) + R-|(t) + sup II B (t ,x ,u ) l |  ]
t>tQ-l

(14)

Z zależności (14) wynika natychmiast teza twierdzenia.
Wykorzystując (13) można udowodnić nieco inne kryterium stabilności.

TWIERDZENIE 2. Zakładamy, że spełnione jest założenie A. Jeżeli £rq (t) + 
+ R^(t) + II B(t,x,u)ll] jest ograniczona dla prawie każdego, cj oraz 
lim Ir (t) + R,(t) + llB(t,x,u)llJ < ^ dla prawie każdego , to rozwią- 
t 0 1 Ć
zanie trywialne równania (1 ) jest asymptotycznie stabilne w sensie defi
nicji 1 z prawdopodobieństwem jeden. Jeśli pozostawimy tylko drugi waru
nek, to jest stabilne w sensie Kozina z prawdopodobieństwem jeden.

D o w ó d .  Zastosujemy do zależności (13) nierówność (Jronwalla-Belł- 
mana. Otrzymujemy:

||u(t,x)ll <  C sup II y (t,x)llexp{ - T (t—t ) +
te[to-‘t>to]

t
+ C j* [R0 (t") + R 1 (t"+T) + llB(t"+t,x,u)ll] dtn] (15)

Stosując tw. de 1’Hospitala mamy

U
J  R0 ( t " )  + R1( t " + t )  + I IB(t" +t ,x , to) l ldt"

lira
t — ®o

lim [RQ(t) + R 1 (t+t) + ||B(t+T,x,t))||]< 4 (1 6 )
t —  OO

Z (16) wynika, że wybierając dostatecznie duże T, dla t > T  mamy 

t
§  [Rod:") + R ^ f + t )  + HB(t" + l,x,w)ll] dt" <  ̂  e(t-tQ ),
ło 5
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gdzie £ dowolnie mała liczba dodatnia, mamy więc

II u (x, t) II 4  C sup II V(t,x)ll exp(t-t )(-?+ jO  dla t > T  (17)

Ponieważ t może być dowolnie małe, z (17) otrzymujemy natychmiast 

lim l|u(t,x)l = 0  z prawdopodobieństwem 1 .
t — OO

Jeżeli natomiast w przedziale [tQ,T] zgodnie z pierwszym założeniem
RQ (t) + R.j(t) + II B(t,x,io)ll jest ograniczone, wtedy dla tt [to,T]mamy

| l u ( t , x ) l l <  Ć sup l|ip(t,x)ll exp -  ( t - t  ) x

x exp C T sup [R ( t )  + R. ( t+ t )  + IIB(t+t,x,u>)ll] (18)
t e f o . q  °

Ostatni czynnik w iloczynie po prawej stronie (18) jest ograniczony z praw
dopodobieństwem jeden. Z (17) i (18) wynika teza naszego twierdzenia, co 
kończy dowód,

III. Uwagi końcowe

Powyższe twierdzenia można przenieść na przypadek układów, w których 
zamiast opóźnienia X wprowadzono pewną funkcję losową f(1,<n), o której 
zakłada się, że jej prawie wszystkie realizacje eą nieujemne (lub dodat
nie). Stan początkowy układu byłby wtedy wyznaczony poprzez f u n k c j ę Ct,x) 
określoną w [t0- »̂ » gdzie

t « sup f(T,u)

Możliwe jest również przeniesienie na równania różniczkowo-całkowe z czę
ścią całkową typu Fredholma i na równania całkowe z przesuniętym argumen
tem.

Wpłynęło do Redakcji w październiku 1974 r.
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OE yCT0ÎÎHHBOC TH HEK0T0PAX HEIIPEPAEHAX CHCTEM 
0 3AIIAyAHBAKHHM APITMEHTOM

P e 3  »  u  e

£  3T 0 Í4 p a O o r e  u h  a c c x e a y e u  y c T o f t t m B O C T t  H e K o i o p u x  H e n p e p H B H H x  c n c i e u  c 
3a n a 3«H Bajom H M  a p r y M B H T o u  n p a  c j t y i a i h a n c  B O a u y rç e H H H X . l i p a  n o u o i m  o n e p a i o p a  

c e u a r p y n n a  u h  n o j r y a a e u  h s c k o j i b k o  a p a i e p a a  a j i h  c a c i e u  b b a s .

■2̂  - Lq u(t,x) + B ( t, x , co) u(t-T,x) + h(t,x,u(t,x), u(t-t,x)) +

+ ?0 (t,x) u(t,x) + P^t.x) u(t-t,x)

rae F , P1 - orpaHBaeHHHa onepaiopu.

ON THE STABILITY OP SOME CONTINUOUS SYSTEMS WITH TIME DELAY

S u m m a r y

In this paper some stability criterions for continuous systems with 
time delays are considered. We applied theory of semigroup operators to 
investigate asymptotical stability of dynamical systems of the form

=. Lq u(t,x) + B(t,x,cj)u(t-T,x) + h(t,x,u(t,x),u(t-t,x)) +

+ PQ ( t , x )  u(t,x) + P-j (t,x ) u(t-t,x)

where PQ and P1 are some bounded operators.


