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0 STABILNOSCI PEWNYCH UKLADOW CIAGLYCH I MIESZANYCH

Streszczenie. W pracy dowodze dwa twierdzenia dotyczace stabil-
noscT“o3powTe3nich uktadéw ciggtych i mieszanych, wykorzystujac me-
tody operatoréw pékgrupowych i zasady maksimum oraz podaje dwa przy-
ktady ilustrujgce te twierdzenia.

DEFINICJA 1. Rozwigzanie trywialne u(x,t) * 0 ponizszego uktadu jest

stabilne wg dwéch norm  IIFIl0 > M-, z prawdopodobienstwem 1, jezeli
A A A/ I g llc s =>A TuD|l <t
tu e>0 50 ° ¢} »0

DEFINICJA 2. Rozwigzanie trywialne u(x,t) a O ponizszego uktadu jest
asymptotycznie stabilne wg dwéch norm 2z prawdopodobienstwem 1, jezeli

A A "V o Ifnxti=)Il < = limlu(x,t) I =0
u £>0 <50 t~<~

1. Uktady ciagte

Rozwazmy teraz uktad postaci

= (Lg + B(t,x,w)u + h(t,x,ut,x)) (€D)
u(0,x) m g0 (x,u)-fBu(t,x) » F(t,x,u) dla (t,x) @

nalezacych do brzegu, okreslony w pewnym obszarze walcowym Skx [OT],
T < == , gdzie SI jest pewnym obszarem przestrzeni En . Lg jest n x n
wymiarowym, macierzowym operatorem rézniczkowym wzgledem zmiennych prze-
strzennych x = (xl ...xn), B(t,x, ) jest n x n wymiarowa macierzga, o -
elementem pewnej przestrzeni probalistycznej, B pewien operator, F - o-
perator ograniczony.

Zauwazmy, ze operator F(t,x,,) odwzorowuje zbior Ffunkcji u okreslo-
nych na zbiorze Sl x[ot] w zbidr funkcji okreslonych tylko na brzegu,

gdzie zbidér funkcji brzegowych jest podzbiorem pewnej unormowanej prze-
strzeni liniowej.



210 Danuta Jama

Przyjmujemy, ze LQ przy zerowym warunku brzegowym jestgeneratorem
silnie ciagtej poétgrupy operatorow {Oo(t~» (prace [1], [2])- Zatoz-
my, ze dla operatora 0 spednione jest zatozenie

Vv viloct,e)ll ~ (exp(- u(t-D) r (©))
¢ 0 t,T e [0,70)
Woéwczasistnieje macierz Greena K(t,t?!,*D), odpowiadajgcauktadowi li-
niowemu
Su(t™u) . tqu t> tQ, x t Sl @
Bu(t,x) « <B(tt", x—Xd!', t> tQ, xt Oil o)
i spednia oszacowanie:
I j K@, ™, *,x)(7) dod»ll «
( 3iZ
HAK (E, T, =, xDz (E2xQdON |]: [lz¢t™, < - 1 eipi-fy (t-t0) -~ ,~>0
dsi : (6)
¢ - funkcja Diroca, | wektor jednostkowy, a rozwiazanie uktadu (1) - (@
spednia réwnanie catkowe
u(t,x) » 0(t,0)<po(x) + J*0(t,T) B(T,x,0) u(t,x)dt +
0
t t, .
+ h(t,x,uCt,ji>jr + jHK(E,t",x,x0 p(t",x",u) d(aao dK @)
o] oWw J

TWIERDZENIE 1. Niech beda spetnione zatozenia:

a) \/ \/ JIo(t, DIl ~ C exp(- §(t-T)) A
C t,te[o,-)
=)

b) J*IIBjdt < *= dla prawie kazdego u oraz ||B ]| jest ciagta -A

c) 1h(,x, ] ~ Kk(t,w) Jull , gdzie k(t,u>) jest ciggta i catkowalna
prawdop. 1,

d) ILim il oraz HlpWwA jest ciggta z prawdop. 1.
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Wtedy rozwigzanie trywialne uktadu (1) - (2) jest asymptotycznie stabil-

ne z prawdopodobienstwem jeden.

Dowodd . Przechodzac w (7) do normy mamy
t t
ull 4C exp(- ffi) Iqil + C f IBW AT + C £ k(T,u) [Julldt
0 0
t
+ fet. exp (- fUt-t)) IIP]  NuHdl
o1 n Dit
0
Tt
HIl 4C exp (- TFO) BROI + ¢ S [HBH +
6]
t

+ kW] Jul|dt + et & IPII HIIl dt
J 1

Wykorzystujgc nieréwnos¢ Gronwallo-Bellmana otrzymujemy

1'4 L]

1u 114 C Igollexp| - TE€ + CI(B]| + k(t,ej)dt + «1JflEPIE)|él dtJ .

0 0
Z zatozenia <c) i zatozen a) i c) twierdzenia 1 wynika, ze

t
exp C ri[llBl + k(T.,e0]dT < A < <= dla prawie kazdego tu,
o

t
fluli 4 CIl® llexp tc /- +1 fl|P|| dtawm
° lg Gf

*1 J

dla dowolnego skonczonego t wykdadnik exp jest ograniczony oraz

@)

©)

at]

az)
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lim Iul= O z prawdop. 1
t—
Z powyzszego wynika teza twierdzenia.

Przyktad 1. Rozwazmy ukdad dyfuzji postaci

+ (C +T2(t,x,fj) u(tfx) + h(t,x,u(t,x)) (13)

z warunkami brzegowymi:

1
@iTx~ “ ” mr JoCt,x,u) u(t,x)dx a4
x=0
0
» 0 (15)
Ox X»1

r - jest statg dodatnia.
Uozna pokazac¢, ze:

i 4(X cosA x+sinA. x)(A,,cosA, x"tsinft X) -(X2-C Ht-tO0
o(tth) -1V —-2-—--2-———- »Ij»—2-——- ale n O ()ax-
0

n +r+r

~ , “(*n-C -f
i K@, t",x) an 2cos?tn (1-x) / e ¢n=cny (-1
n=1

/(r-1+ (1+r)A”2)o00s24n

gdzie Kn ag dodatnimi Pierwiastkami réwnania hn <tan A,n * r. Jako nor

—

uzdx)I . tatwo widzie¢, ze sa speinione zatozenia twierdze-
0

nia 1. Czes¢ nierdéwnosci (9) zawierajaca funkcje Greena oznaczymy przez
u® 1 wykorzystujac nieréwnos¢ Schwarza oszacujemy bezposrednio:
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t O0® - -c
iU, (t0ii <FL(Y — 2 — ~~ p ) Pfin o
* - SI», <* -V, «< WV
1
( AN*3(L:",x,cj)2d x) //2|u (7, )] |Jdtl .
0
110Ct.x,0) [Pdo /2
o
n=t n "7
1/2
1 (E (-1 + (I+r)A"2)cos2An.)
gdzie:
Kmin = min ‘Ang
2
oraz aby teza twierdzenia mogta by¢ spedniona musi by¢ X mlr] - Cq > 0.

Majac powyzsze dane i przy spednieniu pozostatych zatozen twierdzenia
+atwo ustali¢ warunek stabilnosci dla rozwazanego ukdadu.

11. Uktady mieszane

Rozwazmy ukdad postaci

= (Lg + B(t,x,u))u + h(x) $(t,0) 16)

I = AE + F(t,~,<0) + AK (1) u(t,x)dx an

z zerowym warunkiem brzegowym dla (16) i odpowiednimi warunkami poczgtko-
wymi -
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TWIERDZENIE 2. Niech macierz o statych wspétczynnikach A w (17) gene-
ruje X(t,T) spedniajgca oszacowanie [1IXCE,D]|* ~ Cl! exp(-p(t-T)) oraz
|F(t, ij,u>)] < L(t,co) || (t,co)| ,|Ix(t,t)|[|* Jest generowana przez |¢]| . Dla
réwnania (16) niech bedg speinione zatozenia (@) i (b) Twierdzenia 1.
h(x) Jjest funkcja skalarna o ograniczonej normie oraz L(t,t>) jest ciag-

+a i catkowalna z prawdop. 1, a sup IIKHE< 00
t>0
Wtedy rozwigzanietrywialne (16) -(17) jest stabilne w normie

Hu, $0  » sup |l + supl|$ i)l
t 't

t =
z prawdopod. lo ile 1 - C f 1B N -8 £Hnll sup 1Kl > O.
J ? ©0
Dowodd. Réwnaniu (17) mozna nada¢ postac¢ catkowg
t
| - x(t,0)5(0,0) +J x(t,r) f(t,~,0)dt +
o
t
J*X (L, t)F S K(X,U>) u(t,x)du]dt as)
Przechodzac w nim do normy mamy
t
Ini = ON\I\ < Ci1{51lexp(-Ffrt)m.w)l + 515 « }
0
t
+ €1 [§ exp-pCt-DI KT x, 011 1u(0] ldt a9
0

H?ll=c ™l < [cA?xpi-ptIInfo.u)! +

t t
°1C1 f exp(-FHt-T)) K || Juldt] expCiC1 ~L(1,<I)dT
0 0
t
ifia L[INO ,Twexp(-F>t) + j* exp(-Fi(t-T)) K |Hi] dx] @0)

O
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v

C - max [ciClexpCICI J L(l,u)dX; C~rxpC”™ J L(t,kI)dX ]

215

Z kolei wykorzystujac operator @ zamieniamy (16) na réwnanie catkowe i

przechodzac do normy otrzymujemy
ull< <Ol + <Kt il IBUlulldt +
0

t t
J 10CE, DI I dt 4Cexp(-yt)1I«pO N + C el ILidX

t
+CJ exp(-y(t-)) C [INO.W) |+ J* exp (=i (t-T)) I} dt
0 0

Z (21) otrzymujemy«

t
IUlI-SCIIL + C sup HUll “llellde + CCIhIL ~]~(0,0) 1 +

+ £ £ IHI sup UK]| sup 1lull,
Jp 0 0

a wiec
t

sup Hill (1-C fresl|dt IHI sup  1IKIIK
©0 D 7" ©0

Cll @Ol 4+ C -£]$(0,w)l lihll,

Qv

@2)

@

zatem sup JJull jest mate oile | Wi 1*(0,i0)] sa mate. Ale z (0) wy-

nika natychmiast, ze

I tiusS(f (0,«)] + sup K| sup Hull «!),
0 ©0 p

a wiec podobny warunek zachodzi i dla 1*1 = CI51

@5
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Przyjmujac jako norme wektora

1(u,Uli = supHul] + suple(t,u>)
©0 ©0

l(®. O.c)DIl = sup(11<p, I+ 1u°e»udl (5)

otrzymamy teze twierdzenia.

Przyktad 2. Rozwazmy uktad postaci

= Lo (t,x,<j) u (26)

u(0 ,x,cj) = @ (xX,w) uCt,x,u>)| = h(Xx) . f(t,u) @n
0 1 (t,x)eDS!Ix[0 ,D)

H =f(M,w) + ; u(t,x) K(x)dx (28)

Przyjmujemy, ze dla kazdego operatora -LQ (t,x,(J) stuszna jest zmo-

dyfikowana zasada maximum w sensie dla prawie kazdego @ , tzn. dla pew-
nego zbioru miary jeden i dla w 6 WImamy:

max]u(t,x) | 4= max 1®(x,cj)|
0 xefl”
xe P

lub

max_lu(t,x) |~ max]h(x) 1 |~Ce, )l
xef xtSl

Niech f(t,£,u) spednia uogélniony warunek Lipschitza

e, frw) - £(t,32 ,W)] +L(E,€0)]

oraz (f,0,u) = 0, H jest normg eutlidesowa w przestrzeni eutlidesowej.
f jest pewnym n-wymiarowym wektorem, h(x) jest wektorem wierszowym
n-wymiarowym, K(x) jest n-wymiarowym wektorem kolumnowym, h(x) .~ (t,a)
cznacza iloczyn skalamy w Rn, u(t,x) K(x) oznacza mnozenie wektora funk-
cyjnego przez funkcje skalarng.

Przypusémy, ze zachodzi pierwszy czton alternatywy, tzn.

maxju(t,x) | maxj @ )| (29)
xtSl X€ R
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Scatkujemy (28) w przedziale od [0,t] i przychodzgac do normy |*] otrzy-
muj emy :

t
[T:(t,u) ™ 130.W] L(1,0) I?(t,0)|dt
0
J KGO Hue,x)ldx - JIKC)T Fo (x,w)dx (30)
A iz
t
| f ,QI<] F O, | + C LE .\ E Wl dt + 2maxIKx)1 .
0 xtSl
max | 0 (x,0) G
x6 Si
Wykorzystujac nieréwnos¢ Gronwallo-Bellmana mamy
t
uct,o)| 4 ii KO,wI + 2 max|K(x)|] max |tp (X,t0) 11 .exp F
L5 xefi X 0 £

A wiec jezeli wprowadzimy norme wektora (u,£) wzorem

N, pil = max]u(t,x)| + |$(t,co)]|
X

otrzymujemy z (31)

I(u.t) I =maxiu(t,x,o)l + 1?2(t,h=)] 4 maxicp (x,u) +
X xeR O

t
il £(0,0)] + 2 maxIK(x) max Hp (x,uwl] expj L(t,to)dt
xeft °© J 0

poniewaz exp J* L(t,u>)dt zgodnie z zatozeniami twierdzenia ! jest ogra-

0
niczony, zatem

t
sup exp £ L(1,w)dT < Z1 <~
© o

a wiec z powyzszego wynika stabilnos$¢ rozwigzania trywialnego w wypadku

gdy maxJK(x)I<.“%
Xt R

L(t
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Przypusémy, ze skuszny jest drugi czion alternatywy, tzn.

max lu] < max]h(x) NE )l .
xeS xeJt

Mamy wtedy w (31)

t
le(t,to | ~ |NO0,0>) | +£ L(t,u)|$(t,u]ldt +

+ maxIK(x)l max [h(x)I £ (t,0) | +max |K(x)| max |(x,0)l
X6it Xi5Z xeil xeil

*$(t,w) 11-maxIK(x)l maxlh(x) I) < 170,11 + max| K(x)]|
xefe xtSl xe S|

t
max 1® (x,ce)l + f L(t,u)] F(T, to)dt (33)

Niech 1 - maxi K(xX) Imax] hG)l » Z> 0 i oznaczny 2 - .
x«Fl
Wykorzystujac analogiczne rozwazania jak poprzednio, otrzymujemy

H>(t,0) |4 Z Z1 [t (O,u) | + maxjK(x)] maxi® (x,w) 34
xe & xt il
max u(t,x,<0) |< max KGO 1 (t,wW)] < maxi h(x) 1Z ZILEO,W) 1
X*£ Xe& xejl
+ maxIK() 1 max 1® (x,0) 1] (35)
xeffi xté&

Z (34) i1 (35) wynika, ze uktad wyjsSciowy jest stabilny, jezeli spedniony
jest warunek

1 - maxIK()Imaxlh(x)l > 0 oraz maxlh(x)I<°® i max k (x)I< (36)
xtFi xea xeffi xsili

przy czym stabilnos¢ jest stuszna z prawdop. Jeden.

111, Uwagi koncowe

W pracy rozwazatam wytacznie stabilno$¢ z prawdop. jeden i dla uzyska-
nia takich warunkéw stabilnosci ustalane byty zatozenia. Przy niewielkich
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zmianach zatozen mozna otrzymac¢ stabilnos¢ wg Sredniej, wzglednie lokalnag
stabilnos¢ stochastyczng. Ostabienia zatozen w tym ostatnim przypadku sa
niewielkie.

Wpdyneto do Redakcji w pazdzierniku 1974 r.
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0 CTAEHIbHOCTH OnPEfIEJffiHHHX HEIEPEPhtBHHX
H UMBNrRHWHY CHCIEM

P e 310 me

B paboie flOfta3aHO £Ba onpe”ejieHHH no ciaCnjitHOCTH cooTBeicTByiogHx He-
npepuBEiJX a cwemaHHux cncieu, HcnojiB3ya ueTOflu nojiyrpynnosux onepaiopoB h
npHHiflinH MaKCHMyM, a laxse noflano flBa npnuepa HlurocTpapyiouHe sth onpeflejie-
HBH.

STABILITY OF SOME CONTINUOUS AND MIXED SYSTEMS

Summary

In my work I am prowing two statemerts concermed with the stability of
contiruous or mixed systems, respectively, applying the method of sub-grup
operators and the thearem of maximum. 1 am giving two examples illustra-
ting these statements.



