
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Serias Ma tema tyka-Fizyka z. 26

_______ 1975
Sr kol. 441

Danuta JAMA

0 STABILNOŚCI PEWNYCH UKŁADÓW CIĄGŁYCH I MIESZANYCH

Streszczenie. W pracy dowodzę dwa twierdzenia dotyczące stabil­
no ścT“o3powTe3nich układów ciągłych i mieszanych, wykorzystując me­
tody operatorów półgrupowych i zasady maksimum oraz podaję dwa przy­
kłady ilustrujące te twierdzenia.

DEFINICJA 1. Rozwiązanie trywialne u(x,t) * 0 poniższego układu jest 
stabilne wg dwóch norm ll°il0 > IMI-, z prawdopodobieństwem 1, jeżeli

A  A  A /  II (x, cj || C  <5 = >  A  l|u(x,t)|| < t
tu e>o <5>o °  0 t » o

DEFINICJA 2. Rozwiązanie trywialne u(x,t) a 0 poniższego układu jest 
asymptotycznie stabilne wg dwóch norm z prawdopodobieństwem 1, jeżeli

A  A  " V  II f n (x,ti>) II < => lim llu (x ,t) II = 0
u  £>0 <5>0 t~<~

I. Układy ciągłe

Rozważmy teraz układ postaci

= (Lq + B(t,x,w)u + h(t,x,u(t,x)) (1)

u(0,x) ■ <p0 (x,u)-fBu(t,x) » F(t,x,u) dla (t,x) (2)

należących do brzegu, określony w pewnym obszarze walcowym Sł x [OT], 
T < =■= , gdzie SI jest pewnym obszarem przestrzeni En . Lq jest n x n 
wymiarowym, macierzowym operatorem różniczkowym względem zmiennych prze­
strzennych x = (x1 ...xn ), B (t,x ,tu) jest n x n wymiarową macierzą, o  - 
elementem pewnej przestrzeni probalistycznej, B pewien operator, F - o- 
perator ograniczony.

Zauważmy, że operator F(t,x,,) odwzorowuje zbiór funkcji u określo­
nych na zbiorze SI x[ot] w  zbiór funkcji określonych tylko na brzegu, 
gdzie zbiór funkcji brzegowych jest podzbiorem pewnej unormowanej prze­
strzeni liniowej.
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Przyjmujemy, że LQ przy zerowym warunku brzegowym jest generatorem
silnie ciągłej półgrupy operatorów { 0(t ^ ( p r a c e  [1 ], [2]). Załóż­
my, że dla operatora 0  spełnione jest założenie

V  Vll0(t,t)ll ^  (exp(- u(t-D) r (3)
C O t,T e [o,“o)

Wówczas istnieje macierz Greena K(t,t’,!,*1), odpowiadająca układowi li­
niowemu

Su (t^u) . Łq u t >  tQ , x t SI (4)

Bu(t,x) « <5(t-t', x—X1)! , t >  tQ, xt Oil (5)

i spełnia oszacowanie:

II j K(t,t', *,x')(') d©4»ll «
( 3 iZ
H^K (t, t*, •, xr) z (t’, xQ d Ól ||: ||z(t',‘)ll - 1 eipi-fy (t-tO ) - ¿ ^ , ^ > 0

d S i  '  ( 6 )
ć - funkcja Diroca, I wektor jednostkowy, a rozwiązanie układu (1) - (2)
spełnia równanie całkowe

u(t,x) » 0(t,O)<po(x) + J*0(t,T) B(T,x,o) u(t,x)dt +
0

t t , .

+ h(t,x,u(t,ji>jr + j‘HK(t,t',x,xO p(t',x',u ) d(aao dK (7)
o o W  J

TWIERDZENIE 1. Niech będą spełnione założenia:

a) \ /  \ /  |l0(t,1)ll ^  C exp(- -j (t-T)) A
C t,te[o,-)
e»o

b) J* llBjdt <  *• dla prawie każdego u  oraz || B || jest ciągła -A

c) llh(t,x,u)l| ^  k(t,w) || u II , gdzie k(t,u>) jest ciągła i całkowalna 
prawdop. 1 ,

d) lim ¡| oraz llp UaA jest ciągła z prawdop. 1 .
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Wtedy rozwiązanie trywialne układu (1) - (2) jest asymptotycznie stabil­
ne z prawdopodobieństwem jeden.

D o w ó d .  Przechodząc w (7) do normy mamy

t t
u|| 4 C  exp(- fft) II «po II + C f || B || Mu ||d T + C f k(T,u) ||u||dt

0 0

t
+ fet. exp (- fUt-t)) IIP || II uH dl (8 )
" 1 n  DiŁ

t
Hull 4 C  exp (— Tft) B«P0I + c f [ HB H +

O

t
+ k(t,w)l||u||dt + et. f IIPII Hull dt (9 )

J 1 J M.

O

t

S
o

t

S
o

Wykorzystując nierówność Gronwallo-Bellmana otrzymujemy

t t
U .

OSI
II

1/ U
u l l4 C ll<pollexp| - ft + C J(I|B|| + k(t,ej))dt + «1 JflPH dt J . (10)

O O

Z założenia c) i założeń a) i c) twierdzenia 1 wynika, że 

t

i i
o

a więc

t

w

exp C f  [lIB II + k (T ,eo)] d T <  A <  <*=> dla prawie każdego tu, (1 1 ]

II uli 4  C II ® II exp t oc / - + 1  f||P|| dt 1 M (1 2 )
° 1 *1 1 g Dffi JDffi

dla dowolnego skończonego t wykładnik exp jest ograniczony oraz



212 Danuta Jama

a więc

lim IIu II = O z prawdop. 1 
t —

Z powyższego wynika teza twierdzenia.

Przykład 1. Rozważmy układ dyfuzji postaci

+  ( C + T 2 ( t , x , f j )  u ( t f x )  +  h ( t , x , u ( t , x ) )  ( 1 3 )

z warunkami brzegowymi:
1

(■̂ i T x~~ “ ” ■ r j" Q(t,x,u) u(t,x)dx (14)x=0

'O x

0

» 0 (15)
x» 1

r - jest stałą dodatnią. 
Uożna pokazać, że:

i 4(X cos A x+sinA. x)(A„cosA, x'+sinft x") -(X2-C Ht-tO
♦(t.tf) - 1 V  ---2----2-----»llj»---- 2------a_l e n 0 (.)dx-

0 ^ n  + r + r

~  , “ (*n-Cn)(t-f)
i K(t,t',x) «■ ^  2cos?tn (l-x) / . e

n=1 /(r-1 + (l+r)A”2 )oos24,n

gdzie K aą dodatnimi pierwiastkami równania h <tan A, * r. Jako norn r n n
1
Í 2 i/2

u dx) . Łatwo widzieć, że są spełnione założenia twierdze-
0

nia 1. Część nierówności (9) zawierającą funkcję Greena oznaczymy przez 
u^ i wykorzystując nierówność Schwarza oszacujemy bezpośrednio:
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t O®
iiu,(t,x)ii < f [ ( Y  — ?— -— ^— p— )
* ' S l » ,  < * - V , « < W V

-  (A2 . -ce v min o

1
( 1̂*3(1:',x,cj)2dx)1 //2||u (t',x)||Jdt1 .

0

o
i 2 1/2|Q(t,x,o) | dx)

+ r +n= 1 n

gdzie:

1 ( £  (r- 1  + (l+r)A"2 )cos2 An.)

K = min i A }min i n J

1 /2

2
oraz aby teza twierdzenia mogła być spełniona musi być X m1r| - Cq > 0 .

Mając powyższe dane i przy spełnieniu pozostałych założeń twierdzenia 
łatwo ustalić warunek stabilności dla rozważanego układu.

II. Układy mieszane

Rozważmy układ postaci

= (Lq + B(t,x,u))u + h(x) $(t,o) (16)

|! = A£ + f(t,^,<o) + ^ K (t,x ,u>) u(t,x)dx (17)

z zerowym warunkiem brzegowym dla (1 6 ) i odpowiednimi warunkami początko­
wymi.
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TWIERDZENIE 2. Niech macierz o stałych współczynnikach A w (17) gene­
ruje X(t,T) spełniająca oszacowanie IIX(t,T)||* ^  C 1 exp(-p(t-T)) oraz 
|f(t, ij,u>)| <  L(t,co) | l (t,co)| , | | x ( t , t ) | | *  jest generowana przez | • | . Dla
równania (1 6 ) niech będą spełnione założenia (a) i (b) Twierdzenia 1. 
h(x) jest funkcją skalarną o ograniczonej normie oraz L(t,Ł>) jest ciąg­
ła i całkowalna z prawdop. 1, a sup IIK II <  00

t > 0
Wtedy rozwiązanie trywialne (16 ) - (17) jest stabilne w normie

II u, $ II » sup ||u|| + sup | $ (t,io)|
t "t

t =
z prawdopod. 1 o ile 1 - C f II B II - ■§ £ Hhll sup IIKll >  0.

J ? t>0

D o w ó d .  Równaniu (17) można nadać postać całkową

t
l - x (t,o)5(o ,o) + J  x ( t , r )  f ( t ,^ ,o )d t  +

o
t
J* X (t,t ) J— S K (X,X,U>) u(t,x)du]dt (18)

Przechodząc w nim do normy mamy

t

S0
ts0

|| ni = 0 \̂l\ <  C1 { 5 1exp(-frt)m.w )l + 51 S «  }

+ Ć 1 j“ exp(-p(t-t))||K(T,x,u)|| l|u(l,x)||dt (19)

H? II = c ^ l  <  [ c ^ ^ x p í - p t J l ^ f o . u ) !  +

t t
° 1 C 1 f  exp(-fHt-T)) || K || |u|dt] expC1C 1 ^L(l,<J)dT

0 0

t
II f II [|̂ (0 ,íu)exp(-f>t) + j* exp(-fi(t-T)) || K ||Hu|| dx] (2 0 )

O
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v “

C - max [ciC1expClCl J L(l,u)dX; C ^ x p C ^  J  L(t,ŁJ)dX ].

Z kolei wykorzystując operator (f> zamieniamy (16) na równanie 
przechodząc do normy otrzymujemy

l|u||<||<f>(t,0)||||«(>o|| + Jl<Kt,t)ll llBlUlulldt +
0

t t
J l|0(t,l)ll Ihlll̂ ll dt 4Cexp(-yt)ll«p0ll + C ItBlI llui dX

t
+ C j  exp (-y(t-t)) C [|̂ (0 ,u) | + j* exp (-j(t-T)) IkIIIIuII]

0 0

Z (21) otrzymujemy«

t
Ilull-SClIłJI + C sup Hull l̂lęlldt + CClhll ^|^(0,o) I +

+ £ £ IIhII sup U K|| sup II u II,
J p t>0 t>0

a więc
t

sup Hull (1-C fnę>l|dt llhll sup IlKllK
t> 0 J0 7 ' t>0

C II cp 0II + C Ć -£|$(0,w)l llhll,

zatem sup || u II jest małe o ile || <pQ || i |^(0,io)| są małe. Ale z
nika natychmiast, że

II t I U Ś ( I  f ( 0 ,« ) |  + sup II K|l sup llull • ! ) ,
t>0 t>0 p

a więc podobny warunek zachodzi i dla 1 * 1  = CI5 I

215

całkowe i

dt (2 1 )

(2 2)

(23) 

(2 0 ) wy-

(24)
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Przyjmując jako normę wektora

I (u,Uli = supłlui| + sup|ę(t,u>) 
t> 0 t> 0

II (cp , Î (0 ,cj)!)|| = sup(ll<p II + IU°»u )l (25)° u  0

otrzymamy tezę twierdzenia.

Przykład 2. Rozważmy układ postaci

= Lo (t,x,<j) u (26)

u(0 ,x,cj) = cp (x,w) u(t,x,u>)| = h(x) . f (t,u) (27)
0 I (t,x)eDS!x[0 ,D)

H  = f ( M , w )  + f  u(t,x) K(x)dx (28)
SI

Przyjmujemy, że dla każdego operatora - LQ (t,x,(j) słuszna jest zmo­
dyfikowana zasada maximum w sensie dla prawie każdego co , tzn. dla pew­
nego zbioru miary jeden i dla w  6 Wlmamy:

max|u(t,x)| 4= max l®(x,cj)| 
t> 0 xe f l ”
xe J2

lub

max_lu(t,x) | ^  max|h(x) I | ̂ (t, )| 
x e £  xtSl

Niech f(t,£,u) spełnia uogólniony warunek Lipschitza

f(t,fr w) - f(t,J2 ,w)| -Ł L(t,€0)|

oraz (f,0 ,u) = 0 , H  jest normą eutlidesową w przestrzeni eutlidesowej. 
f jest pewnym n-wymiarowym wektorem, h(x) jest wektorem wierszowym 
n-wymiarowym, K(x) jest n-wymiarowym wektorem kolumnowym, h(x) . ^ (t,a) 
cznacza iloczyn skalamy w Rn , u(t,x) K(x) oznacza mnożenie wektora funk­
cyjnego przez funkcję skalarną.

Przypuśćmy, że zachodzi pierwszy człon alternatywy, tzn.

max|u(t,x) | ^  maxj cc (x,u>) | 
xtSl x€ 52

(29)



Scałkujemy (28) w przedziale od [0,t] i przychodząc do normy |*| otrzy­
muj emy:

t
| ] ; ( t , u ) | ^  |$(0,w)| L(l,o) |?(t,o)|dt

0

J  |K(x)llu(t,x)ldx - J|K(x)l l7o (x,w)dx (30)
Ä iż

t
| f (t,«)|<| f (0,cj) | + C L(7 ,u)| \ (t ,w)l dt + 2maxlK(x)l .

0 x t S l

max|f0 (x,o) (31)
X 6  Si

Wykorzystując nierówność Gronwallo-Bellmana mamy

t
U(t,o)| 4  ii K(0,w)l + 2 max|K(x)| max | tp (x,to) 11 . exp f L(t,o)dt (32)

L 5 xefi x 0 £

A więc jeżeli wprowadzimy normę wektora (u,£) wzorem

II (u, pil = max|u(t,x)| + |$(t,co)|
x

otrzymujemy z (31)

II (u . t )  II = maxi u (t ,x ,o ) l + l?(t,h>)| 4  maxlcp (x ,u ) + 
x xeR 0

t

f
0
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il <f> (0,o)| + 2 maxlK(x) max Itp (x,u)l ] exp i L(t,to)dt 
xeft ° J *

v

ponieważ exp J* L(t,u>)dt zgodnie z założeniami twierdzenia 1 jest ogra-
0

nic zony, zatem

t
sup exp £ L(1,w)dT <  Z 1 < ” 
to o

a więc z powyższego wynika stabilność rozwiązania trywialnego w wypadku
gdy ma xJK(x)l <.“*=> 

xt R



Przypuśćmy, że słuszny jest drugi człon alternatywy, tzn.

max I u | <  max|h(x) II £ (t,u>)l . 
xeS xeJł

Mamy wtedy w (31)

t
I ę( t , to) | ^  | (̂0,o>) |' + £  L (t ,u )|$ (t ,u ]|d t  +
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+ m ax lK (x )l max |h (x )l l£ ( t ,o )  I + max |K (x )| max | <pQ(x ,o ) l
X 6 i t  xi5Z x e il  x e i l

*$ (t ,w ) 1(1 -maxlK (x ) l m ax lh (x ) I )  < 1^(0,u>) I + max| K (x )|
xefe x t S l  xe SI

t
max I® (x,ce)l + f  L (t  ,u)| F (T, to)dt (33)
^, o ° </xtSi 0

Niech 1 - maxi K(x) I max| h(x)l » Z >  0 i oznaczny 2 - ■£. 
x«fl

Wykorzystując analogiczne rozważania jak poprzednio, otrzymujemy

lł>(t,o) |4 Ż Z1 [lt (0,u) | + maxjK(x)| maxi® (x,w) (34)
xe SŁ xt il

max u(t,x,<o) |< max |K(x)| I f (t,w)| <  maxi h(x) IZ Z1 [ £ (0,w) I +
x*£ xe& xejl

+ maxlK(x)l max I ® (x,o) l] (35)
xeffi x t &

Z (34) i (35) wynika, że układ wyjściowy jest stabilny, jeżeli spełniony 
jest warunek

1 - maxlK(x)lmaxlh(x)l >  0 oraz maxlh(x)l<°® i max Ik (x )I< (36)
xtfi xea xeffi xsii

przy czym stabilność jest słuszna z prawdop. Jeden.

III. Uwagi końcowe

W pracy rozważałam wyłącznie stabilność z prawdop. jeden i dla uzyska­
nia takich warunkćw stabilności ustalane były założenia. Przy niewielkich
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zmianach założeń można otrzymać stabilność wg średniej, względnie lokalną 
stabilność stochastyczną. Osłabienia założeń w tym ostatnim przypadku są 
niewielkie.

Wpłynęło do Redakcji w październiku 1974 r.
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STABILITY OF SOME CONTINUOUS AND MIXED SYSTEMS 

S u m m a r y

In my work I am prowing two statemerts concermed with the stability of 
contiruous or mixed systems, respectively, applying the method of sub-grup 
operators and the thearem of maximum. I am giving two examples illustra­
ting these statements.


