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ZASTOSOWANIE METOD LAPUNOWA-MOWCZANA 
DO BADANIA STABILNOŚCI ZAGADNIEŃ BRZEGOWYCH

Streszczenie. W pracy uogólniamy metody Mowczana badania stabil- 
ności na niejednorodne zdeterminowane zagadnienia brzegowe.

Wprowadzamy nową definicję stabilności. Podajemy cztery twierdze­
nia dotyczące stabilności oraz asymptotycznej stabilności rozwiązań 
pewnych układów ciągłych i mieszanych przy niejednorodnych zdeter­
minowanych warunkach brzegowych.

I. Będziemy badać stabilność zagadnień postaci

« L(t,x,u) (1)

u (t,x )| r » <P (1 ,x )| r (2)

gdzie układ (1) - (2) jest określony w pewnym zbiorze <*£,x(0,T) (T mo­
że być dowolnie dużą liczbą); SI jest pewnym zbiorem spójnym i otwartym w
przestrzeni zmiennych (x1 ... *n )» f  “ QT ^  QT 17 Ś2 • W całej pracy przyj­
mujemy, że badane rozwiązania są ograniczone w następującym sensie: ist­
nieje stała R >  0 taka, że u(t,x) R dla xi &  i t e  [o t] .
Wprowadźmy następujące definicje:

DEFINICJA 1. Mówimy, że rozwiązanie trywialne układu 1-2 jest stabilne 
względem warunków brzegowych, jeżeli:

A  V  ll<p(t,x)|| < ó  =*• A  l|u (t,x )II  <  t
i > 0  ó>0 0 t*[0,T]

Norma ||°Hi jest funkcją zależną od czasu, norma ||°l0 od czasu nie zale­
ży.

Zakładamy, że pomiędzy normami II° ll0 i IMI^ zachodzi związek: 
jeżeli

|| o || = o A  l°ll = 0
te [0,1] 1
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DEFINICJA 2. Mówimy, że funkcjonał f(t,u) jest dodatnio określony 
względem normy || o j|̂ jeżeli:

f (t ,u) ^  O oraz / \  \ /  M  1 ̂  f(t,u) p( ?•)
0 < t 4 R  (,(r)

DEFINICJA 3- Mówimy, że funkcjonał f(t,u) jest ciągły względem normy 
||° lo na zbiorze T£ , - [o.?] jeżeli

/ \  A  , V  llf(t,x)ll <Ó =&  f(t,U.) <  i
ttT t>0 ¿>0 0o

TWIERDZENIE 1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby rozwiąże 
nie trywialne układu (1) - (2) było stabilne w sensie def. 1 jest, aby 
wzdłuż rozwiązań tego układu istniał dodatnio określony względem normy 
IJo H1 i ciągły względem normy || ° ||Q na zbiorze To » [03?]ftmkcjonał f(t,u).

D o w ó d  k o n i e c z n o ś c i .  R ustalamy jak powyżej.
Niech

f(t,u) = sup Mu(T,x)H..
-t>t 1

Oczywiście 0 <f(t,u) < R  i f(t,u) >  || u(t,x)R^ a więc f(t,u) jest 
funkcjonałem dodatnio określonym względem normy 1 ° || 1 z f1 = t  
Funkcjonał ten jest nierosnący względem t: 
dla

t. <  t_ f(t.,u) - sup |uCt,x)H >  sup |u(T,x)D - f(t ,u).1 2 1 1 tjt2 1 2

Z warunków stabilności mamy:

a więc

/ \  A  N /  R<p(t,x)IL<tf =* f(t,u)<fc 
ttT t>0 ń>0 0O

czyli nasz funkcjonał jest również ciągły względem normy II°lło na zbio­
rze T . o
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D o w ó d  dostateczności. Przypuśćmy, że układ jest niestabilny tzn.i

V  A .  fll<p(t,x)ll < ó  A  V  llu(t,x)ll >  £ ]
£>o<S>o L 0 te[o,T]

mimo, że istnieje funkcjonał f(t,u) dodatnio określony względem normy 
|| o I11 i ciągły względem normy ll°ll0 na zbiorze- To = [o, T] .

Z warunku ciągłości funkcjonału f(t,u) dla każdego t e i dla każ­
dego >  0 można dobrać 6 , aby

II tf>(t,x)llo < ć  =?> f(t,u) <■ t 1,

ale z kolei z dodatniej określoności f(t,u) wynika, że jeśli

Bu(t,x)H1 >  t f(t,u) >  (» (t).

Wybierając £. <£*(£) otrzymamy sprzeczność.

Uwaga 1, Niech warunek brzegowy cp (t,x) jest nierosnący względem nor­
my II°||Q , tzn. przy t g >  t1 || (p(t1 ,x)||Q >  II <p(t2>x) llQ i ograniczo­
ny, wówczas w twierdzeniu 1 wystarczy założyć ciągłość funkcjonału wzglę­
dem normy II ° il0 przy t = 0 tzn.

A  V  Mo,x)il <ó =¥ f(o,u ) < e
£>0 <S>0 0 0

Istotnie, II if(t,x)llo <  ll<p(0,X)llo i f (t ,u) <  f (0 ,u q ) co daje tezę na­
szej uwagi.

TWIERDZENIE 2. Warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby układ
(1) - (2) był asymptotycznie stabilny względem normy H ° H 0 jest, aby by- 
ły spełnione założenia twierdzenia 1 oraz dodatkowy warunek

lim f(t,u) « 0 
t —  »o

D o w ó d. Stabilność układu jest zapewniona przez warunki twierdze­
nia 1. Warunek, że lim f(t,u) * O biorąc pod uwagę to, że funkcjonał 

t'
jest dodatnio określony powoduje, że lim HulL = 0 .  W przeciwnym przy-
padku wartość funkcjonału w nieskończoności musiałaby być dodatnia. 
Konieczność wynika z określenia funkcjonału w twierdzeniu 1.
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II. Rozpatrzmy zadanie mieszane postaci

|ii - L(t,x,u) (3)

u(0,x) = <pQ (x) u(t,x)/r  - < p ( t ,x ) l r  ?p(0,x) = <p0 (x). (4)

gdzie J"1' jest brzegiem obszaru il .
Będziemy badać stabilność układu (3) - (4) w sensie następującej definicji

DEFINICJA 4. Mówimy, że rozwiązanie trywialne układu (3) - (4) jest sta­
bilne względem warunków początkowych i brzegowych jeżeli:

V  llł>n(x)ll + ll<p(t,x)ll < S  =$> A  lu ( t ,x ) IL  <8
6>  0 0 0 1 tejOTj *

W poniżej sformułowanym twierdzeniu przyjmujemy szczególną postać normy 
IIo U, = eup |<p(t,x)| .

( t ,x )e r

TWIERDZENIE 3. Jeżeli istnieje funkcjonał fo (t,u) określony na roz­
wiązaniach układu (3) - (4), dodatnio określony względem normy ll°IL, po-

df *
siadający wzdłuż dowolnego rozwiązania pochodną i ciągły wzglę­
dem norm 11° ll0 i II ° ll-| w punkcie t = 0, to rozwiązanie trywialne u- 
kładu (3) - (4) jest stabilne w sensie definicji 4.

A> 0

D o w ó d .  Utwórzmy wyrażenie

fTit.u.tp) = fQ (t,u) + | <p (t ,x) |, (5)

ponieważ

df
T T  < 0 *

więc

df
<r¡r ̂ ±'£ldt (6)

f1 (t.u.ip) <  fo (OtuQ ) + |tp(t,x) | (7)

z dodatniej określoności funkcjonału fo (t,u) względem normy || ° || 2 wy­
nika dodatnia określoność funkcjonału f^t.u.ip). Funkcjonał f^t.u.ip)
jest również ciągły dla dowolnego tć [OT] względem norm II ° II o i II ° II.) •



Rzeczywiście, z (7) wynika, że

f.,(t,u,<p) ^ f o (0,uQ ) + U <p( t ,x )|| n, (8)

fo (0,uQ ) jest funkcjonałem ciągłym względem ll°l0 i II°II1 *
Dla dowolnego t e [0,T] i f > 0  wybieramy więc takie ó , aby

ll<P0 U ) l 0 +l»(t,x)|1 <tf l a b y  fo (0,uo ) < !

Bez zmniejszenia ogólności można przyjąć (5 <-|. Mamy wtedy:

f, (t,u,<p) <  |  + |, (9)

ponieważ oczywiście

II fit,*)!, 4 |

Można teraz dla otrzymania tezy zastosować rozważania analogiczne jak w 
dowodzie dostateczności w twierdzeniu 1.

Warunek stabilności można również sformułować w następującej postaci:

TWIERDZENIE 4. Warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby roz­
wiązanie trywialne układu (3) - (4) było stabilne w sensie definicji 4 
jest istnienie dodatnio określonego względem normy funkcjonału f(x,t), speł­
niającego warunek

/ \  llu(t,x)ll <  f(t,u) <cf||(»(x)ll + II4P(t,X)ll 1 (10)
te [OT] * o o '

C - dowolna stała.

D o w ó d .  Dostatecznośó warunku jest natychmiastowa w oparciu o 
twierdzenie 1.

Warurek (10) jest równoważny ciągłości funkcjonału względem norm ll°ll0 
i II ° ll1 w tym sensie, że z niego wynika ciągłość funkcjonału w z g l ę d e m M Q 
|| o || . Dowód konieczności można przeprowadzić metodą nie wprost podobnie 
jak w twierdzeniu 1.

Zastosowanie metod Lapunowa-Mowczana...__________________________________ 2..5

Wpłynęło do Redakcji w październiku 1974 r.
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ÍIP H M E H E H H E  M E T O Í J IA IiyH O B A -M O B H A H A
flJIH H C C JIE H 03A H H H  C TA EH JIbH O C TH  rP A H H H H H X  BO tlPOCOB

P  e 3 io u e

B  p a Ó O T e  o C o f ią s H O  M e io ^ H  M o B n a H a  n o  H c c jie f lO B a H H io  c ia Ó H J iŁ H O c T H  ę j i h . H e o ,n -  

H OpOflH O fleT epM K H H pO B aH Ł D C  rpaHHVLHbDC B O n p O C O B .

BBefleHO HOBoe onpeaeJieHne cTaSraibHOCTH. IIoflaHO 4 onpe,nejieHHH no ciaóHJib- 
H00TH h aoHMnioiHnHoa cTaćHJiBHOCTH pemeHna onpe^eaeHHbtx HenpepHBHux OHOieM 
H OMemaHHHX OHOTeM npH HeOflHOpOflHHX SeTepMHKHpOEaHHbDC rpaHHnHHX yOJIOBHHX, 
a TaK*e no^aHO onpegenemie no 0flH03HanHTexBH00TH pemenaft cnoieMH.

APPLICATIONS OP THE LAPONOV-MOWCZAN'S METHODS TO THE 
INVESTIGATIONS OP THE STABILITY OP BOUNDARY PROBLEMS

S u m m a r y

In my work I am generalizing Mowozan’s metods of stability investiga 
tiona with the heterogeneous, determinate, boundary problems.

I introduce a new definition of stability. I am giving 4 statements 
concerned with stability and asymptotic stability of solutions.


