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ZASTOSOWANIE METOD LAPUNOWA-MOWCZANA
DO BADANIA STABILNOSCI ZAGADNIEN BRZEGOWYCH

Streszczenie. W pracy uog6lniamy metody Mowczana badania stabil-
nosci na niejednorodne zdeterminowane zagadnienia brzegowe.

Wprowadzamy nowa definicje stabilnosci. Podajemy cztery twierdze-
nia dotyczace stabilnos$ci oraz asymptotycznej stabilno$ci rozwigzan
pewnych uktadédw ciaggtych 1 mieszanych przy niejednorodnych zdeter-
minowanych warunkach brzegowych.

I. Bedziemy bada¢ stabilnos¢ zagadnien postaci

« L(t,x,u) (€¢D)
u(t,x)lr »<e@x)|r (2)
gdzieuktad @) - (@) jest okreslony w pewnym zbiorze <*£,x(0,T) (T mo-

ze bycédowolnie duzg liczbg); S| jest pewnym zbioremspéjnym iotwartym w
przestrzeni zmiennych (x1 ... *n)» F “ QT ~ QT 17 $2 « W calej pracy przyj-
mujemy,ze badane rozwigzania sg ograniczone w nastepujacym sensie: ist-
nieje stata R > 0 taka, ze u(t,x) R dla xi & 1 te [ot]-

Wprowadzmy nastepujace definicje:

DEFINICJA 1. Méwimy, ze rozwigzanie trywialne ukdtadu 1-2 jest stabilne
wzgledem warunkédw brzegowych, jezeli:

AV ll<p(tx)]] <6 = A lu(t,x)Il <t
i>0  6>0 0 t*[0,T]
Norma ||°Hi  jest funkcja zalezng od czasu, norma ||°I0 od czasu nie zale-
zy.
Zaktadamy, ze pomiedzy normami I°ID i IMI™  zachodzi zwigzek:
Jjezeli
floll =o A I°Fll= 0

te [0,1] 1
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DEFINICJA 2. Méwimy, ze funkcjonat f(t,u) jest dodatnio okreslony
wzgledem normy flojir Jezeli:

f(t,u) » 0 oraz /\ \/ v 14 f(t,u) p(™»
0<t 4R (M

DEFINICJA 3- Méwimy, ze funkcjonat f(t,u) jest ciagty wzgledem normy
II°lo na zbiorze TE£, - [0.?7] jezeli

/N A LV ORI <6=& f(tU) < i
teT 120 (>0 0

TWIERDZENIE 1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby rozwigze
nie trywialne uk#adu (1) - (2) byto stabilne w sensie def. 1 jest, aby
wzd4uz rozwigzan tego uktadu istniat dodatnio okreslony wzgledem normy
IJoH1 1 ciagty wzgledem normy JI°JQ na zbiorze To » [03?]ftmkcjonat F(t,u).

Dowod koniecznos$ci . R ustalamy jak powyzej.
Niech

f(t,u) = sup Mu(T,x)H..
-t 1

Oczywiscie O <f(t,u) <R i f(t,u) > JlJu(t,x)R™ a wiec f(t,u) jest
funkcjonatem dodatnio okreslonym wzgledem normy 1°|J|1 =z fl=1
Funkcjonat ten jest nierosngcy wzgledem t:

dla

t. < t f(t.,u) - sup JuCt,x)H > sup Ju(T,x)D - F(t _,u).
1 2 1 1 gt2 1 2

Z warunkéw stabilnosci mamy:

a wiec

/\ A N /7 R<p(t,x)IL<tf =* Ff(t,u)<fc

ttTO t>0 n>0 0
czyli nasz funkcjonat jest rowniez ciagty wzgledem normy IIkHo na zbio-
rze T

o-
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Dowod dostatecznosci. Przypusémy, ze ukdtad jest niestabilny tzn.i
\% AL fllpE)Il <6 AV THuCe, )l > £]
£>0<S>0 L 0 te[o,T]

mimo, ze istnieje funkcjonat TFf(t,u) dodatnio okreslony wzgledem normy
floml i ciagty wzgledem normy IHI°II0 na zbiorze- To = [0,T] .

Z warunku ciagtosci funkcjonatu Ff(t,u) dla kazdego t e i dla kaz-
dego > 0 mozna dobraé¢ 6 , aby

Bt )Mo <é =2 f(t,u) <atl,

ale z kolei z dodatniej okreslonosci f(t,u) wynika, ze jesli
Bu(t,x)H1> t f(t,u) > & (V).
Wybierajac E. <E£*(£) otrzymamy sprzeczno$c.

Uwaga 1, Niech warunek brzegowy o (t,x) jest nierosnacy wzgledem nor-
m 11° , tzn. rz tg> t1l t1,x > H<p(2>x) 1 i ograniczo-
y 1R przy g Il (pC O11Q p( ) g

ny, wéwczas w twierdzeniu 1 wystarczy zatozy¢ ciagtos¢ funkcjonatu wzgle-
dem normy e i przy t =0 tzn.

A V. Mo,x)il <O =¥ f(o,u ) <e
£50 <S>0 0 0

Istotnie, MNif(t,x)Ilo < HPpO)llo 1 F(t,u) < f(O,uq) co daje teze na-

szej uwagi.
TWIERDZENIE 2. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby ukdad
@) - () byt asymptotycznie stabilny wzgledem normy H°HO jest, aby by-

t+y spednione zatozenia twierdzenia 1 oraz dodatkowy warunek

lim f(t,u) « O

t— »o
Dow 6 d. Stabilno$¢ uktadu jest zapewniona przez warunki twierdze-
nia 1. Warunek, ze Ulim f(t,u) * O biorac pod uwage to, ze fTunkcjona#t
"
jest dodatnio okreslony powoduje, ze lim HulL =0. W przeciwnym przy-

padku warto$¢ funkcjonatu w nieskonczonosci musiataby by¢ dodatnia.
Konieczno$¢ wynika z okres$lenia funkcjonatu w twierdzeniu 1.
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I1. Rozpatrzmy zadanie mieszane postaci

lii - L(t,x,u) (©))
u0,x) = WY ue,xy)/r - <p(t,x)lr ?p0.,x) = WD (©)

gdzie J1° jest brzegiem obszaru il
Bedziemy bada¢ stabilno$¢ uktadu (B) - (4) w sensie nastepujacej definicji

DEFINICJA 4. Méwimy, ze rozwigzanie trywialne ukdtadu (B) - (4) jest sta-
bilne wzgledem warunkéw poczatkowych i brzegowych jezeli:

A Vool +lkpell <s = A lu(t,x)IL <8
>0 6>0 0 0 1 tejoTj *

W ponizej sformutowanym twierdzeniu przyjmujemy szczeg6élng posta¢ normy

IoU, = eup |<p(t,”)] -
(t,x)er

TWIERDZENIE 3. Jezeli istnieje funkcjonat Tfo(t,u) okreslony naroz-

wigzaniach uktadu (@) - (4), dodatnio okreslony wzgledem normy II°IL, po-

df *
siadajacy wzdduz dowolnego rozwiagzania pochodnag i ciagty wzgle-
dem norm 1° i B1°H w punkcie t = 0, to rozwiazanie trywialne u-
k+adu (3) - (4) jest stabilne w sensie definicji 4.

Dowodd. Utwérzmy wyrazenie
flit.u.tp) = FQ(t,u) + [Pp(t.x)]|, ®
poniewaz
df
TT <0*
wiec
daf
+"£1
<rir ~ dt (6)
fil(t.u.ip) < fo(OwQ) + |tp(t.x) | (@]

z dodatniej okreslonosci funkcjonatu fo(t,u) wzgledem normy [I° 012 wy-
nika dodatnia okreslono$¢ funkcjonatu fFfAt.u.ip). Funkcjonat fAt.ou.ip)
jest roéwniez ciagty dla dowolnego t¢ [OT] wzgledem norm HE°Ho i H0° De
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Rzeczywiscie, z (7) wynika, ze
f..(t,u,<p) ~ T o(0,uQ) + Up(t,x)lIn, (C)

fo(0,uQ) jest funkcjonatem ciggtym wzgledem I°I0 i el
Dla dowolnego t e [0,T] i f>0 wybieramy wiec takie 06 , aby

IKOU) IO +I»(t,x)]|1<tf laby fo(O,uo)<!
Bez zmniejszenia ogélnosci mozna przyjac G<-]- Mamy wtedy:
f. (t,u,<p) < | + 1, ©
poniewaz oczywiscie
nfit,*)!, 4]

Mozna teraz dla otrzymania tezy zastosowa¢ rozwazania analogiczne jak w
dowodzie dostatecznos$ci w twierdzeniu 1.

Warunek stabilnosci mozna réwniez sformudowaé¢ w nastepujacej postaci:

TWIERDZENIE 4. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby roz-
wigzanie trywialne uktadu (@) - (4) byto stabilne w sensie definicji 4
jest istnienie dodatnio okreslonego wzgledem normy funkcjonatu f(x,t), spek-

niajacego warunek

/\ Hue )l < Ff(e,u)  <cfFl]|GEOIT + 1P (e, 0l 1 (10)
te [0T] * o o "

C - dowolna stata.

Dowéd . Dostateczno$é warunku jest natychmiastowa w oparciu o
twierdzenie 1.

Warurek (10) jest rownowazny ciagtosci funkcjonatu wzgledem norm H°HO
i lem w tym sensie, ze z niego wynika ciagtosé funkcjonatu wzgledemMQ
floll - Dowéd koniecznosci mozna przeprowadzi¢ metoda nie wprost podobnie
jak w twierdzeniu 1.

Wp4+ynedo do Redakcji w pazdzierniku 1974 r.
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[IPHMEHEHHE METOI JIAIiyHOBA-MOBHAHA
flJIH HCCJIEHO03AHHH CTAEHJIbHOCTH rPAHHHHHX BOtIPOCOB

P e3 bbue

B pa0OTe oCofiasHO Meio”H MoBnaHa no HccjieflOBaHHio ciaOHJitHOCcTH ejih. Heo,n-

HOpOfIHO fleTepMKHHpOBaHLDC rpaHHVLHbDC BOnpOCOB

BBefleHO HOBoe onpeaeJdieHne cTaSraibHOCTH. IloflaHO 4 onpe,nejieHHH no ciadHJib-
HOOTH h aoHMnioiHnHoa cTa¢HJiBHOCTH pemeHna onpe”~eaeHHbtx HenpepHBHux OHOieM
H OMemaHHHX OHOTeM npH HeOFIHOpPOFIHHX SeTepMHKHpOEaHHbDC rpaHHNHHX yOJIOBHHX,
a TaK*e no”aHO onpegenemie no OFfIHO3HanHTexBHOOTH pemenaft cnoieMH.

APPLICATIONS OP THE LAPONOV-MOWCZAN®"S METHODS TO THE
INVESTIGATIONS OP THE STABILITY OP BOUNDARY PROBLEMS

Summary

In my work I am generalizing Mowozan’s metods of stability investiga
tiona with the heterogeneous, determinate, boundary problems.
I introduce a new definition of stability. 1 am giving 4 statements

concerned with stability and asymptotic stability of solutions.



