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APROKSYMACJA FUNKCJI ŁUKAMI KOŁOWYMI 
W STEROWANIU AUTOMATAMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwiązanie zagadnienia apro- 
ksymacji stycznymi Łukami kołowymi. Aproksymacja taka ma zastosowa
nie w sterowaniu maszynami do cięcia blachy i automatami kreślący
mi. Podany tu algorytm pozwala na wykorzystanie komputera do stero
wania tymi urządzeniami.

I. Wstęp

W pewnych szczególnych przypadkach obliczeń celowe jest wykorzystanie 
aproksymacji funkcji łukami kołowymi.

Na przykład szuka się funkcji aproksymującej w postaci łuków kołowych 
w wypadku stosowania sterowanych numerycznie automatów do cięcia blach i 
kreślenia rysunków. Urządzenie sterujące takiego automatu to prymitywny 
komputer z wbudowanym na stałe programem, zawierającym interpolatory pod
stawowych ruchów palnika (pisaka): po prostej, łuku kołowym i paraboli [2]. 
Kształt wycinanego (rysowanego) elementu musi więc być opisany takimi e- 
lementarnymi odcinkami. Zadanie to bez uciekania się do pomocy komputera 
staje się często bardzo trudne, a niejednokrotnie niewykonalne.

Opisane elementarnymi odcinkami elementy są często przemieszczane i o- 
bracane na płaszczyźnie (optymalizacja rozmieszczenia elementów na prosto 
kątnej płycie blaszanej). Ogranicza to w poważnym stopniu wykorzystanie pa
raboli do opisu kształtu elementów, gdyż automat "zna" tylko parabole o 
osi poziomej lub pionowej. Dlatego krzywoliniowe odcinki konturu, po któ
rym będzie się poruszał palnik (pisak) trzeba najczęściej opisać łukami 
kołowymi.

Zagadnienie aproksymacji kołowej jest następujące:
Dla danej różniczkowalnej w przedziale [a,d] funkcji f (w końcach prze

działu istnieją pochodne jednostronne) należy tak dobrać funkcję aproksy- 
mującą S, będącą sklejeniem skończonej ilości kolejno stycznych do sie
bie łuków kołowych i odcinków prostych, ażeby wielkość

max |f(x) - S(x)| 
x e [a,b]
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była wystarczająco mała. Odcinek prostej można tu potraktować jako łuk ko
łowy o promieniu r = «° .

Niżej podana jest metoda efektywnego uzyskania takiego przybliżenia,na
dająca się do zaprogramowania na komputerze.

II. Metoda aproksymacji

Istota metody pokazana jest na rys. 1. Krzywoliniowy odcinek funkcji f 
przybliżony został w pewnym przedziale [xA ,xB]t< [a,b] dwoma łukami ko

łowymi, z których pierwszy o pro
mieniu rA jest styczny do funk
cji f w punkcie A, drugi o pro
mieniu rD - w punkcie B. Ponad-X3
to obydwa łuki są styczne do sie
bie w pewnym punkcie C, leżącym 
w zakresie przedziału

Funkcja przybliżona byłaby w 
przedziale [xA ,Xg]odcinkiem pro
stej wtedy, gdyby styczne do niej w 
punktach A i B pokrywały się. 

Najpierw szuka się dwu łuków kołowych (odcinka prostej) dla całego prze
działu [a,b]. Jeżeli znalezione łuki (prosta) przybliżają funkcję wystar
czająco dokładnie, tworzą szukaną funkcję aproksymującą. Jeśli natomiast 
dokładność przybliżenia jest niedostateczna, przedział [a,b] dzieli się 
na dwie części, np. na połowy i w pierwszej z nich szuka się pary łuków 
(prostej). Po skończonej ilości takich kroków uzyskuje się żądaną dokład
ność aproksymacji dwoma łukami (prostą) w pewnym przedziale [a,c]c[a,b]. 
Z przedziałem £c,b] postępuje się analogicznie jak z [a,b] .

W rezultacie przedział [a,b] zostanie iteracyjnie podzielony na skoń
czoną ilość odcinków, w których funkcja przybliżona będzie dwoma łukami 
kołowymi lub prostą. Sklejenie tych wszystkich łuków i odcinków prostych 
jest szukanym przybliżeniem S funkcji f w przedziale [a,b].

Łatwo zauważyć, że istnieje nieskończenie wiele par łuków kołowych, 
przybliżających z różną dokładnością funkcję f w przedziale [xA ,xB|.

W celu wyznaczenia jednej takiej pary poprowadźmy styczne do funkcji w 
punktach A i B i obierzmy na pierwszej z nich punkt D, leżący na pra
wo od punktu A i na lewo od
- punktu F przecięcia się stycznych i punktu G przecięcia się pier
wszej stycznej z symetralną odcinka łączącego punkty A i B, gdy stycz
ne przecinają się w przedziale [xA>Xg] (rys. 2 i 3);

- punktu G przecięcia się pierwszej stycznej z symetralną odcinka łą
czącego punkty A i B, gdy styczne są równoległe lub przecinają się 
poza przedziałem £xA ,Xg] (rys. 4).
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Rys. 4

Zakładamy, że styczne nie pokrywają się, gdyż w przypadku przeciwnym przy
bliżylibyśmy funkcję odcinkiem prostej.

Poprowadźmy przez punkt D prostą

y - yD - k(x - xD X (1)

o współczynniku kątowym k ^ y^ • x ^ ^ yB * ^ XB^’
drugą styczną w punkcie E takim, żeby długość odcinka łączącego punkty 
D i E była równa sumie długości odcinków łączących punkty A z  D i  
B z E.
Mamy zatem

A|<x D_xA )2 + (yD“yA )2 +^l(xE_XB )2 + ^E"yB)2 + (yE_yD )2 (2)

Punkty D i E leżą na stycznych, a ponadto punkt E na prostej (1), 
spełnione są więc równości

yD - yA -
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y E “  y B y B^XE-XB^ 

y E "  y D = k (x E " xD)

Stąd, wyznaczając wielkości Xy, y^, y^ i wstawiając je do równania (2) 
drogą prostych przekształceń dostajemy równanie kwadratowe ze względu na k

k2 («2-p2 ) - 2ktfj + j2 - p2 = 0,

gdzieś

« “  (x D"xA ^ '  + ^  “  ( ^ xB ) ^ f
(3)

P = y B "  yA + yB (x D"xB ) '  yA (x D_xA )

Równanie to posiada pierwiastki

(4)
- r

z których pierwszy odrzucamy ze względu na założenia o prostej (1).
Możemy teraz na prostej (1) znaleźć punkt C leżący na prawo od punk

tu D w odległości takiej samej jak A. Ze względu na wybór k punkty B 
i C są równoodległe od punktu E, a zatem C jest punktem sklejenia 
szukanych dwu łuków kołowych. Z równań parametrycznych

x - -
D  A T i  7 ?  V  *  y 'A

y - y n - t
y;

D Al . 2'ii + y

X - +D ' Al 11 1 + k

y - y D + t

( - 0 0  <  t <°o )
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przedstawiających styczną do funkcji f w punkcie A i prostą (1) wy
nika, że współrzędne punktu C wyrażają się wzorami

xc = xD + U D-xA )
} 1 +

y;2
T T (5),

yC ■ yA + (x d-xa }(( 'i  *  ^  )

Nietrudno teraz znaleźć środki x °B^pB’qB^ oraz promienie
r^ i Tg szukanych łuków:

k(yC-yA } + XC " XA  ---- .. . k(yC-yB} + XC“XB
qB B + k - y> —

PA = XA - yA (qA-yA }

lqA " yA I 1 + y r

PB “ ^  yB^qB-yB^

rB = K  “ yBl f ^ yB

(6 )

, 2

Zbiór wszystkich par S łuków kołowych, przybliżających funkcję f w 
przedziale [xa *xb ]> tworzy jednoparametrową rodzinę funkcji. Parametrem 
może tu być współrzędna xD punktu D.

Punkt D można w każdym przedziale [xa >xb] szukania pary .łuków przyj
mować tylko raz, np. w środku określonego wyżej odcinka stycznej. Jednak 
na ogół para łuków S odpowiadająca takiemu D nie będzie najlepiej ze 
wszystkich par rodziny przybliżać funkcję. Może się zdarzyć, że doprowa
dzi się do niepotrzebnego dalszego podziału przedziału [xa ,xb ] na oz®acx» 
w których będzie się szukać przybliżeń, mimo że już w samym przedziale 
[xA ,x b ] istniała para łuków, przybliżająca funkcję z wystarczającą dokła
dnością. Wskazany byłby więc wybór takiego D, ażeby odpowiadająca mu pa
ra łuków Ś spełniała lub była bliska spełnienia równości

maxlf(x) - S(x)l = min max |f(x) - S(x)l 
x €[ V xb] s 4 xa «x b]

(7 )
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III. Dokładność przybliżenia

Odchyłkę dwułukowego przybliżenia S od funkcji f można oszacować ob
liczając wartości funkcji

tf(x) = f(x) - S(x) (8)

w dostatecznej ilości punktów przedziału Jest to sposób skutecz
ny przy wykorzystaniu elektronicznej maszyny matematycznej. Funkcja d mo
że najogólniej posiadać wiele ekstremów lokalnych, dlatego w przypadku o- 
gólnym trudno byłoby szukać przybliżenia możliwie optymalnego 5. Toteż 
wtedy punkt D w każdym przedziale [xA »xg] szukania pary łuków będzie się 
raczej przyjmować tylko raz, rezygnując tym samym ze znalezienia pary 3.

Interesujący staje się przypadek, gdy przedział wyjściowy daje się po
dzielić na odcinki, w których funkcja posiada monofoniczną krzywiznę (mo
duł). Wówczas przybliżanie dwoma łukami lub prostą dobrze jest rozpocząć 
od każdego takiego odcinka. Stosując w razie potrzeby odbicie symetryczne 
względem osi y, możemy taki odcinek funkcji zawsze sprowadzić do odcinka 
o krzywiźnie nierosnącej. Wnikając w problem krzywizny można się przeko
nać, że wtedy funkcje f i S mogą przebiegać względem siebie tylko tak 
jak pokazuje rys. 5 lub symetrycznie względem osi x (zakładamy, że f nie

Rys. 5
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jest łukiem koła w całym przedziale [xa »x b ]* &dyż w przypadku przeciwnym 
f = S). Gdy punkt D przesuwa się od punktu bliskiego A do punktu blis
kiego P, wzajemne położenie wykresów funkcji f i S zmienia się po
cząwszy od sytuacji 5a poprzez 5b i 5c aż do 5d, przy czym zawsze f (*q ) 
>  Sr (xQ) (w przypadku symetrycznym f' (xc) <  S'(xc)).

Nietrudno zauważyć, że rys. 5 jest równoważny rys. 6, na którym poka
zane jest zachowanie się funkcji (8).

Rys. 6

Niech

<Sjj = max | £(x)|
xe[xA >XB ]

<5, = - min ć(x) A
x‘[xA*Xc]

łL ■ max «5(x)
D

6[x c ,xb 1

w przypadku pokazanym na rys. 6, zaś

= max ¿(x)
X6[XA ,XC]

ó » - min <S(x)
x e[ xC * x bI
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w przypadku symetrycznym. Zauważmy, że

tfM = max | ¿a * j

Jeżeli punkt D porusza się od A do F, wielkość t$A rośnie od ze
ra do pewnej wartości maksymalnej, natomiast ńg maleje od pewnej warto
ści maksymalnej do zera. A zatem istnieje takie D, przy którym óA = óg, 
a zarazem je3t minimalne. Para łuków odpowiadająca temu D tworzy przy
bliżenie S optymalne, spełniające równość (7).

Nasuwa się tu następujące postępowanie!
Iteracyjnie tak przesuwamy punkt D (w kroku pierwszym można go przy

jąć w środku odcinka łączącego punkty A i F), ażeby odchyłka (5̂  ma
lała. Po skończonej ilości kroków znajdziemy D takie, że albo bę
dzie dostatecznie małe, albo jednocześnie tfA i óg przekroczą dopusz
czalną dokładność. W przypadku pierwszym kończymy proces aproksymacji w 
przedziale [xa ,xb]’ znalezione łuki dają przybliżenie wystarcza
jąco dobre, natomiast w przypadku drugim dzielimy przedział Jx^.Xgjna dwa 
i szukamy przybliżeń w przedziałach mniejszych.

Wartości i ńg można znaleźć wieloma sposobami, np. obliczając
wartości funkcji 6 w dużej ilości punktów, stosując metodę iteracyjną 
szukania ekstremów czy też przybliżając funkcję ó inną funkcją dobrze 
ją charakteryzującą. Rys. 6 wskazuje, że funkcję ó daje się z powodze
niem w każdym z przedziałów [xa ,x c ] * [x C,Xb] zastąpić wielomianem stop 
nia trzeciego.

Niech więc
n O

PA (x) = aQ + a ̂ x + a^x + ayr (9)

będzie wielomianem przybliżającym ń w przedziale £xA ,Xę].
Połóżmy

h cJ(x q ) oraz h' = '̂(xc ) (10)

Od współczynników wielomianu (9) żądamy, ażeby spełniały układ równań li
niowych
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Rozwiązując ten układ i znajdując punkt ekstremalny £A ^ x^ 
(9) oraz wartość tego wielomianu w tym punkcie, otrzymujemy

(XC ~ XĄ ̂ h
^A - XC " 3[(xc - x  I V -

r  ? 9h - 4 (x  - x )h
" 11 + [(*„ ~ xi ̂  1--------- 1-71

A A L C A ■* 2 7 [(x c - xA )h  - 2 h ]‘

Analogicznie, zastępując w przedziale [xc ,xb] iunkcję 6
Pfi(x), dostajemy

U r " xB )2h' f =* x — i i A. - ■ ■
C 3[ ( x c - xB )h- - Ą

r ,12 9h - 4 (x„ - x )h'
pb^b  ̂ = n + [(xc " xB̂ hJ ~ZT7~ T~u?27 [(xc - Xg)h - 2h]

Ostatecznie mamy

*L*

lPA ( 5a) I * I a  t i x A ’ XC ]

0 gdy 5 A t(xA.xc)

|PB (̂ B )I> * *  5 b €(xC’XB )

wielom ianu

(1 1)

(1 2)

wielomianem

(13)

0 gdy ^ B e(xc ,xB )
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Przykład■ Tabela 1 przedstawia wynik zastosowania powyższego algo
rytmu aproksymacji do wielomianu y = ^ - x w przedziale [0,2 ] z do
kładnością 0.00005. Obliczenia przeprowadzono na komputerze ODRA 1304. Ko 
lumny x^, y^, p^, r^, d^ oznaczają kolejnos współrzędne punktów po
działu przedziału [0,2], współrzędne środków i promienie aproksymują- 
cych łuków oraz odchylenia tych łuków od wielomianu obliczone za pomocą 
wzorów (12) i (14). W kolumnie <5\ podano wartości dokładne tych odchy
leń.

IV. Uwagi końcowe

Funkcja aproksymująca S posiada nie więcej punktów przegięcia od fun 
kcji f. Ilości punktów przegięcia są takie same, gdy rozpocznie się pro
ces aproksymacji od podziału przedziału [a,b] na odcinki, wewnątrz któ
rych funkcja f nie posiada punktów przegięcia. Wtedy przybliżenie S 
dobrze charakteryzuje funkcję f.

Wykorzystując wzory (3), (4), (5) i (6) można podać algorytm interpo
lacji łukami kołowymi. Oprócz węzłów x^,x2»...,xn i wartości yj^,..., yn 
funkcji f w tych węzłach potrzebne tu są wartości y' ,y'2>... ,y^ pochod
nej funkcji w węzłach. Jeżeli wartości pochodnej nie są znane, można je 
zastąpić średnimi nachyleniami odcinków łączących punkty (xi>yi).

Wpłynęło do Redakcji w czerwcu 1974 r.
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AIUIPOKCHMAIiHH «yHKDJlH KPyrOBHMH flyrAMH 
B ynPABJffiHHH ABTOMATAMH

P e 3 K> m  e

B pafioTe npeaciaBjieHO pemeHHe Bonpoca annpoKCHMamM KacaTeabHHMH Kpyro- 
bhmh A yra ira. 3ia annpoKCHMaipiH npuMeHaeTOH b  ynpaBjiemiH MamHHaMH fl.iH pe3KH 
MeiajiJiHqeoKHX jih c to b  h vepTeacHHMH aBTOMaTaira.

3flecB npHBe,ąeH aaropeTM nosBaaaeT ncnoab30BaTb KOMinarep a jm  ynpaBaeHHH 
3THMH yCTpOftOTBaMH.

APPROXIMATION OP FUNCTION BY CIRCULAR ARCS 
IN STEERAGE OP AUTOMATONS

S u m m a r y

In this paper presented the solution of a problem of approximation by 
tangential circular arcs. This approximation is applied to steerage of ma
chines for metal sheet cutting and graphic automatons. The here served 
algorithm permits to use a computer for control of these devices.


