ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1975
Seria: Matematyka"Fizyka z. 26 Nr kol. 441

Eugeniusz SOCZKIEWICZ
Instytut Fizyki

ODDZIALYWANIA MI?DZYCZASTECZKOWE TYPU LENNARDA-JONESA
W PRZYPADKU ROZNEGO RODZAJU CZASTECZEK

Streszczenie. Opisujgc oddziatywania miedzyczasteczkowe w cieczy
przy pomocy uogélnionego potencjatu l.ennarda-Jonesa, rozwazono moz-
liwos¢ wyliczania wyktadnikéw odpychania n. , czasteczek rdznych

rodzajow, ze znajomosci wyktadnikow odpychan?a it onn czqsfe-

czek tego samego rodzaju. Wykazano przy tym, zereguta mieszania wy-
ktadnikow odpychania uzyskana przez Lichtenthaler-a z koncepcji war-
stwowego potencjatu kulisto-symetrycznego daje wyniki zgodne z o-
trzymywanymi przy pomocy metody akustycznej ze wzoru Kuczery-Opil-
skiego w przypadku, gdy spetnione sa nastepujgce zalezno$ci miedzy
odlegtoSciami miedzyczgsteczkowymi i predko$ciami propagacji fal
ultradZzwiekowych:

I. Wstep

Do opisu oddziatywan miedzyczasteczkowych w cieczach czesto uzywa sie
tzw. uogélnionego potencjatu Lennarda-Jonesa QI-9]s

itif r n roml
¢wW = (>
gdzie
6 - oznacza gteboko$¢ dotu potencjatu oddziatywania miedzyczastecz-
kowego,

m,n - wyktadniki opisujgce przyciagganie i odpychanie sie¢ czasteczek,
r - odlegtos¢ miedzyczasteczkowa,
s - odlegto$¢ miedzyczasteczkowe wréwnowadze,

Wyktadnik odpychania n jest wielkos$cig indywidualng dla kazdej cieczy.
Daje sie on tatwo wyznaczy¢ metodg akustyczng przy pomocy wzoru Kuczery
[4-6] .

Opisujac oddziatywania miedzy réznego rodzaju czasteczkami potencja-
tem typu (1), powstaje problem, czy parametry tego potencjatu dajag sie wy-
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liczy¢ z parametréw potencjatow oddziatywan czasteczek tego samego rodza-
ju [10-13] « Oddziatywania miedzy czasteczkami réznego rodzaju wyznaczano
dotychczas przewaznie z zalezno$ci temperaturowej drugiego wspo6iczynnika
wirialnego mieszaniny gazéw [1, 12, 16-18]. Wiadomo, iz wspoétczynnik wi-
rialny B(T) wyraza sie przez potencjat oddziatywania miedzyczasteczko-
wego nastepujacym wzorem:

T b
B(T) - Z0NJ (1 - e KK )r2 dr, (2)
0

gdzie:
N - liczba Avogadra,
k - stata Boltzmanna,
T - temperatura w skali bezwzglednej.

Ze wzorow (1) i (2) otrzymuje sie:
B(t) . ém P0 pnm(O/l), (3)
przy czym:
m
n-m
_ n
6= m n-m
za$

PRl = @ P[«¥> - F (B " Ar(ifh)].

gdzie r - oznacza tzw. funkcje gamma. Warto$ci funkcji sg stabelaryzowa-
ne dla réznych warto$ci wyktadnikéw potegowych n i m , np. w pracy [i5]
Wspoétczynnik wirialny mieszaniny dwéch gazéw wyraza sie wzorem[l1,12,22]:

Bm(T,x) = (1 - x)2 B1 1(T) + 2x(1 - x)B~2(T) + x2 B"iT) (4)
gdzie:
X - oznacza stezenie molowe jednego ze sktadnikéw,
B1 1* B2 2 " wsPOtozynniki wirialne poszczegdlnych sktadnikow,
Bl’ > - wspotczynnik zawierajacy oddziatywania ré6znego rodzaju
»-

czasteczek.
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Parametry potencjatu oddzialywania miedzyczasteczkowego uzyskuje sie ze
wzoru (4), dobierajac je tak, aby wyrazenie (4) mozliwie dobrze dopasowac
do krzywej doswiadczalnej Bm(T,x). Stosujac te metode, Lichtenthaler i
Strein [ii] wykazali, iz uzywane czesto wzory [l0]i

nl,2 "t (ni +n2}

*1,2 e %2 (5)

nie sg doktadnie spetnione. Wtej sytuacji postanowitem zbadaé¢, jakie wy-
niki daje reguta mieszania wyktadnikéw odpychania n wuzyskana przez Lich-
tenthalera [11, 19] z koncepcji tzw. warstwowego potencjatu kulisto-syme-
trycznego,a nastepnie wyniki te poréownac¢ z otrzymywanymi ze wzoru Kuczery
-Opilskiego [5, 14] warto$ciami n* 2.

Il. Warstwowy potencjat kulisto-symetryczny

Koncepcje warstwowego potencjatu oddziatywania miedzyczasteczkowego
wprowadzili w swych pracach G. Thomaes, M. Atoji i W Lipscomb [16,17]roz-
wazajagc oddziatywania miedzy wieloatomowymi czgsteczkami. A. de Rocco i
W. Hoover [18] uzywali tego potencjatu do obliczania wspoétczynnikéw wi-
rialnych, obecnie za$ stosowany jest on szeroko w pracach grupy prof.
Schafera na uniwersytecie w Heidelbergu [11, 12, 19-21]. WZkoncepcji tej
przyjmuje sie, ze oddziatywania miedzy pojedynczymi atomami opisuje po-
tencjat 6-12 Lennarda-Jonesa, a obliczenie oddzialywan miedzy czgsteczka-
mi wieloatomowymi wymaga ztozenia oddziatywan poszczegélnych atoméw, u-
wzgledniajgc pizy tym to, ze potozenia tych atoméw ustawicznie sie zmie-
niajag, np. wskutek rotacji czasteczek, co najprosciej daje sie uwzglednic¢
przez przyjecie ciggtego rozktadu Zrédet potencjatéw 6-12 na powierzchni
kuli. Okazuje sie przy tym, ze przebieg potencjatu warstwowego jest tym
bardziej stromy, im wiekszy jest stosunek $rednicy omawianej kuli do od-
legtos$ci miedzyczasteczkowej rQ. Dobierajagc odpowiednig warto$¢ tego sto-
sunku, mozna uzyskaé¢ jednakowe przebiegi w poblizu minimum krzywych uogét
nionego potencjatu Lennarda-Jonesa i potencjatu warstwowego, co wykazat
Lichtenthaler [19]-

Przy oddziatywaniach czasteczek réznych rodzajéw przyjmuje sie oczywi-
§cie, ze S$rednice kul potencjatu warstwowego sa rézne, jak to przedstawi-
tem na ponizszym rysunku.
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Rys. 1. Schemat do wywodu wzoru na warstwowy potencjat kulisto-symetrycz-
ny

D.|, - $rednice kul potencjatu warstwowego

Obliczenie oddziatywan miedzy tymi kulami wymaga:
a) wyliczenia oddziatywania punktu 0 ze wszystkimi punktami kuli |
cO wyraza Sie wzorem:

2+f
§ d8 D1)2sin«do;
®)
3 doJ D1) sinrtdeeg
0 0
z ktérego, po skorzystaniu ze zwigzkéw:
Fr 12 r 61 ” ” . »
<p(f) = [tI[(") -2(—) J, t =r + (p Di* “r Di cos< (7)
i wykonaniu catkowania otrzymuje sie:
[a&> (*.D, j] (*)18Y10)(j,D,)-[+il0)(ro,D1).108t11I(ro.D)] (IkjS U{,,0,) ®

r’'D 4el5])(ro.D,)all0l(ro,D1)-10Qi” J(r0.Dl )Q41(ro.00)

Uzyto przy tym oznaczenia:

(r,D1) = (1 +%iydd - 1 - 1)
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b) scatkowania funkcji O0(r,D1) po catej powierzchni kuli 11 i

leniu otrzymanego wyrazenia przez powierzchnie tej kuli.
Prowadzi to do wzoru:

J
(fX{r,D1,D2) =~ J<™(s,D1)sin AdA,
0
z ktérego po skorzystaniu ze zwigzku;
S2 = D2)2+I’2-I’D2cosK,

otrzymuje sie po wykonaniu catkowania:

[PR)(rODLP2y<H(4)(r0," DQ)]p(g)(rtllli)(IE)Jz[p(ﬂ (ro. EllI)"éP(IO)(ro CLI2)p(3)(r, DL (M6
SPUC,(rO.DLLR) r i (ro, 0L, [2)-3pt4\r0, 0L E2)ptdi(ro, L)
przy czym:
(AN D14DQ -j Di 50 “j Di-Do -ji (IEN V4
P(j)(r,D1tD2) = (n-£--2) +(1- -"jr) -(1--¢ _D)

Ze zwigzku:

d2;p(r) =/d2 ~(r,»Di»I=2)

dr2 "o \ dr.2

w ktérym:

ro” 2~0,1 +r0,2"
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podzie-

(9)

(10)

(11)

(12)

otrzymat Lichtenthaler [19] nastepujace wyrazenie na wyktadnik odpychania

ré6znego rodzaju czasteczek:

Cl»” 1(r0.P1.P;)[f(3i(ro.111.D;,)t3PU )(re.D1.D;)]-22(5)ir0,DL.1?)[p(9)(i,.D1.1)?)-W (I° I (ro.11,.D;i]
tfrOf(rO.D]_II)?n7(rO.D,,m)—3P|1'i?ro,D,,DZ)pIS'(ro.D.D2)

(13)
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Korzystajac z maszyny cyfrowej Odra 1204, wyliczytem z powyzszego wzo-

ru wartosci wyktadnikéw n* 2 dla réznych stosunkéw bL ; D Wyniki
* 0 0
obliczen przedstawia tabela I.
Wzér (13) stanowi nowg regute mieszania wyktadnikéw odpychania n, gdyz
znajac wyktadniki nl i n2, mozna obliczy¢ D1 i D2, a nastepnie ze

wzoru (13) wyktadnik potegowy n'llk'

I1l. Oddziatywania miedzyczasteczkowe w roztworach wedtug koncepcji pro-
pagacji fal akustycznych wnici krystalicznej

Propagacje fal akustycznych w roztworach cieczy rozwazyli 11 Kuczera
i A. Opilskiprzy zastosowania metody nici krystalicznej [5, 14, 23]. Dla
nici krystalicznej sktadajgcej sie z dwoch rodzajéow czgsteczek, w ilosci

i H2, autorzy ci otrzymali nastepujace wyrazenie na diugos$¢ nici i
czas przejscia fali akustycznej przez nig:

1= (K, - | KLf2)ri+ (N2" 2 N1,2°r2 + N1,2 ri,2 £14)

Tt <l - i NL2>A+ 2- [ N12A + W27 {5

gdzie:
r~, r2, r™ 2 - oznacza odpowiednio, $rednie odlegto$ci miedzy czastecz-
kami pierwszego rodzaju, drugiego rodzaju i r6znych ro-

dzajow,
K'I|" - liczbe par czgsteczek réznych rodzajow,
wl, w2 - predkos$ci ultradzwiekéw w pierwszym i drugim sktadniku,
w. - predko$¢ ultradzwiek6w w roztworze ztozonym z par rdz-

))'
nych czasteczek.

Ze wzoréw (14) i (15) wynika nastepujgce wyrazenie na predko$¢ ultradzwie-
kéw w roztworze o stezeniu z [H, 23]:

X2r1 + (1 - X) r2 + 2x(@ - X)r

r r r (16)
*2 Lo+ (i _ x)2 -2 + 2x(1 - x)_lx2

Wi w2 wl,2

przy czym:

X - hl +Tq
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Korzystajgc ze wzoru Kuczery [4-6] na wyktadnik odpychania czgsteczek:

i (2)

n=_6ililp, (17)
gdzie oc - oznacza wspo6tczynnik rozszerzalno$ci objetoSciowej cieczy,
A. Opilski [l4]wykazat, ze otrzymana ze wzoru (l6)warto$éwyktadnika od-
pychaniaczgsteczek r6znego rodzaju zalezy odspetniania lub niespetnia-

nia przez roztw6r nastepujacych warunkéw:

g '2lv(\:/,| +m}22) (18)
ri,2 I (r1 +r2}

Je$li powyzsze warunki sg spetnione, to:

A Pi *SF h

ni,2 = *“ 6 W,2 rlc +r " '

gdzie:

1 0w 1 0*0
= AT 72 “wh@T Jp

e , & - wspotczynniki rozszerzalnosci objetosciowej sktadnikéw roztwo

ru,

W1 ) - predkos¢ ultradzwiekéw w roztworze ekwimolamym.
\"

W przypadku niespedniania przez roztwér warunkéw (18), wyzej wspomnia-

ni autorzy otrzymali:
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przy czym wyrazenia z gwiazdkami odnoszg sie do roztworéw ekwimo-
larnych.

IV. Pomiary predkos$ci ultradZzwiekéw w niektérych roztworach oraz oblicze-
nia wyktadnikéw odpychania

Pomiary predkosci ultradzwiekéw i ich temperaturowych wspétczynnikéw wy-
konatem w szeregu ekwimolarnych roztworéw niepolarnych cieczy, przy pomo-
cy ultradzwiekowego interferometru impulsowo-fazowego. Sredni btgd pomia-
ru predkos$ci nie przekraczat 0,2 [**]> a wahania temperatury w naczynku po
miarowym - 0,02°C. Otrzymane z pomiaréw warto$ci predkos$ci ultradzwiekow
i temperaturowych wspétczynnikéw predkoséci przedstawiono w tabeli 11.

Tabela 11

Wartosci zmierzonych predko$ci
i temperaturowych wspdétczynnikow predkos$ci ultradzwiekéw

w czystych cieczach i ich roztworach
Dw Sw.
Roztwor , - &
*.[f] - %r>p (1] p
CCl4 + c9h20 937 3,19 1225 4,13 1060,5 3,57

4,36 1100 12214 422
C6H3 (CH3)3 + CeHia 1399 4,77

c6h3(ch3)3 + c6hl2 1355 4,36 1276 4,99 13032 4,32

12400 4,

COHBACHBN3 + C7H1g 1395 436 1150429 4.27
ccid + c6h12 037 3,19 1276 4,99  1063,0 3,87
Con3(CH3)3 + CCl4 1355 4,36 937 319 11202 3,79
1052 2,94 1225 4,13 11137 3,76
1052 2,94 1100 477 10400 3,42

1052 2,94 1276 4,99 1119,5 3,92

C2C14 + 09H20
C2C14 + °6H14
C2C14 + C6H12

C2C14 + CCl4 1052 2,94 937 3,19 996,0 3,62

Wyktadniki odpychania czgsteczek tego samego rodzaju wyliczytem przy
pomocy wzoru Kuczery (17). Biorac odlegtos$ci miedzyczasteczkowe z pracy

[1] wyznaczytem przy pomocy danych tabeli | $rednice kul potencjatu war-
stwowego, a nastepnie wyktadniki odpychania czgsteczek ré6znego rodzaju
n. 9< Korzystatem przy tym ze wzoru:

ro,1,2 = 2(r0,1 +r0,2)

Odnos$ne wyniki przedstawione sg w tabeli III.
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Tabela 111
Wyktadniki odpychania potencjatu oddziatywania miedzyczasteczkowego
dla czystych cieczy (17) i ich ekwimolarnych roztworéw (13)

Roztwor ro,itA°] ro,2tac3 DAl d2[a’] 4 n2  ni,2

ccid + c9nh20 5,50 7,19 1,81 2,94 16,6 19,8 18,3
C6H3 (CH3}3 + CBHH 6,41 5,98 3,08 2,39 23,8 19,3 21,2
c6h3(ch3)3 + cb6h12 6,41 5,60 3,08 2,27 23,8 19,6 21,6
c6h3(ch3)3 + C7H16 6,41 6,45 3,08 2,40 23,8 18,1 20,6
ceid + cbhl2 5,50 5,60 1,81 2,27 16,6 19,6 17,9
c6h3(ch3)3 + CCI* 6,41 5,50 3,08 1,81 23,8 16,6 19,9
C2C14 + COH20 6,22 7,19 2,05 2,94 16,6 19,8 17,7
C2C14 + C6H14 6,22 5,98 2,05 2,39 16,6 19,3 17,8
C2C14 + C6HI2 6,22 5,60 2,06 2,27 16,6 19,6 17,8
c2ci4 + cci4 6,22 5,50 2,05 1,81 16,6 16,6 16,5
Tabela IV

Poréwnanie obliczonych predkosci w, Q wzpr (18)
z warto$tiami zmierzonymi w ekwimolarnych roztworach
) T c W, 2[f] w.2[f
Roztwor - Cr0.2[A L [1] wyeq Oblic ey [f]
czone P.

CCl4 + c9h2Q 5,50 7,19 937 1225 1081 1060,5

c6e3(ch3)3 + cbhld 6,41 5,98 1355 1100 1219 1221,4

c6h3(ch3)3 + c6hl2 6,41 5,60 1355 1276 1317 1303,2

C6H3 (CH3)3 + C7H16 6,41 6,45 1355 1150 1244 1240,0

ceid + ceHI2 5,50 5,60 937 1276 1082  1063,0

c6h3(ch3)3 + CCl4 6,41 5,50 1355 937 1124 1129,2

C2C14 + c9nh20 6,22 7,19 1052 1225 1138 1113,7

C2C14 + C6H14 6,22 5,98 1052 1100 1075 1040,0

C2C14 + CEH12 6,22 5,60 1052 1276 1148 1119,5

C2C14 + CC14 6,22 5,50 1052 937 995 996,0

Predkosci ultradzwiekéw w badanych ekwimolarnych roztworach spetniaja
relacje (18), jak to wida¢ z danych tabeli IV. Wyliczajac wyktadniki od-
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pychania nl1 2 =z teorii Kuczery-Opilakiego, nalezy korzystaé¢ ze wzoru (19).
Wyliczone z tego wzoru warto$ci wyktadnikéw odpychania przedstawione sa w
tabeli V.

Tabela V
Warto$ci wyliczonych ze wzoru (19) wyktadnikéw odpychania n'*gé
. 1 oW

R . .

oztwér v oT p ® . 103 a2 . 103 wi2[f] nl2
CCl4 + C9H20 3,404 3,371 1,23 1,02 1060 17,9
c6h3 (ch3)3 +
+ CBH14 3,217 4,335 0,81 1,35 1221 21,4
c6H3 (CH3)3 +
+ CBHI2 3,217 3,911 0,81 1,20 1303 21,3
Ceh3 (CH3)3 +
+ C7H16 3,217 3,730 0,81 1,24 1240 20,4
CCl4 + c6h12 3,404 3,911 1,23 1,20 1063 17,6
C6h3 (°h3)3 +
+ CCl4 3,217 3,404 0,81 1.23 1129 19,9
C2C14 + °9H20 2,795 3,371 1,01 1,02 1114 17,8
C2CL4 + CBH14 2,795 4,335 1,01 1,55 1040 17,4
C2C14 + CeHI12 2,795 3,911 1,01 1,20 1119 17,4
c2ci4 + cci4 2,795 3,404 1,01 1,23 996 16,7

V. Whnioski

U PredkoS$ci ultradZzwiekéw w badanych ekwimolamych roztworach niepo-
lamych cieczy spetniajg relacje:

ri-2 _ 1.1 n2s
WL, 2 1 W w2

co wedtug Opilskiego [14] wskazuje na niezalezno$¢ predkosci dzwieku od
sposobu uporzadkowania czgsteczek, skiadnikéw rdztworu.

2. Wz6ér Lichtenthalera (13) i wzér Kuczery-Opilskiego (19) dajg wykta-
dniki odpychania czasteczek réznego rodzaju nl 2 zgodne <co do wartos$ci
w przypadku, gdy spetnione sg relacje (18). Wida¢ to z danych tabeli VI.
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Tabela VI

Poréwnanie wyliczonych ze wzoréw (13) i (14)
warto$ci wyktadnikéw odpychania czgsteczek rdznego rodzaju

An

Roztwor (%32) r}iﬁ __;l_llj,léa' 100%

cci4 + c9n20 18,3 17,9 2,2
c6H3ACH3N3 + CBK14 21.2 21.4 0.9
C6H3 (CH3"3 + C6HL2 21,6 21,3 1.4
C6H3"CH3"3 + GTH16 20.6 20,4 0.9
CCl4 + C6H12 17,9 17,6 1.7
C6H3 (CH3}3 + CCl4 19.9 19,9 0

C2C14 + C9H20 17,7 17.8 0.6
°2C14 + °6H14 17.8 17,4 2.2
C2C14 + CBHI2 17.8 17.4 2.2
c2ci4 + CCla 16,5 16,7 0,6

Wptyneto do Redakcji w kwietniu 1974 r,
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ME&fflyMOJIEKyj IHPHHB B3AHMOJEfICTBHH THHA AEHHAPFIA-ffiKOHCA
B CliyRAJO MOJIEKYJI PA3JIH9HOrO BHfIA

Pe3b Ile

OnacuBaa Mex"yMOlJisKkyMpHue BaaHMOfleficTBM b xhhkocthhx npn nouomn 0606-
meHsoro noieHiuiajia JleHHapna-JIxoHca, yvjiH bo3Moxhoctb pacneia noKa3aTejieid
oieneBH n. ottajjk HBUHHH pa3JiHHHoro BH.ua MoaeKyji, 3Haa noKa3aiejiH cTe-
neHH OTTajiKH*BaHHa nA h nn MOJieKym OAHHaKoro bhasl, hpn stom HOKa3aHO,
bto npaBHJio CMsmHBaHHH noKa3aielieil cieneHH nojiygeHHHe JIHXTeHTxanepoM H3
KOHiienuHH omoHOioro noieHunajia mapoo6pa3HO-CHiieTpHBHOro, flagi peayjitTaibi
cornaoHtie c¢ nojiyHeHHHMH npa nouomn anycTHnecKoro Meio.ua H3 (topnymu Kyvepu-
OnHJitCKoro b cjryvae, Kor.ua BtinojiHeHu cneflymiHHe 3aBHCHUOCTH uex”y uojieKynnp-
HbMH paCCTOHHHHMH H CKOpOCTHUH pacnpOCTpaHSHHH ymbTpa3ByKOBbIX BOJIHS
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LENNARD-JONES TYPE OP MOLECULAR INTERACTIONS IN THE CASE
OP MOLECULES OP VARIOUS SORTS

Summary

Describing molecular interactions in a liquid by means of the genera-
lized Lennard-Jones potential, we have considered the possibility of cal-
culating the repulsion exponent powers of molecules of various sorts. W
based it on the knowledge of exponent powers nl and of molecules
of the same sort. There was shown also, that the mixing rule of exponent
powers, obtained by Lichtenthaler from the conception of the spherical
symmetry shell potential, gave consistent results with those obtained by
means of the acoustical method from Kuczera-Opilski’s formula in the case
the following dependences between intermolecular distances and velocities
of ultrasonic waves propagation were fulfilled:



