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ODPOWIEDNIOŚĆ W PRZESTRZENI OKREŚLONA PRZEZ PRZECIĘCIE 
TRZECH PŁASZCZYZN BIEGUNOWYCH TRZECH KWADRYK

Streszczenie. W pracy przedstawiono przekształcenie biegunowe do 
wolnego punktu przestrzeni rzutowej względem trzech powierzchni sto
pnia drugiego. Udowodniono, że obrazem biegunowym prostej względem 
trzech powierzchni stopnia drugiego jest krzywa przestrzenna rzędu 
trzeciego. Zbiór prostych przecinających dowolną prostą i jej obraz 
biegunowy wyznacza powierzchnię prostokreślną drugiego stopnia.

I. Wstęp

Rozważania prowadzimy w trójwymiarowej przestrzeni rzutowej, którą o- 
znaczamy W-*. W przestrzeni tej przyjęto trzy powierzchnie stopnia dru
giego E1, E2, E^. Dla poszczególnych punktów A, B, C   przestrzeni
W^ konstruujemy płaszczyzny biegunowe odpowiednio fg....... wzglę
dem E1 , e|..... względem Eg, ......względem E y

DEFINICJA 1. Części wspólne A' - A A B1 - fg A t| A £g ...
odpowiednich płaszczyzn biegunowych punktów A, B, C ......względem trzech
powierzchni E^, E2, Ej nazywamy obrazami biegunowymi.

II. Obraz biegunowy punktu

Obrazem biegunowym punktu może być:
a) punkt - dla trzech różnych płaszczyzn biegunowych,
b) prosta - jeśli dwie płaszczyzny biegunowe będą zjednoczone,
c) płaszczyzna - dla trzech płaszczyzn biegunowych zjednoczonych.

Można więc punkty przestrzeni W"* podzielić na trzy klasy:
a°) punkty zwyczajne - których obrazami biegunowymi są jednoznacznie okrw 

ślone punkty,
b°) punkty niezwyczajne - których obrazami biegunowymi są proste, 
c°) punkty osobliwe - których obrazami biegunowymi są płaszczyzny.
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xll. Obraz biegunowy prostej

DEFINICJA 2. Obrazem biegunowym prostej nazywamy zbiór obrazów biegu
nowych poszczególnych punktów tej prostej.

TWIERDZENIE. Obrazem biegunowym dowolnej prostej "a" należącej do prze
strzeni W3 jeet krzywa przestrzenna rzędu trzeciego.

D o  w ó d. Dla poszczególnych punktów A, B, C   prostej "a" pła
szczyzny biegunowe względem powierzchni E^, Eg, E^ utworzą pęki o osiach 
a )f a0, a-j (gdzie a^, ag» a^ są prostymi sprzężonymi z "a" odpowiednio 
względem powierzchni E1 Eg

Pęki płaszczyzn o osiach a1, ag, a^ są rzutowe do szeregu punktów 
prostej "a"
a) A, B, C...«. A a1 (cę̂ , cĉ , •••••) •••••••• ( I.

a) A, B, C ..... A  a2 ̂ «••••) ........ (2)
a) A, B, C ••••• A a^ (ff̂ » ifg» •••••) ■•••••«• (3)

Z zależności (1) (2) (3) wynika rzutowośó pęków płaszczyzn: 
a1 ( ocA  ) A  a2 ( H>A  ) A a3 ( rA  )-

Punkty przecięcia płaszczyzn homologicznych tych trzech rzutowych pęków 
płaszczyzn wyznaczają krzywą przestrzenną rzędu trzeciego C3.

1?. Własności

3 31. Jeśli prosta a e VI (należy do przestrzeni W ), obrazem jej wzglę
dem trzech powierzchni będzie krzywa przestrzenna rzędu trzeciego C3 roz
łączna z daną prostą "a".

3 3a A C  = , gdzie a1# 8g, a^ bisekanty krzywej C

2. Jeśli prosta "a" wyznaczona jest przez punkty A i A, wtedy "a" 
jest bisekantą krzywej wyznaczonej.

3. Dla dowolnej prostej "a", przechodzącej przez środek jednej z kwa- 
dryk, obrazem biegunowym jest parabola hiperboliczna.

D o w ó d .  Prosta biegunowa a' względem tej kwadryki jest prostą 
niewłaściwą. Otrzymamy trzy rzutowe pęki płaszczyzn, z których oś jednego 
pęku jest prostą niewłaściwą

ci-j ( 8C.j, (Yj . . . . )  A a 'g ( ctg . , . .  ) A  a ?3 ( • • • .  )
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Wynika stąd, ża z każdą prostą a'~ a^, krzywa posiada tylko dwa
wspólne punkty. Niewłaściwa płaszczyzna posiada z krzywą (P dwa wspólne 
punkty, przy czym w jednym z nich jest styczną do krzywej.

4. Dla prostej "a" łączącej środki dwóch kwadryk obrazei. biegunowym 
jest hiperbola skośna.

D o w ó d .  Biegunowe sprzężone prostej "a" względem dwóch kwadryk są 
prostymi niewłaściwymi przynależnymi do jednej płaszczyzny niewłaściwej. 
Biegunowa prostej "a" względem trzeciej powierzchni jest prostą właściwą.

a'~ A a'2~  A a'

Płaszczyzna niewłaściwa ma z krzywą skośną trzeciego rzędu trzy niewła
ściwe punkty wspólne.

5. Jeżeli środki trzech rozważanych kwadryk będą leżały na jednej pro
stej "a", to obrazem biegunowych tej prostej jest parabola sześcienna.

D o w ó d .  Biegunowe sprzężone prostej "a" względem tych trzech kwa
dryk są prostymi niewłaściwymi (a1̂  , a'2“° , a'-p przynależnymi do jed
nej płaszczyzny niewłaściwej. Z przynależności środków kwadryk do prostej
"a" wynika przynależność niewłaściwego punktu wspólnego trzech płaszczyzn

3biegunowych do krzywej C .
Płaszczyzna niewłaściwa jest styczną do krzywej (P w tym punkcie.
6. Dla dowolnej prostej "a" obrazem jest elipsa sześcienna.

D o w ó d .  Punkt niewłaściwy wspólny dla krzywej C' i płaszczyzny 
niewłaściwej wyznaczony jest jako punkt przecięcia płaszczyzn bieguncwycn 
z których dwie wyznaczają prostą niewłaściwą,

V. Zbiór blsekantów przecinających prosta

Lema t:
Zbiór bisekantów krzywej (P prze
cinających prostą "a", wyznacza po
wierzchnię prostokreślną stopnia 
drugiego.
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D o w ó d .  Niech (wyznaczone przez odpowiedniość biegunową wzglę
dem trzech kwadryk) będzie obrazem biegunowym prostej "a". 1 , 1 - do-

3wolne bisekanty krzywej C .
Rzutując z prostej 11 i 12 punkty krzywej otrzymamy dwa rzutowe 

pęki płaszczyzn

11 (A', Br ) A  12 (A1, B' )

Elementami pęku o osi 1̂  są płaszczyzny: oc1 = 11 A1, = 11 B1.....
Elementami pęku o osi 1^ są płaszczyzny: Af, = 1^ B'.....
Krawędzie przecięcia płaszczyzn: oę A ¡3 = r,, CC„ x P) = r„ .... wy-ol ł I I d ' d d
znaczają dowolne sieczne krzywej C .
Niech sieczne r^ i r^ będą osiami pęków płaszczyzn rzutujących punkty 
prostej "a".

r1 (ABC.......) A  a (ABC...... ) A  r2(ABC...... )

Z zależności tej wynika, że

Krawędzie przecięcia elementów homologicznych tych dwóch rzutowych pęków 
są bisekantami krzywej C^, zaś utworem dwóch rzutowych pęków płaszczyzn 
jest powierzchnia prostokreślna stopnia drugiego.

Wpłynęło do Redakcji w listopadzie 1974 r.
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OB OJ®OM COOTBETCTBHH B HPOEKTHBHOM IIPOOTPAHCTBE 

p  e  3  k i  m  e

B H a c i o f f l u e f t  p a d o i e  p a e o M a i p K B a e T O H  T a K o e  o i o S p a x e H H e  b  i z p o b k t h b h o m  n p o -

OTpaHCTBe, B KOTOpOM npOH3BOJIbHOMy MHOXeCTBy I056K COOTBBTCTByeM MHOXeCTBO
hx  nojiacoB  oTBOCHieJibHO i p e x  noaepxH O oieii flByx CTeneHHH. A°Ka3aHO, hto n p a -
M o i ł  c o o T B e x c T B y e T  n p o c T p a H C T B B H H a a  K p i i B a s  T p e i b e r o  n o p a ^ K a ,

M H o x e c i B O  n p e M h i x  n e p e c c K a i o n H x  o & H O B p e M e H H O  n p o H 3 B O j u > H y i o  n p e M y »  " a "  h
3

oooiBeToiByionyKi eio KpHBya 3- r o  n o p a ^ x a  C o 6p a 3y e i  j iH H e i te a iy »  n o B e p x -  

H o e T h  2  n o p a f l K a .

CORRESPONDENCE IN PROJEKTIVE SPACE DETERMINED 
BY CUTTING THREE POLAR PLANES. OP THREE QUADRICS

S u m m a r y

The paper deals with the polar transformation of any point of the pro
jective space with respect to three surfaces of the second degree.

It has been shown that to any straigth line there corresponds a space 
curve of third order.

A set of straight lines cutting any straight line as well as its polar 
curve give a straight drawable surface of the second degree.


