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1dzi KODEK

POSTACIE NORMALNE JAKO INNA METODA SPRAWDZANIA,
CZY WYRAZENIA SENSOWNE RACHUNKU ZDAN SA TAUTOLOGIAMI

Komunika t

DEFINICJA 1. Wyrazenia sensowne rachunku zdan sg to funkcje zdaniowe,
w ktérych wystepuja zmienne zdaniowe podaczone funktorami zdaniotwérczy-
mii (v,s , — , Ai ™).

DEFINICJA 2. Tautologie sa to wyrazenia sensowne, ktdére przechodzg za-
wsze w zdania prawdziwe, o ile zmienne zastgpimy zdaniamil”™. Pisac¢ bedzie-
my “I- A", zamiast "wyrazenie A jest tautologig".

DEFINICJA 3. Dwa wyrazenia sensowne rachunku zdan A i B nazywamy in-
ferencyjnie réwnowaznymi, jesli t-A = B.

TWIERDZENIE 1. Dla wyrazen sensownych rachunku zdan relacja inferen-
cyjnej réwnowaznosci jest symetryczna zwrotna i przechodnia.

a) Jesli A jest inferencyjnie réwnowazne B(t-A = B), to B jest in-

ferencyjnie réwnowazne A(t—B =A).

Dowéd. F@P=dD - @=p) ----- W.

Stosujemy regudte podstawiania (oznaczamy ja - R.P.). Jezeli W i T pow-
staje z W przez zastgpienie zmiennych p i1 qgq (na kazdym miejscu,gdzie
wystepowaty one w W) wyrazeniami sensownymi A i B, to (-T.

Zatem F(A=B) - ((BSA) _..... T.

Stosujemy regute odrywania (oznaczamy ja - R.O. ).
Jezeli W i FW T, to 1-T.
Wnioskujemy stad, ze €B =A, c.n.d.

~Definicja ta jest wystarczajgaca w ramach niniejszego artykutu. W za-
kresie poszerzonym znajduje sie w pracy A. Mostowskiego. Logika matema-
tyczna. Warszawa 1948 r. s. 56.
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b) A jest inferencyjnie réwnowazne A
Dowodd . |lp=p

Stosujac R.P. otrzymamy

i-A = A, c.n.d.

c) Jesli A jest inferencyjnie rownowazne B a B inferencyjnie roéw-
nowazne C, to A jest inferencyjnie réwnowazne C.

Dowéd. FG=-*[@=n - ¢=r)]
Stosujac R.P. otrzymamy
+ (A SB) [ =C) (A 2 0)J
Z pierwszego zatozenia i R.O.
t@=0C - (ASO
Z drugiego zatozenia i1 R.O.

A SC, c.n.d.

DEFINICJA 4. Alternatywa elementarng nazywa¢ bedziemy sume logiczna,
utworzong ze zmiennych zdaniowych i z ich negacji, a takze kazdg zmienng
i kazda negacje zmiennej.

Np. pvgv-~s, ropv ~dq, p, g, PV «q VsVt

DEFINICJA 5. Wyrazeniem o postaci normalnej nazywa¢ bedziemy koniunk-
cje dowolnej liczby alternatyw elementarnych a w szczeg6lnosci kazdg al-
ternatywe elementarna.

Np. pAg, Ag As, (pv=“g)A(svt), (<»pvp)A(pvtvr)

Z definicji 4 i 5 wynika

TWIERDZENIE 2. Suma logiczna dwu lub wiecej alternatyw elementarnych
jest znéw alternatywag elementarng, iloczyn logiczny dwu lub wiecej wyra-
zeh o postaci normalnej ma znéw posta¢ normalng.

TWIERDZENIE 3- Negacja alternatywy elementarnej jest inferencyjnie roéw-
nowazna pewnemu wyrazeniu o postaci normalnej.

Dow 6 d. Niech A jest alternatywg elementarng v v
[ Fq, V ...V l“q‘n o n + m skdadnikach.
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Zatem WA w mys$l prawa de Morgana jest inferencyjnie réownowazne koniunk-
cji «w»pl A *P2 A __. A «wpn A P(-qT)A ... A « («qgm).

W mys$sl prawa podwéjnego przeczenia “<A jest inferencyjnie réwnowazne wy
razeniu o postaci normalnej

f«pl A~p2 A... A~pnAqgqlA g2 A... A gm, c.n.d.

TWIERDZENIE 4. Alternatywa dwu wyrazen o postaci normalnej jest infe-
rencyjnie réwnowazna pewnemu wyrazeniu o postaci normalnej.

Dowéd. Niech A bedzie koniunkcjg n alternatywelementarnych
A1A A2A ... A An a B koniunkcja m alternatyw elementarnych. Twier-
dzenie udowodnimy przez indukcje wzgledem n +m. Jezeli n+ m= 2, to

A i B sa alternatywami elementarnymi. Zatem, na podstawietw. 2. A + B
jest tez alternatywg elementarng, a wiec ma postaé¢ normalng.

Zatézmy, ze n +mm k, gdzie k> 2 i, ze twierdzenie jestprawdziwe
dla takich wyrazen A i B, gdzie n + m <k.

Mozna by zatozy¢é, ze A albo B jeat koniunkcjg co najmniej dwu czynni-
kow.

Zatem €A v B=A1AA2A ... AAq v B.

Stosujac prawo rozdzielnosci dodawania logicznego wzgledem mnozenia

t-A1A A2 A ... AAgVvB= (AlvBA (A2A ... AAQVB).

Na podstawie przechodniosci inferencyjnej roéwnowaznosci

AV B= (ALVvB) A @2A ... AAQV B).

Ale zgodnie z zatozeniem indukcyjnym wyrazenia Al v Bi AgA... AAn Vv B

sa inferencyjnie réwnowazne wyrazeniom N1 i N2 o postaci normalnej,
tzn.

A v 3= N|

EAJA... A*aVB58]

Stosujemy tautologie

~Ps g9 —— -{(ras) - LpAr=qA al} i reguty: R.P.iR. 0.0trzy-
mujac + Aj vB) A (AA === A An v B) = N A Ng.



300 Id i1 P.odek

Na podstawie tw. 2 N1A lig ma posta¢ normalny a przechoduins¢ daje

Fav 3£X_AN,.
1 (o]
Dzieki indukcji otrzymujemy

TWIERDZENIE 5. Alternatywa dowolnej liczby wyrazen o postaci normalnej
jest infereucyjuie rownowazna pewnemu wyrazeniu o postaci noriaalnej, c.nd,

TWIERDZENIE 6. Negacja wyrazenia o postaci normalnej jest Anferekcyj-
nie réwnowazna pewnemu wyrazeniu o postaci normalnej.

jow o6 d. Niech A bedzie koniunkcjag n alternatyw elementarnych
A. AAAj 5, W mysl prawa Je Morgana
+ a EcjAj v * v eeeVoci |,
Kazde z wyrazen A ¢dla i1 = 1,2,...,nJ na podstawie tw. 3 jest in-
ferencyjnie réwnowazne pewnemu wyrazeniu N. o postaci normalnej. Wyra-
zenie ~a jest inferencyjnie réwnowazne alternatywie v N. v _...v 578,

ktéra na podstawie tw. 5 jest inferencyjnie réwnowazne pewnemu wyrazeniu
N o postaci normalnej.
Zatem na podstawie inferencyjnej przechodniosoi

+F ca £ N, c.n.d.

TWIERDZENIE 7. Kszde wyrazenie sensowne jest inferencyjnis réwnowazne
pewnemu wyrazeniu o postaci normalnej.

Dowodd. Poniewaz kazda zmienna ma sama przez sie posta¢ normalny,
wiec dla dowodu wystarczy wykaza¢, ze jezeli A i 3 sa infersncyjcie
réwnowazne wyrazeniom M iU c postaci normalnej, to i wyrazenia:

»A, A VE, a AE, A— 3, a 55 B

sa inferencyjnie réwnowazne pewnym wyrazeniom o postaci normalnej,
nby to wykaza¢, natozy powotac¢ sie na tautologie:

@ - £a) - (cp = "),
@ @ =aq;
@ w-@so
@ =9

S/ = Cp £ 0

Dowdéd przeprowadzimy dla wyrazenia sensownego A,
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Z zatozenia F A * 1, a poniewaz
F@® =9 — (cap =«3), 25€&", stosujac R.B.
y-u\ ma; -— C» *= *05) .

Bcuiewsz |—as 11 gwiec na podstawie R.O.

i-~a = “1

Z twierdzenia 6 ™ U jest inferencyjnia réwnowazne pewnemu wyrazeniu o
postaci normalnej.

Ha poastawie przechodnioaci " A jest réwniez inferencyjnie réwnowazne
temu samemu wyrazeniu o postaci norrriainej.

Obecnie przeprowadzimy dowéd dla wyrazenia sensownego A v B.

Zatozenia; ®A =M, hBS J

Teza: 1-Ar £=1ilv L

Dowo d.
bp-d - Ju =9 [pve) = (0 v s)]]
Z zatozenia i li.F.
Ma s M) — {(BmN — [(AvS)= (iivTij}
Stosujac dwukrotnie it.0. otrzymany:
y-. vB S UvIL

Z tw. i jlv N jest inferencyjnie réwnowazne pewnemu wyrazeniu o postaci
normalnej. Na pcdsisrie przechodnioaci A v B jest réwniez inferencyjnie
réwnowazne temu samemu wyrazeniu o postaci normalnej.

W analogiczny sposéb mczna przeprowadzi¢ dowody dla wyrazen sensownych:
AA 5, A B, A -8B,

stosujac odpowiednio tautologie (), @ i (), c.n.d.

TWIERDZENIE S. Alternatywa elementarna jest tautologig wtedy i tylko
gdy co najmniej jedna zmienna wystepuje w niej raz po prostu jaiio
zmienna, a raz pod znakiem negacji.

Wyrazenie o postaci normalnej jest tautologig wtedy i tylko wtedy, gity kaz-
da z altarnatyw elementarnych, sktadajacych sie na to wyrazenie, jest tau-
tologia.

Dowéd . Jesli w alternatywie elementarnej A wystepujg skkadniki
p i» p, to jakkolwiek nadamy zmiennym wartos¢ O i 1 (uzywajac zera jako
symbolu fa#szu, s jednos$ci jako symbolu prawdy), otrzymamy zawsze 1.
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Wyrazenie A jest w tym wypadku tautologig.
Jesli A ma posta¢ plyv V ... v Pm v vV N g2 v ee= v N On» gdzie
zadna ze zmiennych p”~ nie pokrywa sie zzadng ze zmiennych &\ oraz gdy
za zmienne p~ wstawimy wartos¢ O, a zazmienne g" - wartos¢ 1, to A
nie jest tautologig, gdyz otrzyma wartos¢ O.

Jakiekolwiek inne podstawienie za zmienne pi oraz powoduja, ze wy-
razenie A bedzie zawsze tautologig.

Jesli K jest koniunkcja n alternatyw elementarnych A.iaA,a ... A An i
powyzszy iloczyn jest tautologig, to poszczeg6lne czynniki: AN, A2,...,An
tez muszag by¢ tautologiami, bo w przeciwnym razie jedna z tych alternatyw
mogtaby osiagng¢ wartos¢ 0, a wtedy i K byktoby réwne 0. Ma odwrot, je-
sli A", A2,...,An sg tautologiami, to iK jest tautologia, gdyz K nie

moze przybra¢ wartoscé 0, skoro zaden z czynnikoéw tej wartosci nigdy nie
przybiera, c.n.d.

TWIERDZENIE 9. JesSli A jest inferencyjnie réwnowazne B i(—A, tot-B.

Dowod
FP=D -- G- D
Stosujemy R._P.
FA=B) - A - B
Na podstawie pierwszego zatozenia i R.O.
— A —«B

Drugie zatozenie i R.0. powoduje, ze ¥ B, c.n.d.

Twierdzenia 8 i 9 daja nam mozno$¢ sprawdzenia, czy dane wyrazenie senso-
wne jest tautologiag. Nalezy mianowicie wyrazenie sensowne przeksztatcic
na inferencyjnie réwnowazne wyrazenie o postaci normalnej i zbadaé¢, czy w
kazdej z alternatyw elementarnych cho¢ jedna zmienna wystepuje raz sama,
a raz pod znakiem negacji.

Przyktad 1
Sprawdzimy, czy wyrazenie sensowne p — - p jest tautologig. Ponie-
waz p-- p Jjest inferencyjnie réwnowazne «p Vv p, a wyrazenie~p v p

na podstawie tw. 8 jest tautologia, zatem w oparciu o tw. 9 P—-P jest
tautologia.
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Przyktad 2
A ... @PAg —-%r) - [p- @ - NIl
A = «(pA g -—1V [P-- @ --D
= ~ [2C Ag) vrl v [-p v @ -—-nJ=
=~[~pv «q v r]VvI[-pv«qVr]=
= «SVs.
Na podstawie tw. 8 ~ s v s Jest tautologia, zatem tw. 9 méwi, ze i A jest
tautologia.
Przyktad 3
B ... pvag- p A coq
B8 = [-(Cpva)vpA-q]l] = £ A~qVvpA - gJs

= [GpvmA ~aqal

Wyrazenie ( ~p v p) A e-q nie jest tautologia,
- (co Q) nie jest tautologig.
Na podstawie tw. 9 wyrazenie B nie

gdyz jeden z czynnikéw

jest tautologig. W ostatnim przykda-
dzie zastosowalismy prawo de Morgana iprawo rozdzielnosci koniunkcji

wzgledem alternatywy. Nalezy roéwniez pamieta¢, ze kazdyz TFunktoréw v,
s ,—— , A 1 « wigze mocniej niz poprzedzajacy.



