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0 PEWNYCH WELASNOSCIACH ASYMPTOTYCZNYCH ROZWIAZAN
STOCHASTYCZNYCH ROWNAN ROZNICZKOWO-OALKOWYCH 1 CALKOWYCH

_ Streszczenie. W pracy_przedyskutowano zagadnienia_zwigzane z ist-
nieniem i jednoznacznoscig rozwigzania réwnania rézniczkowo-cakkowe-

,» 6F (t,x(t,m), 1 k(t,s,x(s,00),c0)ds,00), te[o,T],
4]

dla dowolnych, rzeczywistych wartosci parametru £. Nastegpnie podda-
no analizie®™ rozwigzanie badanego réwnania roézniczkowo-catkowego przy

g0 w przedziale czasu rzedu 0(1/6) oraz w przedziale nieskonczo-

nym.
ymDodz;tkowo pokazano, ze podobne wyniki mozna otrzymacC rowniez dla
réwnania catkowego, bez koniecznosci sprowadzania go do postaci rézr
niczkowo-catkowej .

1. Wstep

W pracy podane sa metody badania wkasnosci asymptotycznych pewnej kla-
sy losowych,, nieliniowych réwnan rézniczkowo-catkowych i catkowych tynu
Wolterry, znane w literaturze pod nazwg metod usSredniania réwnan z makym
parametrem.

Metody usredniania znajduja szerokie zastosowanie w teorii drgan, me-
chanice, teorii automatycznej regulacji, najogolniej méwiac w dynamice u-
k#adow w najszerszym tego stowa znaczeniu. [3,7] - Znajduja one zastosowa-
nie wszedzie tam, gdzie zalezy nam aby aproksymowa¢ .rozwigzanie czesto
bardzo skomplikowanego réwnania, rozwigzaniem specjalnie utworzonego, du-
z0 prostszego, ukdadu réwnan rézniczkowych, rézniczkowo-catkowych lub cak-
kowych.

Rozpatrzymy zachowanie sie trajektorii proceséw stochastycznych, okre-
Slonych réwnaniami:
rézniczkowo-catkowym w postaci

@
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i rownaniem catkowym typu Volterry

T
x(t,to) * z(t,co) + £ | h (t,s,x(s,i10),c0)ds (@)
<0

przy g-*-0, dlaczaséw rzedu 0 (/8)»

Rozwigzaniem rownania (1) lub (@) bedziemy nazywacproces x(t,co), kto-
ry dla kazdego t€[0,TjcR”™ speknia dane réwnanie =z prawdopodobienstwem
1 Zp- D.

W przypadku deterministycznym [3,7] rozwigzanie réwnania (1) moze by¢
dla czaséow rzedu O0(/"6), przy dos¢ ogoélnych zatozeniach przyblizone roz-
wigzaniem réwnania

= eFI(x(D), ®)
jezeli istnieje granica
lin B Fetxkad @O, @
T->-00
jednostajnie po xeRn,
gdzie
) =i k(t,s,x)ds. ®)
JO

Jezeli pole losowe F(t,s,x,C$ spednia silne prawo wielkich liczb, to
wspomniana granica (4) istnieje i nie zalezy od co. Przy tym zatozeniu
rozwigzanie rownania (1) moze byc jednostajnie przyblizone rozwigzaniem
réwnania (3) dla czaséw rzedu 0(1/8).

Okazuje sie, ze podobny rezultat zachodzi réwniez w przypadku, gdy

P(t,x, K1 (t,X, co)oo)ds—» h1 (t,%)
J0

przy T-*-00 tylko wedtug prawdopodobienstwa.
Podobne rozwazania sg prawdziwe dla réownan catkowych £9].
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2. Oznaczenia i definicje

W calej pracy obowigzywa¢ bedg nastepujace oznaczenia i zalozenia:

() toe2,£2 jest abstrakcyjnym zbiorem zdarzen elementarnych przestrzeni
probabilistycznej @6, R), gdzie 6 jest 6 -ciatem podzbioréowsS , P -
miarg probabilistyczng (unormowang zupi4na) na 6 i

(i) x(t,00) jest nieznanym procesem stochastycznym}

Uii)z(t,co) jest znanym procesem stochastycznym okreslonym dla t> O,
ucfi, I>x6- mierzalnym, gdzie &x6- 6 -ciato  podzbioréw borelowskich
w [0,T] x£2(T< o)}

(iv) F(t,x,y,<a) jest polem losowym okreslonym na produkcie  R|xHnxRnJCE2,
dla kazdejv pary skonczonych x,y,eRn pole jest funkcja Sl 6- mie-
rzalng <&M x6~ 6- ciato podzbioréw borelowskich w fb,00"|XEN), dla

E - oznacza tutaj wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej,
Rn - przestrzen n-wymiarowg z dowolng metryka, dla ktérej przyjmiemy
oznaczenie |*], R*: = [o, bo);

) k(t,s,x,n3) jest polem losowym okreslonym na £xRnx£l, gdzie

W x 6- mierzalng (TCx6 -6 -ciato podzbioréw borelowskich w ¢ii")
dla kazdej pary uporzadkowanej (t,s)eAjest z p.1 borelowska funiejg
X,

y y E |k(t, s,x,t0)|< 00 ;
t,seA XxcRn

(vi) jadro Volterry h(t,s,x,co) jest polem losowym i spednia takie same
zatozenia jak w punkcie (V);

(vii)S - parametr rzeczywisty .

Ponadto zawsze wtedy, gdy mowimy o mierzalnosci rozwigzan x(t,w) row-
nan (1-2)wzgledem nieantysypatywnych 6- ciat Tz, zakfada¢ bedziemy progre-
sywng mierzalnos¢ [10] pél losowych: k(t,s,.,.) i h(t,s,.,.) wzgledem Tg
i pola P(t ) wzgledem ST.
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3. Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan

Przedyskutujemy istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzan réwnania (1) w
przedziale skonczonym i nieskoriczonym. Rozwazania dotyczace réwnan catko-
wych pominiemy zakkadajac, ze sg znane [1-2, 8-9, 11].

Twierdzenie 1

Przypusémy, ze sa spelnione nastepujgce zatozenia»

@ ¥ _ IPit.z"yto) - P(t,x2,)/2,a1kd:(ll(.—iJ1 +
r

3 vV
ot>0 te[0,T] ei
T<o00 i-1,2

lyl~y2J) 2 p*li

2 2 2
(e, x1,yL0 <c<2@ + K|l +jyni ) zp.1}

3 \ \Y ~ k@®»sy.io))< BHx- vyl 2 p-1;
p,>0*s«tsST X,y eR1L

.2 2 »
|k(t,s,x,co)l < € @ + X ) z p-1;
(iii) E|x(,co)| k< oo |
wéwczas istnieje rozwigzanie x réwnania (1) spekniajace warunki»

@ x(t,co) jest cziqg%e z p.1 i x(t,co0) »x(0,c0) dla t = 0;
(bj sup EJx(t,00)] <oo0.
te[0,T]
Jezeli xM(t,c0) 1 X2 (t,a0) sa réznymi rozwigzaniami réwnania (1) speknia-
Jacymi @ 1 () to

Pj ®s sup [x|(ta) - Xp(t,c0)| = o} = 1.
t©[0,T]
Dowod
Dla uproszczenia, niech 6a 1.

Niech
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Udowodnimy najpierw jednoznacznosc,

toanys
x1(m) - x2¢,w) =] (CPG,x16.w), | k(,1T,x1(T,co),0)dTfw)ds -
Jo Jo
S
- F(s,x26,0M, 1 k(s,T,x2(T,c0),00)dT,co)ds.
<0

Wtedy
Ao - x2Co)|<ocj “"(s,co0) - x2@6G,0) Ni.j pAd,m) -

- xX2([T,0) |[dTds < ol +p2)|] 1x"3,© - X2 (s,00)|ds,
‘o

ekico - eaoix €a+ad’ °F e - xeos. @)

Niech
@@ +pND2T2 - L.

Wykorzystujgc w nierownosci (7) lemat 1 |2, s.41], otrzymamy

2
E |x~ (t,co) - x2(t,co)j = 0.
Stad, dla kazdego te(o, T], P~coi x1(t,m) = x2(t,c0)j—= 1.
Z ciaghosci x™ 1 X2 wynika, ze

pjco» sup jx1(t,co) - x2(t,co)] = 0!'-= 1.
tcCo.T] "

Dowiedlismy wiec jednoznacznosci rozwigzania.

Pokazemy teraz, ze istnieje rozwigzanie réwnania (1) spedniajagce warun-

ki @ i )

Oznaczmy XQ (t,am) = x(0,c0) i

A(t.co) = x(0,co) +i i'(s,xn_1(s,co), i k(s,I1T,xn_1(T,co)co)dT, co)ds. (8)
Jo Jo
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Wykorzystujac oszacowanie analogiczne do pokazanego w dowodzie jednoznacz-
nosci , mamy

2 [ 2
E kn+1™Mt,c™ “ I (t.«)] <L] ElIMNis.co) - ,0) | ds,
h
gdzie L - oznaczenie jak poprzednio.
Iterujac te nieréwnos¢ otrzymamy
E kn+l "R« <l {n-H1t Ejxd(s-00)- xX0(s,w)| ds,
o}

ale

Elx(t,w) - x0 ()| 2< E (Yjp(s,x(O,oS), |f k(s,Tr,x(0,©,wW)dTr,w)]ds)2 <

< T2 qé(l + e|x(0,v:;o)|2 + @ T2e|x,©)] 2)<oo.

Istnieje wiec stata C taka, ze

2 u
E Ixn+l Ao < C : ©)

Z nierownosci (9) oraz ze znanego twierdzenia [4, s.43] wynika, ze wyraze-
nie
00
x(0,co0) + Xn+1 (t.ao) - xn (t,w)), o)
n=0

jest jednostajnie zbiezne z p.1 oraz, ze suma (10) jest zbiezna do pewne-
go procesu stochastycznego x(t,co), ktoéry jest rozwigzaniem rownania ().

Ciggtos¢ x(t,<0) wynika stad, ze jest rowny z p.1 jednostajnej granicy
proceséw ciagtych.

Uwaga 1
tatwo zauwazy¢, ze twierdzenie 1 moze by¢ uogolnione przy  ostabieniu
warunkéw (@) 1 (@i
2
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\/ k(t 00

i)’ E ,8,0,03)1 <o0o0.

an O<s<t*s ¢ )

Z warunkéw ()71 (i) wynika nastepujaca nieréwnosci

W 2 2 2
3 \ E|F(t,x(t,00), y(t,0),c0)] <o0?(1 + E|x (Cm)| + Ely(t,co)] )
oC>0 te[o,T]

oraz

) & L o KSR, D “cen@ + BN )

dla x,y et2][0,T], [1]1-

Uwagg 2

tatwo zauwazyC, ze z progresywnej mierzalnosci pol losowych P i k wyni-
ka progresywna mierzalno$¢ rozwigzania réwnania ().

Uwaga 3

Mozna wykaza¢, ze analogicznie jak w [10], istnienie rozwigzania réwna-
nia (@) rowniez bez zatozenia (iii). Rozwazania te maja jedynie charakter
przyczynkowy i dlatego zostang pominiete.

W dalszym ciggu rozwazymy zadanie Cauchy’ego dla réwnania (1), Kkiedy
warunek poczgtkowy ma postac:

x(t0,) a X0@) to>0. (@hD)

Ukkad réwnan (1) przy warunku (11) moze posiada¢ niejednoznaczne rozwigza-
nie, tzn. punkt tQ moze by¢ tzw. punktem osobliwym ukdadu(l)a (11)= Do-
k#adniej mowigc powiemy, ze rownanie (1) nie bedzie posiadato punktéow o-
sobliwych, jezeliV tQe(0,T), T<ooi przy dowolnym x0(€]x0 @)] < co. row-
nanie (1) posiada jednoznaczne rozwigzanie.

Dalej bedziemy uwaza¢, ze x(t)=xQ dla t<tQ.

(Twierdzenie 2
Przypusémy, ze sg speknione warunki:
(1) istnieje mierzalna funkcja nieujemna A(t), t>0, taka, ze

tyo é/yA ¢ " PTEX-Y-Po) - P(L,x2,32,cXO(pd-x2 I+ V1-y2 )z p-1

1«1,2
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(i) istnieje mierzalna, nieujemna funkcja Jt(t,s), okreslona dla(t,s)eA
spetniajagca relacje

\ V o Ik(ts.xwW) - kEsy,~D] < v.(ts) Iyl z p.1;
(t,s)eA x,yeRn
co T
Gii) 61 AL + p,Ar,s)dsj dT = g< 1j
o <0
00 _ :IT _
vy | aitaro, 1 ke,s,0,050ds,i0i2 Y2 dT<p<oo.
o 0

Wowczas rownanie (1) nie posiada punktow osobliwych.

Dowéd

Oznaczmy przez £2 ['I'Q,oo) przestrzen proceséw stochastycznych  rzedu
drugiego, 6 - mierzalnych z normg

IX(E,Wjl2 «  sup  E[x(t,co0)|2 )2, Xt = Eix(t.wW]2)"2,
te[t0,®

gdzie tQ>0.
Jest znanym faktem, ze ép Jest to przestrzen Banacha.
Pokazemy, ze operator A zdefiniowany nastepujaco«

Tt S
A« (A)(t,<0) = x0do + ECt,x(S,(0), J K(,T,x(T,<0),ts)dT,<0)dst  (12)

2 2
przeksztatca t —“H® i Jest w tej przestrzeni zwezajacy-

Zauwazmy, ze kazde rozwigzanie réwnania (1) spekniajace warunek (11)
przy dowolnym tQ>& i xQ-e £? Jest ograniczone w tej przestrzeni. Wyni-
ka to bezposrednio z zatozen

A< pPQA +sj IF(.0, T k( .s,0,03)ds,co)|] dT+

+£  XAOUAX(T,c0) [+ p.@ir,s) [x(.,«).|ds)]dT. €S))

(0}
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Z (13) na podstawie lematu 1.7 (3, s. &f) wynika nastepujgce oszacowanie:

[x(t,oo)] < (6P +XQ]) efq < co .

2
Wykazemy teraz, te A jest operatorem zwezajacym. Hiech X,y eS8

Tt
PX@E.o - Ayt,co) P< supe 1 OllIxGs,0) - ¥s,0l1+
te [o,0) A
+1 2D IXO.@) - y(T,00]] diz]ds<eq fixt,) - y(t,o)l|2 - an

Jo
Reszta wynika z twierdzenia Banacha o punkcie stakym.

Uwaga

Zatozenia twierdzenia mozna ostabi¢, np. mozna wymaga¢ tylko lokalnego
warunku Lipschitza dla funkcji nieliniowej. Rozwazania te pomijamy.

4. Metody usredniania w réwnaniach rcézniozkowo-catkowych
Zajmiemy sie teraz rownaniem rézniczkowo-catkowym z makym parametrem
@ 1 zatozymy, ze jego rozwigzanie istnieje i jest okreslone dla t>0.

Oznaczymy

iN(t.x,<0) =1 k(t,s,x,co)ds . dr.
Jo

Twierdzenie 3
Przypusémy, ze sa spelnione nastepujace zatozenia:

(1) istnieje funkcja deterministyczna FM(x), xeRn taka, ze

lim E )939 H P(t,x,k™ (t,x,to)to)dt - PA(X)|2 = 0 (16)

T->-00
(i) 3 VvV V  F@Xym - FEX,00)|X( X filyzy” |z p-1j
XeRM R xyleRn
X7y’’eRn

gdzie |-] oznacza norme wektora w przestrzeni n-wymiarowej
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(iii) istnieje mierzalna, nieujemna funkcja (i.(t,s), taka, ze prawdziwa

jest relacija

Jk(t,3,x w) - k(t,s,x2t6)< ~(t,s) |x’' - x" z p-1i
(t,s)eA X'\ x"eRn
1
(iv) rJrI( II‘)(/\(T‘S)ds dT-~0 przy W oo
0 4
(vi) 3 v 1IN, (x) - F1 (f)l<vix’' - x"j
veH ” X, X R 1 1 i r i

(vii) rozwiazanie $ réwnania rézniczkowego

= fiil, (~(t.co), $(0) = x(0.,co0) (17)
istnieje, jest okreslone dla t> o0 i jest procesemstochastycznym rzedu
drugiego.

Wowczas
v v 3 0 < g<8o0 = >V , E|Jx(t.,co)-$(t,co)|2<i? (18)
i?2>0 L>0 60>0 o<t<Lg 1
Dowod
Dokonajmy formalnych przeksztatcen na rownaniach (1) i (7)
t T
x (t .,co) - $(t.,co) =g]| [If(TT.x(T,05) ., | k(T,s,x(s.co),co)ds,co) -
Jo Jo
- F(T. § (T.co), Imm k (T,s I (s,co).co)ds ,05) dT =+
N
«61 [f (T, $ (TT,co), | k(T .s.l (s.co),co)ds,co) -
-
Jo (o}
X
F(T., $(T.(o)., | k(T.,s, I (T.,co),co)ds,as)JdT +
Jn
t X

+8" [F(T, $(T,o, i k(T, s, 4 (T,co),co)ds,co) -
<0 <D
- F~Mor.cn™dir. @9)
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Ocenimy poszczeg6lne skkadniki wystepujgce po prawej stronie roéwnana
(19). Wprowadzimy oznaczenia:
T

F(T,1(T,c0), I’I] k(T,s, $ @,00),00)ds,) = F(T, 1 Tok| (T, £ (,0),0),0)

=F2(, s (,o,0),
F2(, 1 (T,0),m) - F1(S(T,c0)) = F(T, 1(T,c0),c0).

Ostatni skdadnik sumy (19) mozna oszacowaC w nastepujacy sposob:

i S ) )

i [FAO, (T, i k(T,s, SL®),®)ds, a) - F, (S(,00))] dT =

J0 JO
T

=81 (@, " T, 0,0 H. ()
JO

Z zatozen (ii-iii) wynika, ze F2 speknia warunek Lipschitzas

C

F2(T,8%0) - F2(T, | ;o< A(IS-1"]+ [KL(T,$%0) - k1(T,5»])<

<A(l $ Fi v.@9)l $-5 |ds) =AQ +] p.AT.S)B) [¢-S"FF

=AQ + 7~ (M) [F-B |, @)

T

gdzie ~ (M =1 [i(,s)ds.
0

Zauwazmy, ze z (iv) wynika

Tt

® =il jNDHds—»0 przy t-*oo,
Jo

Podobnie funkcja losowa ¥ speknia warunek lipschitza ze stalg, ktéra w-
nika z nieréwnosci (21) i zatozenia (vi):

|[f(T,lIco) - f(T,8"c0)] < (A+v+A|x1(T))
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Pokazemy dalej, ze

o
\Y 3 £<£, = V lell] f¢r, &C.W,©xirll < a
a>0 L>0 £1—>0 1 0<t<Lﬁ Qu @
Dokonujmy podziatu odcinka M = |Jt: O<t<Lg "1] na m czesci punktami
*“0.T=*Fe m=Vv 1*

Mamys

f -1
lleg 1 (T, £0,©Q,0)ir]| < fle™ j [F (L, 1(t,00),« - F(T.7~.u)] o +

m-1 Ffi+l
+lej£d J (T, ~.cojdtll , (€2))
i=0

gdzie: N = ((N,<0).

Ocenmy pierwszy skkadnik prawej strony nieréwnosci (23):

™ A GRT, A Ta)ad - F@ 1L.O1 dT] A 8 1 B
1=1 i 1=0\
IS(T,m) - ~£|dT < g2M | la+v) T _t.] +Xh (MIT - tj] dT<
T=++i
2 m-

smoo3 CeiH - H) [X£4X (@D] dT = Tip ) +

£X,IT +/6
+ — jii™] h QOdT =0C(m,£).

Zauwazmy, ze

" "WdT =6tm (©)< sup? » =8 ®).-

Oczywiste jest, ze 8(g)-»0 przy £*0 (zatozenie iv). Stad katwo wynika,
ze aC(m, fi)-»0 przy m—»-o00.
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Drugi skkadnik prawej strony nieréwnosci (19) ocenimy w sposéb nastepu-

Jacy«

mi f - >1
leS (T, 5if«)ére(<e|l F(T, $0,00)dTj
+ o)
tg ™
+e]|] F(T> lHj.coXdl - 1| (T, $1,w)dT| +
0 29

0
N Fi+l fi
« S T, Si co)d'IT|+ f(T, 1i.AdTj
So @ T Tl A )

Sl

< 1 | jJ+fa J K> ki1 “FLAH)j o+

EIf F(T* $m-1 «>«*“ [ Sm_1>W)dT|<
"o

+ L [ *(T, 4%, kn(T, ¢¢.¢d.cjds - P1(&)| - ()

Na podstawie zatozenia (i) przez wybor £ 1 m mozemy pokazad prawdziwosc
nieréwnosci (22).
Pierwsze dwa skkadniki prawej strony réwnania (19) mozna oszacowaC w

t 13 %
\ei [p(T,x(T,co), j Kkif.s.Kis.col.coids.oD) - ?(*£, I(T,od), |
JO JO b

kd,s, N (s,oo),oo)ds,{n)Jde<6i}kpx(T,cn)— S(T,00)| +/I G(,s x(s,c0) -

- 8(s,<0) | dej dt >
t T
61 [PCT, s(t,0%,j kdr.s.lis.coi.wjds.co) - P(T, i (T),

T H .
/ KCT.s.ItlTjai.ccids.t6)] dxj<£Xi f(iCT.s) | » (T,en) - ¢(s,0j) |ds dT.
Jo JoJo

@
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Na podstawie nieréwnosci (22) i (25-26) mozemy napisac
tT
lIXt,<0) - SOOIl <a +£Ai f wT,s)|] S(T) - £E)|| dsdlT +
H B

Tt tT
+ £A] |Ix(T,0) - I(Djj dT +6/1 i (((T,s) |Ix G - S(s)]ds dT.
Jo '0'o

Na podstawie lematu 1,7 [3, s.80] i1 mierzalnosoi funkcji w nieréwnosci
(23) stuszna jest relacja

IKT.0) - I®Il < [a +AM10 B] exp (AL +A6(Q))-

Ktadac a +ALIL 6 (E)<e Co mozemy uczyni¢ ze wzgledu na zbiez-
nos¢ a i 6(6) do zera, otrzymamy.teze twierdzenia.

Zachowujac sposob rozumowania jak w dowodzie twierdzenia 3 mozna uzys-
ka¢ pewne oskabienie jego zatozen.

Twierdzenie 3*

Przypusémy, ze istnieje rozwigzanie réwnania (1) bedace procesem rze-
du drugiego i sg spetnione zatozenia (i) i (iv-vii) twierdzenia 3. Jezeli
ponadto: b

ni)y e V. V
AeR+ tR |_ x(t,co),y (t,o0) | IFCE X, ),y ), -

e, <), y» (L, JEE£20O>M)

- F(t,X(t,00), y (£,00),0)] A X (t.) - X7 (t,c0) I+ |V’ o) + y” GOl

(iil) istnieje mierzalna, nieujemna funkcja ~(t,s), taka, ze spelniona
jest relacja:

/(t,s)\eA N (}c{m), N (t,oo)eCz Eo,oo) lIk(c,s.x (t,00),wW) - k(t,s,x” € ,0)D)|I<

< p-(ts) IX(tw) - X Ctol?

to wéwczas teza twierdzenia 3 pozostaje prawdziwa*

Przy dowodzeniu nalezy zwréci¢ uwage na moment, w ktérym wykorzystuje sie
elementarne wkasnosci calki Bochnera [22].

Samo ostabienie zatozen moze wydawaé¢ sie mato istotne, ale zwréémy uwa-
ge na pewien fakt.
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Wniosek

Przypusémy, ze rozwigzanie rownania (10) istnieje, jest procesem sto-
chastycznym rzedu drugiego i jest 3\ - mierzalne. Warunki wystarczajace
istnienia i jednoznacznosci podane sg np. w twierdzeniu 1.

Jezeli pola losowe F(t,x,y,co) 1 k(t,s,x,w) sa progresywnie odpowied-
nio SJUi 3} mierzalne QIC| 1 prawdziwe sa relacje:

l A 1 _ Ty S
A KgR] t(-:l\'\{_JI_ x’,\i/;’y,yeRrI;] u P(t,x,y,a:)h /T"}<

< XCIK- X1+ Iy~ y'D}

(lii)” istnieje mierzalna, nieujemna funkcja ix(t,s), taka, ze spelniona
jest relacja:

\f \f- E jik(Ct,s,xow) - k(t,s,x"a@)] /TI<FiXt,x) x-X’fj
(t,s)eA X7 X’€Rn

to prawdziwe sg warunki (@i)” 1 (iii)’. Ten fakt stanowi nietrywialne wzmoc-
nienie zatozen twierdzenia 3*
Mozliwe jest rowniez oskabienie zatozen (i) 1 (iil) w nastepujacy spo-

séb.
Twierdzenie 37

Przypusémy, ze spelnione sa zatozenia (ii) i (v-vii)twierdzenia 3.
Jezeli ponadto:

T
@ P - lim sy ptJ' P(t,x,k1(t,x,00),c0)dt - P1)J = Oj
w ze

(iii)” istnieje mierzalny, nieujemny proces stochastyczny n.(t,s,c0), taki,
ze prawdziwa jest relacja:

(t\,/s)eA x,\>{feR Ik(t,s,x0) - k(t,s,x70)| [KL.s,w) le’- X,,ll 2 p1j
t X
G P- nLim I 11 w(T,s,w ddlT=0
Wo ° Uo
to
Vv V V 30<e<e =V . Dic: i , _St >17 < (>
0 (#>0 L0 g>0 Vo iey PIC oy -S| >1% < (2
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Czesto zdarza sie, ze wymagana jest bliskos¢ rozwigzan réwnania wyj-
Sciowego (1) i réwnania usrednionego (17) na  przedziale wiekszym, niz
[0, L6-1], Okazuje sige, ze mozna sformudowa¢ warunki, ktdére zapewnig nam,
ze rozwigzania réwnan (1) i1 17) beda bliskie na przedziale nieskoriczonym.
Temu problemowi poswiecimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4
Przypusémy, ze sa speinione zatozenia twierdzenia 3 i ponadtos
() réwnanie (1) nie posiada punktéw osobliwych
(i) rozwigzanie réwnania rézniczkowego (17) jest jednostajnie  Srednio
asymptotycznie stabilne w sensie lapunowa
(iii) jednostajnie po tQ>0 istnieje granica

t +T
lim E|sup i 0 F(t,x,'*l k(t,s,x,co)ds,<jo)dt - PA(x)|2 = 0 ;
T- o xeRn Agq Jo
T +t
(iv) p-(T.B)dsdf-*-0, przy t-*00, jednostajnie po tQ.
o]
Wéwczas:
>0 ec0 t>»0
gdzie: x(t,co) i £(t,c0) - odpowiednio rozwigzania rownan @) i (A7).
Dowod

Rownan-ie (1) nie posiada punktéw osobliwych i w  kazdym przedziale
[>0. 40 + Le~1] r°zwi”zania réwnan (1) i (17) sa dowolnie"bliskie przy ma-
+ym 6.

Na mocy jednostajnej Sredniej (z potega 2) stabilnosci typu Lapunowa

viltoex<, —¢0“ f“>Iv/2.

@n

gdzie Q(t,wW) jest dowolnym rozwigzaniem réwnania (17), przy Ee [0,8%]. Z
whasnosci asymptotycznych stabilnosci wynika:

>0 istl o+ LA - S0 @ao)jl < g/2. (:5))



0 pewnych wkasnosciach asymptotycznych... 27

Dla tak okreslonych: e i1 L1 wybierzmy E0<8':e tak, aby

w y Xt - sEoil < e. @
teb, L.,6"T e<£0

Przypusémy, ze nieréwnos¢ |x(t,ca) - £(t,co)|l<e nie zachodzi dla
wszystkich t e O, 00).
Niech
t'= inf jt: t}»0, jix(tm) - Kto)|l i?]. (20)

Oczywiscie taka chwila istnieje 1 t> 6-1, co wynika z poprzednich roz-
wazan. Dla t<t” bedzie zachodzi¢ nieréwnosé

Ix(t,co) - 8@l < §
tzn. T’ bedzie pierwszym czasem wyjscia na brzeg obszaru bedacego kula o

promieniu ? przez funkcje |x-S1-
Niech

t'=sup|t: tene”1, ), |t - It oll<e} GD
w tym przypadku dla ©t”, |xtm) “ (Lo)|] > e. (€2)
Niech 80(t,<0) oznacza od tej chwili rozwigzanie réwnania rézniczkowe-

go (A7) z warunkiem poczatkowym IQ(t = x(t”).
Zatem:

It - 8" I= DT - IO < ¢. (€9

Ponadto, jezeli wezmiemy t = t’, otrzymamy na podstawie przeprowadzone-
go uprzednio rozumowania (27-27)

HEGLW - 0ol < iD/2, dla t>t* [€)
1SE,0 - O OIle/2, dla t>t7+LA*. 1€5)

Wybierzmy tak < 8 aby w przedziale Jt’, t'+ t4E§ zachodzito oszaco-
wanie

[IXt® - So@o)|| < e/2, x(t”,® = SOt ,m). ()
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Talig mozliwos¢ gwarantuja nam zatozenia twierdzenia (iii-iv). Wiemy jedno-
czesnie, ze z (34 1 (36) mozemy uzyskac relacje

11x(t,co)-8(t,<0) < |t - 10 W] + SO () - Sto)|l < e/2+ 1j/2<(37)

Stad i <V

€+ LI/E,<t’.
Dalej mamy

Ix (& + i-jA) - #(F +iyMIl <

< JIXCE + Wi - S0+ Li/Fij) 1+ |50 (t—+ 17/e,) -

- S(t+ 11/S11ke/2 +e/2 = ¢ (@39)

na mocy (35-36) co wynika z faktu, ze t = t" + L1/S1>t” + L-j/g*.
Sprzecznos¢ relacji (32) i (33) konczy dowod.
V dowodzie oparlismy sie na rozumowaniu zaproponowanym przez C. Banfi

[31-
5. USrednienie w réwnaniach catkowych

Analize asymptotycznych wlkasnosci rozwigzan réwnan catkowych  mozna
przeprowadzi¢ bezposrednio lub przez sprowadzenie réwnania wyjsciowego do
postaci rozniczkowo-catkowej .

Wezmy pod uwage réwnanie calkowe Volterry ll-rodzaju z matym parame-
trem.

X (t,® = gz(t,co) +e] h(t, s,x(s,co0),00)ds, @9)

gdzie £>0. Przy zatozeniu rézniczkowalnosci (W dowolnym sensie) wzgledem
t procesu z(t,w) i pola h(t,.,.,co) otrzymamy

fi Mcjf + h(t,s,x(s,<0),c0)] +s| - ds. (40)

Rownanie (40) jest szczegoélnym przypadkiem réwnania () 1 w zwigzku z tym
usrednianie mozna dalej przeprowadzi¢ w podany sposob.
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Interesujacy wydaje sie problem, czy mozna bezposrednio w réwnaniu(40)
przeprowadzi¢ operacje analogiczng do usredniania.
Ponizsze twierdzenie jest odpowiedzia na tak sformutowane zagadnienie.

Twierdzenie 5

Rozpatrzmy réwnanie catkowe Yolterry z makym parametrem.

x(t,cn) = z(t,co) + 811(t,s,x(s,cc>),M)ds, t>0. @D

Jezeli speknione sa zatozenia!

@ istnieje mierzalna funkcja deterministyczna (t,x) okreslona dla
teR*, xeRn i bedgca dla kazdego skoriczonego t Tunkcjg borelow-
ska x spelniajaca relacje

@

() 3 V., Vnlh <M
RMA

M<oo teP}j X e R

(v) z @ape®R ©- °°) 1 jest cigglym w sensie Srednim z drugg potega
procesem stochastycznym;

™ rozwigzanie i réwnania usrednionego
Tt

0

jest okreslone dla tefij 1 jest procesem stochastycznym rzedu dru-

giego; "
wowczas

Dowéd
Jest podobny do dowodu twierdzenia 3 i dlatego szczeg6towe rozwazania
pominiemy [9] =
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Mozliwe jest uzyskanie wyniku, podobnego do zawartego w twierdzeniu 4
dotyczacego usredniania w przedziale nieskonczonym. Rozwazania takie moz-
na przeprowadzi¢ bez trudnosci, dlatego ograniczymy sie jedynie do zasy-
gnalizowania problemu.

Uwagi koncowe

Nasze wyniki uogolniaja znane i1 szeroko rozpowszechnione w zastosowa-
niach technicznych rezultaty teorii deterministycznej (3,7]= Analogicz-
ne badania dla réwnan rézniczkowych z matym parametrem prowadzid HASMINS-
Kl [6,7]= Dotyczyty one usredniania w losowych réwnaniach rézniczkowych w
skoriczonym przedziale czasu i1 stanowig szczeg6lny przypadek rozwazan za-
wartych w twierdzeniu 5. Jak sie wydaje, badania dotyczace tematyki usred-
niania w losowych réwnaniach roézniczkowo-catkowych i catkowych nie byly
do tej pory publikowane.
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0 HBKOTOPHX CBOiiCTBAX ACHMINITOTHHECKHX PEmEHHa CJWifﬂi—K
HHTErPO-IH&ISEPEHISIAIIDHHX H HHTErPAJIbHHX yPABHEHH

Pes3wome

PaooMoipeHH npoSjieiiH cygecTBOBaHHK u oflHO3HagHoom pemeana cjiyvaiiHoro hh-
ierpo-flii<J))$epeHipiajiBHoro ypaBHeHHH Bn,aa BojiEieppu O méuihm napaMeipoM 8 .

PaccMOTpeHH acHMUTOTHnecKHe OBOgcTBa pemeHHH npn 8 —*-0, e HHiepBame Bpe-
m6hh QCI1/S)h Kor.ua HHTepBaJdi BpeMeHH 6ecKOHevHuit.

ON THE ASXMPTOTIC PROPERTIES OP THE SOLUTIONS OP STOCHASTIC
INTEGRO-DIPPERENTIAL AND INTEGRAL EQUATIONS

Summary

In the paper we consider the existence and uniqueness of solutions to
random integro-differential equations of the Volterra type with a small

parameter 8e
The asymptotic properties of the solution are desoussed if 8~»0 in a

time interval of the 0(1/8) order, and in the case when the time interval

is unbounded.
Analogous results are presented for a random integral equation of the

Volterra type with a small parameter.



