
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Serias Matematyka™.Fizyka z. 28

______ 1976
lir ko l. 465

Andrzej Baranowski 
Jerzy Skrzypczyk

0 PEWNYCH WŁASNOŚCIACH ASYMPTOTYCZNYCH ROZWIĄZAŃ 
STOCHASTYCZNYCH RÓWNAN RÓŻNICZKOWO-OAŁKOWYCH I CAŁKOWYCH

Streszczenie. W pracy przedyskutowano zagadnienia związane z ist- 
nieniem i jednoznacznością rozwiązania równania różniczkowo-całkowe-

dla dowolnych, rzeczywistych wartości parametru £. Następnie podda­
no analizie' rozwiązanie badanego równania różniczkowo-całkowego przy 
g-»-0 w przedziale czasu rzędu 0(1/6) oraz w przedziale nieskończo­
nym.Dodatkowo pokazano, że podobne wyniki można otrzymać również dla 
równania całkowego, bez konieczności sprowadzania go do postaci różr 
niczkowo-całkowej.

W pracy podane są metody badania własności asymptotycznych pewnej kla­
sy losowych,, nieliniowych równań różniczkowo-całkowych i całkowych tynu 
Wolterry, znane w literaturze pod nazwą metod uśredniania równań z małym 
parametrem.

Metody uśredniania znajdują szerokie zastosowanie w teorii drgań, me­
chanice, teorii automatycznej regulacji, najogólniej mówiąc w dynamice u- 
kładów w najszerszym tego słowa znaczeniu. [3,7] . Znajdują one zastosowa­
nie wszędzie tam, gdzie zależy nam aby aproksymować .rozwiązanie często 
bardzo skomplikowanego równania, rozwiązaniem specjalnie utworzonego, du­
żo prostszego, układu równań różniczkowych, różniczkowo-całkowych lub cał­
kowych.

Rozpatrzymy zachowanie się trajektorii procesów stochastycznych, okre­
ślonych równaniami: 
różniczkowo-całkowym w postaci

„ 6 F (t ,x(t ,co), i k(t,s,x(s,oo),co)ds,oo), te[o,T],
r0

1. Wstęp

0
(1 )
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i równaniem całkowym typu VoIterry
t

x(t,to) ** z(t,co) + £ | h (t,s,x(s,io),co)ds (2)
•'0

przy g-*-0, dla czasów rzędu O (1/8)»
Rozwiązaniem równania (1) lub (2) będziemy nazywać proces x(t,co), któ­

ry dla każdego t€[0,TjcR^ spełnia dane równanie z prawdopodobieństwem 
1 (z p. 1).

W przypadku deterministycznym [3,7] rozwiązanie równania (1) może być 
dla czasów rzędu 0(1/'6), przy dość ogólnych założeniach przybliżone roz­
wiązaniem równania

= eFl(x(t)), (3 )

jeżeli istnieje granica

T-»-oo

jednostajnie po xeRn, 

gdzie

r j F(t,x,k.| (t,jlim Tp I F(t,x,k.j (t,x))dt, (4 )

(t,x) = i k(t,s, 
JO

x)ds. (5)

Jeżeli pole losowe F(t,s,x,G$ spełnia silne prawo wielkich liczb, to 
wspomniana granica (4) istnieje i nie zależy od co. Przy tym założeniu
rozwiązanie równania (1) może byc jednostajnie przybliżone rozwiązaniem 
równania (3) dla czasów rzędu 0(1/8).

Okazuje się, że podobny rezultat zachodzi również w przypadku, gdy

P(t,x,k1 (t,x,
JO

co)co)ds—►h1 (t,x)

przy T-*-oo tylko według prawdopodobieństwa.
Podobne rozważania są prawdziwe dla równań całkowych £9].
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2. Oznaczenia i definicje

W całej pracy obowiązywać będą następujące oznaczenia i założenia:
(i) toe£2,£2 jest abstrakcyjnym zbiorem zdarzeń elementarnych przestrzeni

probabilistycznej (£2,6', R), gdzie 6 jest 6 -ciałem podzbiorówS , P - 
miarą probabilistyczną (unormowaną zupiłną) na 6 i

(ii) x(t,oo) jest nieznanym procesem stochastycznym}
Uii)z(t,co) jest znanym procesem stochastycznym określonym dla t >  0, 

ucfi, I>x6- mierzalnym, gdzie &x6- 6 -ciało podzbiorów borelowskich 
w [0,T] x£2(T< oo)}

(iv) F(t,x,y,<a) jest polem losowym określonym na produkcie R|xHnxRnJC£2, 
dla każdej pary skończonych x,y,eRn pole jest funkcją SI ac 6- mie-w I
rzalną <&M x6~ 6- ciało podzbiorów borelowskich w fb,oo"|x£i), dla

E - oznacza tutaj wartość oczekiwaną zmiennej losowej,
Rn - przestrzeń n-wymiarową z dowolną metryką, dla której przyjmiemy 

oznaczenie |*|, R^: = [o, bo);
(v) k(t,s,x,n3) jest polem losowym określonym na £xRnx£l, gdzie

W  x 6- mierzalną (TCx6 - 6 -ciało podzbiorów borelowskich w ¿ii') 
dla każdej pary uporządkowanej (t,s)eAjest z p.1 borelowską funieją 
x,

(vi) jądro Volterry h(t,s,x,co) jest polem losowym i spełnia takie same 
założenia jak w punkcie (v);

(vii)S - parametr rzeczywisty .

Ponadto zawsze wtedy, gdy mówimy o mierzalności rozwiązań x(t,w) rów­
nań (1-2)względem nieantysypatywnych 6- ciał Tz, zakładać będziemy progre­
sywną mierzalność [10] pól losowych: k(t,s,.,.) i h(t,s,.,.) względem Tg
i pola P(t ) względem ST .

y  y  E |k(t, s,x,to)|< oo ; 
t,seA xcRn



3. Istnienie i jednoznaczność rozwiązań

Przedyskutujemy istnienie i jednoznaczność rozwiązań równania (1) w 
przedziale skończonym i nieskończonym. Rozważania dotyczące równań całko­
wych pominiemy zakładając, że są znane [1-2, 8-9, 11].

Twierdzenie 1
Przypuśćmy, że są spełnione następujące założenia»

(i) 3 V  ¥  IPit.z^y^to) - P(t,x2,y2,ajkd:( k.-iJ +ot>0 te[0,T] eir ' 1 1
T<oo i-1,2

|y 1 ~y2J) 2 p*1i
2 2 2

|i’(t,x1,y1,<o)j <c<2(1 + |x.|| +jynj ) z p.1}

3 V  V  ~ k (t»s»y.io)| < Ił|x - y| z  p. 1;
p,>0*s«tsśT x,y eR11

,2 2 »
|k(t,s,x,co)| <  oC (1 + |x| ) z p.1;

(iii) E|x(0,co)| k<  oo |

wówczas istnieje rozwiązanie x równania (1) spełniające warunki»

(a) x(t,co) jest ciągłe z p.1 i x(t,co) *» x(0,co) dla t = 0;
2

(bj sup E|x(t,oo)| <oo. 
te[0,T]

Jeżeli x̂ (t,co) i x2(t,co) są różnymi rozwiązaniami równania (1) spełnia­
jącymi (a) i (b) to

P-j co s sup |x.|(t,co) - Xp(t,co)| = o} = 1. 
te[0,T]
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Dowód
Dla uproszczenia, niech 6 a 1. 

Niech



Udowodnimy najpierw jednoznaczność, 
toamys

x1(t,co) - x2(t,w) =| (P(s,x1 (s,w), | k(s,1T,x1 (T,co),o)dTfw)ds -
Jo Jo

s
- F(s,x2(s,c4l, I k(s,T,x2(T,co),co)dT,co)ds.

•'O

Wtedy

jx1(t,co) - x2(t,co)|<ocj ^(s,co) - x2(s,co) +\i.j jx1 (T,co) - 

- x2(T,co) |dT)ds <  ot(1 +p2)| 1x^3,(o) - x2(s,co)|ds,
'o

l I2 2 9 9 f I I2E |x.j (t,co) - x2(t,co)j <  oC (1 + (li) I J E |x1 (s,co) - x2(s,co)| ds.(7)
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Niech

oC2(1 + p,T)2 T2 - L.

Wykorzystując w nierówności (7) lemat 1 [4 , s.41], otrzymamy

2
E |x^ (t,co) -  x2 (t,co)j = 0 .

Stąd, dla każdego te(o, T] , P^coi x1 (t,co) = x2(t,co)j-= 1.

Z ciągłości x̂  i x2 wynika, że

p jco » sup j x 1 (t,co) -  x2 (t,co)| = 0 ! - =  1.
tcCo.T] '

Dowiedliśmy więc jednoznaczności rozwiązania.
Pokażemy teraz, że istnieje rozwiązanie równania (1) spełniające warun­

ki (a) i (b).

Oznaczmy xQ(t,co) = x(0,co) i

^ ( t .c o )  = x(0,co) + i  i ' ( s , x n_ 1 (s,co ), i  k ( s , ‘lT,xn_1 (T,co)co)dT, co)ds. (8)
Jo Jo
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Wykorzystując oszacowanie analogiczne do pokazanego w dowodzie jednoznacz­
ności , mamy

2 [  2 
E lxn+1^t,c*̂ “ 3Cn ('t.«)| < L |  El^is.co) - (s,co) | ds,

h

gdzie L - oznaczenie jak poprzednio.
Iterując tę nierówność otrzymamy

E lxn+1 " *¿(*.«¡>1 < l i  {n-ł]’!—  E jx1 (s.co)- x0(s,w)| ds,
'o

ale

2 V fE|x(t,w) - x0(t,co)| < E (J jp(s,x(0,o3), | k(s,Tr,x(o,tó),w)dTr,w)|ds)2 <

° 2 2 
<  T2 cc2(1 + e|x(0,co)| + (i2 T2e|x(0,(o)| )<oo.

Istnieje więc stała C taka, że

2 u
E|xn+1 ^ (-t,co)J <  C . (9 )

Z nierówności (9) oraz ze znanego twierdzenia [4 , s.43] wynika, że wyraże­
nie

^00
x(0,co) + (Xn + 1 (t.co) - xn (t,w)), (1 0 )

n=0

jest jednostajnie zbieżne z p.1 oraz, że suma (10) jest zbieżna do pewne­
go procesu stochastycznego x(t,co), który jest rozwiązaniem równania (1).

Ciągłość x(t,<o) wynika stąd, że jest równy z p.1 jednostajnej granicy 
procesów ciągłych.

Uwagą 1

Łatwo zauważyć, że twierdzenie 1 może być uogólnione przy osłabieniu 
warunków (i) i (ii)i

2



(ii)’ V E|k(t,8,0,03)1 <oo.
0<s<t*sT

Z warunków (i)’ i (ii)’ wynika następująca nierówności
3 W  2 2 2

V  E|F(t,x(t,oo), y(t,co),co)| <o?(1 + E|x (t,co)| + E|y(t,co)| )
oC>0 te[o,T]

oraz
* 2 2 

3  V  E|k(t,s,x(t,to),<n)| <c^(1 + E|x(t,co)| )
cOO te [0,T] 

dla x,y et2 [0,T], [1].

Uwagą 2
Łatwo zauważyć, że z progresywnej mierzalności pól losowych P i k  wyni­

ka progresywna mierzalność rozwiązania równania (1).

Uwaga 3
Można wykazać, że analogicznie jak w [10], istnienie rozwiązania równa­

nia (1) również bez założenia (iii). Rozważania te mają jedynie charakter 
przyczynkowy i dlatego zostaną pominięte.

W dalszym ciągu rozważymy zadanie Cauchy’ego dla równania (1), kiedy 
warunek początkowy ma postać:

x(t0,co) a X0(co) to>0. (11)

Układ równań (1) przy warunku (11) może posiadać niejednoznaczne rozwiąza­
nie, tzn. punkt tQ może być tzw. punktem osobliwym układu(1)a (11)• Do­
kładniej mówiąc powiemy, że równanie (1) nie będzie posiadało punktów o- 
sobliwych, jeżeli V  tQe(0,T), T<ooi przy dowolnym x0(e|x0(oo)| < oo, rów­
nanie (1) posiada jednoznaczne rozwiązanie.

Dalej będziemy uważać, że x(t) = xQ dla t<tQ.

(Twierdzenie 2
Przypuśćmy, że są spełnione warunki:

(i) istnieje mierzalna funkcja nieujemna A(t), t>0, taka, że

O pewnych własnościach asymptotycznych..»_________________________  Tjj
2

V V npit.x-j.y-pco) - P(t,x2,y2,co))<X(t)(|x1-x2| + |y1-y2|)z p.1
t^O 9 y^ € IT

i«1,2
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(ii) istnieje mierzalna, nieujemna funkcja jŁ(t,s), określona dla(t,s)eA 
spełniająca relację

V  V  |k(t,s,x,w) - k(t,s,y,-u>)| <  y,(t,s) |x-y| z p.1; 
(t,s)eA x,yeRn

co T
(iii) 6l A(T) [1 +j p,(lr,s)dsj dT = q< 1 j

'o •'0

oo TT
f i i i2 1/2(iv) | (EjF(1T,0, I k(T,s,0,o5)ds,io)j ) dT<P<oo.
'o *0

Wówczas równanie (1) nie posiada punktów osobliwych.

Dowód
2 rOznaczmy przez £ [tQ, oo) przestrzeń procesów stochastycznych rzędu 

drugiego, 6 - mierzalnych z normą

|x(t,w)j|2 « sup E|x(t,co)|2 )1/̂2, |x(t,to)|j = (Ejx(t,w)| 2) ^ 2, 
t e[t0,oo)

gdzie tQ>0.
pJest znanym faktem, że fe Jest to przestrzeń Banacha.

Pokażemy, że operator A zdefiniowany następująco«
t s

A« (Ax)(t,<o) = x0(ło) + E(t,x(s,(o), j k(s,T,x(T,<o),ts)dT,<o)dst (12)

2 2przekształca t — “-fe i Jest w tej przestrzeni zwężający.
Zauważmy, że każde rozwiązanie równania (1) spełniające warunek (11) 

przy dowolnym tQ> &  i xQ -e £? Jest ograniczone w tej przestrzeni. Wyni­
ka to bezpośrednio z założeń

|x(t,0L>)| <  |xQ (łó) +sj |f(T,0, f k( ,s,0,o3)ds,co)| dT+

[x(T)(|x(T,co)|+J p.(ir,s) |x(.,«).|ds)]dT. (13)+ £
o
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Z (13) na podstawie lematu 1.7 (3, s. 8Cf) wynika następujące oszacowanie:

|x(t,co)| <  (6P + |xQ| ) e£q <  co .
2Wykażemy teraz, te A jest operatorem zwężającym. Hiech x,y e 8

t
|J Ax (t, co) - Ay(t,co) |j2 <  sup e I (s)[||x(s,co) - y(s,co)|| + 

te [o,oo) -xi

+ | ^(s,T) ||x(T,co) - y(T,oc)|| di:]ds<eq flx(t,co) - y(t,co)||2 . (14)
Jo

Reszta wynika z twierdzenia Banacha o punkcie stałym.

Uwaga
Założenia twierdzenia można osłabić, np. można wymagać tylko lokalnego 

warunku Lipschitza dla funkcji nieliniowej. Rozważania te pomijamy.

4. Metody uśredniania w równaniach rćżniozkowo-całkowych

Zajmiemy się teraz równaniem różniczkowo-całkowym z małym parametrem 
(1) i założymy, że jego rozwiązanie istnieje i jest określone dla t>0. 
Oznaczymy

î (t,x,<o) =1 k(t,s,x,co)ds . 
Jo

dr.

Twierdzenie 3
Przypuśćmy, że są spełnione następujące założenia:

(i) istnieje funkcja deterministyczna F^(x), xeRn taka, że

lim E s 
T-»-oo xe.

9 1 H  P(t,x,k^ (t,x,to)to)dt - P^(x)|2 = O (16)

(li) 3 V V lF (t,x’,y’,oo) - F(t,x’,y,’oo)|<X( |x-x”ff|y’-y”| z p.1j
XeR^ teR̂ _ x’,y’,eRn 

x7y”eRn

gdzie |-| oznacza normę wektora w przestrzeni n-wymiarowej
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( i i i )  i s t n i e j e  m i e r z a l n a ,  n i e u j e m n a  f u n k c j a  ( i . ( t , s ) ,  t a k a ,  ż e  p r a w d z i w a  

j e s t  r e l a c j a

| k ( t , 3 , x ’, w )  -  k ( t , s , x ? t ó ) <  ^ ( t , s )  | x ’ -  x ”  | z  p - 1  i

( t , s ) e A  x ’, x ” e R n  

1 ( [X
( i v )  r j r l  I  ^ ( T , s ) d s  d T - ^ O  p r z y  W o o ;

" O Jq

( v i )  3  V  | l \ .  ( x ’ )  -  F 1  ( f ) | < v | x ’  -  x ” j ,

v e H ^  x , x  R  1 l i r  i

( v i i )  r o z w i ą z a n i e  Ś  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e g o

=  f i i 1-, ( ^ ( t . c o ) ,  Ś ( 0 )  =  x ( 0 , c o )  ( 1 7 )

i s t n i e j e ,  j e s t  o k r e ś l o n e  d l a  t > 0  i  j e s t  p r o c e s e m  s t o c h a s t y c z n y m  r z ę d u

d r u g i e g o .

W ó w c z a s

V  V  3  0 < g < 8 o = > V  ,  E | x ( t , c o ) - ś ( t , c o ) | 2 < i ? .  ( 1 8 )

i ? > 0  L > 0  6 o > 0  0 < t < L g  1

D o w ó d

D o k o n a j m y  f o r m a l n y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  n a  r ó w n a n i a c h  ( 1 )  i  ( 7 )  

t  T

x  ( t ,  c o )  -  Ś ( t , c o )  = g |  [ | f  ( T T , x ( T , o 5 )  ,  |  k ( T , s , x ( s , c o ) , c o ) d s , c o )  -  

J o  J0

f
-  F  ( T ,  Ś  ( T , c o ) ,  I  k  ( T ,  s ,  I  ( s  , c o )  , c o ) d s  , 0 5 )  d T  +i ^

• 6 |  [ f ( T ,  Ś  ( T T , c o ) ,  |  k ( T , s , l  ( s , c o ) , c o ) d s , c o )  -  

Jo 'o
X

F ( T ,  Ś ( T , ( o ) ,  |  k ( T , s ,  I  ( T , c o ) , c o ) d s , a 5 ) J d T  +

Jn
t  X

+ 8|" [f (T, Ś (T ,co) ,  i  k(T, s ,  4 (T,co),co)ds,co) -
•'O •'O

- F^lor.cn^dir. (1 9 )
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Ocenimy poszczególne składniki występujące po prawej stronie równana 
(19). Wprowadzimy oznaczenia:

T
F(T,|(T,co), I k(T,s, Ś (T,co),co)ds,to) = F(T, I (T,co)k.| (T, £ (T,co),co),co)

h

= F2 (T, ś (T, co) ,co),

F2(T, I (T,co),co) - F1 (Ś(T,co)) = f(T, l(T,co),co).

Ostatni składnik sumy (19) można oszacować w następujący sposób:
i S

ci [F(T, !(T,co), i k(T,s, Ś (TT, co), co) ds, co) - F., (Ś(T,co))] dT =
JO JO

t
= 8 i f (T, ^ (T, co),co) dH . (2)

JO

Z założeń (ii-iii) wynika, że F2 spełnia warunek Lipschitzas 

|f2(T,Ś’,co) - F2(T,|,;co)|< A(|Ś-I”|+ |k1 (T,Ś’,co) - k1(T,5»|)<

<A(| Ś j+j y,(1T,s)| ś-ś | ds) = A(1 +j p,(1T,s)ds) | ¿-Ś”j=

= A(1 + ^  (T)) |i= -¡3 | , (2 )
T

gdzie ^  (T) = I [i(T,s)ds.
•o

Zauważmy, że z (iv) wynika
t

(t) = i I n~| (TT)ds—»-0 przy t—*-oo ,
Jo

Podobnie funkcja losowa f spełnia warunek lipschitza ze stałą, która vy- 
nika z nierówności (21) i założenia (vi):

| f ( T , l ’,co) -  f  (T ,ś” co)| <  (A+v+A|x1 (T))
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Pokażemy dalej, że
"t

V V 3 £<£, => V  1 e II| f(T, £(T,u),(o)<jr|| <  aa >0 L>0 £->0 1 0 < t < L c1 fi -u (22)

Dokonujmy podziału odcinka Ił = |t: 0<t<Lg "1| na m części punktami

* “ 0. T = fe   łm = V 1*

Mamys

f ffl—1
||ej i (T, £(T,(o),co)<ir|| <  fle^ j [f (t,I(t,go),«) - f(T.^.u)] ¿rr| +

m-1 fi+1
+ |ej£J J f(T, ^.cojdtll , (23)

i=*0

gdzie: ^  = ¿(t̂ ,<ó).

Oceńmy pierwszy składnik prawej strony nierówności (23):

1=4 /1+1 /±+1£ I [jf(T,  ̂(T,co),g3) — f (<T, IŁ,co)] dT| ^  8 I (8»+V+Â j*| (T))|
1=1 •fti 1=0 \

|Ś(T,m ) - ̂ ±| dT <  g2M |  |-a+v)|T _t.| + X h (T)|T - tj] dT<

t±+i
¿ 3  ('•'i+i - łi) [X -f- V -i-X. (TT)] dT = Tjj-p (X+V) +

2 m-
; s m

£ X„IT ,Ł/6
+ — ¡¡¡̂  j  h (X)dT =0C(m,£).

Zauważmy, że

® j' ^  W d T  = 6 t m  (t) <  sup^ (̂ ) = 8 (£).

Oczywiste jest, że 8(g)-»0 przy £-*-0 (założenie iv). Stąd łatwo wynika, 
że oC(m, fi)— »0 przy m—»-oo.
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Drugi składnik prawej strony nierówności (19) ocenimy w sposób następu­
jący«

m-1 f ' >1
l e S J  f(T, 5 i f «)ć rc (< e |l f(T, Ś0,co)dTj 

łi 'o
tg t ̂

+e|| f(T> l-j.ooJdT - I f(T, Ś1,w)dT| +
•’0 -̂0

£|f f(T* śm-1 «>«*“ [ Śm_1>W)dT|<
"o 0

 ̂ fi+1 fi
« S  (|| f (TT, Ś i ,co)d 'IT |+| | f ( T ,  l i . ^ d T j )  

1=0 i, Jn

<  1

+ L

(1+1)1• 6ra
| ¡ J + f a  j K>  k1 “  F1 ^ i ) j  +

ii
I *(T, 4ł, kn (T, ¿¿.¿d.cjds - P1 (Ś±)| . (24)

Na podstawie założenia (i) przez wybór £ i m możemy pokazaó prawdziwość 
nierówności (22).

Pierwsze dwa składniki prawej strony równania (19) można oszacować w 
prosty sposób korzystając z założeń (ii-iii).

x(s,co) -

t Ł %
\e i  [p(T,x(T,co), j  kif.s.Kis.coJ.coids.oD) - ?(*£, I(T,od), I

JO JO 'o

} Ik (1T, s, ^ (s,co),co)ds,{n)J dTj<6i>k px(T,cn)- Ś(T,co)| +/ (i(T,s

- Ś(s,<o) | dej dt (25)
t T

6 11  [PCT, <ś (t,o$ , j  kdr.s.lis.coi.wjds.co) - P(T, i (T),

T H  .
/  kCT.s.ItlTjai.ccids.tó)] dxj<£Xi f (iCT.s) | » (T,cn) - ¿(s,o j) | ds dT.
Jo JoJo

(26)
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Na podstawie nierówności (22) i (25-26) możemy napisać
t T

||x(t,<o) - S (t)|| < a  + £Ai f tuT,s)| Ś(T) - £(s)|| dsdTT
ł l  •'A

+
D  J0

t t T
+ £A| ||x(T,co) - l(T)jj dT + 6/1 i (i(T,s) ||x (s,co) - Ś (s) || ds dT.

Jo 'o'o

Na podstawie lematu 1,7 [3, s.80] i mierzalnośoi funkcji w nierówności 
(23) słuszna jest relacja

||x(T,co) - |(t)|| <  [a +AM1Ó (£)] exp (AL +A6(g)).

Kładąc a + AŁIL 6 (£)< e Co możemy uczynić ze względu na zbież­
ność a i 6(6) do zera, otrzymamy.tezę twierdzenia.

Zachowując sposób rozumowania jak w dowodzie twierdzenia 3 można uzys­
kać pewne osłabienie jego założeń.

Twierdzenie 3*
Przypuśćmy, że istnieje rozwiązanie równania (1) będące procesem rzę­

du drugiego i są spełnione założenia (i) i (iv-vii) twierdzenia 3. Jeżeli 
ponadto: j

ni)’ e  V . V
A e R + teR_|_ x(t,co),y (t,co) ||F(t,x’(t,to),y’(t,co),co) -

^(t,«),y»(t,j€£2 [0>M )

- F(t,x”(t,co), y (t,oo),co)||<A(||x’ (t.co) - x”(t,co) || + ||y”(t,co) + y”(t,co)||

(iii) istnieje mierzalna, nieujemna funkcja ^(t,s), taka, że spełniona 
jest relacja:

/. \ . V  2 p ||k(c,s,x (t,oo),w) - k (t, s, x” (t ,co) co)|| <(t,s)eA x(t,co), x(t,co) e C [0,oo)

.< p.(t,s) || x’(t,w) - 'x”(t,co) || ? 

to wówczas teza twierdzenia 3 pozostaje prawdziwa*
Przy dowodzeniu należy zwrócić uwagę na moment, w którym wykorzystuje się 
elementarne własności całki Bochnera [22].

Samo osłabienie założeń może wydawać się mało istotne, ale zwróćmy uwa­
gę na pewien fakt.
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Wniosek
Przypuśćmy, że rozwiązanie równania (10) istnieje, jest procesem sto­

chastycznym rzędu drugiego i jest 3̂. - mierzalne. Warunki wystarczające 
istnienia i jednoznaczności podane są np. w twierdzeniu 1.

Jeżeli pola losowe F(t,x,y,co) i k(t,s,x,w) są progresywnie odpowied­
nio 31 i 31 mierzalne QlCf| i prawdziwe są relacje:U s

l̂:L̂  3 .  V i V n -P(t,x’;y’,’cc)| /T,} <
K e R| teR_J_ x’,i;’y,yeRn u 1 “J

<  X( |x’ - x”|+ |y’ - y”|)}

(lii)” istnieje mierzalna, nieujemna funkcja ¡x(t,s), taka, że spełniona 
jest relacja:

\f \f- E jjk(t,s,x’,w) - k(t,s,x”co)| /Tsj<fiXt,x) |x-x”|j
(t,s)eA x’,x”€Rn

to prawdziwe są warunki (ii)’ i (iii)’. Ten fakt stanowi nietrywialne wzmoc­
nienie założeń twierdzenia 3*

Możliwe jest również osłabienie założeń (i) i (iii) w następujący spo­
sób.

Twierdzenie 3”
Przypuśćmy, że spełnione są założenia (ii) i (v-vii)twierdzenia 3. 

Jeżeli ponadto:

(i)”’ P - lim su oo ze

T
'ug |̂t j" P(t,x,k1 (t,x,co),co)dt - P1(x)j = Oj

(iii)” istnieje mierzalny, nieujemny proces stochastyczny n.(t,s,co), taki, 
że prawdziwa jest relacja:

V V |k(t,s,x’,co) - k(t,s,x’,’co)| [t(t,s, w) |x’- x”| z p. 1 j
(t, s)eA x, x feR ' 1 1

t X
(iv) P - lim i i i  ll( T , s , w) dsdTT = 0

W o ° U o

to

V V V 3 o < e < e => V . pic: jx(t,co) -Ś(t)| >1?} < (?>.
i?>0 (ł>0 L>0 g>0 0<t<lic-1 *- 1 J
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Często zdarza się, że wymagana jest bliskość rozwiązań równania wyj­
ściowego (1) i równania uśrednionego (17) na przedziale większym, niż 
[0, L6-1J, Okazuje się, że można sformułować warunki, które zapewnią nam, 
że rozwiązania równań (1) i 17) będą bliskie na przedziale nieskończonym. 
Temu problemowi poświęcimy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4
Przypuśćmy, że są spełnione założenia twierdzenia 3 i ponadtos

(i) równanie (1) nie posiada punktów osobliwych
(ii) rozwiązanie równania różniczkowego (17) jest jednostajnie średnio 

asymptotycznie stabilne w sensie lapunowa
(iii) jednostajnie po tQ>0 istnieje granica

t +T
i 0 i*lim E|sup i F(t,x, I k(t,s,x,co)ds,<jo)dt - P^(x)|2 = 0 ;

T— oo xeRn Ą q Jo

t +t
(iv) p.(T,f, s)dsdf-*-0, przy t-*-oo, jednostajnie po tQ.

o
Wówczas:

•r?>0 eo>0 t»0

gdzie: x(t,co) i £(t,co) - odpowiednio rozwiązania równań (1 ) i (17).

Dowód
Równan-ie (1) nie posiada punktów osobliwych i w każdym przedziale 

[>o. ło + Le~1] r°zwi^zania równań (1) i (17) są dowolnie'bliskie przy ma­
łym 6.

Na mocy jednostajnej średniej (z potęgą 2) stabilności typu Lapunowa

vllt o e < ,  - ¿ o “ .“>I<v/2.

(27)

gdzie ŚQ(t,w) jest dowolnym rozwiązaniem równania (17), przy Ee [o,8*]. Z 
własności asymptotycznych stabilności wynika:

L^>0 i>tl + L1 ^  - Ś0(t,oo)jl <  g/2. (28)



Dla tak określonych: ę i L1 wybierzmy E0<8, tak, aby

W  y  ||x(t,co) - §(t,to)|| <  ę. (29)
teb, L.,6"1] e<£0

Przypuśćmy, że nierówność ||x(t,cr) - £(t,co)||<ę nie zachodzi dla 
wszystkich t e (0, oo).
Niech

t’= inf jt: tJ»0, j|x(t,co) - ł(t,oo)|| i?|. (30)

Oczywiście taka chwila istnieje i t > 6-1, co wynika z poprzednich roz­
ważań. Dla t<t’ będzie zachodzić nierówność

|x(t,co) - § (t,oo)| <  łj

tzn. t’ będzie pierwszym czasem wyjścia na brzeg obszaru będącego kulą o 
promieniu i? przez funkcję ||x - ś || .
Niech

t” = sup|t: t e ^ e " 1, t’), ||x(t,co) - l(t ,co)|| <  ę} (31)

w tym przypadku dla t>t”, ||x(t,co) “ Ś(t,<o)|| >  ę. (32)

Niech §0(t,<o) oznacza od tej chwili rozwiązanie równania różniczkowe­
go (17) z warunkiem początkowym lQ(t = x(t”).
Zatem:

||x(t” co) - §(t”,G0) || = ||Ś0(t”co) - l(t”co)| <  ę. (33)

Ponadto, jeżeli weźmiemy t̂  = t” , otrzymamy na podstawie przeprowadzone­
go uprzednio rozumowania (27-27)

||£(t,u) - £0(t,co)|| < i)/2, dla t>t" (34)

IŚ (t, co) - Ś0(t,(o)||<ę/2, dla t>t”+ L^*. (35)

Wybierzmy tak <  80 aby w przedziale Jt”, t"+ Ł-jE-j zachodziło oszaco­
wanie

||x(t,co) - Śo(t,co)|| <  ę/2, x(t”,co) = Ś0(t”,co). (36)

O pewnych własnościach asymptotycznych..._____ 27_
He
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Talią możliwość gwarantują nam założenia twierdzenia (iii-iv). Wiemy jedno­
cześnie, że z (34) i (36) możemy uzyskać relację

||x(t,co)-§(t,<o)|< ||x(t,co) - !0(t,w)|| + j§0(t,co) - §(t,co)|| <  ę>/2+ 1j/2<(37)

< V ‘Stąd i

t”+ L1/£,<t’.

Dalej mamy

||x (t- + i-j/Ł,) - ł(f + i y M I  <

<  ||x(t” + Î /fi,) - ś0(t”+ Łj/fij) I + |50(t-+ I^/e,) -

- Ś(t”+ 11/S11|< ę/2 + ę/2 = ę (38)

na mocy (35-36) co wynika z faktu, że t = t" + L1/S1 >t” + L-j/g*. 
Sprzeczność relacji (32) i (38) kończy dowód.

V/ dowodzie oparliśmy się na rozumowaniu zaproponowanym przez C. Banfi 
[3].

5. Uśrednienie w równaniach całkowych

Analizę asymptotycznych własności rozwiązań równań całkowych można 
przeprowadzić bezpośrednio lub przez sprowadzenie równania wyjściowego do 
postaci różniczkowo-całkowej.

Weźmy pod uwagę równanie całkowe Volterry II-rodzaju z małym parame­
trem.

x (t, co) = gz(t,co) +e| h (t, s,x(s,co), co)ds, (3 9)

gdzie £>0. Przy założeniu różniczkowalności (w dowolnym sensie) względem 
t procesu z(t,w) i pola h(t,.,.,co) otrzymamy

fi ^[cjf + h(t,s,x(s,<o),co)] +s| — ds. (40)

Równanie (40) jest szczególnym przypadkiem równania (1) i w związku z tym 
uśrednianie można dalej przeprowadzić w podany sposób.
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Interesujący wydaje się problem, czy można bezpośrednio w równaniu(40) 
przeprowadzić operację analogiczną do uśredniania.
Poniższe twierdzenie jest odpowiedzią na tak sformułowane zagadnienie. 

Twierdzenie 5
Rozpatrzmy równanie całkowe Yolterry z małym parametrem.

Jeżeli spełnione są założenia!
(i) istnieje mierzalna funkcja deterministyczna (t,x) określona dla 

t eR̂ _, xeRn i będąca dla każdego skończonego t funkcją borelow- 
ską x spełniającą relację

x(t,cn) = z(t,co) + 81 h (t,s,x(s,cc>),M)ds, t>0.
'o1 (41)

(42)

(ii) 3 V , V n lhl < M;
    4- c W  1 V- e P AiM<oo t e rI x e RnteRj x e Rn

(iv) z (t,cn) e fe2 (o. °°) i jest ciągłym w sensie średnim z drugą potęgą 
procesem stochastycznym;

(v) rozwiązanie i równania uśrednionego
t

'0

jest określone dla tefij i jest procesem stochastycznym rzędu dru­
giego;'

wówczas

Dowód
Jest podobny do dowodu twierdzenia 3 i dlatego szczegółowe rozważania 

pominiemy [9] •
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Możliwe jest uzyskanie wyniku, podobnego do zawartego w twierdzeniu 4 
dotyczącego uśredniania w przedziale nieskończonym. Rozważania takie moż­
na przeprowadzić bez trudności, dlatego ograniczymy się jedynie do zasy­
gnalizowania problemu.

Uwągi końcowe
Nasze wyniki uogólniają znane i szeroko rozpowszechnione w zastosowa­

niach technicznych rezultaty teorii deterministycznej (3,7]• Analogicz­
ne badania dla równań różniczkowych z małym parametrem prowadził HASMINS- 
KI [6,7]• Dotyczyły one uśredniania w losowych równaniach różniczkowych w 
skończonym przedziale czasu i stanowią szczególny przypadek rozważań za­
wartych w twierdzeniu 5. Jak się wydaje, badania dotyczące tematyki uśred­
niania w losowych równaniach różniczkowo-całkowych i całkowych nie były 
do tej pory publikowane.
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0 HBKOTOPHX CBOiiCTBAX ACHMIITOTHHECKHX PEmEHHa CJiyMAifflHX 
HHTErP0-iH<&I>EPEHI5IAJlbHHX H HHTErPAJIbHHX yPABHEHHM

P e 3 10 m e

PaooMoipeHH npoSjieiiH cyąecTBOBaHHK u oflH03HaqHoom pemeana cjiyvaiiHoro hh- 
ierpo-flii<J)$epeHipiajiBHoro ypaBHeHHH Bn,ąa BojiEieppu o mćuihm napaMeipoM 8 . 
PaccMOTpeHH acHMUTOTHnecKHe OBOgcTBa pemeHHH npn 8 — *-0 , e HHiepBame Bpe- 

m6hh Q(I/S)h Kor.ua HHTepBaJi BpeMeHH 6ecKOHevHuił.

ON THE ASXMPTOTIC PROPERTIES OP THE SOLUTIONS OP STOCHASTIC 
INTEGRO-DIPPERENTIAL AND INTEGRAL EQUATIONS

S u m m a r y

In the paper we consider the existence and uniqueness of solutions to 
random integro-differential equations of the Volterra type with a small 
parameter 8•

The asymptotic properties of the solution are desoussed if 8 ~»0 in a 
time interval of the 0(1/8) order, and in the case when the time interval 
is unbounded.

Analogous results are presented for a random integral equation of the 
Volterra type with a small parameter.


