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Streszczenie« Przyjęto przybliżoną ęostać funkcjonału, określa- 
jącego całkowitą energie potencjalną ośrodka fizykalnie nieliniowe­
go. Zakładając, że wektor przemieszczenia ośrodka jest funkcją li­
niową, w podobszarach ozworościennyoh - uzyskano równania algebra- 
iozne metody.

1. Wstęp

W niniejszej pracy rozpatrzono przybliżony sposób rozwiązania zadań 
brzegowych, ośrodka nieliniowo-sprężystego (model Kauderera). Przyjmuje 
sie uproszczoną postać funkcjonału (całkowita energia potencjalna ośrod­
ka), którą wyprowadzono w [2]; zakładając, że dziedziną tego funkcjonału 
jest zbiór funkcji wektorowych (przemieszczenie ośrodka), liniowych w po­
dobszarach czworościennych - sprowadzono dany problem wariacyjny do rów­
noważnego zadania na ekstremum funkcji wielu zmiennych; z warunków ko­
niecznych uzyskano równania algebraiczne metody.

W pracy obowiązuje konwencja sumacyjna dla indeksów« i, j,...e {1 ,2,3} ; 
oC,|Ł,...oe {i»^, 3»4}; ^ t ••••••£ {i»2,3} ; A,B, . . . e {i, 2,. . . , w}, gdzie w
- jest liczbą węzłów, w których występują nieznane wektory przemieszcze­
nia; A,B,.•. - bieżącym numerem węzła;  ..... - określa bieżącą współ
rzędną wektora przemieszczenia, w węźle A,B,..

Przybliżone sposoby rozwiązywania zadań geometrycznie nieliniowych 
przedstawione są w pracach [1], [3]. Niniejsza problematyka jest kontynu­
acją pracy [2] .

2. Sprzężone zadanie wariacyjne

Zagadnieniom brzegowym, ośrodków nieliniowo-sprężystych, w przemie­
szczeniach - odpowiada minimalizacja całkowitej energii potencjalnej o- 
środka; przybliżona postać takiego funkcjonału, zgodnie z \_2] , określona 
jest przez
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V = K£2 (1+a) + |£ e2(1+b)]dx - - i¿j.Ujta, (2.1)
v ^  ÓY

gdzie

26id = ui,ó + uj,i’ 3e= 8kk» 2e2 - 3/6ij8io - 3^ »

2 a = ’łf£2, 2 b = X e 2.

Pierwsza wariacja funkcjonału (2.1) ma postać

8V = 6V (1) + 8V(2) + SV(3), 6V = 0, (2.2)

gdzie i - r —.
6V(1) = 2Gj 6€... [(-P + 4>) 88i;j + (1 +¥/£i;j]dx,

6V(2) = - ( duiX.dx, 6V(3) = - f  5aiX1dx,
V STY

<P= $  ~ 1 * $  = [ (1 + 'f’/ v +  | x ] 6 2 -  ^ x e k l e k l ,

v =  | ( e k l e k l  -  3 g 2 ) x .

(JOZamiast obszaru V rozpatrywać będziemy dalej obszar ‘V  , będący sumą roz­
łącznych obszarów czworościennych ^  = Ą  s

W  Jf
y= U  A  , A  n A  = 0 dla I ^ J, I,Je{l, 2  if)} (2.3)

1=1 I I J L J

zupełnie analogicznie, zamiast brzegu 3 T  wprowadzimy zbiór, który będzie 
sumą rozłącznych obszarów trójkątnych 5 ̂ * = dA

avi U *  3A = (  U  «A W  U* ć a ) (2.4)
I*=1* I* \ I*=1* I*/ \I* = ot*+1 IV

dA n 3A = <t, dla J*ji J*. ^,J*e {l,2}...., oC*,oC% 1*,..,Jfj-.

Podzbiór U &A , (U 9 A ) odpowiada obszarowi 9V,/9V/, na którym zadane są 
1 I I* I*

obciążenia brzegowe Xi, (przemieszczenia - ui).
Zamiast problemu minimalizacji funkcjonału (2.2) rozpatrzymy zadanie

minimalizacji funkcjonału (\P , którego dziedziną będzie zbiór funkcji,
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określonych na obszarach czworościennych Ą ; funkcje Xit (Ib) określone 
będą na obszarach A, (A); zadanie to możemy sformułować następująco?

6V^ = (6I(1 ) + 6I(2)) + T* ^ ^ ( 3 )  = °» (2,5)
1 = 1

gdzie
6 v ( i )  = 6y ( 1 )  = asj be±i [(-P + ^ e S ij + d + W Ę i j  d x *

A

6l ( 2 )  = 6Y(2) = ~f 8" i ? i dx? ^ j*  (3) = 6 Z (3)  = ^ i | i dx*

4> £
Problem (2.5), w stosunku do (2.2) - nazywać będziemy sprzężonym zadaniem 
wariacyjnym podziału łf-tego.

3. O k re ś le n ie  p o la  przem ieszczeń  w obszarach  £

Oprócz globalnego układu współrzędnych (i) stosować będziemy układy lo­
kalne (i), związane z jednym z wierzchołków czworościanu Ą. Reguły okre- 
śaljące przekształcenie wektorów mają postać: uj = A^iui, X* = a
objętości elementu - dx = detjA^JdK = 'Jdn = 1dx; ponieważ w funkcjona­
łach występują niezmienniki (np. X̂ ue> = Xiui), więc postać ich jest inwa- 
riantna względem przekształcenia układu; należy tylko pamiętać, że w pr. . -

Apadku wprowadzenia lokalnych układów współrzędnych, funkcje u^,XiX^ będą 
zależne od zmiennych lokalnych, tj. obowiązujących dla danego czworościa-A Anu A  ; zaznaczać to będziemy symbolicznie przez u. = u., X.= X. X. . = X ..• I I I

Zgodnie z założeniem podanym we wstępie, przyjmować będziemy, że w ob­
szarach ^  , o wierzchołkach

A*(xŁoę) ,  I e { l , 2 , . . . , ł T } , i  e { l ,2 ,3} ,oce-f  , 2 ,3 , 4 } ,  (3 .1 )

pole przemieszczeń określone jest funkcją liniową

u.- - fj(x.-) = a. + b.vx,, (3.2)• J. • 1 «  j «1

która w wierzchołkach czworościanu przyjmować będzie, na razie, nieokre­
ślone wartości ij*

f i (?jot) = ? i  + ?ik?kce = 0 . 3 )
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tutaj

( ? 1 1 »"£21 *^31 ̂ — (0,0,0), (̂ J 2*^2 2* "̂3 2  ̂** (h»0,G),

3,^23*^33^ = 2 * ^ 14* ?24,*34^ = ^p,p,3 *̂

Podstawiając (3.3) 2 3 do (3.3) uzyskamy

ai = ui1* ai2 = "<1/^  C 1Y i )ui1 + (o/i)Ui2 “ uiJ*

S l1 = - (1/h) (U l1 - u12), ai3  = - (1/h){-[l - x/h - 
(3.4) 

- (y/k) (1 - x/h)]u.., + f(x/h) - (y/h) (x/h)]u12 +
D 2 C 1  J 11 lD 1 D 2 C 1 J ^

+ (y/h)ui 3  - ui4J.

Jeżeli do (3*4) wprowadzimy współczynniki h^, b.^ takie, że 

0?1oJ = [1 0 0 0], [ujJ-fUi, ui2  ui 3  ui4],

1 [1/ęl ■ - ['/p ['-[5/;]] | ['/»] t-j/h - [y/h] f-j/hJ

[v«L]=[?icJ=

—  4-
1/h

1
-[x/h] [1/h]

„J__
1/h
2

-[C^]-[y/h][x/h]][i/h]

-[l/h][y/h]

1/h
3

(3.5)

to wówrczas, zamiast (3.2), uzyskamy

*i = ^ict^od + tocjij]- (3.6)

Równanie (3.6) jest podstawowym związkiem, określającym pole przemiesz­
czeń ośrodka w rozpatrywanym obszarze Aj przypominamy, że w pracy stosuje­
my konwencję sumacyjną, dla powtarzających się małych indeksów łacińskich 
(greckich) w dziedzinie 1,2,3 (1,2,3,4). Równanie (3.6) możemy też uważaó 
za v/ynik odpowiednich działań na macierzach. Ne podstawie (3.6) wyznacza-
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6*i “ ^ioc&ofl + V<*j ?j]» Vifd = 36 = uk|k = u ^ b ^ ,

?ij = (1/2  ̂Vicoc (boCj6ki + &oci Skj^* (3.7)

= [1/2] [ ^ k J & b a « k i  + ic d  6k i]*

4. Zadanie wariacyino-różnicowe

Sformułowanie zadania. Przyjmując za dziedzinę funkcjonału sprzężonego 
zbiór funkcji wektorowych (3.6), liniowych w podobszarach czworościennych 
należy zminimalizować funkcjonał (2.5).
Podstawiając (3.6), (3«7) do (2.5) otrzymamy

SY(2 ) = " 6W o k *  6I(3) = "6iikrt5ioCk*
(4.1)

gdzie

Hbek

Y = ł bg ’ ?k =/?kd*. | k  = f v x.
*

? W  - ^ ^ o C j  + 6Kjb«i> ( > +(» 6ijbl|b+ (4.2)

+ ł (1+v)^iibj& + 6 u V «

b<*1?k + b«j (  ?j?kdX- *oCk “ £oil|c + bcCj| I !kd|*
*

Podstawiając (4*1) do (2*5) uzyskamy

W) - ^ 1 ^
6V = 2 L  ^kw^kcCl^fU. + t̂-ocłĉ “ 2-1 . 6*k«YoCli = °*

1=1 I*=1*

Przyjmując w (4.3), żs u ^  będzie zbiorem niewiadomych współrzędnych wek-
B - r itora przemieszczenia, w węzie B, gdzie Befl,2,... ,wj-, w - liczba węzłów

a 1 - liczba niewiadomych współrzędnych w tym węźle le <1 ,2,3}, równość
B B L J

(4«3) zapiszemy w postaci 

(W)
6V = 6ukA^kAlBuBl “ ^Ak ~ VAk^ = °* (4.4)

A A B B A A
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gdzie
O dla x5 $ $*. I*€ joĆ+ 1..... JO.

A
VAk

Na podstawie (4.4 ), dla dowolnych SuicA5 uzyskujemy poszukiwany układ rów-
A

nań algebraicznych, metody wariacyjno-różnicowej

*kAlBuBl = ^Ak + VAk = Ań.k> (4*5)
A B B A A A

gdzie

*kAlB = fkAlB^kca(b^ - 
A B  A B  A B

Równanie (4.5) jest algebraicznym, nieliniowym równaniem, w którym liczba 
niewiadomych określona jest przez y* , n-̂  | w przypadku, gdy w każdym węź-

B B
le występują trzy niewiadome, sumaryczna ich liczba wynosi 3wj tutaj n-̂

B
jest liczbą niewiadomych współrzędnych, w węźle B. W równaniach (4.4 )
(4.6) obowiązuje konwencja sumacyjna dla indeksów A,B,...e-{i ,2 wj> o-
raz dla indeksów k,l,«.... e-,1 ,2,3|.

A B  1 ’
Proces iteracyjny dla równania (4*5) przedstawimy w postaci

X kAlB u ^ " 1) =A,. , (n-1 , 2 .... ), (4.6)A B BI Ak’
A a B A

gdzie

" fk A l B ^ > '  * * *  = GV(»kiboCj + 6k j V )  
A B

+ ? (1 + V (n-1 ))(61:L b.p, + 6 1 ^ ;

y ( o )  = $ ( 0) _ 0 j  <i)( q + i ) = j"^ +<p )V +  | x ] ^ 2 -  

v < i + 1 ) = -  3 6 ( q ) 2 ) ,  e ( q )  = } u ^ q ) bk l ,

£kl^ = 2  uk l ^ boCj5ki + boCi 6ki^> = 0,1 ,....).
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Przytoczony tutaj algorytm rozwiązania zadania podano w postaci możli­
wie jak najogólniejszej, bez szczegółowego precyzowania tak samego obsza- 
ruV, jak i jego brzegudY.
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PA3H0CTH0-BAPIÎAUH0HHU4 liET O J PEEEHKH KPAEBLLX 3AJUH 
kJIH $H3HHECKH HEJfflHEiîHOb ÛPELN

P e 3 e m  e

B oTaTbe npK ttzaaeT ch  npHÔJiiUKeuHaa JopKa fl.is  tpyHKUHOHajia, onpeflejifliaąero 
noJiHyio ncTeHiinaj:BHyio sn ep rw o  fynauneoKu aejuniegH ofl c p e ^ u . IIpaKHMaH, v to  b 
noflo6n a c T a x  (T eT paepfl) Beici’opOM nepeK eąeH H ii'c p e ^ n  HBJiaeicn jifraeiiHas (JyHiv- 
naa, nojiyaaeM awreópaEaecKHe ypaBHeHHH Merona.

THE VARIATIONAL-DIFFERENTIAL METHOD OP BOUNDARY VALUE 
PROBLEMS SOLVING IN THE PHYSICAL NONLINEAR MEDIUM

S u m m a r y

The approximate shape of functional has been applied in this paper, de­
termining the potential energy of physical nonlinear medium. The algebra­
ic equations of this method were obtained by presuming that the displace­
ment vectors of medium is the linear function of the tetrahedral underspa- 
oes.


