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WARIACYJINO-ROZNICOWA METODA ROZWIAZYWANIA ZADAN BRZEGOWYCH
OSRODKOW FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

(Komunikat)

Streszczenie« Przyjeto przyblizong eosta¢ funkcjonatu, okresla-
jacego catkowitg energie potencjalng osrodka fizykalnie nieliniowe-
go. Zaktadajac, ze wektor przemieszczenia osrodka jest funkcja li-
niowg, w podobszarach ozworosciennyoh - uzyskano réwnania algebra-
iozne metody.-

1. Wstep

W niniejszej pracy rozpatrzono przyblizony sposéb rozwigzania zadan
brzegowych, osrodka nieliniowo-sprezystego (model Kauderera). Przyjmuje
sie uproszczong postac¢ funkcjonatu (catkowita energia potencjalna osrod-
ka), ktdra wyprowadzono w [2]; zakkadajac, ze dziedzing tego funkcjonatu
jest zbioér funkcji wektorowych (przemieszczenie osrodka), liniowych w po-
dobszarach czworosciennych - sprowadzono dany problem wariacyjny do réw-
nowaznego zadania na ekstremum funkcji wielu zmiennych; z warunkéw ko-
niecznych uzyskano réwnania algebraiczne metody.

W pracy obowigzuje konwencja sumacyjna dla indekséow« 1i,j,...e {4,2,3} ;
oC, |k, .--0e {i,3»4}; Nteeeeeef {i»2,3} ; A,B, ...e{i,2,...,w}, gdzie w
- jest liczbag wezdéw, w ktérych wystepuja nieznane wektory przemieszcze-
nia; A,B,.=. - biezacym numerem wezda; = _.... - okres$la biezaca wspot
rzedng wektora przemieszczenia, w wezle A,B, ..

Przyblizone sposoby rozwigzywania zadan  geometrycznie nieliniowych
przedstawione sa w pracach [1], [3]- Niniejsza problematyka jest kontynu-
acja pracy [7] -

2. Sprzezone zadanie wariacyjne

Zagadnieniom brzegowym, os$rodkéw nieliniowo-sprezystych, w przemie-
szczeniach - odpowiada minimalizacja catkowitej energii potencjalnej o-
Srodka; przyblizona posta¢ takiego funkcjonatu, zgodnie z \2], okreslona
jest przez
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Vv = KE2 (1+a) + |£ e2 (1+b)]dx - —icj.Ujta, @.D
v n oy

26id = ui,6 + uj,i’ 3e= 8kk» 2e2 - 3/6ij8io - 3N »

2a=M2, 2b=Xe2.

Pierwsza wariacja funkcjonatu (2.1) ma postac

8V =6V(Q@ +8V(E + SV@B), 6v =0, 2.2)
gdzie i - r o =

6V = 2GJ 6E... [(P+4) 881 + (A +¥/E£ijldx,

6V(2) = - ( duiX.dx, 6VQ@® = —f S5aiX1ldx,

Vv STY

=P ~1*$ = [0 +Fv+ |x]62 - ~xeklekl,
v= |(eklekl - 3g2)x.

X0
Zamiast obszaru V rozpatrywa¢ bedziemy dalejobszar KS , bedacy suma roz-
+acznych obszaréw czworosciennych »~ =A s

w JF

= U A, AnA =0dlal ~J, 1,Je{l,2 i 2.3
y 1=1 1 1 J ﬁ_ ?} -3

zupednie analogicznie, zamiast brzegu 3T wprowadzimy zbiér, ktéry bedzie
sumg rozdacznych obszaréw tréojkatnych 5 ~* = dA

avi U* 3A = U «A W u* ¢a 2.4
I*=1* 1* &I*Zl* 1/ \I*=ot"+1 IV) @9

dA n 3A =<, dla Jji J*. ~,J% {1,2}...., oC~,00h 1*,..,Jfj-.

Podzbiér LlJ &i‘\ ,(lil*g,?*)odpowiada obszarowi 9V,/9V/, na ktérym zadane sa

obciazenia brzegowe Xi, (przemieszczenia - ui).
Zamiast problemu minimalizacji funkcjonatu (2.2) rozpatrzymy zadanie
minimalizacji funkcjonatu (\P , ktérego dziedzing bedzie zbiér  Ffunkcji,
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okreslonych na obszarach czworosciennych A ; funkcje Xit (Ib) okreslone
beda na obszarach A, (A); zadanie to mozemy sformutowac¢ nastepujgco?

6VA = GI() + 61(2)) + T AA(3) = °» @.5)
1=1
gdzie . .
6v(i) = 6y(1) = as) (@t prresij + drweij dx
A
61(2) = 6v(2) = ~F8"i7idx? Aj* (3) = 62(3) = A i|idx*
4> £

Problem (2.5), w stosunku do (2.2) - nazywa¢ bedziemy sprzezonym zadaniem
wariacyjnym podziatu #f-tego.

3. Okres$lenie pola przemieszczen w obszarach £

Oprocz globalnego ukdadu wspodrzednych (i) stosowaé bedziemy ukdady lo-
kalne (i), zwiazane z jednym z wierzchotkéw czworoscianu A. Reguty okre-
Saljace przeksztatcenie wektoréw majag posta¢: uj = AMNiui, X* = a
objetosci elementu - dx = detjANJdK = "Jdn = 1dx; poniewaz w TFunkcjona-
+ach wystepuja niezmienniki (np. Xue> = Xiui), wiec posta¢ ich jest inwa-
riantna wzgledem przeksztatcenia ukdadu; nalezy tylko pamieta¢, ze w pr. .-
padku wprowadzenia lokalnych ukdadéw wspédrzednych, funkcje u",Xi)?’\ beda
zalezne od zmiennych lokalnych, tj. obowigzujacych dla danego czvxorog’cia-
nu A‘ ; zaznacza¢ to bedziemy symbollicznie przez u. = u. ,X.I: X X .= X..

Zgodnie z zaltozeniem podanym we wstepie, przyjmowa¢ bedziemy, ze w ob-
szarach ~ , o wierzchotkach

A*(xtog),le{l,2,...,4T},i e {l,2,3},0ce-f,2,3,4}, (3.1)
pole przemieszczen okreslone jest funkcja liniowag
Uy - B&P = * b, G-2)

ktéra w wierzchotkach czworoscianu przyjmowa¢ bedzie, na razie, nieokre-

Slone wartosci ij*

fi(2jot) = 2i + ?ik?kee = 0.3)
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tutaj

(P11 »"E21*A31 A = (0,0,0), (NJ2*/22*782~ * (h»0 ,G),

3,M23*"33™ = 2* N~ 14* 2?24 .,%34 = "p,p,3™

Podstawiajac (3.3)2 3 do (3.3) uzyskamy

ai = uil* ai2 = "</~ C1Y i )uil + @/i)HUi2 “ uid*
SIt = - @/h) (UI1 - ul2), ai3 = - Q/h){-[1 - x/h -
G-
- /) @ - xh)Ju.., + fOx/h) - /h) (x/h)Jui2 +
%/ 2) ¢ Cl)]J 11 I% 1) %/ 2) (C 1)} n
+ (y/h)ui3 - ui4d.
Jezeli do (3*4) wprowadzimy wspétczynniki h”, b.~ takie, ze
0?20J=[1 O O 0], [ujJd-fui, wui2 wui3 ui4],
1 [azel m -["/p[-I57;11 | ['/»] t-j/h - [y/h] f-j/hJ
- 4
1/? -[x/h] [1/h] -[C™1-Ly/h1[x/h11Li/h]
[v«L]=[?icJ= - G-
llg -[1/7h]1[y/h]
1/h
3
to wowrczas, zamiast (3.2), uzyskamy
*j = Mictrod + togjifl- 3-6)

Réwnanie (3.6) jest podstawowym zwiagzkiem, okreslajacym pole przemiesz-
czen osrodka w rozpatrywanym obszarze Aj przypominamy, ze w pracy stosuje-
my konwencje sumacyjng, dla powtarzajacych sie matych indekséw *acinskich
(greckich) w dziedzinie 1,2,3 (1,2,3,4). Réwnanie (3.6) mozemy tez uwazad
za v/ynik odpowiednich dziatan na macierzach. Ne podstawie (3.6) wyznacza-
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6%i “ ~ioc&ofl + & ?j]» Vifd = 36 = uk]k = u~b”,

2ij = (1/2" Vi (bogjeki + &oci SKjr* G.D

[1/2][*kJ& ba«ki + icd 6Ki]*

4 . Zadanie wariacyino-réznicowe

Sformutowanie zadania. Przyjmujac za dziedzine funkcjonatu sprzezonego
zbiér funkcji wektorowych (@.6), liniowych w podobszarach czworosciennych
nalezy zminimalizowa¢ funkcjonat @ .5).

Podstawiajac (3.6), (3«7) do (2.5) otrzymamy

“.D
SY(2) =" 6Wok™* 61(3) = "6iikt5iak*
gdzie
Y=4bg > ?k =/?kd*. |k = F v x.
*
? W -~"oCj + 6Kjb«i>( > H»6ijbljb+ @.2)

+ 4+ @+v)Miibj& + 6u V «

Hek  be1?k + bej ( 2j2kdX- *ock * £oillc + boCj] 1 tkd]*

*

Podstawiajac (4*1) do (2*5) uzyskamy

Wy A1 A
6V = 2L ~kwrkcCIMFU. + ek “ 2-1 .6%<YCli = °*
1=1 1*=1*

Przyjmujac w (4.3), zs u” bedzie zbiorem niewiadomych wspoétrzednych wek-

toraprzemieszczenia, w Wegié B, gdzieBefI,Zf \R/ li weztow
a 1 - liczbaniewiadomych wspo4rzednych w tym Wezle le <, 3} réwnoscé
B B L
(4«3) zapiszemy w postaci
)
6V = 6ukA~kAIBuBl “ MAKk ~ VAk’\ = °* “.%

A AB B A
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gdzie

VAk 0 dla x5% $*. I*€_}1’:+1 ..... JO.
A

Na podstawie (4.4), dla dowolnych Suichk uzyskujemy poszukiwany ukdad réw-

A
nan algebraicznych, metody wariacyjno-réznicowej

*KAIBUBI = "Ak + VAK =Af.k> 4*5)
AB B A A A

gdzie

*kAlIB = fTkAIB~kca(b™ -
AB AB AB

Réwnanie (4.5) jest algebraicznym, nieliniowym réwnaniem, w ktoérym liczba
niewiadomych okreslona jest przez y*,n" | w przypadku, gdy w kazdym wez-

B B
le wystepuja trzy niewiadome, sumaryczna ich liczba wynosi 3wj tutaj n°
B
jest liczba niewiadomych wspodrzednych, w wezle B. W réwnaniach (4 .4)
(4.6) obowigzuje konwencja sumacyjna dla indekséw A,B,...e-{i ,2 wj> o-
raz dla indeksow k,l,«.... e-,1,2,3].
AB 1 ’
Proces iteracyjny dla réwnania (4*5) przedstawimy w postaci
XKARB ugy'1) =A,xs (N-1,2....), @.6)

A a B A

gdzie

"FKAIBAS>"  *** = GV(kibaj + 6kjV)
AB

+?2@Q +V(@-1))(6LL bp, +617"

y(o) =3$(0) _ 0j <i)a+i)=j" +p)V+ |[x]" 2 -

v<i+l) = - 36(q)2), e(q) = }urq) bkl,

EkI™ = 2 uk 1 MbaCj5ki + boCi 6 ki™> =0,1,....)-
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Przytoczony tutaj algorytm rozwigzania zadania podano w postaci mozli-
wie jak najogélniejszej, bez szczegbtowego precyzowania tak samego obsza-
ruV, jak i jego brzegudY.
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PA3HOCTHO0-BAPITAUHOHHU4 IHETOJ PEEEHKH KPAEBLLX 3AJUH
kJIH $H3HHECKH HEJffIHEiTHOb UPELN

P e3eme

B oTaTbe npKttzaaeTch npHOJiiUKeuHaa JopKa fl.is tpyHKUHOHajia, onpeflejifliagero
noJiHyio ncTeHiinaj:BHyio sneprwo fynauneoKu aejuniegHofl cpe”u. IlpaKHMaH, vto b
nofloBnacTax (TeTpaepfl) Beici’opOM nepeKegeHHii'‘cpeAn HBJiaeicn jifraeiiHas (JyHiv-
naa, nojiyaaeM awredépaEaecKHe ypaBHeHHH Merona.

THE VARIATIONAL-DIFFERENTIAL METHOD OP BOUNDARY VALUE
PROBLEMS SOLVING IN THE PHYSICAL NONLINEAR MEDIUM

Summary

The approximate shape of functional has been applied in this paper, de-
termining the potential energy of physical nonlinear medium. The algebra-
ic equations of this method were obtained by presuming that the displace-
ment vectors of medium is the linear function of the tetrahedral underspa-
oes.



