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METODA ROZWIĄZAĆ SPRĘŻYSTYCH TEORII PŁYT DLA 
OŚRODKÓW NIELINIOWYCH FIZYCZNIE

Streszczenie: Stosując metodę rozwiązań sprężystych podano ciąg 
przybliżeń rozwiązań, jednorodnego (warunki brzegowe) problemu brze­
gowego nieliniowej fizycznie teorii płyt cienkich.

Celem prezentowanej pracy jest rozwiązanie problemu brzegowego nieli­
niowego równania różniczkowego cząstkowego, czwartego rzędu, opisującego 
ugięcie płyty utwierdzonej.

Stosując metodę rozwiązań sprężystych, podaną przez Iljuszyna [2] (te­
oria plastyczności) skonstruowano ciąg przybliżeń uogólnionego rozwiąza­
nia i wykazano jego zbieżność.

Praca jest uogólnieniem wyników Bykowa i Szaczujewa CQ na przypadek 
nieliniowego fizycznie ciała sprężystego,(ośrodek Kąuderera £3])

2. Sformułowanie zadania

Niech ii będzie ograniczonym obszarem na płaszczyźnie (x,y), z brze­
giem r . Rozpatrzmy w ii równanie

1. Wstęp

(1)

gdzie
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z warunkami brzegowymi

w/ = — /„= 0. (2)
1 dn1

Równanie to wyprowadzono stosując przybliżoną teorię Kirchboffa odno­
szącą się do zginania płyt, obciążonych poprzecznie , dla ośrodków ge­
ometrycznie liniowych, a fizycznie nieliniowych [3], por. też [8], [9].

W równaniu (1) w=w(x,y)oznacza ugięcie płyty, f=f(x,y) - intensywność
obciążenia, e intensywność tensora odkształcenia» K i G są odpowiednio, 

i
modułami odkształcenia objętościowego i postaciowego materiału płyty, któ­
rej grubość wynosi 2h> n - normalną zewnętrzną obszaru, 6 średnim wydłu­
żeniem względnym. Funkcje oraz %(e), wprowadzone przez Kauderera

i
[3], w związkach między intensywnością tensora odkształcenia i naprężenia 
oraz średnim wydłużeniem i naprężeniem, muszą spełniać następujące warun­
ki, gwarantujące dodatnią określoność energii odkształcenia

d%(e)
0 <  Xie) <  %(e) + _____________________________ (3)

1 i de ** 1
i

d V(6)
0 <  ¥(£) <  Y(£) + -gę <  <  1. (4)m m Cm

3« Rozwiązanie zadania

Wprowadźmy dla dowolnych funkcji dwukrotnie różniczkowalnych w, v, na­
stępujące działanie:

(w, v)n =- 2V x x  + 2Wyy yyy + 6Wsy Vxy - wM vyy - Wyy-^ , (5)

(w, v)2 = (Wxx + wyy)(vxx + vyy). (6)

Łatwo zauważyć, że (w,w)^ oraz (w,w)2 definiują nam seminormy lokalne
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Mnożąc teras równanie (1) przez dowolną funkcję dwukrotnie ciągle różnicz-
kowalną w O. i spełniającą na brzegu warunki v = —  = 0, a następnie cał-

5n
kując po obszarze £1 i uwzględniając (5), (6) i (7), otrzymamy równanie

(yjr + d^'1' 2 a

“ f3§J"^dwli ) (w,v)i dQ + ̂ ~j"v(||wll2) (w, v)2d£2 + Jpv d£l . (&)

2Oznaczając przez V/2(£i) przestrzeń funkcji, otrzymaną przez uzupełnienie w 
normie przestrzeń Sobolewa [5j, [7], zbioru funkcji nieskończenie razy 
różniczkowalnych w £1 i o nośnikach zwartych w £1 , zdefiniujemy uogólnione 
rozwiązanie problemu (1) - (2).

Definic.ia
Funkcję w e nazywamy uogólnionym rozwiązaniem problemu (1)-(2),o p  ̂tjeżeli dla każdej funkcji veW2(£i) spełniona jest tożsamość (8).
Oczywistym jest, że rozwiązanie klasyczne problemu (1)-(2) spełnia rów­

nanie (8).
Skonstruujemy teraz oiąg przybliżeń rozwiązania, określony następującym 
wzorem rekurencyjnym:

,v)1 d£i + /(w“+1, v)2 d£l *>
(9)

j  X(lwIl|l1)(wn,v)1 d£l + ̂ ^jMllwn|l2)(wn,v)2d£l + |"pv d£2 .

Twierdzenie
Jeżeli istnieją rozwiązania (8) spełniające warunki (3), (4), to ciąg 

przybliżeń (9) jest zbieżny w W2 do rozwiązania uogólnionego.

Dowód:
Dla dowodu wprowadzimy następujące oznaczenia:

(w.v)lQ = j (w,v)̂ d£2 , Iw|2q = J m 2  dQ (10)

(w»v)2Q = ^  > M i a  = ^  (11)

mj  [ iw »y ) i  +  (w»v ) ^ 2 . H q  C 2 )
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Można łatwo wykazać, korzystając dwukrotnie z nierówności Friedrichsa C4], 
°2że dla funkcji z Wg zachodzi

IM*! <  c |w|fl. (13)

(14)

Z nierówności (4) oraz związku (7) otrzymujemy 

(fs + $> |(wn+1-wn,v)ffi | =

■ It?§ |wn ln ) (w11, v)j - X(|wn-1|1)(wn-1,v)1] dQ +

+ ^  }  [Ml|wn ! 2) ( w V )2 -V(||w n- 1||2)(wn- 1, v ) 2]  d a  |

^§|j[X(l|wn|l1)(wn,v)1 -X(||wn-1|1)(wn-1,v)1] da| +

+ ̂ §|j[v(||wn||2)(wn,V)2 - V(||wn-1||2)(wn~1,v)2] dQ | =

2 2 
= TŹ§ F1̂ w»v  ̂+ T2§ P2 (w»v)*

Nierówność Buniakowskiego, razem z warunkami (3), (5) i (7) pozwalają 
pieiwszy składnik sumy z prawej strony powyższej nierówności oszacować na­
stępująco:

P1 =| Nllwn||1)(wr',v)1 -|X(|wn-1l[1)(wn-1,v)1 + X(||wn||1(wn-1,v)1 -

- «Iw11"1!, )(wn~1,v)1] da|<| )|. | (włl-wIl-1,v)1| +

+ | * ( K l i > - x (||wn~1Hi)l-l(wlI"1,v)1| da <  (15)

( [% ( lw n l 1 ) + | llwn 111) -% ( | |w n 1111) j | w n _ i  Î lj |w^_vrn-1 IIvÛ  <
II w11 -  w11-

<  T ^ j  ||wn-wn- 1 || 1 Hv ! , <  TJ, |wn-wn"1 II 1£2H v|| i a < T?1 llw^-w11" 1 ! ^  || v||a  ,

YY analogiczny sposób korzystając z nierówności Buniakowskiego, warunku
(4), (6) i (7) możemy oszacować drugi składnik sumy z (14)
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P2 < | j" jy ( llw n l 2 ) (w^-w31-1 , v ) 2 + (V(!lwn ll2 ) -  V (l« rI l - 1l 2 )(w l l “ 1 , v ) 2]  dQ | <  

f [ v ( | |w % )  ||wn-wn + 1 1|2 ||v||2 + |V (||w r l |!2 ) -V ( ||v v n - 1||2 ) |||w n- 1 ||2 l|v||2]  dS2

vdl^lL)
„ń n-11

(16)
2 Mlw" - w" ’II2

f}2j| w n - w n “ 1 1 2  | | v I I 2  <  1?2  I U n - w n - 1  I I g ß  I v  l 2 S i < V? l w n - w n _ 1  ||a  | v | | f i  .

Oszacowanie wielkości i P2 pozwala napisać nierówność (14) w postaci: 

(fz + §) |(wn+1-wn , v ) ß | < ^ §  t?1 Hwn-wn-18ffi ||v|Q  + | ^ T j 2||wfl-wn-1

Przyjmując max(ij^t Tjg) uzyskujemy

£2
(17)

||wn-w«-1||.'£2' £2

skąd wynika, że

'40

Z podanej nierówności (18) oraz warunków ij<1 > <  1 wynika

Bwn+1-wn|Q-»-0, dla n— *-oo

(18)

(19)

Bwn+1-wnL 2 — 0» (P°r*
2

Z ostatniej zależności i zupełności przestrzeni Wg wynika, że ciąg ^w11} 
jest zbieżny, c.b.d.o.
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A METHOD OP ELASTIC SOLUTIONS IN THE PLATES THEORY 
POR PHYSICAL* NONLINEAR MEDIA

S u m m a r y

Applying a method of elastic solutions there has been given a sequence 
of approximate solutions of a homogeneous (boundary conditions) physi- 
caly nonlinear boundary problem in the theory of thin plates.


