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Jadwiga Jedrzejozyk

METODA ROZWIAZAC SPREZYSTYCH TEORII PLYT DLA
OSRODKOW NIELINIOWYCH FIZYCZNIE

Streszczenie: Stosujac metode rozwigzan_ sprezystych podano ciag
przyblizen rozwigzan, jednorodnego (warunki brzegowe) problemu brze-
gowego nieliniowej fizycznie teorii plyt cienkich.

1. Wstep

Celem prezentowanej pracy jest rozwigzanie problemu brzegowego nieli-
niowego rownania rozniczkowego czastkowego, czwartego rzedu, opisujacego
ugiecie plyty utwierdzonej.

Stosujac metode rozwigzan sprezystych, podang przez Iljuszyna [2] (te-
oria plastycznosci) skonstruowano cigg przyblizen uog6lnionego rozwigza-
nia i wykazano jego zbieznosc.

Praca jest uogolnieniem wynikéw Bykowa i Szaczujewa CQ na  przypadek
nieliniowego fizycznie ciakta sprezystego, (osrodek Kguderera £3])

2. Sformutowanie zadania

Niech ii bedzie ograniczonym obszarem na plaszczyznie (X,y), z brze-
giem r . Rozpatrzmy w ii réownanie

(€))
gdzie
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z warunkami brzegowymi

w = — /,=0. (@)

Rownanie to wyprowadzono stosujac przyblizong teorie Kirchboffa odno-
szaca sie do zginania plyt, obcigzonych poprzecznie , dla osrodkéow ge-
ometrycznie liniowych, a fizycznie nieliniowych [3], por. tez [8], [9]-

W réwnaniu (@) w=w(X,y)oznacza ugiecie plyty, =F(X,y) - intensywnosc¢
obciazenia, e intensywnos¢ tensora odksztatcenia» K 1 G sg odpowiednio,
modudami odks;ta}cenia objetosciowego i postaciowego materiatu plyty, kto-
rej grubos¢ wynosi 2h> n - normalng zewnetrzng obszaru, 6 Srednim wyddu-

zeniem wzglednym. Funkcje oraz %(e), wprowadzone przez Kauderera
i
[3], w zwiazkach miedzy intensywnoscig tensora odksztatcenia i naprezenia

oraz Srednim wydduzeniem i naprezeniem, musza spedniac nastepujace warun-
ki, gwarantujace dodatnig okreslonos¢ energii odksztakcenia

0< Xi % e 3
< < 0] +
I?L) (?) T &)
i
dVv(6)
0< ¥(E) < Y(B) + -0 < < 1L (@)
D < Y@ v

3 Rozwigzanie zadania

Wprowadzmy dla dowolnych funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych w, v, na-
stepujace dziakanie:

@, v)n =2V x x + 2Wyy yyy + 6lsy Vxy - wM vyy - Wyy-~ , ©)

W, V)2 = @xx + wyy)(Wxx + wy). ®

tatwo zauwazy¢, ze (Ww,w) oraz (w,w)2 definiujg nam seminormy lokalne
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Mnozac teras rownanie (1) przez dowolng funkcje dwukrotnie ciagle roéznicz-
kowalng w O. 1 spekniajaca na brzegu warunki v = — = 0, a nastepnie cal-

5n
kujac po obszarze £1 i uwzgledniajac G), (&) 1 (7), otrzymamy réwnanie
Mr + an=r 2 a
“ f%\]"’\dwli)(w,v)i dQ + v wli2) (w, v)2dE2 +Jpv El . ()

Oznaczajac przez WEG:‘D przestrzen funkcji, otrzymang przez uzupeknienie w
normie przestrzen Sobolewa [5), [7], zbioru funkcji nieskonczenie razy
rozniczkowalnych w £1 i o nosnikach zwartych w £1 , zdefiniujemy uog6lnione
rozwigzanie problemu @) - ©@.

Definic.ia

Funkcje w e nazywamy uggolnionym rozwigzaniem prob\ltemu D-©,
jezeli dla kazdej funkcji veW2@&) spelniona jest tozsamosc (8).-

Oczywistym jest, ze rozwigzanie klasyczne problemu (1)-(2) spelnia row-
nanie (8).
Skonstruujemy teraz oiag przyblizen rozwigzania, okreslony nastepujacym
wzorem rekurencyjnym:

W1 dEi+ /(w+1, v)2 dEl >
(C))

J X(wHL)(wn ,v)1 dEl + M §METwn [R)(Wn ,v)2KED + |'pv B2 .

Twierdzenie

Jezeli istniejg rozwigzania (8) spekniajace warunki ), (@), to ciag
przyblizen (9) jest zbiezny w W2 do rozwiagzania uogélnionego.

Dowéd:

Dla dowodu wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:

@ .vIQ :J W,WNE2 , Iwj2g =JIm2 dQ (¢l0)}
Ww»Ww)2Q = N> Mia = n ayn

m[iw»y)i + (w»w)r2 .H q C2)
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Mozna datwo wykazac¢, korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci Friedrichsa 4],
ze dla funkcji z V\B zachodzi

IM*1 < c |w]fl. @
Z nierownosci (4) oraz zwigzku (7) otrzymujemy

(fs + & |Wn+1-wn ,Vff | =

kk?8 Jwn ) WLV)j - X(Jwn-1]1)(wn-1,v)1] dQ +

Ay MIwnt 2 (w v )2 v((lwn- LD wn- Lv)2] da |

+

a»
S XAwn D)W ,v)1 =X wn-1]12)(Wn-1,v)1] da] +

+

~SILv( wnRY(wn V)2 - V(] [wn-1 [P)(Wn~1,v)2] dQ |=

2 2
TZ§ FI’'W»w™ + T28 P2 @»v)*

Nieréownos¢ Buniakowskiego, razem z warunkami @), &) i () pozwalaja
pieiwszy skkadnik sumy z prawej strony powyzszej nierownosci oszacowaC na-
stepujaco:

PL =] NIlwnL)Wr ,v)1 - X(jwn-1L)(wn-1,v)1+ X(wn JL (n-1,v)1 -
- «lwlt'at, Y(wn~1,v)I] da]<]| OI- | WH-wi-1,v)1] +
+ | *(KTi>-x Mm~1HDI-1(wIr'1,v)1] da < as)

([%(Iwnll) + 1 it %(jwn I jwn i 1§ WA un-1 W<
mal- wii-

< T/j|wn-wn- 1] T < |Wn-wri'lIJ£2Hv|| ia <T Alwr w114 Ivila ,

Y analogiczny sposéb korzystajac z nierdéwnosci Buniakowskiego, warunku
@, ®) i (7)) mozemy oszacowaC drugi skkadnik sumy z (14)
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P2 < |j"iy(lwn12) (wA-w3l-1,v)2 + (V(wnll2) - V(l«rll- 11 2)(wll“ 1,v)2] dQ |<

f[v(||w%) [wn-wn+112 ||v|[2 +|[V([lwrl]!2) -V (|]lvvn-1]|2)]|[lwn-1]|[2]]v]|]2] d

vdInNIL) as
W - W e 2 ml
ﬂmn-wn“ 112 ||vil2 < 1?22 IUn-wn-1 lIgB lv 12Si< \p lwn-wn_1]a |v||fi.
Oszacowanie wielkosci i P2 pozwala napisac¢ nieréwnos¢ (14) w postaci:
(fz + 8) |@Wn+1-wn,v)R]<”8 1 Hwn-wn-18f |MQ + |~Tj2|mWlwn-1
Przyjmujac max(ij~t Tjg) uzyskujemy an
In-we-lk, @8
skad wynika, ze
-0 a9

Z podanej nieréwnosci (18) oraz warunkow ij<i > < 1 wynika

Bwn+1-wn |Q-»-0, dla n—*m

Bwm+1l-wnL2—- O» (P°r*
2

Z ostatniej zaleznosci 1 zupednosci przestrzeni  Wg wynika, ze ciag Wi}
jest zbiezny, c.b.d.o.
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metod ynpyrax peihehht teophh iuiacthhok jyia $h3hheckh hejihheMhoM cpe”h

Pe 3 mme

110jib3yHCb MeTOMOM ynpyrax pemeHHit no”ano nocjierOBaTerbHocTbh pemeirait o j-

HoporHofi (xpaeBHe ycjtoBHa ) KpaeBOft 3a”~ana no $H3H>iecKH HejiHHeitHofl Teopnn
TOHKHX njiaCTHHOK.

A METHOD OP ELASTIC SOLUTIONS IN THE PLATES THEORY
POR PHYSICAL* NONLINEAR MEDIA

Summary

Applying a method of elastic solutions there has been given a sequence
of approximate solutions of a homogeneous (boundary conditions) physi-
caly nonlinear boundary problem in the theory of thin plates.



