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Jadwiga Jedrzejczyk

METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH W PLYTACH NIELINIOWYCH FIZYCZNIE

Streszczenie:_Stosujac metod® elementéw skonczonych podano_algo-
rytm minimalizacji funkcjonatu catkowitej energii potencjalnej pgy—
ty nieliniowej fizycznie.

1. Wstgp

Celem prezentowanej pracy jest podanie algorytmu minimalizacji funk-
cjonatu catkowitej energii potencjalnej phyty |[3], uzyskanego przy zatoze-
niach klasycznej teorii Kirchcffa zginania pkyt 00 1 nieliniowych zwigz-
kach pomiedzy naprezeniami i odksztakceniami [4].

Rozwigzanie uzyskujemy stosujac metode elementéw skoriczonych i metode
naprezen poczatkowych CS]» pozwalajaca zachowan niezmieniong macierz
sztywnosci w procesie iteracyjnym. Do analizy ugiecia zastosowano elemen-
ty trojkatne, wprowadzone i omowione w pracach [i, 2S 9}.

Macierz sztywnosci przyjeto w postaci uzyskanej w pracy O] =

2. Wielomiany interpolacyjne

Niech £2 hedzie obszarem na plaszczyznie (xs y) ograniczonym wielokgtem

tréjkaty miaty albo wspolny bok lub wierzchotek albo byty rozkgczne oraz
by najmniejszy kat trojkatow ot byt ograniczony z dodu przez «0> 0.

Dla zdefiniowania wielomianu interpolacyjnego p(Xx,y), wprowadzonego
przez Zeniska [7] .oznaczmy przez Pi»(x;,yiD j=1,2,3 wierzchotek trojka-
ta T, 1J. dhugos¢ boku daczacego punkt P~ z PN, vi normalng do boku
1 (i<j) oraz Srodek boku I (i<j).

Zakozmy, ze dla wielomianu p(x,y) stopnia pigtego, okreslone sa naste-
pujace wielkosci:

im @1t i2) Ji] = i1+ i2 [i] =0,1,2 o

@
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Zgodnie z twierdzeniem z pracy [2], wartosci (1), (@ okreslaja jedno-
znacznie wielomian stopnia pigtego. Przypor'ﬁadkujemy wiec kazdemu wierz-

chotkowi gj i punktom ’ trojkatow |TK] wartosci postaci (1), ©@.-
Wowczas qukcja w(X,y), ktoéra na kazdym tréjkacie T& jest rowna wielo-
mianowi p (X,y) zdefiniowanemu w powyzszy sposob, jest ciggle roézniczko-

walna i1 nalezy do W2@@ @ (por. Q9j, [2])- W tak zdefiniowanej klasie funk-
cji mozna minimalizowa¢ funkcjonat energii catkowitej plyty.

3. Sformutowanie problemu
Rozpatrzmy w 2 réwnanie:
(fg + F)AA= £+~ [ Ve2 (*,, + Wyy)]" +

+ [VGZ(WA+Wyyjjyy/\/\ AN AN AN ~ A WA AN N

+JgS [Xe2 BWyy - 1 wMN)] "™ + |of [%e2 wn

B avn=°

oraz ciagg przyblizeh jego rozwigzania, okreslony nastepujacym rekurencyj-
nym wzorem:

(fe . F)AI , + A[V(6-",2

, A [v<e-")Ref£1.«E£’>], . [(."-")2(F=£" -}m£S,, .,

- # \ #  [x(.-")2-£7,, )
Wl = -o. 6)

Ir dv Ir

W rownaniach () 1 (4 w = w(X,y) oznacza ugiecie plyty, f = f(x,y) inten-
sywnos¢ obcigzenia, £ = - ﬁ(w +w ) - Srednie wydtuzenie wzgledne
m yy

2 8 r 2 2 2 -l
fooo T ['xx + wyy ~ wxxwyy + “wxyd 7 intensywnos¢ tensora  odksztakcenia

akK, G,%,V - state materiatowe plyty, ktérej grubosS¢ wynosi 2h.



Metoda elementéw skoriczonych w phytach ..« 63

Rozwigzanie problemu (@), () jest rownowazne ze znalezieniem minimum
funkcjonatu ilo]e

rH ) =/ aTwn)D a(wn)dQ - |j [fwn + ~  V(E’-1)2 aT (wn_-])c-la(wn) +

+ X (en_1)2 aTwn_1)D2 a(wn)] dE ,

gdzie
_’2 ©] - i o - TE o —f
D =0 2(1-v) 0 gy . 0 0 0 co» O 6 0
1 0 1 1 0 1 1 0 2
«<wn> ¢ WL xy* Wg}yle
R A T -
Niech T bedzie dowolnym tréjkatem z danego podziatu 3 ol i niech
.

u = u(x,y) bedzie wielomianem okreslanym na T, zdeterminowanym przez wa-
runki (@), (@). Jezeli wartosci funkcji (@), (@ uporzadkujemy w wektor
kolumne oznaczong przez w to wéwczas wyrazenie (6) przyjmie na trojka-
cie T postac

NT@Wn) = ( aT@Wn)C a(uf)dT - F i [N + (¢EVE™-D2 aT@n_1)t”~un)
am am m

h2G
+ T28 \ a T(un-1)C2 a(un)] dT.

Poniewaz u(x,y) jest liniowg kombinacjg wspotrzednych wektora w, wiec
IIT (in) bedzie postacig (or. [6, 3D:

nT@n) = » H " wiFn-r @©)

Jak wida¢, macierz sztywnosci K pozostaje stata podczas procesu itera-
oyjnego a zmianie ulega tylko macierz obcigzenia Macierz K przyj-
mujemy w formie zaproponowanej w pracy [5] a zajmiemy sie obliczaniem
Fn-1*
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4. Macierz obcigzenia F ~

Oznaczmy przez TQ trojkat w ukkadzie (8,1) o wierzchotkach R"N(0,0),
R20,0), R3(0,1).

Transformacja
x = x1 + x21 + x3 y -yl+y28 + y3§, (©))

gdzie

" y3 oy j o1

przeksztatca trojkat T w Tq.

Funkcja 2 ,1I) = u(x® + x28 + x~, vy +y28+ yMj) jest wielomianem
stopnia pigtego, zmiennych (1,i?). Wielomian ten jest jednoznacznie zdefi-
niowany przez wspotrzedne wektora w (nys. 1)s

8 b No ¥ ® NTT

w= w2>w3>w4* *5» V6 > @
gdzie
99 Py %2 m m > D IT _
Wj = Lu’uUs’ Vv w > ? K J=1°2"3
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Wektor w o wspodrzednych

w " 0*1» w2» *3» wd> whs w6]T

T
wi - U uwo» uy” woet uxy’ Vo K 1=1>273 di)
"io» i=4,5,6
zwigzany jest z wektorem w zaleznosciag
w =Aw, @2)

gdzie A jest macierzg zalezng tylko od Xg, x3, "2» y3*

Macierz A moze by zapisana w formie 15j

A,
A = @
Ag

A, Jjest macierza 18 x 21 wyrazajaca zaleznosS¢ na pierwsze osiem wspod-
rzednych wektora w i wynosi [5]

f ® Cl1 C2

Sc1 T ¢c1 c24 a»

°1 c1 ' @2.

°1 jo2 Sa macierzami zerowymi typu 6 x 6 1 6x3, a T macierza
6x6

0 f, y» 0 0 0
0 X 0
f = 3 v ° ’ @s)
2 -2
0 0 0 X§ 2x2 v

0 0 X3Xg y3x2+z3y2 y3y?2
j2
0 13 2y3x 4

A 2 (3 x 21) jest iloczynem macierzy T, 4g i 13 odpowiednio typu 3x6,
6x6, 6 X 21.
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Macierze te wynosza (oznaczenia rys. 2) [5) i

<. Jedrzejczyk

y3
0 N(x3+y3) N (x3+y3)
COSA 5 -simkj 2 0 0
sin ., cos”g 0 0
0 0 costy3 -sin&>3 0
0 0 sin <BZS cost5y'3 0
(¢} 0 0 0 jobi™ 3
o 0 0 0 3ini3j3
“i2 12 0
0 0
23 Elg 0
(0] 0 c 0 1
“13 C mqq 0 0
0 0 0
gdzie
c =Jo, o, o, o, o, 0]
“ij “Ff 5N 1lij* "h Osl%j. -h sin *ij’ -'& L oos2 ,
- N cos”j sini3i3, - sin\J
“idmB* hy - cos-j, -~ sinj, cos28i;j, N

1, ”

o] 6

y2

an

o
-sin $1,

ashi |3

()

a©

cos/Msini”,

@o)
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Jesli b(u) jest wektorem

b(u) = [%, @1)

a@ = HbQ, (22)

gdzie macierz H, obliczona na podstawie zasad rézniczkowania funkcji zdo-
zonej i1 transformacji odwrotnej do (9) wynosi

-

A 2y2y3 n
K S XAY- y2XBYX2  —y2X2
X2y 3-x3y?2 yaesty y @)
Roo-27

Biorgc pod uwage (22), druga catke w wyrazeniu (7) mozna przedstawic«

X"/ {?% +~ A~N[fI(V N P@a-1>kX - 1~ HiW ] +

@
+ T58 # XK @*2* 3-1) P @n-1)Wk@n-13} 13 HTo™>
gdzie
f « fG,i?) = FOA + x28 + x3, yl1 + y21 + y3I)
™ = Wg =K"DgK a J = x2y3 - *3y2 jest jakobianem prze-

ksztatcenia (9).
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Uwzgledniajac (21) i1 symetrycznos¢ macierzy 1j i Mg mozemy (24) zapisac
w postaci*

* _ * E | Z _ N = —
2 H <ﬁ‘§ﬁr; n L N eP-ar/-1 oé3—«,t‘—1«

t<z=1

a"oL 1 & 1 2, . 21 9 a1

a«3- o0,;"-1 ei”a,/"1 _ /> __i"
t<z»i as _ aij

N
au 1 _Bul o Al e
as3"8 aif“l as3"8 d~“1 a%$>2dz"1
gdzie
Kjl = !ml’gj i=1>2{ a_= mﬁ” aI’S = Zhirs’ bﬁ= = 1ﬁ=' bi’S =2 mra-
Poniewaz funkcja jest wielomianem stopnia pigtego, wiec mozna ja

wyrazi¢ jako iloczyn wektora ot , ktérego wspotrzednymi sa  wspokczynniki
wielomianu i wektora

4= [i. £m?. BT
ucE,1?) = <~06. (€5))

Pamietajac, zeu(™ip) jest okredlone przezparametry 1», otrzymamy dla
wyznaczenia ot ,ukdad rownan

SoC=w. @n
Macierz S mozemy zapisaC nastepujaco

8 . [Sv S2, 83, s4, S5, Sg]T. ©9)

Elementami macierzy 8 1i1=1,2,3 sg pochodne funkcji u w punktach Pi
i=1,2,3 a macierzy 8. j=4,5,6 pochodne normalne u w punktach J=1,2,3
Macierze te odpowiednio wynoszg*
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Macierze te odpowiednio wynosza:

1 61 1 Ii% Mi mm>* *3 VI
0 1 0 a5 Wi oy oWt 0
00 1 0 R .= 4iivl  5vF
St = o o o 2 o0 24 0 0 @
o o o o0 1 L. BSR4 0
o o o o0 o .. tav t#l 20u
J, 0, 1, 0, & 0, 0, ~0, 0, C, g, 0, 0, 0, O, Of 0, 0, 0,]
0
s5 . Jo, £ o, £ £ #, e, zg, 39, J £ £ £ £ £
yz< yT' yr*yT*§£>%%£:}]
8g = [0, 1, 0, 0, x, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, O, oj *

Uwzgledniajac teraz (26), (27), (12) funkcje u(s,i1?) napiszemy nastepuja-

uE,i?) =WRATE1)TY . (€1))
Wykorzystujac relacje (31) i wprowadzajac oznaczenia

gfa @)

.
A al>r ~r-l

n-1 TO
uzyskujemy nastepujaca postaé wyrazenia (25)
= * %k | N
12 %O 1J] dTo + 2 2 mrsbtzn,,.rstz +

r,s=1
t<z=1

+hr Jjfmrs “tz~rstz. 1} *
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METOU KOHEHHHX 3JIEVEHTOB SHSHUECKH HEIMHER IHHX nj IACTHHOK

Pe3bmes

nojiB3yscb MeTOFIOM KOHenHHx ojieMeHTOB b cxaite flagiCA aaropiiTM MHHHMajm-
3anHH $yHKnnoHajia, onpeflemaioniero nojrayB noTeHiwajiBHyio  SHepmio $H3HNnecKn
Hej iHHetaoS njiaOTHHKH.

THE METHOD OP FINITE ELEMENTS IN EHISICALX NONLINEAR PLATES

Summary

Basing on the method of finite elements an algorithm has been derived
for the minimalization of the functional of the total potential energy of
nonlinear plates.



