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METODA ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH W PŁYTACH NIELINIOWYCH FIZYCZNIE

Streszczenie: Stosując metod® elementów skończonych podano algo- 
rytm minimalizacji funkcjonału całkowitej energii potencjalnej pły
ty nieliniowej fizycznie.

Celem prezentowanej pracy jest podanie algorytmu minimalizacji funk
cjonału całkowitej energii potencjalnej płyty |[3], uzyskanego przy założe
niach klasycznej teorii Kirchcffa zginania płyt 00 i nieliniowych związ
kach pomiędzy naprężeniami i odkształceniami [4].

Rozwiązanie uzyskujemy stosując metodę elementów skończonych i metodę 
naprężeń początkowych CS]» pozwalającą zachowań niezmienioną macierz 
sztywności w procesie iteracyjnym. Do analizy ugięcia zastosowano elemen
ty trójkątne, wprowadzone i omówione w pracach [i, 2S 9}.

Macierz sztywności przyjęto w postaci uzyskanej w pracy 0j] •

•
2. Wielomiany interpolacyjne

Niech £2 hędzie obszarem na płaszczyźnie (xs y) ograniczonym wielokątem

trójkąty miały albo wspólny bok lub wierzchołek albo były rozłączne oraz 
by najmniejszy kąt trójkątów ot był ograniczony z dołu przez «0> 0.

Dla zdefiniowania wielomianu interpolacyjnego p(x,y), wprowadzonego 
przez Źeniśka [7] . oznaczmy przez Pi»(x;j,yij) j=1,2,3 wierzchołek trójką
ta T, I.J. długość boku łączącego punkt P^ z P ,̂ vi normalną do boku 
l ĵ (i<j) oraz środek boku l̂ j (i<j).

Załóżmy, że dla wielomianu p(x,y) stopnia piątego, określone są nastę
pujące wielkości:

1. Wstgp

i ■ (i1t i2) |i| = i1 + i2 |i| = 0,1,2

(2)

(1)
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Zgodnie z twierdzeniem z pracy [2], wartości (1), (2) określają jedno
znacznie wielomian stopnia piątego. Przyporządkujemy więc każdemu wierz- , , M
chołkowi pjj i punktom trójkątów |Tk| wartości postaci (1), (2).

Wówczas funkcja w(x,y), która na każdym trójkącie T, jest równa wielo-k &mianowi p (x,y) zdefiniowanemu w powyższy sposób, jest ciągle różniczko-pwalna i należy do W2(ffl) (por. Q9j, [2]). W tak zdefiniowanej klasie funk
cji można minimalizować funkcjonał energii całkowitej płyty.

3. Sformułowanie problemu 

Rozpatrzmy w 2  równanie:

(fg + f ) A A =  f + ̂ [ “Ve2 (*„ + Wyy)]^ +

+ [V62 (W^ + Wyyjjyy ^  ^  ^  ^  ^  ^  ̂  ~  ^  W ^  ̂  ^

+ JgS [Xe2 (§ Wyy - 1 w^)] ̂  + |g£ [%e2 w ^

i = odv Il

oraz ciąg przybliżeń jego rozwiązania, określony następującym rekurencyj- 
nym wzorem:

(fe . f)Al , + A [ V ( 6 - ' , 2 

, A  [v<ę-’)2e £ 1 . « £ ’>]„ . [%(.”-')2(f •£' - } ■ £ ’>]X X  +

- #  \  #  [x(.-’)2 - £ ’] „  (4)

w”! = =o. (5)
Ir dv Ir

W równaniach (3) i (4) w = w(x,y) oznacza ugięcie płyty, f = f(x,y) inten
sywność obciążenia, £ = - A(w + w ) - średnie wydłużenie względne m J yy
2 8 r 2 2 2  ~l

f  ° Tf ["xx + wyy ~ wxxwyy + ŵxyJ ” intensywność tensora odkształcenia
a K, G, % , V  - stałe materiałowe płyty, której grubość wynosi 2h.
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Rozwiązanie problemu (4), (5) jest równoważne ze znalezieniem minimum 
funkcjonału i1o]•

r H )  = /  aT (wn )D a(wn )dQ  -  |  j  [ fw n +  ^  V (£”-1 )2 aT (wn_-|) c -|a(wn ) + 

+ X  (en_1 )2 aT (wn_1) D 2 a(wn ) ]  d£ ,

gdzie

IOl*"

1OlT
L

--
--

-1 ro 0 1 —X

D  = 0  2 ( 1 - v )  0 B 1 -
0  0  0

C 2 "
0  6 0

1 0  1_ 1 0  1 - 1  0  2

«<wn> “ [WL xy* wn lTyyj

U K  x  GTJ 5’

Niech T będzie dowolnym trójkątem z danego podziału i niechl 3 k»1
u = u(x,y) będzie wielomianem określanym na T, zdeterminowanym przez wa
runki (1), (2). Jeżeli wartości funkcji (1), (2) uporządkujemy w wektor 
kolumnę oznaczoną przez vr to wówczas wyrażenie (6) przyjmie na trójką
cie T postać

n T(un) = ( aT(un)C a(ufl)dT - f i  [f ^  + ¿¿£V (£"-1)2 aT(un_1 ) t ^ u n )
J m J m m

h2G
+ T2§ V  a T(un-1) C2 a(un)] dT.

Ponieważ u(x,y) jest liniową kombinacją współrzędnych wektora w, więc 
llT(un) będzie postacią (por. [5, 3]):

n T(un) = » H ' wIFn-r (8)

Jak widać, macierz sztywności K pozostaje stała podczas procesu itera- 
oyjnego a zmianie ulega tylko macierz obciążenia Macierz K przyj
mujemy w formie zaproponowanej w pracy [5] a zajmiemy się obliczaniem
Fn-1*
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4. Macierz obciążenia F ^

Oznaczmy przez TQ trójkąt w układzie (§,17) o wierzchołkach R^(0,0), 
R20,o), R3(0,1).
Transformacja

x = x1 + x2I + x3 y - y1 + y2§ + y3łj , (9)

gdzie
" y3 " yi j " 1*2

przekształca trójkąt T w Tq.
Funkcja 2(1, i}) = u(x^ + x2§ + x ^ ,  ŷ  + y2 § + ŷ lj) jest wielomianem 
stopnia piątego, zmiennych (i,i?). Wielomian ten jest jednoznacznie zdefi
niowany przez współrzędne wektora w  (nys. 1)s

<\3 I~1» r\j no <V> f-o r\j T T
w = w 2> w 3> w 4* *5» V 6J > (10)

gdzie
<V) Py /\> no m 1» fO lT . . _ _
Wj  = Lu ’ US ’ V  UV  > ? K  J=1’2’3u

*4 = CS] s1 > ^5 P ]  s2> *6 = [%]S3*

I
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Wektor w o współrzędnych

w " 0*1» w2» *3» w4> w 5» w 6]T
T

w i - [u* ux» uy’ uxx* uxy’ V K  1=1>2’3 

"i » i=4,5,6

związany jest z wektorem w  zależnością

w = A w ,

gdzie A  jest macierzą zależną tylko od Xg, x3, ^2» y3* 
Macierz A  może by<5 zapisana w formie f5j

A  =
A,

Ag

di)

(1 2)

(13)

A, jest macierzą 18 x 21 wyrażającą zależność na pierwsze osiem współ
rzędnych wektora w  i wynosi [5]

6 x 6

f ®1 C 1 C 2
s C 1 f C 1 c 2 ł (14)

°1 C 1 t ®2.

°1 i 0 2 są macierzami zerowymi typu 6 x 6 i 6 x 3 ,  a T macierzą

"1 0 0 0 0 0
0 f2 y2 0 0 0

f =
0 X3 y3 0 0 0

(15)
0 0 0 —2Xg 2x2y2 -2

y2
0 0 0 X3Xg y3x2+z3y2 y3y2
0 0 0 j23 2y3x3 » ! .

A 2 (3 x 21) jest iloczynem macierzy f^, łg i 13 odpowiednio typu 3x6, 
6 x 6 ,  6 x 21.
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Macierze te wynoszą (oznaczenia rys. 2) [5j i

gdzie

y3

cos^ 2

sin 12

0

O

o

o

“ i 2 
O
o
o

“ 13

0 ^ ( x 3+y3) ^ ( x 3+y3)

-simkj 2 0

cos^g 0

0

0

0

0

cost5̂ 3 -sin&>3

12

2.3
O

C
O

sin <i3

0

0

o
o
El.

c

m.

23

13

cost5̂ 3

0

0

13

0

0

0

0

0

0

0

jo b i^ 3

3ini3j 3

0
0

1

0

0

0

o

y2

o

o

o

o

-sin $ 1, 

cosa5i|3

(16)

(17)

(18)

c = [o, o, o, o, o, o]

“ ij “ f" 5^ 1ij* " h  00sl%j. - h  sin *ij’ - ' & L oos2^ ,

- ^  cos^j sini3i3, - s i n \ J (19)

“ id ■ B *  h y  - cos-^j, - ̂  sin^j, cos2n3i;j, ^  cos^sini^, 
1., „

(20)
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Rys. 2

Jeśli b(u) jest wektorem

to

b(u) = [ % ,  

a  (u) = H b (u),

(2 1)

(2 2 )

gdzie macierz H, obliczona na podstawie zasad różniczkowania funkcji zło
żonej i transformacji odwrotnej do (9) wynosi

K
x2y3-x3y2

A ń2y2y3

- X^y- y2x3+y3x2 -y2x2

—2 — —x^ - 2

(23)

Biorąc pod uwagę (22), drugą całkę w wyrażeniu (7) można przedstawić«

X2 " /  { ? %  + ̂  ̂ [ fcT( V  ̂ ł><aa-1>][ŁX - 1 ^ ł,i|W ]  +

(24)

+ T5§ ł X K  (an *2* (3n-1 ) P  (un-1 )M2fc (an-1}]} IJ ldTo *

gdzie

f « f(Ś,i?) = f (x1 + x2Ś + x3̂ , y1 + y2l + y3l)

1*1 = Wg = K^DgK a J = x2y3 - *3y2 jest jakobianem prze
kształcenia (9).
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Uwzględniając (21) i symetryczność macierzy 1Łj i Mg możemy (24) zapisać 
w postaci*

*2 - H *  <4 ♦ Sb* !  Ż L \ , —  ^ = Ł - «n S!r~  ^  ”  eP-ar/-1 oś3-«,^-1
t<z=1

o2~ „ 3 ,2o
n-1a" OL 1 ćHu 1 2„ . -^-1 9 a“u 1

a«3-  o,;'-1 ei^a,/"1 /->- i"‘ t<z»i as aij

â u 1 £̂ u 1 a^ 1 n=J—  ---- 2=1—  — aj  |I( t
aś3"8 aif“1 aś3"8 d ^ “1 a$> 2 dt?z"1

gdzie

Kj = | m„„l i=1»2{ a _ = m„„, a„„ = 2ni , b__ = 1__. b„„ = 2 m •1 L rsJ rr rs rs rr rr rs “ra

Ponieważ funkcja jest wielomianem stopnia piątego, więc można ją
wyrazić jako iloczyn wektora ot , którego współrzędnymi są współczynniki 
wielomianu i wektora

<1 = [i. £.■»?. i?5] T

u(£,l?) = <^06. (26)

Pamiętając, że u(̂ ,ip) jest okreólone przez parametry 1» ,  otrzymamy dla
wyznaczenia ot , układ równań

SoC=w. (27)

Macierz S możemy zapisać następująco

8 . [Sv  S2, 83, S4, S5, Sg]T. (28)

Elementami macierzy 8.̂ i=1,2,3 są pochodne funkcji u w punktach Pi
i=1,2,3 a macierzy 8.. j=4,5,6 pochodne normalne u w punktach j=1,2,3 
Macierze te odpowiednio wynoszą*
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Macierze te odpowiednio wynoszą:

Si =

1 6.1 1?i ii2 1 M i  ■ ■ * *3i vl

0 1 0 ^ i IJi . . 2M i vt 0

0 0 1 0 h  • * 4iiVl 5Vf

0 0 0 2 0 . . 2t?i 0 0

0 0 0 0 1 . . 6Śi1?2 4V± 0

0 0 0 0 o . . t,ąv. 12 Ł#l 20tj3

(29)

Jo, 0, 1, 0, ■£, 0, 0, “̂ 0, o, C, g, 0, 0, 0, 0, Of O, 0, o,]

(30)
s5 . [o, £  o, £  £  # ,  ę ,  z g ,  3 g ,  j £  £  £  £  £

2 i  53^1
y z <  y T '  y r * y T * 32 > 32^ J 

8g = [0, 1, O, O, Jr, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0, oj *

Uwzględniając teraz (26), (27), (12) funkcję u(ś,i?) napiszemy następują-

u(£,i?) = W TAT (S“1)Tt| .

Wykorzystując relację (31) i wprowadzając oznaczenia

ąfa ,
^  al>r ^ r -1

(31)

(32)

n-1 T0

uzyskujemy następującą postać wyrażenia (25)

I2 = { /  * ** !J| dTo + 2  f2 mrsbtz ̂ .rstz + ̂m n" 'O

+ h r  jf mrs “tz^rstz. ]} *

r, s=1 
t<z=1
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METOU KOHEHHHX 3JIEMEHT0B SHSHUECKH HEJMHEiiHHX njIACTHHOK

P e 3 b m e.s

nojiB3yscb MeTOflOM KOHenHHx ojieMeHTOB b cxaite flaëiCÂ aaropüTM MHHHMajm- 
3anHH $yHKnnoHajia, onpeflenaioniero nojrayB noTeHiwajiBHyio SHeprnio $H3HnecKn 
HejiHHetaoS njiaOTHHKH.

THE METHOD OP FINITE ELEMENTS IN EHÏSICALX NONLINEAR PLATES

S u m m a r y

Basing on the method of finite elements an algorithm has been derived 
for the minimalization of the functional of the total potential energy of 
nonlinear plates.


