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NUMERYCZNE ROZWIĄZYWANIE PROBLEMÓW BRZEGOWYCH 
MAŁOWYNIOSŁYCH POWŁOK SPRĘŻYSTYCH

Streszczenie! W pracy przedstawiono numeryczną metodę rozwiąza- 
nia problemu 'brzegowego opisującego pole przemieszczeń małowynios
łych powłok sprężystych. Zagadnienie sformułowane jest wariacyjnie. 
Wykazano, że rozwiązanie przybliżone zbieżne jest do rozwiązania
dokładnego z rzędem 0 (|h|) w przestrzeni W ^  \

1. Wstęp

Zagadnienie wyznaczania przemieszczeń i naprężeń w powłokach małowy- 
niosłych, poddanych działaniu pola sił było już,wstępnie,przedmiotem roz
ważań komunikatu [6]• W zakresie numerycznego rozwiązywania zagadnień 
brzegowych dla powłok uzyskano w ostatnich latach istotne wyniki, publi
kowane sporadycznie w postaci artykułów w czasopismach technicznych i ma
tematycznych. Nie ujmują one jednak całości zagadnienia. Prace te dotyczą 
głównie powłok walcowych. Autorzy pracy [11] stosują wariacyjno-różnicową 
metodę dla rozwiązywania zagadnień brzegowych teorii małowyniosłych po
włok sprężystych.

W pracy podane są przykłady liczbowe; nie zajmowano się oszacowaniem, 
dowodami istnienia i jednoznaczności. W pracy [12] podano schemat różni
cowy, dla układu równań teorii powłok obrotowych i walcowych; zbieżność 
rozwiązania bada się na przykładach liczbowych poprzez zmniejszenie po- 
działki.

Autorzy pracy [13] badają zbieżność schematów różnicowych, aproksymują- 
cych osiowo-symetryczne zadanie teorii sprężystości dla kołowej izotropo
wej powłoki walcowej; wykazano zbieżność schematów różnicowych z rzędem 
0 (h2ln(1/h)).

Istnienie i jednoznaczność zagadnień brzegowych w teorii sprężystości 
przedstawione jest w pracach [10], [14].

W pracy [7] podano wariacyjno-różnicową metodę rozwiązywania zadań 
brzegowych dla równania biharmonicznego.
Praca niniejsza stanowi uogólnienie wyników pracy [7] na przypadek mało
wyniosłych powłok sprężystych. Stanowi ona kontynuację zagadnienia przed
stawionego w komunikacie [6]. Problem brzegowy sformułowany jest tutaj w 
postaci wariacyjnej. Równania różnicowe uzyskuje się z warunku minimum od
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powiedniego funkcjonału, dla którego jako dziedzin# przyjmuje się prze
strzeń funkcji podobszarami liniowych, która jest podprzestrzenią prze
strzeni '•

2. Sformułowanie problemu

Za podstaw# rozważań przyjmujemy funkcjonał, którego minimalizacja 
jak wykazuje si# w teorii sprężystości - jest równoważna rozwiązaniu pro
blemu brzegowego małowyniosłej powłoki sprężystej. Funkcjonał ten jest po
staci!

I(u,v,w) = W(u,v,w) - jj F. (u,v,w)dxdy - j (f., ,f2 ).ndl, (2.1)
D 0D

w której W jest energią wewnętrznych sił sprężystościj funkcjonał ten 
określony jest przez

W(u,v,w) - \  C [(E1+fi2)2 - - f - )  dxdy

+  f  [(X,-H^)2 - 2(1-v)(x1'X2-‘ir2)dxdy,

(2. 2)

w którymi

-■ u, u = ■ »■-£< A
1- ^  12(1-v )
Si» > 0 ,  D = —S i—_  >  o.

Symbolami C,D,E,v,H oznaczono wielkości stałej u,v,w są funkcjami zmien
nych x,y i określają przemieszczenia dowolnego punktu (x,y,z) powierzchni 
środkowej powłoki, odpowiednio w kierunku x,y i zj n jest wektorem nor
malnym do dDj f1 (u,v,w, !■£), f2 (u,v,w g^) są funkcjami liniowymi,
określonymi na brzegu SD, por. \jo ] j F(F^,Fg,Fj) jest polem wektorowym, 
określającym oboiążeniej £.j,£2,tOi OC-j> % 2 , ‘̂  S£1 współrzędnymi tensorów o-
kreślających odkształcenie powierzchni środkowej powłokij /mają one poetaó

61 “ Sx - k1w * fi2 “ § y  ~ k2w* u  " §? + + 2 k12w*

2 .2 ■2 (2*3)
*1 = B  * 2 - "  B1 d x *  £ dy Sx3y

gdziei k^,k2 ;k^2 Bą kolejno stałymi określającymi krzywizny oraz skręce
nie powierzchni środkowej powłoki.



Będziemy przyjmować, że rzut powierzchni środkowej powłoki na pła
szczyznę 20Y jest prostokątem

D = |(x,y) : 0 <x<a, 0<y<b|,

którego brzeg oznaczono symbolem QD.
W rozwiązywaniu zadania (2.1) stosuje się odpowiednio uogólniony sposób 
podejścia - przedstawiony w pracy [7]-
Zgodnie z istotą tej metody, za dziedzinę funkcjonału przyjęto następują
ce zbiory funkcjis

4».

= -jf(x,y) i f eC°, f - funkcja liniowa w trójkątnych obszarach^,

W2°^ = f ~ funkc3a sta*3 w trójkątnych obszarach},
(i) (2 }przy czym ufveN£ \  y.

3. Sformułowanie problemu wariacyjnego, równoważnego zadaniu (2.1.)

Ze względu na to, że zbiór nie należy do dziedziny funkcjonału
(2.2 ) zadanie (2.1 ) formułuje się dla układu funkcji!

(u,v,p,q) = (u,v, §^); (3.1)

zamiast (3.1 ) stosować będziemy też oznaczenia

z = (z1 ,z2,z3,z4) » (u,v,p,q). (3.1)

Twierdzenie 1
Zadanie wyznaczenia minimum funkcjonału (2.1) jest równoważne zadaniu 

minimalizacji funkcjonału.

numeryczne rozwiązywanie problemów brzego rych««» ?3

J(z,X) = W (z) + V(z,X) + l(z), (3-2)
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gdzieś

W(z) = W(u,v,w), (3.4)

V(z,A) **jj >(xy)(|£- |§)dxdy (3.5)

L(z) - - F. (u,v,w)dxdy - j (f1 ff2 ).n dl. (3-6)

Dowód
A. Funkcjonał (2.1) rozważamy ze względu na w(x,y) w przestrzeni wi2  ̂o-(11baz ze względu na u,v w przestrzeni W£‘'.

Jeśli wew| \  to e w|^, oo wynika z określenia tych prze
strzeni.

B. Niech w (0,0) = Oj założenie to nie jest sprzeczne z przyjętymi warunka
mi brzegowymi zadania (2 .1 ).
Przy tym założeniu, dla dowolnych p,qeW^^i takich, że 5y = §x’
istnieje jeden element we w i 2\  dla którego spełnione są równości Irr ■dw ^ ox= P. = q.

C. Warunek jest warunkiem koniecznym istnienia minimum funkcjo
nału (3«2)j przy tym warunku V(z,A) = 0 dla dowolnego A.

D. Wnioskiem z A,B,C jest podane wyżej twierdzenie 1.

W dalszych rozważaniach stosować będziemy normę określoną równością:

. 2
:d = // _

1 =  1
«-i;«) // Ź [( %)2 + ( -¿7)2] dxdy’ (3'7)

przy czym

W *  = IZ1»Z2 ,WI* ¿eżeli -5 7 = -g|* 
2

Określenie (3.7) spełnia postulaty normy w zbiorze funkcji, w którym róż
nica dwu dowolnych elementów nie jest wielkością stałą, por. [8] ; speł
nienie tego warunku zapewnia następujące założenie: jeżeli na podzbiorach 
brzegu (różnych od odcinka) zadane będą funkcje u,v,w, to przyjmować bę
dziemy, iż są one równe zeru.
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4. Dodatnia określoność funkcjonału (3.4)

Twierdzenie 2 
Jeżeli:fi( !fi + !!2)2dxdy ̂ Jj r + ( f!2}2idxdy> (4>1)

J J 0 v a x J J *- 9 y 9x -•D dy dx ' Jtf L 9y 9x

gdzie |ul >  n-Q, to

W (z) >-M|z||2. (4.2)

W dowodzie twierdzenia korzysta się z nierówności!

Y  Y  {(a+b)2 - 2(1 - v) (ab-c2) • ^ “ (a2+b2+2c2)j (4.3)
V s [o ,1) a,b

V (|ab|< a2 +cCb2) (4.4)
o5>0 4ci

oraz z twierdzenia o zanurzaniu przestrzeni, por. [8]« Warunek (4.1) jest 
nierównością Korna prawdziwą dla teorii sprężystości, por. [9].

5. Wariac.ia funkcjonału

Wariacja funkcjonału kwadratowego (3.2) jako część główna przyrostu 
funkcjonału jest funkcjonałem dwóch zmiennych, liniowym względem każdej z 
nich; ma ona postać:

ó J(z,X1) = W(z,Ł) + J j  [X, ( Sil - ¡̂|i) + X 2 (  gf|)Jdxdy+L (§), (5.1)
D

gdzie:
W(l,l) = 2W(I).

Wariacji (5*1) można nadać postać:

ĆJtz,^) = < A 1(z,X1) - (F?0), (§,A2)> + < A 2 (z ,X1) - ft ś >’,

gdzie: <u,v> jest iloczynem skalarnym w obszarze D;
<u,v> -iloczynem skalarnym na 5D; A^, (Ag) - operatorem różniczko

wym drugiego (pierwszego) rzędu.
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Warunkiem koniecznym na to, by funkcjonał (3.2) dla argumentu (z,A.j) o- 
siągał minimum, jest tożsamości

V  V  m  (6J=0), (5.3)Ag S e  BcW^ >

gdzie:

B = jś :!eW ^1\  [z^m .y) » ai (x ,y )= »Ś i  = o ] j ,

ai (x,y), i = 1(1)4 są tutaj danymi funkcjami występującymi w warunkach 
brzegowych.
Z (5.1) wynika, że jeśli (3.2) osiąga w (z,Aj ) minimum, to rwarunek (5«3) 
jest równoważny następującemu warunkowi:

Y  (6J (z, A) = W(z,§) + V, + L(<l) = 0, (5.4)§ e B ‘
gdzie:

dŚ, dś
V1 Y / k (  — 2 -  — £)dxdy. (5.5)

D 9y dx

6. Istnienie rozwiązania

Uiech zbiór D^ będzie zbiorem punktów prostokątnego obszaru D o wy
miarach (a,b). Elementy D^ są wierzohołkami prostokątnych obszarów o bo
kach h = (h-j.hg) = (jq-, ^)> gózie N-pNg są liczbami naturalnymi .Zbiór
punktów wewnętrznych zbioru D^ oznaczać będziemy symbolem D^, zaś 
Sfa/Djj r 0Eh. jest brzegiem zbioru D^. Dla ustalonych jraz

Xeli|0^(h), z€N^1^(h) funkcjonały (3,4), (3,5) będą funkcjami kwadratowy
mi, zaś funkcjonał (3,6) funkcją liniową wielu zmiennych.
Zmiennymi tymi będą wartości A« D^)(h) w poszczególnych trójkątach obsza
ru D oraz wartośoi funkcji wektorowej z, w punktach zbioru D^. Funkcjo
nał (3.2) dla z e S ^ ( h ) ,  AeK^^ih) jest funkcją kwadratową wielu zmien
nych. Ha mocy tw. 2 - o dodatniej określonośoi funkcjonału (2.2) mamy:

2
W(z) >  M l z d ^  y  (6.1)

gdzie M jest liczbą stałą, dodatnią, niezależną od z.
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Oznaczając przezs

(6. 2)

gdzieś

j(z,Mj = v(z, T , ) , 
zeif|1 ̂ (h)

Xełl|° ̂ (b)

r = {zij}' 1 “ ° (1) H1‘ 3 = 0(1)lf2f
i “ O (1 )Ni; j » 0H)J2,

{X ij} 1 “ 0 (1)^-1, 3 = 0(1).M2-1,

wtedy możemy warunek konieczny i dostateczny istnienia minimum funkcjona
łu (3*2) w IJg^Ch), ui0^(h) napisać»

grad¥=* 0

lub

(6.3)

(6.4)d Y -  0.

Z określenia (6.3) wynika równość

®J(z,X) - dV. (6.5)

Różniczkę dVmożna zapisad w postaci

dYif,*,) = Wh(t ,fj  + Vh(t,\1f f ,X) + Lh(I) (6.6)

lub

dY(l,X.,) = < A 1(h)(?,X1)-(f*f0),(l,A2) > + < A 2(h)(f,£,) - f * , t > ’ (6.7)

gdzie symbol-feć.C»oznacza iloczyn skalarny wektorów.
Równanie (6.3) ma zatem, zgodnie z (6.7) - postad

A1 (h)(?,X1)-(^0) = 0 

A2 (h)(l,X,) - f* = 0

i ¡4 0 ,N V  j t  0, N2j
i » 0,^, j = 0(1) Ng lub
i a O jHg, i = 0 (1 )N̂  .
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Równania (6.3), (6.8) są układami równań liniowych określających pośred
nio element zeI»T|^(h), który minimalizuje funkcjonał (3.2). Z postaci o- 
peratora A = (A1 (D), A2 (dD)) wynika, że zagadnienie wartości i funkcji
własnych wystąpi wtedy, gdy poszczególne krzywizny k^,k2»k^2 hędą równe 
zero. Wówczas 0 może być wąrtością własną operatora A i odpowiadające 
jej funkcje własne są funkcjami liniowymi określającymi sztywne przesunię
cie i obrót.

Z warunku (6.1) wynika, że układ (6.3) jest układem oznaczonym. Ponie
waż dla układu tego istnieje rozwiązanie dla każdego lh.l>0, można więc 
skonstruować ciąg {zn»^n}= {zn (̂ n^ M ^ n  >} zbieżny w W^2\  minimalizujący 
funkcjonał (3«2), tzn.

lim J = lim J(zn ,An) = inf J(z,A) (6.9)
n-*-oo n-^oo / .  ■>zeW£ '

- tdy dx

przy czym z (^) € N^1 ̂ (-¿), A  (pj) e N^°) (pj) i (zn,An) jest rozwiąza

niem układu (6.3).

Lemat 1
Jeżeli z , ^ e W ^ \  to

|w(z,$)| < M 1 |z|.l§||w O). (6.10)

W dowodzie lematu korzysta się z twierdzenia o zanurzaniu (por. [8]) oraz
z określenia iloczynu skalarnego w L2 i norm w Lg i w|^.

7« Rzad zbieżności ciągu rozwiązań

Niech z = (z^,z2,z^,z^) będzie rozwiązaniem zadania (2.1).

Twierdzenie 3

Jeżeli zeC^(D), to

Dowód: Funkcje z, zn minimalizują funkcjonał (3.2). Spełniają zatem na
stępujące tożsamości:
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V  (W(z,g) + V.,(A,I) + L(Ś) = 0) (7.2)¿e B 1

W  (W(zn,Ś) + T ^ . S )  + L(S) = 0), (7.3)

gdzie K ^ C B ,  stąd iJ5"
y  (W(z-zn,l) + V(X-Xn,<l) =0). (7.4)

h l i j 1)

Niech W  oznacza funkcje należącą do N ^ ( ~ )  i taką, że Zn=z w punk

tach obszaru D^j przez Az oznaczamy funkcje określoną równością

z = 2n +. Az. (7*5)

Podstawiając (7*5) do (7.4) otrzymujemy

V N(W(2n - zn ^  + «(Az.Ś) + V1(*.-Xn}l) =0). (7.6)
Ś ełli1)

Podstawiając w (7.6) w miejsce £ różnice zn-zn (ponieważ zn-zn eHg1 ̂ ) o- 
trzymujemy równanie

2W(2n"*n) + W(Az> V zn} + V1 zn> = °* (7*7>

Korzystając z lematu 1 otrzymujemy»

|W(Az, 2n-zn )| <  M, || Az|| ||zn-zn ||, (7.8)

stąd i na podstawie (4*4) otrzymujemy

gV  (|W (A z, V zn > l < V f e  llAz«2 + e  Il2n“ znl|2 ) ) -  <7 - 9 )

Wykorzystując (7.6), (7.7) i (7*8) uzyskujemy następujące oszacowanie 
(por. [7]) dla ||Az|| i ||2n-zn||

flAzfl = 0(|h|) (7.10)

II Zn” Zn II = 0 <I hI ) . (7.11)
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Podstawiając (7*10), (7.11) do nierówności

llz- zn | < I A z|| + f l V znj|

otrzymujemy (7.1), czego należało dowieśó.
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HyMEPHHECKOE PEIIJEHHE KPAEBÜX 3AÄ4.H MAJIOBOJiHHCTHX y H P y n iX  0E0J10HEK

P e 3 io M e

B cT aT be npe^oTaBJreH HyMepa^ecKHä m s io ä  pemeHM  KpaeBOfi a a ^ a q n , o n a cn B a - 
Kiąeił nojie  nepeM eąeH ita MajioBOJiHHCTux y n p y ra x  obOJiô eK. 3 a ^ a q a  pem aeicH  B a- 
paaipiOHHO. Il0Ka3aH0f i i to  npHÖJimtceHHoe pemeHne o o B n a^ae i c  toęhum  p esen aeK  
psfla  0 ( | h | )  b npocipaH C TB e wj;1 \

A HUMERICAL SOLUTIOHS CP BOUHDARX PROBLEMS OP ELASTIC 
SHALLOW SHELLS

S u m m a r y

The paper discusses a numerical solution method 'pi a boundary problem 
describing the displacement ¡field of elastic shalow shells. The problem 
has been formulated variationally. The approximated^- solution is in agree
ment with the exact solution withim the reuoge of 0;(,|h|) in the


